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I. 

üeber  Wirbelbewegungen  in  compressiblen  Flüssigkeiten. 


Von 

Dr.  L.  Graetz 

in  Breslan. 


Bei  der  Untersncbnng  von  Flüssigkeitsbewegungen  bietet  sieb  als 
einfacbster  Fall  dar,  dass  bei  der  Bewegung  ein  Gesebwindigkeitspoten« 
tial  existirt.  Für  diesen  Fall  rednciren  sieb  die  bydrodynamiseben 
Gleicbungen  bei  incompressiblen  Flüssigkeiten  auf  die  Gleicbnng  ^g>  =  0 

and   bei  compressiblen  auf  die  Gleicbnng  -^=sa^jdq).     Die   Annabme 

der  Existenz  eines  Gescbwindigkeitspotentials  involvirt,  dass  in  der 
Flüssigkeit  keine  Wirbelbewegungen  existiren.*  Will  man  diese  mit 
betracbten,  so  lassen  sieb  die  Componenten  der  Gescbwindigkeit  nicbt 
mebr  durcb  ein  Potential  ausdrücken.  Man  kann  dann  die  Bewegungen 
als  superpunirt  aus  zwei  Componenten  betracbten.  Die  erste  Componente 
ist  die  Bewegung  unter  der  Annabme^  eines  Gescbwindigkeitspotentials, 
die  zweite  unter  der  von  Wirbeln.  Auf  diese  Weise  bat  Oberbeck 
eioige  Bewegungen  in  reibenden  incompressiblen  Flüssigkeiten  be- 
handelt.^* Für  nicbt  reibende  in  com  pressible  Flüssigkeiten  ist,  wie 
Helmboltz  gezeigt  bat,  die  Bewegung  aller  Tbeilcben  vollständig  be- 
stimmt, wenn  zu  irgend  einer  Zeit  die  Componenten  der  Wirbelbeweg- 
ungen gegeben  sind.  Eine  genauere  Durcbfübrung  ist  nur  für  einige 
wenige  Fälle  bis  jetzt  möglieb  gewesen. 

Es  soll  bier  untersucbt  werden,  wie  sieb  die  Bewegungen  bei  nicbt 
reibenden  compressiblen  Flüssigkeiten  gestalten,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  in  ibnen  Wirbelbewegungen  existiren.  Aeussere  Kräfte  sollen 
nicbt  wirken. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  einer  solchen  Flüssigkeit  sind: 


*  Helmholtz  in  Borcbardt^e  Journal  Bd.  56. 
**  Borcbardt*8  Journal  Bd.  81. 
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Ueber  die  Bew^goprg '.von  compreseiblen  Flüssigkeiten. 

%2lft*  ,     du  ^     du   ^      du  dP 

-TU- — x-v- — x-fv-^—  =  — 


• » 


'  •  •  • 

«  « 


*dt  dx  dy  dz  dx^ 

^.         •     \  dv    ^  dv    ,  dp    ,  dv  dP 

'     •    •••  dl^  dx^  dy  dz  dy  ' 

drv  ,  dw  .  dw  ,  3w  dP 


•  •    1 

»     •    •• 

•  •  • 


■•:•. 


n,  .^ff. 

IT)  ?^-|-°-2{,    |^-*--2,.    fi-l^-n 

3y      öz  dz     dx  dx      dy 

Hierin  bedeuten ,  wie  gewöhnlich ,  uvrv  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit, ^rii  die  der  Drehnngsgeschwindigkeit  nach  den  Axen  der  xy:, 
p  den  Druck  und  fi  die  Dichtigkeit.  Man  behandelt  in  der  Theorie  der 
Luftströmungen  immer  nur  den  Fall,  dass  die  Geschwindigkeitscomponen- 
ten  und  ebenso  die  Aenderungen  der  Dichtigkeit  sehr  klein  sind,  so 
dass  man  ihre  Quadrate  und  Producte  vernachlässigen  kann.  Wir  wer* 
den  sehen,  dass  diese  Annahme  eine  specielle  Voraussetzung  Über  die 
Wirbelbewegungen  involvirt.    Unter  dieser  Annahme  können  wir  zunächst 

setzen  .  «  , 

dp  =  ar  dyL 

und  fi  =  fio(l+<^)>  wo  6  die  Verdichtung  im  Punkte  xyz  bedeutet.     Es 

soll  ua  nur  unendlich  wenig  von  u  abweichen.    Es  ist  dann  /*=  /  — r^ « 

also  bei  unseren  Vernachlässigungen 

P^a^a. 

Femer  werden  die  Gleichungen  I),  III),  IV) 

äF  +  'ä^"®' 

T7^  dv  da 

VI,)  1^-1^  =  21.    |^-|-"'  =  2,.    '--|^'  =  2f. 

3y      dz  dz      dx  dx      cy 

Aus  den  Gleichungen  V)  und  VII)  folgt  zunächst  durch  passende  Diffe- 

rentiation,  dass  ^-,   -r-,   ^   gleich  Null  sein  müssen,  und  das  ist  eben 

et     oi     et 

die  Beschränkung,  die  wir  bei  unserer  Annahme  eintreten  lassen  müssen. 


Von  Dr.  L.  Gbaetz. 

Das  heiflst  also :  Wenn  bei  einer  Flüssigkeitsbewegnng  nnr  sehr 
kleine  Geschwindigkeiten  und  DichtigkeitsXnderungen  vor- 
kommen sollen,  so  müssen  die  Wirbelbewegungen  an  jedem 
Orte  mit  der  Zeit  unveränderlich  sein,  und  umgekehrt:  Aen- 
dern  sich  die  Wirbelbewegungen  an  einem  Orte  mit  der  Zeit, 
so  müssen  in  der  Flüssigkeit  endliche  Geschwindigkeiten 
oder  endliche  Dichtigkeitsänderungen,  oder  Beides  zusam- 
men  stattfinden. 

Wir  wollen  zunächst  beweisen ,  dass  uvrv  vollkommen  bestimmt  sind, 
wenn  gegeben  sind 

1.  Ii^i:  für  alle  Punkte, 

-^  _      du        dV        dtV      -  ,  1  .  r»     .  A         1       -r<i  . 

2.  UV  wund  o7  I  ^  1  "^  för  irgend  eine  Zeit  f=0  als  Functionen 

Ol      Ol       Ol 

des  Ortes, 

du     dv     dw 

3.  ^-»  X-,  X-    für  alle  Elemente  der  Grenzfläche  als  Functionen 
on     on     on 

von  U 
Wenn  itii  gegeben  sind  und  es  gäbe  zwei  Werthsysteme  u^v^Wj^a^ 
und  u^v^^^^ii    so   bilden   wir  ihre    Differenzen   u^  —  u^  =  Uj  r^  — r^sssr, 
jTj — »,  =  »',   tfj  — 02  =  ^'.     Dann   muss  nach   dgn  Gleichungen  VII)  zu- 
nächst sein 

dy      dz         ^     dz      dx         ^     dx      dy         ' 
d.  h. 

,      dcp  ,      dq>  ,     dw 

dx  oy  dz 

Die  Gleichungen  V)  und  VI)  werden  dann 

VIII)  ^'-f^9>  =  0, 

IX)  |f  +  «*<^-AO. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt 

X)  ^  =  a»^,,  +  f'(0. 

Das  ist  bis  auf  f(l)  die  Gleichung  für  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 

dw 
in  Wellen.     Wir  multipliciren   die  Gleichung  mit  "^^^  ui^d  integriren 

über  den  ganzen  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Raum.  Da  die 
Veränderung  von  dx  mit  der  Zeit  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung 
ist,  als  die  Veränderungen,  die  wir  hier  betrachten,  so  können  wir  setzen 

«nd  es  ist  also 


4  Ueber  die  Bewegung  von  compressiblen  FlüssigkeiteD. 

Nach   dem   Green' sehen  Satze  ist  aber  bei   der  VemachlSissigangf  die 
wir  hier  eintreten  lassen, 

WO  ds  ein  Element  der  Oberfläche  der  Luftmasse  ist  und  n  die  nach  dem 
Innern  gerichtete  Normale.     Es  ist  also 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  für  alle  Elemente  der  Oberfläche  --^  =  0 

on 

ist.     Dann  wird  die  Gleichung 

WO  C  von  /  unabhängig  ist.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  für  /=0  q>  und 
-~-  gleich  Null  sind,  so  ist  (7=0. 

V  W  O  (p  3  CD 

Nun  war  ^—  =  m,  —  i/o,  -r—  =  «>i  — f«,   -—  =  w,  —  Wo,  also ,  wie  durch 
dx        ^       ^    dy  ^     cz         12'  » 

Variation  erwiesen  wird, 

<P  =  /  (Wi  -  Wj)  dx  +  (e;i  —  v^  dy  +  (Wj  —  tv^  dz. 

Vertauschen  wir  also  u^v^tv^  mit  u^v^n>^^  so  ändert  q>  sein  Vorzeichen. 
Dann  ändert  sich  auch  in  Gleichung  11)  rechts  das  Vorzeichen,  links 
nicht ,^  folglich  müssen  die  beiden  Gleichungen  gleich  Null  sein.  Es  muss 
also 

sein,  d.  h.  es  muss  q>  constant,  also  gleich  Null  sein.  Es  ist  also  bewie- 
sen,  dass  ip  immer  gleich  Null  ist,  wenn  ^   für  alle  Elemente  der  Grenz- 

fläche  verschwindet,  und  wenn  für  /  =  0  (p  und  —  gleich  Null  sind. 

Ist  also  für  ^=0 

du^      du^      ^v^      Bp^      ^^''i      ^^^2 

und  für  die  Oberfläche 


so  ist  tiberall 
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du^ du^     dt>^      dt>2     dw^^drv^ 

dn^dn'    Jn'"dn'    Jn"""än"' 


•'i^^a»    «'i^^ai    «^1  =  ^2. 


Ist  nun  (p  =  Of  so  giebt  die  Gleicbung  VIII)  a'  gleich  einer  von  t 
anabbängigen  Grösse  und  aus  Gleicbung  IX)  folgt,  dass  diese  aucb  von 
xy:  anabbängig  ist.  Es  ist  also  a  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt. Wir  müssen  nun  aus  den  Gleichungen  V),  VI),  VII)  bestimmte 
Gleichungen  für  uvwa  bilden.  Dazu  differentiiren  wir  die  erste  Gleich- 
ung V)   nach   /  und   die  Gleichung  VI)  nach  x.     In  den  Ausdruck  für 

dl^t te  +  ä^  +  ä^^älj  ^""^^^^  ^*'  ^^^  Ausdrücke  für  |,  iy,  £ 

ein.     Dadurch  erhalten  wir  die  Gleichungen 

XII)  _  =  „M.-2«»(--g-j. 

XIII)  ^  =  a»Ja. 

Die  Gleichung  XIII)  ist  genau  dieselbe,  welche  auch  bei  der  Annahme' 
eines  Geschwindigkeitspotentials  vorkommt.  Die  Verdichtungen  wer- 
den also  von  den  Wirbelbewegungen  nicht  beeinflusst.  Sie 
sind  dieselben,  ob  Wirbel  existiren  oder  nicht. 

In  den  Gleichungen  XII)  treten  im  letzten  Gliede  die  Verbindungen 

r r-j  u.  s.  w,  auf.     Es  brauchen  also  gar  nicht  die  5^ f  selbst  überall 

gegeben  zu  sein,  sondern  nur  diese  Differenzen.     Aus  den  Gleichungen 

!i_^-/    ?i_M_«    ^_^_v 

dy     dz         '      dz     dx~     '     dx     dy~    ' 

dx     dy     dz 

lassen  sich  aber  die  $i/£  immer  vollständig  bestimmen. 

Die  letzten  Glieder  der  Gleichungen  12)  sind  nach  unserer  Voraus- 
setzung von  /  unabhängig.     Wir  haben  also  die  Lösungen  der  Gleichung 

^^  =  a^JrO-2a^axyz) 

ZU  suchen.     Die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

t|;=  iir^F{xyz), 
wo   ^  der  Gleichung 


Ueber  die  Bewegang  von  compressiblen  Flttssigkeiten. 

und  F  der  Oleichang 

^^F=  — 2/'(a:yz) 

genügen  mnM.    Die  letzte  Gleichung  giebt 

^f{xyz)dx 


27tJ 


r 

Bezeichnen  wir  also  mit  ÜVW  Lösangen  der  Gleichung  -jY  =  a*z/9', 
80  erhalten  wir  ^,^.      ^  ^ 


'-'-kfk 


XV)  "  =  ^-0^    /    1 — <*«. 


1^     /   \dx 


Darin  ist  dx  ein  Element  des  von  den  Wirbelfäden  erfüllten  Raumes,  r 
ist  seine  Entfernung  von  uvrv  und  das  Integral  erstreckt  sich  über  den 
ganzen  von  den  Wirbelfflden  erfüllten  Raum.  Die  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  eines  bestimmten  Punktes  uvrv  setzen  sich  also  aus  zwei  Thei- 
len  zusammen.  Erstens  bewegt  sich  das  Theilchen  nach. jeder  Axe  so, 
wie  es  sich  auch  ohne  das  Vorhandensein  von  Wirbeln  bewegen  könntoi 
und  ausserdem  wird  seine  Bewegung  noch  von  derjenigen  sämmtlicher 
Wirbel  beeinflusst.  Jedes  Element  eines  Wirbels  trägt  zu  der  Geschwin- 
digkeit des  Theilchens  xyz  bei  die  Componenten 

(^A^^Ji\  l^J^^\  lh.^^A\ 

,      dxKdy     dz)  ,_dx\dz     dx)         ,_dx\dx      dy) 

Wir  können  aber  die  Gleichungen  XV)  auch  so  schreiben: 

Die  letzten  Integrale  rechts  können  wir  nach  dem  bekannten  Satze  leicht 
in  Fl&chenintegrale  umwandeln.     Es  ist 
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-Miii^-fMhfT «"'("')  - '  -'»'»■ 

Beseichnen  wir  die  Drehnngsgescbwindigkeit  selbst  mit  Ar,  so  ist 
g  =  Ar  co5{Ä',  x)y     iy  =  Arco5(Ä,  y),     f  =  Ar  co5 (Ar «) , 

unser  Integral  wird  also 

"dsk 


ß 


(cos  (Ar  z)  cos  {n y)  —  cos  (ky)  cos  (n  z)). 


r 

Die  einzelnen  Wirbelfäden  werden  von  den  Wirbellinien  begrenzt.  Die 
Linien  k  nnd  n  steben  also  anf  einander  senkrecbt.  Errichten  wir  daher 
auf  der  durch  k  und  n  bestimmten  Ebene  eine  Senkrechte  m,  so  sind 
die  Differenzen    der  Prodncte    der  Cosinns    bezüglich   gleich   cos{m^x)^ 

/        x          /        X      irr          -r           ^      •  i     i        Cdskcosimx) 
cos\m^y)^  cos{myZ).     Unser  Integral  wird  also    I ^ und  ent- 
sprechend werden  die  anderen.     Die  Gleichnngen  XVI)  werden  also 

^    (  ,     r  r   \        \      rdskcosim.x) 


XVII) 


yj    (        r       ^     r  ]        1      rdskcosiniyz) 


Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  xyz  wird  also  von  jedem  Theilcben 
innerhalb  eines  Wirbels  und  von  jedem  Theilcben  an  der  Oberfläche  des- 
selben beeinflusst.  Jedes  Element  aus  dem  Innern  des  Wirbels  erzeugt 
eine  Geschwindigkeit,  deren  Componenten  sind 

/  ai     al\        /  ai      ai\    ^  /  ai     ai\ 

Die  Grösse  dieser  Geschwindigkeit  ist 

dx  k  sin& 


2;c 


r 


2 


wo  9  der  Winkel  zwischen  k  und  r  ist. 

Jedes   Theilcben    an    der   Oberfläche   des  Wirbels   erzeugt   eine  Ge- 
schwindigkeit, welche  gleich 

2n  T 

ist.  Die  erstere  ist  bekanntlich  gleich  und  gleichgerichtet  der  Kraft, 
welche  ein  Element  eines  elektrischen  Stromes  in  dx  auf  einen  Magnet- 
pol in  xyz  ausübt,  die  letztere  gleich  der  Kraft,  welche  ein  Elementes 
einer  mit  magnetischer  Flüssigkeit  belegten  Fläche  auf  diesen  Pol  ausübt. 


8  Ueber  die  Bewegang  von  compressiblen  Flüssigkeiten. 

Für  den  Fall,  dass  in  einer  compressiblen  Flüssigkeit  keine  Wir- 
belbewegungen existiren,  lässt  sieb  der  Wertb  des  Potentials  in 
jedem  Punkte  für  ein  gegebenes  Zeitintervall  einfach  ausdrücken  durcb 

die  Werthe,  die  q>  und  —  im  Anfang  der  Zeit  haben.     Es  ergiebt  sich 

diese  Behauptung  durch  Anwendung  des  Green'schen  Satzes  unter  Be- 
nutzung einer  speciellen  Auflösung  der  für  solche  Flüssigkeiten  gelten- 
den Differentialgleichung.*  Ganz  ebenso  lassen  sich  in  unserem  Falle 
die  Werthe  von  uvw  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Luftmasse  in  einem 

gewissen  Zeitintervall  ausdrücken   durch   die  Werthe  von  uvw  und  — , 

T-  I  -7~.  im  Anfange  der  Zeit  und  durch  die  Componenteu  der  Wirbel- 
bewegung. Der  Beweis  ist  beinahe  derselbe,  wie  in  dem  einfacheren  Falle. 
Es  muss  hier,  wenn  wir  unter  tf;  eine  der  Grössen  uvw  und  unter  f(xyz) 

""  ^"  ««-■  -^-(H-H).  -'-&-¥:)•  -'"G-MÖ 

verstehen,  tp  der  Differentialgleichung  genügen 

XVIII)  ^=«*^if  +  A*y«). 

Nach  dem  Green'schen  Satze  ist  nun 

XIX)  färinjV-VJÜ)=fäs{vf^-ü'Sy 

Dieser  Satz  gilt,  wenn  ü  und  V  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten 
in  dem  ganzen  Räume  stetig  sind.  Die  Function  tp  könnte  möglicher- 
weise an  der  Oberfläche  des  von  den  Wirbelfiiden  erfüllten  Raumes  un- 
stetig sein.     Da  wir  aber  in  XV)  rp  als  Summe  zweier  Functionen  dar- 

stellen  konnten,   von  denen  die  eine  der  Gleichung  -^-^=^arJg>  genügt 

und  die  andere  ein  Raumpotential  ist,  so  erkennt  man  leicht,  dass  tf;  mit 
seinen  ersten  Differentialquotienten  im  ganzen  Räume  stetig  bleibt 

•  

In  die  Gleichung  XIX)  tragen  wir  nun  für  ü  eine  Function  tf;  ein, 
die  der  Gleichung  XVIII)  genügt ,  und  lassen  V  der  Gleichung  genügen 

Dann  wird  die  Gleichung  XIX) 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dt  und  intcgriren  sie  von  0  bis  T, 
Dann  wird  sie 


=  a*JV. 


*  S.  Kirchhoff,  Vorles.,  S.  314—317. 
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XX)  ®  X 

Wenn  wir  nun  speciell  wählen 

^""  r 

wobei  F  nur  von  Nall  verschioden  sein  soll ,  wenn  das  Argument  zwischen 
af  und  af-\'%  liegt  und  wenn  wir  annehmen,  dass 

Q<a(<ai+t<aT 
und  ., . 

fF{r)  (f  r  =  1 

ist,  fio  können  wir  das  Glied  links  und  das  erste  Glied  rechts  von  XX) 
ebenso  umformen,  wie  es  an  dem  angeführten  Orte  geschehen  ist.  Das 
zweite  Glied  rechts  können  wir  schreiben,  da  /  von  i  unabhängig  ist, 


— //*-»-(^i-r+i?')+;^./^ 


0 
Wir  haben  also  darnach 

>y2) 

r 
Diese  Gleichung  giebt  den  Werth  von   tf;  im  Punkte  r  =  0  zur  Zeit  (^, 

ausgedrückt  durch  die  Werthe,  die  zur  Zeit  (  =  0  -^  in  der  Kugelfläche 

und  ^  in  und  unendlich  nahe  der  Kugelfläche  besitzt,  welche  mit  dem 
Radius  a(  um  den  Punkt  r^O  beschrieben  ist,  und  durch  die  Werthe 
der  Drehungscomponenten  f{xyz). 

Um  ein  Beispiel  für  die  Bewegung  von  compressiblen  Flüssigkeiten 
zu  berechnen,  nehmen  wir  an,  dass  eine  Trombe  der  z-Axe  parallel 
vorhanden  sei.  Wir  setzen  also  £  =  0,  i}  =  0.  Wir  nehmen  den  Anfangs- 
punkt in  der  Axe  des  Wirbels  an,  also  mit  ihm  beweglich,    und  setzen 

f  =  /'(^),  wo  ^=^j:*+y*  ist.  Dann  ist,  wenn  wir  die  Coordinatcn  des 
Punktes  xyz  mit  {»^z  und  die  von  dx  mit  Qd^'z'  bezeichnen, 

ü=F  +  —    f  dxr'(9)cosi>' 
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«i^^r^^^^^«^^^^V>^^^^^>^t^t'>^'^>'V^^^M'N^^  <^^^i»w»^i^i^^^^>» 


Nehmen  wir  nun  speciell  f{r)  =  CQ  an,  wo  ^  constant  Ut,  and  denken 
nps  die  Wirbel  in  einem  Hohlcylinder  von  Q  =  (fi  bis  9  =  ft>  "o  ist 


^l) 


^1    0    0 

Da  nun ,  wenn  wir  ^'—  ^=<p  setzen , 

5tn<p  dg> 


A 


j/(«'—  s)*  +  ^'*  +  ^*  —  2  p  ^'  cos  q> 
0 
ist,  so  ist 


=  0, 


r;  I  ^**''^  /    /*/*  g'dg'dz'cosq)  dq> 


XXII)  ^1    0    0 


ebenso 


=  ^+-2^^-' 


Für  die  Axe  des  Cylinders,   also  für  ^  =  0,   ergiebt  sieb  aas  XXI) 
u=0+±    fFr9ä,'A»'äz'.in^'_„ 


Wf 


XXIII)  ^'   ^   tnl 

v=F^^  r rV 9j!£££££S2lSi  =  V 

^1    0    0 

Anf  die  in  der  Axe  der  Trombe  liegenden  Theilchen,  das  Auge,  hat 
also  die  Wirbelbewegung  gar  keinen  Einflnss. 

Abgesehen  von  den  Eigenbewegnngen  ü  und   V  haben  alle  ausser- 
halb der  Trombenaxe  liegenden  Theilchen  eine  Bewegung  im  Kreise  um 

cR 
die  Axe  mit  dem  Radius  jr—.     Dieser  Radius  ist  variabel  mit  g  und  z, 

Üeber  die  anderen  Erscheinungen  bei  den  Tromben ,  namentlich  über  die 
Druckverminderung  im  Auge  derselben,  giebt  die  Analyse  in  dieser  An- 
näherung keinen  Aufschluss. 


II. 


Znr 


Von 
W.   KÜTTNEB 

in  Bnrgk. 


Die  Errichtung  von  Invaliden  •  Pensionscassen  ist  in  jüngster  Zeit 
fliehr  denn  je  der  Gegenstand  öffentlicher  Besprechungen  gewesen  und 
hat  erfreulicherweise  in  fast  allen  Kreisen  lebhaftes  Interesse  erweckt« 
Mit  fast  gleicher  Intensität  hat  aber  auch  die  Theorie  der  Invaliditäts- 
Tersicherung  —  die  mathematische  Grundlage,  auf  der  sich  Versorgungs- 
institute dieser  Richtung  aufzubauen  haben  —  Gelehrte  und  Techniker 
beschäftigt  und  Veranlassung  zu  einer  Reihe  wissenschaftlicher  Abhand- 
lungen gegeben,  die  zum  grossen  Theil  in  „Masius,  Rundschau  der 
Versicherungen^^  und  im  „Journal  des  CoUegiums  für  Lebensversiche- 
mngswissenschaft^  zum  Abdruck  gelangt  sind.  Allein  diese  Arbeiten ,  so 
verdienstvoll  sie  an  und  für  sich  sind,  weichen  in  ihren  Voraussetzungen 
so  von  einander  ab  und  haben  fast  ausnahmslos  so  herbe  Kritiken  über 
sich  ergehen  lassen  müssen,  dass  es  nicht  auffallen  kann,  wenn  sie,  an- 
statt eine  fortschreitende  Entwickelung  dieser  Theorie  herbeizuführen, 
eine  gewisse  Unsicherheit  in  den  Fundamentalsätzen  erzeugt  haben,  die 
im  Interesse  dieser  wichtigen  Frage  heute  mehr  denn  je  zu  beklagen  ist. 

Wenn  der  Verfasser  daher  hier  auf  die  zwar  ältere,  aber  ausgezeich- 
nete Zeuner'sche  Behandlung  der  Invaliditätsversicherung*  zurückkommt 
und  eine  neue  Begründung  der  daselbst  abgeleiteten  Formeln  giebt,  so 
glaubt  derselbe  nicht  allein  etwaige  Bedenken,  die  man  gegen  die  Zeu- 
ner'sche  Darstellung  hegt,  zu  zerstreuen,  sondern  der  Sache  selbst  in- 
sofern einen  Dienst  zu  leisten ,  als  er  den  Technikern  die  etwas  in  Ver- 
gessenheit gerathenen  Formeln  in  Erinnerung  bringt,  welche  nach  seiner 
Ansicht  vor  allen  anderen  berechtigt  sind,  zur  Lösung  des  vorliegenden 
Problems  zu  dienen. 

Ich  beginne  zunächst  damit,  die  nachstehenden  Functionen ,  die  zur 
Berechnung  der  Invalidenpensionen  vorzugsweise  erforderlich  sind. 


Zenner,  Ahhandlangen  aas  der  ma^ematischen  Statistik.   Leipiig«  \^^^. 


12  Zar  mathematischen  Statistik. 

1.  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Altersgrenzen  Xq  und  x^ 
activ  ZQ  verbleiben, 

2.  die  Wahrscheinlichkeit,   innerhalb   derselben   Altersgrenzen   als 
Activer  zu  sterben, 

3.  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  derselben  Altersgrenzen  dauernd 

invalid   zu   werden  und  das  Grenzalter  x^  lebend  zu  erreichen 
und 

4.  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  derselben  Grenzen  invalid  zu 

werden  und  vor  Erreichung  des  Grenzalters  or^  zu  sterben, 

direct  auf  die  Fundamentalsätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,*  d.  h. 
auf  die  Sätze  der  einfachen  und  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit 
zu  gründen. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Altersgrenzen  Xq  und  x^  in 
Activität  zu  verbleiben  oder  als  Activer  zu  sterben,  oder  endlich  invalid 
zu  werden,  falU,  wie  unschwer  einzusehen  ist,  genau  mit  derjenigen  zu- 
sammen, aus  einer  Urne,  die  eine  unbestimmte  Anzahl  von  weissen, 
schwarzen  und  rothen  Kugeln  enthält,  eine  weisse,  schwarze  oder  rothe 
Kugel  zu  ziehen.  Genau  so,  wie  man  nun  hier  von  n  Versuchen,  die 
w  weisse,  s  schwarze  und  r  rotbe  Kugeln  ergeben  haben  mögen,  nach 
der  wahrscheinlichsten  Hypothese  schliesst,  dass  die  Wahrscheinlichkeit, 
weiss  zu  ziehen ,  =  n^ :  n ,  schwarz  zu  ziehen  =  5 :  n  und  roth  zu  ziehen 
=  r:n  ist,  so  hat  man  auch  im  ersteren  Falle  nach  Massgabe  derselben 
Hypothese  und  des  Beobachtungsmaterials,  das  von  A  activen  Personen 
innerhalb  der  erwähnten  Altersgrenzen  A'  als  activ  verldieben,  7\,  als 
activ  verstorben  und  /  als  invalid  geworden  nachweisen  soll,  zu  folgern, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Altersgrenzen  Xq  und  x^ 

1.  activ  zu  verbleiben,  gleich 

2.  als  Activer  zu  sterben,  gleich 

2)  ..  =  ^ 

und  endlich 


*  Behm  behauptet  in  seinem  sonst  vorzfiglichen  Werke:  „Statistik  der  Mor- 
talitäts-,  Invaliditilts-  imd  Morbilitätsvcrhältnisse  beim  Beamteupersonal  der  deut- 
schen Eisenbahnen.  Berlin  1876*',  dass  die  obigen  Functionen  gar  nicht  in  das 
Bereich  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gehören.  Wenn  es  mir  überhaupt  ganz 
undenkbar  ist,  dass  Wahrscheinlichkeitswerthe  nicht  in  die  Wahrscheinlichkeits* 
rechnimg  gehören  sollen,  so  war  für  Behm,  falls  ihm  die  bekannten  Sätze  der- 
selben auf  gegenwärtige  Fragen  nicht  anwendbar  schienen,  doch  durchaus  keine 
Veranlassung  zu  einer  solchen  Behauptung  vorhanden,  weil  in  diesem  Falle  natiu:- 
gemäss  fragliche  Functionen  eine  Bereicherung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
bilden  mussten. 
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3.  inyalid  zu  werden,  gleich 

3)  ,  =  4 

ist. 

Diese  drei  Ereignisse  sind,  wie  ans  der  Vergleicbnng  unmittelbar 
folgt,  einfache. 

Verlangt  man  aber  weiter  die  Wahrscbeinlicbkeit,  innerhalb  der 
Altersgrenzen  Xq  und  x^  invalid  zu  werden  und  das  Grenzalter  x^  lebend 
zu  erreichen,  so  kann  dies  nicht  m^hr  die  Frage  nach  der  Wahrschein- 
lichkeit eines  einfachen,  sondern  nach  der  eines  zusammengesetzten  Ereig- 
nisses sein,  die  gleichbedeatend  mit  derjenigen  ist,  eine  rothe  Kugel  aus 
der  ersten  Urne  und,  wenn  dies  eingetroffen,  eine  weisse  Kugel  aus  einer 
zweiten  Urne,  die  in  einer  unbekannten  Mischung  gerade  soviel  weisse  und 
schwarze  Kugeln  zusammen  enthält,  als  sich  in  der  ersten  rothe  befinden, 
zu  ziehen. 

Hätte  nun  eine  Reihe  von  Versuchen  zu  dem  Ergebnisse  geführt, 
dass  von  n^  aus  der  zweiten  Urne  gezogenen  Kugeln  s^  schwarz  und 
»I  —  $1  weiss  wären ,  so  würde  nach  der  wahrscheinlichsten  Hypothese  die 
Wahrscheinlichkeit,  aus  der  zweiten  Urne  weiss  zu  ziehen,  s=(^n^  —  s^):n^ 
und  nach  dem  Satze  von  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit  die 
gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  d.  h.  aus  der  ersten  Urne  roth  und  aus  der 
zweiten  weiss  zu  ziehen,  gleich 

n  '     n^ 

sein.  Genau  so  verhält  es  sich  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  invalid  zu 
werden  und  am  Ende  der  Altersstrecke  von  x^  bis  a7|  noch  zu  leben. 
Hätten  die  Beobachtungen  ergeben,  dass  von  den  J  invalid  gewordenen 
Personen  Ti  innerhalb  der  erwähnten  Altersgrenzen  verstorben  wären,  so 
würde  nach  dem  Vorstehenden  die  Wahrscheinlichkeit,  im  Alter  von  Xq 
bis  x^  invalid  zu  werden  und  Xy^  zu  erleben, 

4)  /,=  _.__  =  __=y__ 

sein,  weil  in  diesem  Falle  r  mit  /,  n  mit  A^  s^  mit  7V  und  n^  mit  /  zu- 
sammenfällt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  im  Alter  von  .Tq  bis  ar,  invalid  zu  werden 
und  das  Grenzalter  x^  nicht  zu  erleben,  ist  selbstredend 

Könnten  wir  jetzt  voraussetzen,  dass  uns  immer  eine  Gesellschaft 
activer  Personen  gegeben  wäre,  bei  der  während  eines  gewissen  Zeit- 
raumes (ar^ — x^  ein  Zugaug  gar  nicht,  ein  Abgang  aber  nur  durch  Tod 
oder  Invalidität  erfolgte,  so  würde  die  Beobachtung  der  Invaliditäts-  und 
TodesfUle  dieser  Gesellschaft  unmittelbar  die  Werthe  liefern,  die  wir  in 
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unsere  Formeln  1)  —  5)  einzuführen  hXtten.  Allein  eine  derartige  Vor- 
aussetzung ist  schon  deshalb  unzulässig,  weil  unsere  Formeln  auf  jede 
Gesellschaft,  also  auch  auf  die  mit  aus-  und  eintretenden  Mitgliedern 
anwendbar  sein  müssen.  In  diesem  Falle  hätten  sich  aber  diese  Beobach- 
tungen nur  auf  einen  bestimmten  Theil  der  Gesellschaft  zu  erstrecken, 
was  dieselben  dergestalt  compliciren  würde,  dass  man  voraussichtlich  von 
ihrer  Ausführung  oft  Abstand  nehmen  müsste,  abgesehen  noch  davon,  daas 
zur  exacten  Bestimmung  von  ^  nicht  immer  eine  genügende  Anzahl  von 
Fällen  vorhanden  sein  würde.  Es  empfiehlt  sich  daher,  in  erwähnten 
Formeln  J^  Ä^  /,  J«  und  7V  zu  eliminiren  und  als  Functionen  anderer 
Grössen,  die  unabhängig  von  den  Aus-  und  Eintrittsbewegnngen  sind, 
auszudrücken.  Hierzu  eignet  sich  aber  am  vorzüglichsten  die  Lebens- 
wahrscheinlichkeit p  und  die  Invaliditätswahrscheinlicbkeit  q^  auf  deren 
numerische  Berechnung  wir  später  zurückkommen  werden. 
Führt  man  in  Gleichung  1)  zunächst 


oder 

ein,  so  hat  man 


A-^jJa+Tj)       J       Ti 


Setzen  wir  vorläufig  für  active,  wie  für  invalide  Personen  ein  und  die- 
selbe Lebenswahrscheinlichkeit  fest,  so  ist  (^  — [7*0+ T'tf]):^^  ofi*enbar  die 
Wahrscheinlichkeit  p,  am  Ende  der  Altersstrecke  Xq  und  x^  noch  zu 
leben,  so  dass  wir 

erhalten.     Ferner  ist 
so  dass  Gleichung  2)  in 

übergeht.  Recapitulirt  man  jetzt  die  vier  gefundenen  Wahrscheinlich- 
keitswerthe,  so  findet  sich,  dass 

6)        l,  =  p-q  +  lL,     h=q-'^,     '.=  (1-P)-^,     <*  =  ^ 

ist. 

T 

Zur  Bestimmung  des  Quotienten  -7  schlage  ich  folgendes  Verfahren 

A 

ein.  Ist  F(x)  die  Function  für  die  Anzahl  sämmtlicher,  aus  einer  ge- 
gebenen Gesammtheit  von  Activen  bis  zum  Alter  x  invalid  gewordenen 
Personen  und  f{x)  die  Anzahl  der  lebenden  Personen  vom  Alter  x,  ent- 
nommen aus  einer  Absterbeordnung  für  eine  gemischte  Bevölkerung,  so 
werden  die  in  dem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  dx  invalid  werdenden 
jPeivonen  durch 
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'^^^^i^^^^^w 


F{x+dx)  —  F{x)  =  F\x)  dx 

dargestellt.     Von  diesen  F'(x)äx  Personen  werden  aber  vor  Erreichung 
des  Altera  m^ 

sterben,   so   dass   die  innerhalb  der  Altersgrenzen  x^  nnd  x^  invalid  ge- 
wordenen und  sodann  verstorbenen  Personen  durch 

7)  =  F{x,)  -  ^(0-,)  ^f(x,)fj^  dx 

ausgedrückt  werden. 

Ist   das  Intervall   von   x^  bis  x^  klein  genug,   so  kann  man  sowohl 
F(x)^  wie  f{x)  als  lineare  Functionen  betrachten  und  setzen 

F{x)  =  «  +  /3  a; ,     f(x)  =  «'+  ß'x. 

In  diesem  Falle  geht  aber  Gleichung  7)  in 

8)  T,  =  FK)  -  F{x,)  - 1  fix,)  log  ml  ^±||l 
Über.     Da  nun  den  gemachten  Voraussetzungen  gemäss 


sowie 
•o  folgt 

nnd 
9) 
Ferner  erhält  man  ans 


Ofoi::^)_,__ 

y^(l-p)(«'+^^o) 


«0  — OTj 


A«i)_P(aro-«i) 


10) 


^  1-p     • 

^(affl)  =  «  + /5aro  and   /"(«,)=«  +  /?«, 


Substituirt  man  die  in  9)  und  10)  für  —37^1  resp.  ß  gefundenen  Werthe 

in  8)f  so  folgt  unter  Berücksichtigung,  dass  ^(^1)  ~  ^(^0)  '"^  gegenwär- 
tigen Falle  J  ist, 

wonut 
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11)  !l=q(l+-L-log„alp) 

T 

wird.     Es  stünde  Nichts  im  Wege,  den  soeben  gefundenen  Werth  fftr  -r> 

in  die  Gleichungen  6)  einzuführen;  allein  wir  würden  damit  ftir  die 
Praxis  noch  etwas  unbequeme  Formeln  erhalten,  weshalb  wir  lognatp 
nach  der  Reihe 

,^,„,.__,['=^+i('_-^)'+..,] 

entwickeln  und,  da  n  in  unserem  'Falle  nur  wenig  von  der  Einheit  ver- 
schieden und  die  Keihe  mithin  stark  convergent  sein  wird,  mit  dem  ersten 
Gliede  abbrechen  wollen. 
In  diesem  Falle  wird 

r<_/,      p     2(i-p)\_   /       2p  \ 

Führt  man  den  soeben  gefundenen  Werth  in  die  Gleichungen  6)  ein ,  so 
erhält  man 

Das  sind  aber  genau  die  Formeln,  die  Zeuner  auf  einem  ganz 
andern  Wege  gefunden  und  zuerst  in  seinen  „Abhandlungen 
aus  der  mathematischen  Statistik'*  mitgetheilt  hat. 

S.  14  ist  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  die  Lebenswahr- 
scheinlichkeit für  invalide  Personen  mit  derjenigen  für  active  Personen 
übereinstimmt.  Es  ist  indess  a  priori  einzusehen,  dass  diese  Annahme 
nicht  ganz  zutreffend  ist,  weil  erfahrungsgemäss  in  sehr  vielen  Fällen 
dem  Tode  ein  längeres  oder  kürzeres  Stadium  der  Krankheit  oder  Kränk- 
lichkeit vorausgeht,  was  oft  den  Eintritt  in  die  Invalidität  herbeiführen 
wird.  Wir  haben  daher  zu  erwarten,  dass  die  Lebenswahrscheinlichkeit 
für  active  Personen  nicht  unerheblich  höher  ist,  als  die  für  invalide,  und, 
da  dieses  Moment  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Berechnung  der  Invaliden- 
pensionen sein  kann,  hierauf  noch  Rücksicht  zu  nehmen.* 

Wir  unterscheiden  jetzt  drei  verschiedene  Lebenswahrscheinlichkeiten, 
und  zwar: 

1.  die  für  active  Personen  =/?', 

2.  „      „    eine  gemischte  Bevölkerung  =p  und 

3.  „      „    invalide  Personen  =p". 
Damit  ist  leicht  einzusehen,  dass  Tür 


*  Zeuner  hat  in  seinen  Abhandlungen  S.  133  auf  diese  Erweiterung  zwar 
aufmerksam  gemacht,  die  Ausführung  aber  aus  dort  dargelegten  Gründen  noch 
unterlassen. 
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laiicht  mehr  p  gesetzt  werden  kann,  weil  bei  den  anfangs  vorhandenen 
ji  Personen  die  Invaliden  fehlen.  Denken  wir  nns  die  /  invalid  gewor- 
tlenen  Personen  einfach  als  ansgeschieden ,  so  wtlrden,  wenn  der  Anstritt 
Bicht  erfolgt  wäre»  anstatt  der  T«  Todesfälle  Ta  +  Ta  sUttgefunden  haben. 
Setzt  man  daher 

■o  wird 

U=p-9  +  ^''  und   f«  =  (l-p')-v- 

Nun  ist  aber  Ta  Nichts  weiter,  als  die  Anzahl  der  verstorbenen  Personen 
▼on  den  /  innerhalb  der  Altersgrenzen  ocq  und  0*^  ausgetretenen,  nnter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Sterblichkeit  der  activen  Personen  auf  sie 
eingewirkt  hat.  T„:A  unterscheidet  sich  daher  in  la  und  ta  von  dem 
«Tsprttn glichen  Tii  A  nur  dadurch,  dass  es,  anstatt  eine  Function  der 
■llgemciuen  Sterblichkeit,  eine  Function  der  Sterblichkeit  der  activen 
Personen  ist.     Daher  ist 

und  somit 

In  den  Formeln  für  /<  und  U  hat  man  aber,   wie  unmittelbar  folgt,   ein- 
fach p  mit  p'  zu  vertauschen,  mithin 

12b)  /..=  ^,.      U^'-""- 


1+p"       •      l+P   ' 
ZU  setzen. 

Mit  der  Aufstellung  der  Gleichungen  12a)  und  12b),  die  nun  un- 
mittelbar sich  auf  jede  Genossenschaft  anwenden  lassen,  ist  der  Zweck 
vorliegender  Abhandlung,  die  Zeune raschen  Formeln  direct  und  nnab- 
hlDgig  von  Nebenfragen  herzuleiten  und  so  den  Technikern  in  Erinne- 
rung zu  bringen,  erreicht  worden.  Zur  Vervollständigung  bleibt  mir  nur 
noch  übrig,  die  zur  Berechnung  von  p\  p"  und  ^  erforderlichen  Formeln 
anzugeben,  wobei  ich  mich,  um  den  mir  hier  gewährten  Raum  nicht 
übermässig  in  Anspruch  zu  nehmen,  auf  eine  Wiedergabe  der  Nähe- 
ningsforroeln ,  wie  sie  Lazarus,  Behm  u.  A.  m.  anwenden,  beschränke 
und   bezüglich   genauerer  Formeln  auf  Zeuner^s  Abhandlung  verweise. 

Wird  mit  A  die  Anzahl  der  beim  Beginne  der  Beobachtung  vorhan- 
denen oTq -jährigen  Activen  und  mit  B  die  der  ebenfalls  vorhandenen 
jr^. -jährigen  Invaliden,  ferner  die  Anzahl  der  innerhalb  der  Beobach- 
tungszeit  (x^ — x^  —  die  in  der  Regel  gleich  einem  Jahre  angenommen 
wird  —  im  Alter  von  x^  bis  x^  bei  dieser  Gesellschaft 

1.  eingetretenen  Activen  mit  J?, 

2.  invalid  gewordenen  Activen  mit  J, 

3.  freiwillig  ausgeschiedenen  Activen  mit  F^^ 

JMHchrm  t  MMtbmMUk  o.  Fbjtik  XXV,  1.  ^ 
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V*-^.^  >^..^-^  >s^^"^s^  ^s." 


4.  freiwillig  ausgeschiedenen  Invaliden  mit  F^, 

5.  verstorbenen  Activen  mit  7^,, 

6.  „  Invaliden  mit  T'i 

bezeichnet,  so  gelten,  wie  eine  leichte  Untersnclmng  dies  bestätigen 
die  Näherungsformeln 

13)  ;>'=1-- 


^^^-.y-fV 


14)  ;/'=  1  - 


2 


15)  g  = 


2 


^  + 


E-^Fa 


Im  Anschlüsse  an   vorstehende  Untersuchungen  dfirfte  es  i.. 
interessant  sein,   auf  zwei  neuere  Arbeiten  der  Invaliditlitsv<'i. 
etwas  näher  einzugehen. 

Betrachton  wir  zunächst  die  von  G.  Behm  in  seinem  ^- 
tistik  der  Mortalitäts  •,  Invaliditäts  -  und  Morbilitätaverhältnl 
amtenpersonal   der  deutschen  Eisenbahnen.     Berlin  187G'' 
Formeln,  die  bei  Anwendung  nnaerer  Beieichnnng  sich 

schreiben,  so  kann  selbst  der  flüchtigen  Vergleichnng  ti- 
cin Stimmung  derselben  mit  den  von  uns  im  vorigen  Ai> 
Zeun er' sehen  Formeln  nicht  entgehen.     Vertieft  ; 
Behm' sehe  Arbeit,  so  findet  man  leicht,  dass  d* 
uusrigen   ein  und  dieselben  Wuneln  haben,  nn. 

/a  =  p  — 9  +  — =  p  +  -— 

und 


it 


-  u 


.=,-5-Ä, 


P 


und   dass  Behm  p-vr  ^lAalh  nicht 

ist,  weil  er  zur  ^  "^P^  Uqnat 

gente  Reihe 

benützt  hat. 

Die  Behii>  ;in>> 

ne raschen  F 
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'  ^  ^k^^^^v/^^>A<<^M^«^^«^^^AM^^/^^^^^^^A/^A^>^^^  ' 


Gleichangen  128)  und  12  b)  den  Nenner  1+p  des  sehr  kleinen  Gliedes 

1— p 

r— — q  gleich  2,  so  erhält  man  die  oben,  angegebenen  B  eh  mischen  For- 

^  +  P 

mein.     So  ist  x.  B.  nach  12  a) 


and  daher 


U^P'-g  +  —Y^q 


Nach  Alledem  ist  es  wohl  zweifellos,  dass  die  Böhmischen  For- 
meln nur  als  Näherangsformeln  der  Zeuner^schen  anzusehen 
lind  und  die  a.  a.  0.  ausgesprochene  Originalität  nicht  be- 
•itzen.* 

Eine  sehr  interessante,  wenn  auch  das  Problem  der  Invaliditäts- 
▼ersicbemng  noch  ungelöst  lassende  Arbeit  hat  ein  Gutachten,  das  für 
die  Reicbs Verwaltung  von  der  Gothaer  Lebensversich erungsbank  über 
Invaliden-  und  Wittwenpensionsverhältnisse  angefertigt  worden  ist,  zur 
Folge  gehabt.  In  beregtem  Gutachten,  das  Übrigens  in  Versicherungs- 
kreisen bedeutendes  Aufsehen  hervorgerufen  hat,  wird  die  Invaliditäts- 
wahrscheinlichkeit als  diejenige  definirt,  welche  zum  Ausdrucke  gelangen 
würde,  wenn  die  Sterblichkeit  für  den  betreffenden  Zeitraum  nicht  vor- 
handen wäre.  Damit  glaubte  man,  die  zwei  von  einander  abhängigen 
Wahrscheinlichkeiten  p  und  q  derart  umzuformen,  dass  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  aufgehoben  und  der  Satz  von  der  abhängigen  Wahrschein- 
lichkeit auf  den  bekannten  der  unabhängigen  zurückgeführt  sei,  und 
hatte  infolge  dessen  die  Activitätswahrscheinlichkeit  als  das  Product  der 
Ergänzung  der  so  definirten  —  unabhängigen  —  Invaliditätswahrschein- 
lichkeit zur  Einheit  in  die  Lebenswahrscheinlichkeit  hingestellt. 


*  Zur  Beurtheilong  der  Schärfe  beider  Formeln  diene  Folgendes: 

p"=0,9:  l)"=0,8:  i)"=0,7: 

li^"  ^  ^i>  loffnaip"        =     0,9482445. g        0,8925740. g        0,8322417. g, 

h  nach  Zeuner  (^^4r)  =     0,9473684. g        0,8888889. g        0,8285294. g, 

li  nach  Behm  (^"^^   g)  =     0,95. g  0,9. g  0,85. g, 

Correctur  bei  Zeuner         =  + 0,0008761 . g    -f- 0,003685 l.g    -f0,00a7\^a.q, 
„  „    Behm  =- 0,00 1 7665. q    -0,0074260. g    -0,0n7bÄÄ.q. 

2» 
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Gegen  diese  Darstellung  hatte  zuerst  Dr.  Dienger  Einwendungen 
erhoben,  worauf  Johann  Karnp  und  zwar  zunächst  anonym  als  An- 
walt des  Gothaer  Gutachtens  auftrat  und  in  „Masius,  Rundschau  der 
Versicherungen,  Jahrg.  XXVI"  S.  22  flg.  eine  Beweisführung  veröffent- 
lichte, die  in  ihren  Hauptzügen,  jedoch  mit  einer  etwas  sch&rferen  De- 
finition der  in  Betracht  kommenden  Functionen,  hier  folgen  soll.  Durch 
diese  Präcisirung  hoffe  ich,  den  gegen  fragliche  Beweisführung  von  D i  e  n  ge r 
in  „Masius,  Kundschau  der  Versicherungen",  1876  S.  46  und  47,  und 
109 — 111,  von  Behm  in  seinem  mehrerwähnten  Werke  über  die  Stati- 
stik der  Eisenbahnbeamten  und  von  Heym  in  der  Deutschen  Versiche- 
rungszeitung, Jahrg.  1876  Nr.  61 ,  vorgebrachten  Einwendungen  zu  be- 
gegnen und  ein  specielleres  Eingehen  darauf  unnöthig  zu  machen. 

Wenn  n  Ereignisse,  die  von  /}  von  einander  unabhängigen  Ursachen 
bedingt  werden,  sich  sämmtlich  oder  theilweise  ausseht iessen ,  d.  h.,  wenn 
das  vorherige  Eintreffen  des  einen  oder  des  andern  das  Eintreffen  mehre- 
rer oder  aller  übrigen  unmöglich  macht,  so  kann  bei  einem  unendlich 
kleinen  Zeitintervall  doch  dieses  Abhängigkeits verbal tniss  nicht  in  Frage 
kommen,  weil,  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  oder  mehrerer  Ereig- 
nisse von  dem  Zusammentreffen  durch  unsere  Sinne  unterschieden  wer- 
den soll,  immer  ein  endliches,  wenn  auch  noch  so  kleines  Zeitintervall 
zwischen  denselben  liegen  muss.  Für  ein  unendlich  kleines  Zeitinter- 
vall, dt^  werden  daher  derartige  abhängige  Ereignisse  unabhängig  von 
einander  und  die  Sätze  der  unabhängigen  Wahrscheinlichkeiten  sind  auf 
sie  anwendbar. 

Seien  die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  dieser  Ereignisse 
zwischen  der  Zeit  /  und  t-i-di  resp.  <p^(/)f//,  q>^{t)di^  ...  <pi,(/) ///  und 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  keines  dieser  Ereignisse  zwischen  der  Zeit  0 
und  (  eintrifft,  F{t)^  so  gilt  dem  Obigen  zufolge  die  Gleichung 

a)  F(t  +  dt)  =  F{t)  [1  -  <p,  (0  dt]  [1  -  g,^  (/)  rf<]  . . .  [1  -  ^„  (0  dt] , 

rf.F(0  =  -F(0[g>,(/)rf/  +  g>8(/)rf/  +  ...  +  g>»(/)(/r], 

woraus  durch  Integration 

b)  F{t)  =  e  0  . «  0  . . .  «  ^ 

folgt.  Setzt  man  hierin  g>i(0»  ^PjCO'  •••  9^n-i(0  ^^  »^^e  Werthe  von  / 
gleich  Null,  so  erhält  man  offenbar  die  Wahrscheinlichkeit,  welche  für 
das  Nich teintreffen  des  der  Wahrscheinlichkeit  <Pii(0  entsprechenden  Er- 
eignisses in  der  Zeit  t  vorhanden  sein  würde,  wenn  alle  übrigen  Ur- 
sachen nicht  vorhanden  wären,   so  dass,    wenn  diese  Wahrscheinlichkeit 

mit  1  — /ii(0  bezeichnet  wird, 

t 

und  i-M)  =  eO 
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e)  ^"(0  =  (1  -  A  (0)  (1  -  /i  (0)  • .  •  (1  -  /•»  (0) 

ist. 

Wie  man  sieht,  stimmt  die  soeben  gefundene  Formel  in  der  Form 
genau  mit  derjenigen  überein,  welche  sich  für  den  Fall  ergiebt,  dass  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  Ein-  oder  Nicbteintreffens  der  einzelnen  Ereig- 
nisse innerhalb  der  Zeit  i  von  einander  ganz  unabhängig  sind. 

Diesen  Satz  kann  man  unmittelbar  auf  die  Activitätswahrscheinlich- 
keit,*  d.  h.  auf  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Zeit  0  bis  t  activ 
sra  yerbleiben,  anwenden  und  hat  sodann,  wenn  i{i)  di  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  di  (unter  dem  Einflüsse  der 
Sterblichkeit)  invalid  zu  werden  und  s{t)dt  die  Wahrs6heinlichkeit,  in 
derselben  Zeit  zu  sterben,  t  t 

^W  =  (l-/i(O)(l-/i(0)  =  ^'  ^e^ 

Bezttchnet  man  jetzt  die  Gesammtheit  der  aus  P(0)  Activen  bis  zur  Zeit 
i  hervorgegangenen  Invaliden  mit  /(/)  und  die  Gesammtheit  der  bis  dahin 
▼erstorbenen  Activen  mit  'S'(/),  wobei  sogleich  angenommen  werden  soll, 
dass  die  Pifi)  Activen  einen  Zugang  gar  nicht,  einen  Abgang  aber  nur 
dnrch  Tod  oder  Invalidität  erleiden  —  was ,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  zu  schaden,  geschehen  kann  — ,  so  folgt,  da 

P{()i(C)dt=:dJ(t),         i(t)dt  =  ^^ 

and 

P{t)s{l)dt  =  dS{t),     s{t)dt  =  ^\ 

/dJ(t)-\-<l8U) 

eine  Gleichung,  deren  Richtigkeit  sofort  erhellt.     Da  nämlich 

P(0)-P{l)  =  J{t)  +  S{l), 

dP(t)  =  -idJ{i)+dS{l)} 


so  ist 
and  daher 


'dP(t) 


J '  P{t) 

F{t)  =  e^ 

p{oy 

Zur  Berechnung  der  sogenannten  „unabhängigen*^  Invaliditätswahr- 

t  t 


^Jmä.  -/ 


p(t) 


scheinlichkeit  «=1  —  e*'  =1  —  ^"  und  der  Sterbenswahrschein- 


*äSit) 


^J  P{t) 


lichkeit  0  =  1  —  e  ^  hat  man ,  wenn  das  Intervall  von  0  bis  (  kl^va 

genug  ist,  um 
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P(^)=,P(0)-^r,    /(0  =  /.<,     S(t)=^S.t 
setzen  zu  können, 


^    \   />(0)   y  \    i>(0)/ 


und 


Ist  <=1,  80  sieht  man  leicht  ein,  wenn  1  —  11—  pTjTv  I     und 


"(0)/         „„,_^J- 


5^ 


sowie  1  —  (  1  —  ^TTTTT )      und  ^^-— — ^  in  eine  Reihe  entwickelt  wer- 

den,  dass  näherungs weise 

£  = — -  und  a  = 


gesetzt  werden  kann.  — 

Das. ist  in  der  Hauptsache  die  interessante  Karnp*scho  Arbeit  und 
die  vollkommen  correcte  Beweisführung  für  die  Richtigkeit,  dass  die 
Activitätswahrscheinlichkeit  durch  (1  — «)(1  — a)  dargestellt  werden  kann. 
Allein  so  richtig  diese  Beweisführung  an  und  für  sich  ist,  so  falsch  ist 
es  auch ,  wenn  s .  und  a  als  unabhängige  Wahrscheinlichkeiten  in  dem 
Sinne  definirt  werden,  dass  auf  sie  ohne  Weiteres  der  Satz  von  der  zu- 
sammengesetzten Wahrscheinlichkeit,  wie  er  für  unabhängige  Ereignisse 
Giltigkeit  hat,  angewandt  werden  kann.  Würde  man  dies  thun,  so 
erhielte  man,  da  die  Formel  b)  sich  direct  nur  auf  die  Activitätswahr- 
scheinlichkeit anwenden  lässt,  die  Wahrscheinlichkeiten,  die  sich  auf  Ver- 
storbene beziehen,  total  falsch,  während  die  Wahrscheinlichkeit,  als 
Invalide  zu  leben,  nur  bedingungsweise  zutreffend  gefunden  würde. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  Überzeugt  man  sich  leicht. 
Die  Wahrscheinlichkeit ,  innerhalb  0  bis  ^  als  Activer  zu  sterben,  würde 

(i-f)ff 

sein.     Nun  ist  aber 

(l-«)<i  =  e*     •      \l-e*^  / 

und  da 
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I  I 

1— e^  >qj     mithin    e^  <l  —  g, 

so  ist 

(l-«)0<*« 
und  demsufolge 

vorausgesetzt ,  dass  durch  die  unzulSssige  Anwendung  von  a  auf  invalide 
Personen  der  Fehler  nicht  zufällig  compensirt  oder^  was  ebenfalls  mög- 
lich w&re,  das  üngleichheitszeichen  nicht  umgekehrt  wird. 

Als  Wahrscheinlichkeit,   innerhalb   0  bis  /  invalid  zu   werden  und 
nicht  zu  sterben,  erhielte  man 

(-A(<)<iA    -f  Sit)  dt 

t 

-f'it)  dt 

oder  mit  unserer  früheren  Bezeichnung 

was  offenbar  nur  dann  richtig  ist,  wenn  für  Active,  wie  fttr  Invalide  ein 
and  dieselbe  Sterblichkeit  besteht.  Bezeichnet  man  fragliche  Wahrschein- 
lichkeit mit  ^(0)  so  gilt  in  diesem  Falle  bei  Beibehaltung  aller  früheren 
Bezeichnungen  und  mit  s^  (/)  di  als  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Inva. 
liden,  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  von  /  bis  i  +  dt  zu  sterben,  die 
Gleichung 

qf{t  +  dl)  =  ^^(0  (1  -  s, (0  dt)  +  F{t)  1(0  dt(l  -  s,  (0  dt) , 
d  9^(0  =  -  W{1)  5i  (0  dt  +  F{t)  t  (0  dl. 

Durch  Integration  folgt  sodann  als  genaue  Relation 


t 


^(0  = 

.-j 

tiit)dt     i 
0 

'  F{t)i{t)e^ 

|»i(»)<» 

t 
dt. 

die,  wie  es  sein 

muss, 

für 

Si{l)dt: 

=2s{t)dt  in 

übergeht. 

Die  Formel 

-F(t) 

die  unpassend  „unabhängige"  Wahrscheinlichkeit  definirt  wird,  ist  der 
allgemeine  Ausdruck  für  jeden  Wahrscheinlichkeitswerth,  der  eine  Func- 
tion der  Zeit  ißt,  und  hierin  scheint  mir  eine  gewisse  BeTeic\i^iuii^  di^x 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  liegen.  Das  Problem  der  InvaliditSts- 
versichening  löst  sie  aber  in  der  gehofften  einfachen  Weise  und  ohne 
das  Hinzutreten  weiterer  Untersuchungen  nicht.  — 

Zum  Schlüsse  vorliegender  Abhandlung  möchte  ich  noch  auf  die  nicht 
uninteressante  Uebereinstimmung  aufmerksam  machen,  die  zwischen  den 
Invalidit&tswahrscheinlichkeiten  besteht,  welche  Zeun er  für  die  Freiber- 
ger  Bergarbeiter  und  Behm  für  das  Beamten  personal  von  circa  50  deut- 
schen Eisenbahnen  ermittelt  hat. 

Wir    entnehmen    den    mehrfach    angezogenen    Werken:    „Zeun er, 
Abhandlungen  aus  der  mathematischen  Statistik*'  und  „Behm,  Statistik 
der  Mortalitäts -,  Invaliditäts  -  und  Morbilitätsverhältnisse  beim  Beamten- 
personale der  deutschen  Eisenbahnen'*: 
Alter; 20  30 40 50  60 70  Jahre 

q  nach  Zeoner  =  0,00026    0,00073    0,00297    0,01390    0,04998    0,12774 

Q  nach  Behm  f.  alle  ) 

E       bahnb     mt  1  ~  ^'^^^^^    0,00125    0,00382    0,01217    0,03928    0,10163. 

Für  dato  Zugpersonal  der  Eisenbahnen  ist  hingegen  q  wesentlich  höher. 
Behm  giebt  a.  a.  O.  für  dasselbe: 

im  Alter  von  20 30 40 50 60 70  Jahren 

2  =  0,00052    0,00218    0,00671     0,01897    0,05618    0,15789. 

Leider  sind  dies  zur  Zeit  die  einzigen  bekannten  Wahrscheinlichkeits- 
werthe,  welche  sich  auf  die  Invalidität  beziehen  und  aus  wirklichen  Be- 
obachtungen hervorgegangen  sind.  Den  Zeuner^schen  Zahlen  liegt 
allerdings  noch  ein  weniger  vollkommenes  Material  zu  Grunde,  während 
die  Böhmischen  Werthe  in  neuester  Zeit  aus  sehr  guten  statistischen 
Aufzeichnungen  abgeleitet  wurden. 


III. 

Ueber  eine  eigenthümliche  Deformation  der  Kegelschnitte. 


Von 
Dr.    K.    SCHWERING 

ia  Coesfeld. 


§1- 

Man  denke  sich  einen  willkürlichen  Kegel  zweiten  Grades  durch 
eine  Ebene  geschnitten.  Rollt  man  seinen  Mantel  nun  in  einer  beliebi- 
gen Ebene  ab,  so  wird  die  Sanmcnrye  desselben  eine  Deformation  des 
ursprünglichen,  den  Mantel  begrenzenden  Kegelschnittes  sein.  Es  gelingt 
ohne  grosse  Schwierigkeit,  die  Gleichung  dieser  Saumcarve  anzugeben; 
and  nun  drängt  sich  die  interessante  Frage  auf,  ob  diese  Deformation 
des  Kegelschnittes  algebraisch  sein  kann.  Das  Interesse  darf  ein  um  so 
höheres  sein,  als  man  gesehen  hat*,  dass  die  geodätische  Linie  auf  dem 
Rotationsellipsoid,  auf  die  Aequatorialebene  projicirt,  mit  einer  solchen 
Sanmcurve  identisch  werden  kann.  Wir  werden  nun  in  der  That  solche 
algebraische  Deformationen  auffinden;  ferner  werden  wir  die  algebraischen 
Cnrven  angeben,  mit  denen  die  Deformationen  übereinstimmen  mtissten, 
wenn  sie  existirten.  Dabei  wird  sich  die  auffallende  Erscheinung  dar- 
bieten ,  dass  die  geometrische  Figur  eines  Zweiges  dieser  Curven  mit  der 
Sanmcurve  die  denkbar  schönste  Uebereinstimmung  zeigt,  dass  aber  eine 
wirkliche  Identificirung  unmöglich  ist.  Ich  werde  mir  erlauben,  die  Re- 
sultate meiner  Untersuchungen  in  der  durch  die  obige  Auseinandersetz- 
ung gegebenen  Reihenfolge  darzulegen. 

§2. 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  geraden  Kegel  mit  kreisförmiger 
Basis.  Möge  derselbe  durch  eine  beliebige  Ebene^  geschnitten  werden. 
(Vergl.  umstehende  Figur.) 

Sei  ABC  der  durch  die  grosse  Axe  der  Schnittellipse  geführte  Axen- 
schnitt,  ilf,  M^  die  Centra  der  eingeschriebenen,  die  Schnittellipse  be- 
rührenden Kugeln,  dann  sind  E  und  D  ihre  Brennpunkte.  Die  Halb- 
axen  der  Ellipse  nennen  wir  a  und  b,  ferner  sei 
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'^.^^■^  f^  Ay,«.»^  >i«^  ^  < 


>^'N/VW"li/\/>^y\^\/N/S^i/-./>^X^N^K'V>/^r«^««^^^«<^^^^>^\^M^^rf^ 


Dann  ist 


2    • 

ED^g-h, 

Fällen  wir  von  C  ans  die  Senkrechte  auf  AB 
und  bezeichnen  ihre  Länge  mit   c,   so  ist  c 
als  Höhe   des  Dreiecks  ABC  gegeben.     Der 
FuBspunkt  hat  von  A  den  Abstand 
p«  — ^8  4-4a« 

daher  von  der  Mitte  von  AB^  d.  h.  dem  Mittelpunkte  der  fraglichen  El- 
lipse den  Abstand  a,  wo  o*  — Ä* 


J^, 


a  = 


4a 


1) 


Jetzt  stellen  wir  uns  die  allgemeine  Aufgabe: 
Gegeben  ein  Kegel  mit  der  Basisellipse 

In  ihrer  Ebene  befindet  sich  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  a^  ß]  in 
demselben  ist.  die  Senkrechte  =  c  errichtet.  Ihr  Endpunkt  sei  die  Spitze 
des  Kegels.  Wir  lassen  denselben  abrollen  und  fragen  nach  der  Saum- 
curve  des  Mantels.     Zunächst  finden  wir  die  Gleichung  des  Kegels: 

(za  — arc)*      (zß  —  yc)* 


2) 


a 


» 


+ 


b* 


=  (j-c)«. 


In  dem  gewählten  Coordinatensystem  hat  die  Spitze  die  Coordinaten 

a,  ß,  c. 

Fähren  wir  den  Winkel  ^  ein  durch  die  Gleichungen 

x=  a  ,  cos^j     y'=  b  .  sinf^^ 

dann  finden  wir  durch  analoge  Methoden  wie  in  der  v.  A.*  die  Gleichung 
der  Saumcurve  für  die  Polarcoordinaten  ^,  tpi 

p»  =  c»  +  (a:'-«)»  +  (y'-jJ)», 

^tc*(6*.co5*t^-}-a*.  sir?f\f)'\'  (a6  cos^\)-\-ßasini\f  —  abY\ 
^"^  c«  +  (a.C05i/;  -  «)«  +  (h.sifif^-  ßf  *' 

Diese  allgemeinen  Formeln  vereinfachen  sich  für  den  von  uns  betrachte- 
ten Specialfall  ausserordentlich.     Man  erhält  nämlich 

g+h     g—h  h 


3) 


?  = 


cosr^fy     d(p  = 


g+h     g—h 


.drf}. 


costif 


2  2 

Bezeichnen  wir  deA  Winkel  C  im  Dreieck  ABC  mit  y  und  setzen 
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.  y 


8o  erhalten  wir  durch  Integration 

a« — 6« — au.cos'^  q> 

^  (a*— 6*)  C051I;  —  a  a  n  * 

Femer  ^ 

5)  ^=a 


g+h  +  (g  —  h)cos^ 


Diese  Gleichung  ist  als  lösende  Endformel  anzusehen.     Man  leitet  aus 
ihr  rückwärts  die  Differential  Formel  ab: 

6)  ^.d^ ^J^\ .äQ. 

Unsere  Gurre  wird  algebraisch ,  wenn  n  eine  rationale  Zahl  ist  Die 
geometrische  Besiehung  ist  evident.  Denken  wir  uns  nämlich  den  Kegel 
durch  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  geschnitten,  so  entsteht  ein  Kreis 

y 

mit  dem  Radius  r  .sm-^  ^   wenn  r  die  Seite  des  begrenzten  Kegels  ist. 

In   unserem  Falle  wird  bei  Abrollung  des  Mantels  ein  Sector  entstehen, 
dessen  Amplitude  zu  n  ein  rationales  Verhältniss  hat. 

Was  wir  bisher  für  die  Ellipse  abgeleitet  haben,  kann  ohne  Mühe 
auf  Parabel  und  Hyperbel  ausgedehnt  werden.  Ja,  man  kann  behaup- 
ten, dass  jede  algebraische  dem  Kegel  auf  beschriebene  Corvo  in  unserer 
Deformation  algebraisch  bleibt.  Die  Gleichung  5)  lehrt,  wenn  man  zu 
Cartesischen  Coordinaten  übergeht,  dass  alle  resultirenden  Curven  die 
Eigenschaft  haben,  unicursal  zu  sein,  indem  ihre  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Beispiele  geben: 

1.     n  =  ^. 
In  diesem  Falle  haben  wir 

2gh  cosw 

2ghsmg> 

^''""'=^^g  +  k+(g-h)cos2.p- 
Daraus  zieht  man  sofort 

g         =cog2y 

and,  indem  man  eine  der  vorhergehenden  quadrirt, 

7)  (gx^  +  Äy«)«  c=  gn\x^+y^. 

Dies  ist  also  die  Deformation  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  u  ^  b^  vf ^\i\i 


Uebcr  eiae  eigeDtbttmliche  Deformatioo  der  KegelBchnitte, 


U«n  kann  noch  bewebea 

8) 

«,  =  / 

/| 

«|. 

Weil 

2.     n 

ras  3 

-3s') 

EA     Wi 

'""^^           1/, 

"+»■■ 

+  ?•)■'    - 

IntereREADte  Bemerknngeii  über  die  Ricbtoagen  der  imaginSrea  Asymp* 
toten  mnsa  icb  mir  an  dieser  Stelle  ansznfllhicn  versagen. 

§4. 
Betrachten  wir  jetzt  den  allgemeinen  Kegel  sweiten  Grades: 

so  wird  «D  auf  ihm  liegender  Kegel  schnitt,  ja  jede  algebraische  Cnrve 
nur  dann  eine  algebraische  Uclormation  besitzen,  wenn  die  letitere  ga- 
BchloBsen  ist,  d.  li.  mit  einer  algebraischen  Linie  nicht  nn endlich  viele 
Schnittpunkte  darbietet.  Dazu  ist  nun  sofort  nothwendig,  dau  die  Amr 
plitnde  des  Sectors,  nach  vollzogener  einmaliger  Abrallung,  in  n  eia 
rationales  Verhällniss  besitzt.  Denn  sonst  würde  die  Deformation  jeder 
Subnittellipse  unendlich  viele  Doppelpunkte  beeitien.  Denken  vir  niu 
nun  um  die  Spitze  des  Kegels  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  nüt  dem  Bar 
dins  r  hescbrieben ,  so  wird  die  Sctmittcurve  bei  der  Abrollnng  inr  P«ri- 
pherie  eines  Kreises  und  moss  daher  zu  m  ein  rationales  VerhUtBisc 
haben,  wenn  eine  algebraische  Deformation  gelingen  soll,  Andereruill 
haben  wir  bereits  die  DiffereotialgleichuDg  unserer  HoUcurve  für  die  Po- 
larcoordinateo  p  und  :p  in  der  v.  Ä.  Fonuel  8)  erbalten  und  können 
auch  an  dieselbe  die  weitereu  Unte rauch nngen  anknüpfen. 

Wird  der  Kegel  10}  durch  die  Ebene  z  =  c  geschnitten  und  abg( 
so  wild  die  Gleichung  der  Saumcnrve: 


I)  ^^_/(c-+,<)(,-+l,»)-c'^    d. 


Nnn  .euen  wir.  ''  r——''V^+^' 


uud  bcBtimmen 

r  =  »»  +  "«i 
um  einuii  Ausdruck  in  >  eu  erbulteu,  wdtht 

W..  = "' 

itv/tzea  aoU.     Daaa  üodet  man 
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Aas   den   vorhergehenden  Substitutionen   folgen  die  simultanen  Werthe: 
Den  letzteren  als  Anfangswerth  annehmend,  setzen  wir: 

8 


13)  u^r  ^     '^ 


«8 

Dann  ist  u  reell  und,  wenn  «  =  ^3,  w  =  0.  Aus  13)  folgt  5  =  p(M  +  c'), 
also  ^s  =  |>(0'  <^=o>3.  Wir  verstehen  nämlich  unter  2ü>i  die  kleinste 
reelle,  unter  ^ta^  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  unseres  Integrals, 
wozu  wir  noch  co^  durch  die  Gleichung  hinzunehmen: 

«1  +  ß>2  +  «3  =  ^• 
Es  ist  also 

14)  5  =  p(w  +  W3)- 

Wenn    ^  =  0,    so   wird   «  = .     Den    zugehörigen  Werth    von    n 

nennen  wir  ti^,  so  dass 

0 


"'    JVc'Q'-{a^  + 


Dies  Integral  soll  so  eingerichtet  sein ,  dass  u^  eine  rein  imaginäre  Grösse 
mit  positiver  Coordinate  sei,  analog  093.     Da 

■o  beweist  man  leicht: 

l    PK  +  co3)^^,  =  -K  +  c«)(6«  +  r«), 

15)  j    p(,/,  +  a)3)-p,  =  -(«2  +  ^^)c^ 

r    P("o  +  «3)-^3=-('^Hc*)c«. 

Nnn  erhält  man  aus  11) 

(c«  +  o8)(r«  +  6«)-c«p«     , 
d®  = ^ — 5 ^  .du 

Q 
oder,   weil 

(^r«+rt«)(r«  +  6«)  — c«(i«  =  p,— 5,     r«p«  =  <?,  —  p(f/^,  +  a>3)~(<'j-5): 

16)  ä^^-^'^--^^±-^-^^^ 
Nun  kann  man  setzen 
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Hier    ist  Kürze   wegen    —  (m)    für    —    geschrieben.      Für   ti^cD^   folgt 


sofort: 


0  =  ^  +  22?. ?^(tto). 


«8 


Man  hat  also  A  auf  B  zurückgeführt.     Für  u  =  tiQ  wird 

Nun  ist  aber  p'u ,  weil  sein  erster  Term  —  -^ ,  auf  der  positiven  Axe  des 

Imaginären  anfangs  negativ  imaginär,  wechselt  aber  bei  u=:a^  sein  Vor» 
zeichen,  daher  ist  ))'(^H~<»8)  positiv  imaginär  und  folglich,  nach  15), 
17)  p>+co3)  =  +  2c«(a«+c»)(6«+c«)f; 

mithin  wird   ^  =  "—«-8*'  Mglich  verwandelt  sich  16)  in 

rf 9»  =  j^  Co)  +  k~  («+  «o)  -  7  (« - «o)}  «■•«'«• 
Integrirt  man,  so  folgt: 

Hieraas  folgt: 

18)  ,2y.^^(^-^0,/^-^'<--\ 

ö(M  +  Mo) 

In    dieser  Formel   ist  die   Integrationsconstante   derartig   bestimmt,   dass 

n 
man  g>  =  -s-  för  m  =  0  hat.     Es  war 

^«  =  «s  +  m  =  -^  (j) (i/  +  (»3)  —  j) (f/o  +  CÖ3)). 
Demnach 

Mithin  nach  18) 


.  <^(wo— '0    +«'--:r(''-> 


19)  o.gy'  =  f.    ^  Q       \e     '^'^    .i/6«  +  c». 

01/0 .  ajti 

Der  Wnrzel  ist  das  positive  Vorzeichen  zn  crthoilen.     Noch  hat  man 


20)  Q^^ib^+c^)^''      ^"\ 

Die  Formeln  19)  nnd  20)  lösen  unsere  nächste  Aufgabe. 

Bestimmt  man  für  19)  das  erste  Glied  in  der  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  t/,  so  wird  der  reelle,  mit  u  multiplicirte  Theil  negativ. 
Für  kleine  positive  u  liegt  also  q>  im  zweiten  Quadranten.  Im  Beginn 
der  Abrollung  hat  also   der  Kegel   die  Lage,   dass  seine  kleinste  Seite, 
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l/6*+c*,  mit  der  ^-Axe  zusammen  fällt.  Der  Sinn  der  Abrollung  ist  so- 
eben  erkannt  worden. 

§5. 

Für  u  =  (0|  entwickeln  wir  aus  15)  zunächst 

p\  =  -  2  fl«  (a*  -  6«)  (a« + c«) .  i. 
^iBdann  liefert  20) 

Biermit  ist  ein  Viertel  einer  ganzen  Abrollung  vollzogen  oder  ein  Qua- 
lrat der  Basisellipse  in  der  Ebene  abgebildet.  Für  ti  =  2a)|  haben  wir 
irieder  ^*  ==  6*  +  c^  für  w  =  3  m^  wieder  ^*  c=  a*  -f-  c^  und  für  m  =  4  (Oj 
p*  =  ^  +  c*.  Wenn  also  das  Argument  u  um  eine  halbe  reelle  Periode 
wuchst,  so  vollzieht  sich  allemal  die  Abbildung  eines  weiteren  Quadran- 
ten der  Ellipse. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Veränderungen,  welche  q>  erleidet,  wenn 
w   am  ganze  Perioden  zunimmt. 

Wir  bedienen  uns  zu  diesem  Zwecke  der  Formel  18).     Weil 
so  erhält  <jp,  wie  aus  18)  erhellt,  die  Zuwächse  q>^  und  g>^y  wo 


22)   g>^ .  I  =  2ö)i . -^  (i/o)  —  2iyi i/q ,     (pg .  i  =  20)3 .  -^ (w^)  -  2  »/j . t/^. 


<>2  ^2 


Es  ist  gjj  reell,  und  daraus  folgt ,  dass  bei  Vermehrung  um  ganze  reelle 
Perioden  immer  reelle  Curvenpunkte  gefunden  werden.  Dagegen  ist  cpg 
imaginär,  und  weil  q  gleichzeitig  reell  bleibt,  so  führt  die  Vermehrung 
um  ganze  imaginäre  Perioden  im  Allgemeinen  nicht  zu  reellen  Curven- 
punkten.  Für  t/  =  a>j  finden  wir  den  zugehörigen  Werth  von  q>  leicht  als 
^gti;  ein  Ergebniss,  welches  sich  geometrisch  vorhersehen  Hess. 

Damit  nun  unsere  Curve  algebraisch  werde,  ist  zunächst  erforderlich, 
dass  <jpi  zu  n  in  einem  rationalen  Verhältnisse  stehe;  denn  sonst 
vird  der  reelle  Curvenzweig  nimmer  geschlossen  sein.  Andererseits  bleibt 
I  f  unverändert  für  Vermehrungen  des  Arguments  um  ganze  Vielfache  von 
2V3,  während  der  Winkel  g>  gleichzeitig  constante,  rein  imaginäre  Zu- 
wächse erfährt.  Demnach  würde  der  Kreis  mit  dem  Radius  q  unsere 
I  Carve  in  unendlich  vielen  imaginären  Punkten  schneiden.  Daher  kann 
«osere  Curve  nur  dann  algebraisch  sein,  wenn  ausserdem  q>^  vcr- 
ich  windet. 

Aus  diesen  Bedingungen   ergicbt  sich,   wenn  A  eine  rationa\e  Zi«A\\ 
iM'deutet,  leicht 


:  / 
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setzen  zu  können, 

i.  iL 


^    V   />(0)   y  \    />(o)/ 


und 


V     P(0)     /    ~         \       P{<!S))    ' 


Ist  '=1,  so  sieht  man  leicht  ein,  wenn  1  — (l—  jrTrr )     und — i. 


s^ 
J 


sowie  1  —  (  1  —  TTTT^r  )      und  ^^-- — ^  in  eine  Reihe  entwickelt  wer- 

den,  dass  näherungsweise 

£  = ;: — -  nnd  a  = 


^(0) 2-  P(0) ^ 

gesetzt  werden  kann.  — 

Das. ist  in  der  Hauptsache  die  interessante  Karap*scho  Arbeit  und 
die  vollkommen  correcte  Beweisführung  für  die  Richtigkeit,  dass  die 
Activitätswahrscheinlichkeit  durch  (1  — «)(1  — ö)  dargestellt  werden  kann. 
Allein  so  richtig  diese  Beweisführung  an  und  für  sich  ist,  so  falsch  ist 
es  auch ,  wenn  £ .  und  0  als  unabhängige  Wahrscheinlichkeiten  in  dem 
Sinne  definirt  werden,  dass  auf  sie  ohne  Weiteres  der  Satz  von  der  zu- 
sammengesetzten Wahrscheinlichkeit,  wie  er  für  unabhängige  Ereignisse 
Giltigkeit  hat,  angewandt  werden  kann.  Würde  man  dies  thun,  so 
erhielte  man,  da  die  Formel  b)  sich  direct  nur  auf  die  Activitätswahr- 
scheinlichkeit anwenden  lässt,  die  Wahrscheinlichkeiten,  die  sich  auf  Ver- 
storbene beziehen,  total  falsch,  während  die  Wahrscheinlichkeit,  als 
Invalide  zu  leben,  nur  bedingungsweise  zutreffend  gefunden  würde. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugt  man  sich  leicht. 
Die  Wahrscheinlichkeit ,  innerhalb  0  bis  ^  als  Activer  zu  sterben,  würde 

sein.     Nnn  ist  aber 

-A(l)dt 

und  da 
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1- 

1 

-fmdl 

> 

?• 

mithin 

e  ^ 

80  ist 

und  demsafolge 

(1 

-»)«<<< 

» 

vorausgesetzt ,  dass  durch  die  unzulässige  Anwendung  von  a  auf  invalide 
Personen  der  Fehler  nicht  zufällig  compensirt  oder^  was  ebenfalls  mög- 
lich wäre,  das  üngleichheitszeichen  nicht  umgekehrt  wird. 

Als  Wahrscheinlichkeit,   innerhalb  0   bis  /  invalid  zu  werden  und 
nieht  zu  sterben,  erhielte  man 


I  I 


d-e-/'""');/'^"' 


e  •  -  F(t) 

oder  mit  unserer  früheren  Bezeichnung 

«(l-(l)  =  p'-/a, 

was  offenbar  nur  dann  richtig  ist ,  wenn  für  Active ,  wie  fttr  Invalide  ein 
and  dieselbe  Sterblichkeit  besteht.  Bezeichnet  man  fragliche  Wahrschein- 
lichkeit mit  ^(0)  80  gilt  in  diesem  Falle  bei  Beibehaltung  aller  früheren 
Bezeichnungen  und  mit  s^if)  dt  als  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Inva. 
liden,  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  von  /  bis  /-{-r/<  zu  sterben,  die 
Gleichung 

^f{i  +  di)  =  ^(0(1-^1  (0  ^0  +  ^(0 « (0  dtCl-s.it)  dt), 

d  9^(0  =  -  W{t)  s^  (0  dt  +  F{t)  t  (0  dt. 

Durch  Integration  folgt  sodann  als  genaue  Relation 

t 


no= 

rJ 

•iit)dt    i 

0 

'  F{t)i(i)e^ 

[•i(o 

dt 
dt, 

die,  wie  es  sein 

muss, 

für 

S,(t)dt: 

:/■■" 

=>s{t)dt  in 
dt 

übergeht. 

Die  Formel 

-m 

- /V(0  «1« 

f{t)  =  l-e^ 

die  unpassend  „unabhängige^*  Wahrscheinlichkeit  definirt  wird,  ist  der 
allgemeine  Ausdruck  für  joden  Wahrscheinlichkeitsworth ,  der  eine  Func- 
tion der  Zeit  ißt,  und  hierin  scbeiat  mir  eine  gewisse  Beievc^k^iUTi^  ^^x 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  liegen.  Das  Prohlem  der  Invaliditäts- 
▼ersicherung  löst  sie  aher  in  der  gehofften  einfachen  Weise  und  ohne 
das  Hinzutreten  weiterer  Untersuchungen  nicht.  — 

Zum  Schlüsse  vorliegender  Abhandlung  möchte  ich  noch  auf  die  nicht 
uninteressante  Uebereinstimmung  aufmerksam  machen,  die  zwischen  den 
Invalidit&tswahrscheinlichkeiten  besteht,  welche  Zeun er  für  die  Freiber- 
ger  Bergarbeiter  und  Behm  für  das  Beamten  personal  von  circa  50  deut- 
schen Eisenbahnen  ermittelt  hat. 

Wir   entnehmen    den    mehrfach    angezogenen    Werken:    „Zeun er, 
Abhandlungen  aus  der  mathematischen  Statistik*'  und  „Behm,  Statistik 
der  Mortalitäts -,  Invaliditäts  -  und  Morbilitätsverhältnisse  beim  Beamten- 
personale der  deutschen  Eisenbahnen'*: 
Alter; 20  30 40 50  60 70  Jahre 

q  nach  Zeuner  =  0,00026    0,00073    0,00297    0,01390    0,04998    0,12774 

0  nach  Behm  f.  alle  ) 

E       baluttb     mt  1 "  ^'^^^^^    0,00125    0,00382    0,01217    0,03928    0,10153. 

Für  dato  Zugpersonal  der  Eisenbahnen  ist  hingegen  q  wesentlich  höher. 
Behm  giebt  a.  a.  O.  für  dasselbe: 

im  Alter  von  20 30 40 50 60 70  Jahren 

3  =  0,00052    0,00218    0,00671     0,01897    0,05618    0,15789. 

Leider  sind  dies  zur  Zeit  die  einzigen  bekannten  Wahrscheinlichkeits- 
werthe,  welche  sich  auf  die  Invalidität  beziehen  und  aus  wirklichen  Be- 
obachtungen hervorgegangen  sind.  Den  Zeuner^  sehen  Zahlen  liegt 
allerdings  noch  ein  weniger  vollkommenes  Material  zu  Grunde,  während 
die  Böhmischen  Werthe  in  neuester  Zeit  aus  sehr  guten  statistischen 
Aufzeichnungen  abgeleitet  wurden. 


III. 

üeber  eine  eigenthümliche  Deformation  der  Kegelschnitte. 


Von 
Dr.    K.    SCHWERING 

in  Coesfeld. 


§1- 

Man  denke  sich  einen  willkürlichen  Kegel  zweiten  Grades  durch 
eine  Ebene  geschnitten.  Rollt  man  seinen  Mantel  nun  in  einer  beliebi- 
gen Ebene  ab,  so  wird  die  Saumcurve  desselben  eine  Deformation  des 
nrsprünglichen ,  den  Mantel  begrenzenden  Kegelschnittes  sein.  Es  gelingt 
ohne  grosse  Schwierigkeit,  die  Gleichung  dieser  Saumcurve  anzugeben; 
und  nun  drängt  sich  die  interessante  Frage  auf,  ob  diese  Deformation 
des  Kegelschnittes  algebraisch  sein  kann.  Das  Interesse  darf  ein  um  so 
höheres  sein,  als  man  gesehen  hat*,  dass  die  geodätische  Linie  auf  dem 
Botationsellipsoid ,  auf  die  Aequatorialebene  projicirt,  mit  einer  solchen 
Saumcurve  identisch  werden  kann.  Wir  werden  nun  in  der  That  solche 
algebraische  Deformationen  auffinden;  ferner  werden  wir  die  algebraischen 
Carven  angeben,  mit  denen  die  Deformationen  übereinstimmen  müssten, 
wenn  sie  existirten.  Dabei  wird  sich  die  auffallende  Erscheinung  dar- 
bieten ,  dass  die  geometrische  Figur  eines  Zweiges  dieser  Curven  mit  der 
Saumcurve  die  denkbar  schönste  Uebereinstimmung  zeigt,  dass  aber  eine 
wirkliche  Identificirung  unmöglich  ist.  Ich  werde  mir  erlauben,  die  Re- 
sultate meiner  Untersuchungen  in  der  durch  die  obige  Auseinandersetz- 
ung gegebenen  Reihenfolge  darzulegen. 

§2. 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  geraden  Kegel  mit  kreisförmiger 
Basis.  Möge  derselbe  durch  eine  beliebige  Ebene^  geschnitten  werden. 
(Vergl.  umstehende  Figur.) 

Sei  J  B  C  der  durch  die  grosse  Axe  der  Schnittellipse  geführte  Axen- 
schnitt,  ilf,  M^  die  Centra  der  eingeschriebenen,  die  Schnittellipse  be- 
rührenden Kugeln,  dann  sind  E  und  D  ihre  Brennpunkte.  Die  Halb- 
axen  der  Ellipse  nennen  wir  a  und  b,  ferner  sei 


•  a  die  Abbandlg,  des  Verf.:  diese  Zeitschr.,  Bd.  24  8.  405 Ägg. 
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••^•^^^^^-'»^^^^^«/«•i^^X   A^.A<»>>>N^^y 


Dann  ist 


2    • 

Fällen  wir  von  C  ans  die  Senkrechte  anf  AB 
und  bezeichnen  ihre  Länge  mit  c,  so  ist  c 
als  Höhe  des  Dreiecks  ABC  gegeben.  Der 
Fnsspnnkt  hat  von  A  den  Abstand 

4a 
daher  von  der  Mitte  von  AB^  d.  h.  dem  Mittelpunkte  der  fraglichen  El- 
lipse den  Abstand  «,  wo  q^—^h^ 


M, 


«  = 


4a 


Jetzt  stellen  wir  uns  die  allgemeine  Aufgabe: 
Gegeben  ein  Kegel  mit  der  Basisellipse 


1) 


-  +  ^*  =  1 


In  ihrer  Ebene  befindet  sich  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  a,  ß\  in 
demselben  ist.  die  Senkrechte  =  c  errichtet.  Ihr  Endpunkt  sei  die  Spitxe 
des  Kegels.  Wir  lassen  denselben  abrollen  und  fragen  nach  der  Saum- 
curve  des  Mantels.     Zunächst  finden  wir  die  Gleichung  des  Kegels: 


2) 


.8 


+ 


6« 


=  (s  -  c)». 


In  dem  gewählten  Coordinatensystem  hat  die  Spitze  die  Coordinaten 

«,  ß,  c. 

Führen  wir  den  Winkel  ^  ein  durch  die  Gleichungen 

x'=a  .cos^^     y  =2h  ,sint\fy 

dann  finden  wir  durch  analoge  Methoden  wie  in  der  v.  A.*  die  Gleichung 
der  Saumcurve  für  die  Polarcoordinaten  9,  q>i 

9»  =  c»  +  (x'-«)«  +  (y'-^)«. 

y\c^(bl^,cos^t^'\-a^.  5m*'^)  +  {ab  cos^-^- ßa  sinip  -~  abY\ 


dq> 


d^. 


c*  +  (a.C05i/;  — a)*+  {b.sin^  —  ß)^ 

Diese  allgemeinen  Formeln  vereinfachen  sich  für  den  von  uns  betrachte- 
ten Specialfall  ausserordentlich.     Man  erhält  nämlich 


3) 


9  = 


cosil/y     dq>=^ 


g+k      g'-h 


,d^lf. 


COS"^ 


2  2 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  C  im  Dreieck  ABC  mit  y  und  setzen 


*  Diese  Z&tachr,,  Bd.  24  S.  405  ügg. 
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.  y 


80  erlialten  wir  durch  Integration 

fl« — ft2 — aa.cos'^  q> 

— 3 ■        '    ■  ■  sa  COS  — , 

Ferner                             ^    "" ^  ^  cosiif-aa  n 

5)  ^  = 


^+Ä  +  (^  — A)co5-^ 


Gleichnng  ist  als  lösende  Endformel  anzuflehen»     Man  leitet  aus 
ihr  rückw&rts  die  Differential  Formel  ab: 

6)  L.än,=.—=M—=.äi^, 

Unflere  Curre  wird  algebraiflch ,  wenn  n  eine  rationale  Zahl  ist  Die 
geometriflcbe  Beziehung  iflt  evident.  Denken  wir  unfl  nämlich  den  Kegel 
durch  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  geschnitten,  so  entsteht  ein  Kreis 

y 

mit  dem  Badius  r^itn-^^  wenn  r  die  Seite  des  begrenzten  Kegels  ist. 

In  unserem  Falle  wird  bei  Abrollung  des  Mantels  ein  Sector  entstehen, 
dessen  Amplitude  zu  n  ein  rationales  Verhältniss  hat. 

Was  wir  bisher  für  die  Ellipse  abgeleitet  haben,  kann  ohne  Mühe 
auf  Parabel  und  Hyperbel  ausgedehnt  werden.  Ja,  man  kann  behaup- 
ten, dasB  jede  algebraisohe  dem  Kegel  aufbeschriebene  Carve  in  unserer 
Beformation  algebraisch  bleibt.  Die  Gleichung  5)  lehrt,  wenn  man  zu 
Cartesischen  Coordinaten  übergeht,  dass  alle  resultirenden  Curven  die 
Eigenschaft  haben,  unicursal  zu  sein,  indem  ihre  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen. 

§3. 
Wir  wollen  jetzt  einige  Beispiele  geben: 

1.     w  =  ^. 
In  diesem  Falle  haben  wir 

2gh  cosq> 

2ghsinq> 

^'''"'^^^'^g  +  h  +  (g-^h)cos2fp' 
Daraus  zieht  man  sofort 

nnd,  indem  nun  eine  der  vorhergehenden  qnadrirt, 

7)  (j?a:«  +  Äy«)«t=p»A«(a:»+y«). 

Dies  ist  also  die  Deformation  einer  Ellipse  mit  den  Halba^eu  a,  b,  'ytci&.u 
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'«^^>»W^^^^»^^^^^^^>^^^»>^^^<V^M^^W^ 


Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  liegen.     Das  Problem  der  InvaliditSts 
versichernng  löst  sie  aber  in   der  gehofilten   einfachen  Weise  und  ohn^ 
das  Hinzutreten  weiterer  Untersuchungen  nicht.  — 

Zum  Schlüsse  vorliegender  Abhandlung  möchte  ich  noch  auf  die  nichts 
uninteressante  Uebereiustimmung  aufmerksam  machen,  die  awischen  den 
Invaliditätswahrscheinlichkeiten  besteht,  welche  Zeun er  für  die  Freiber> 
ger  Bergarbeiter  und  Behm  für  das  Beamten  personal  von  circa  50  deut- 
schen Eisenbahnen  ermittelt  hat. 

Wir    entnehmen    den    mehrfach    angezogenen    Werken:    „Zeun er, 
Abhandlungen  aus  der  mathematischen  Statistik*'  und  „Behm,  Statistik 
der  Mortalitäts -,  Invaliditäts  -  und  Morbilitätsverhältnisse  beim  Beamten- 
personale der  deutschen  Eisenbahnen'*: 
Alter; 20  30  40  50  60  70  Jahre 

q  nach  Zeuner  =  0,00026    0,00073    0,00297    0,01390    0,04998    0,12774 

€1  nach  Behm  f.  alle  ) 

Eisenbahnb^mt  H  ^'^^^^    0,0(a25    0,00382    0,01217    0,03928    0,10163. 

J  Für  dab  Zugpersonal   der  Eisenbahnen   ist  hingegen  q  wesentlich  höher. 

Behm  giebt  a.  a.  O.  für  dasselbe: 

im  Alter  von  20 80 40 50 60 70  Jahren 

g  =  0,00062    0,00218    0,00671     0,01897    0,05618    0,15789. 

Leider  sind  dies  zur  Zeit  die  einzigen  bekannten  Wahrscheinlichkeits- 
werthe,  welche  sich  auf  die  Invalidität  bezieben  und  aus  wirklichen  Be- 

j  obachtungen    hervorgegangen    sind.      Den    Zeuner^  sehen   Zahlen    liegt 

allerdings  noch  ein  weniger  vollkommenes  Material  zu  Grunde,  während 
die  Behm'schen  Werthe  in   neuester  Zeit  aus  sehr  guten   statistischen 

^  Aufzeichnungen  abgeleitet  wurden. 


\ 


III. 

TJeber  eine  eigenthümliche  Deformation  der  Eegelschnitte. 


Von 
Dr.    K.    SCHWERING 

in  Coesfeld. 


§1- 

Man  denke  sich  einen  willkürlichen  Kegel  zweiten  Grades  darch 
eine  Ebene  geschnitten.  Rollt  man  seinen  Mantel  nnn  in  einer  beliebi- 
gen Ebene  ab,  so  wird  die  Sanmcnrve  desselben  eine  Deformation  des 
ursprünglichen,  den  Mantel  begrenzenden  Kegelschnittes  sein.  Es  gelingt 
ohne  grosse  Schwierigkeit,  die  Gleichung  dieser  Saumcurve  anzugeben; 
und  nun  drängt  sich  die  interessante  Frage  auf,  ob  diese  Deformation 
des  Kegelschnittes  algebraisch  sein  kann.  Das  Interesse  darf  ein  um  so 
höheres  sein,  als  man  gesehen  hat*,  dass  die  geodätische  Linie  auf  dem 
Rotationsellipsoid,  auf  die  Aequatorialebene  projicirt,  mit  einer  solchen 
Saumcurve  identisch  werden  kann.  Wir  werden  nun  in  der  That  solche 
algebraische  Deformationen  auffinden;  ferner  werden  wir  die  algebraischen 
Cnrven  angeben,  mit  denen  die  Deformationen  übereinstimmen  mtissten, 
wenn  sie  existirten.  Dabei  wird  sich  die  auffallende  Erscheinung  dar- 
bieten, dass  die  geometrische  Figur  eines  Zweiges  dieser  Cnrven  mit  der 
Saumcurve  die  denkbar  schönste  Uebereinstimmung  zeigt,  dass  aber  eine 
wirkliche  Identificirung  unmöglich  ist.  Ich  werde  mir  erlauben,  die  Re- 
sultate meiner  Untersuchungen  in  der  durch  die  obige  Auseinandersetz- 
ung gegebenen  Reihenfolge  darzulegen. 

§2. 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  geraden  Kegel  mit  kreisförmiger 
Basis.  Möge  derselbe  durch  eine  beliebige  Ebene^  geschnitten  werden. 
(Vergl.  umstehende  Figur.) 

Sei  ABC  der  durch  die  grosse  Axe  der  Schnittellipse  geführte  Axen- 
schnitt,  M^  M^  die  Centra  der  eingeschriebenen,  die  Schnittellipse  be- 
rührenden Kugeln,  dann  sind  E  und  D  ihre  Brennpunkte.  Die  Halb- 
axen  der  Ellipse  nennen  wir  a  und  b,  ferner  sei 


•  8.  die  Ahhandlg,  des  Verf.:  dieae  Zeitechr.,  Bd.  24  S.  405 ügg. 
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Dann  ist 


Fällen  wir  von  C  ans  die  Senkrechte  auf  AB 
und  bezeichnen  ihre  Länge  mit  c,  so  ist  c 
als  Höhe  des  Dreiecks  ABC  gegeben.  Der 
Fnsspnnkt  hat  von  A  den  Abstand 

4a 
daher  von  der  Mitte  von  AB^  d.  h.  dem  Mittelpunkte  der  fraglichen  El- 
lipse den  Abstand  «,  wo  a^—h^ 


M. 


a  = 


4a 


1) 


Jetzt  stellen  wir  ans  die  allgemeine  Aufgabe: 
Gegeben  ein  Kegel  mit  der  Basisellipse 


a'      6« 

In  ihrer  Ebene  befindet  sich  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  a,  ß\  in 
demselben  ist.  die  Senkrechte  ==  c  errichtet.  Ihr  Endpunkt  sei  die  Spitze 
des  Kegels.  Wir  lassen  denselben  abrollen  und  fragen  nach  der  Saum- 
curve  des  Mantels.     Zunächst  finden  wir  die  Gleichung  des  Kegels: 

(za-'XcY      (zß  —  yc)* 


2) 


,i 


+ 


b» 


=  {z-  c)«. 


In  dem  gewählten  Coordinatensystem  hat  die  Spitze  die  Coordinaten 

«,  ß,  c. 
Fähren  wir  den  Winkel  ^  ein  durch  die  Gleichungen 

dann  finden  wir  durch  analoge  Methoden  wie  in  der  v.  A.*  die  Gleichung 
der  Saumcurve  für  die  Polarcoordinaten  ^,  tpi 

«,»  =  c»  +  (a;'-«)«  +  (y'-^)«, 


dfp 


d^. 


c*  +  {a,  cosilt  —  a)*  +  {b ,  sin  ^  —  ß)* 

Diese  allgemeinen  Formeln  vereinfachen  sich  für  den  von  uns  betrachte- 
ten Specialfall  ausserordentlich.     Man  erhält  nämlich 

g+^     ^— Ä  b 


3) 


Q  = 


costf;,     dq)  = 


Ö'+Ä      ^— Ä 


.dtf;. 


COS"^ 


2  2 

Bezeichnen  wir  deA  Winkel  C  im  Dreieck  ABC  mit  y  und  setzen 


*  Diese  Zmtachr.,  Bd.  24  S.  405  ^%^. 
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y 

n  =  sin  ^ , 


80  erhalten  wir  durch  Integration 

a« — 5« — aa.cos'ilß  q> 

xarner 
5)  ^c= 


g+h  +  (g-h)cos^ 


Diese  Gleichnng  ist  als  lösende  Endformel  anzusehen.     Man  leitet  aus 
ibr  rttckw&rts  die  Differentialformel  ab: 

6)  i,rf»=     ^JJ^^_.tfg. 

unsere  Curre  wird  algebraisch,  wenn  n  eine  rationale  Zahl  ist  Die 
geometrische  Beziehung  ist  evident.  Denken  wir  uns  nämlich  den  Kegel 
durch  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  geschnitten,   so  entsteht  ein  Kreis 

y 
mit  dem  Radius  r.tm-^^  wenn  r  die  Seite  des  begrenzten  Kegels  ist. 

In  unserem  Falle  wird  bei  Abrollung  des  Mantels  ein  Sector  entstehen, 
dessen  Amplitude  zu  n  ein  rationales  Verhältniss  hat. 

Was  wir  bisher  für  die  Ellipse  abgeleitet  haben,  kann  ohne  Mühe 
auf  Parabel  und  Hyperbel  ausgedehnt  werden.  Ja,  man  kann  behaup- 
ten, dass  jede  algebraische  dem  Kegel  aufbeschriebene  Carve  in  unserer 
Beformation  algebraisoh  bleibt.  Die  Gleichung  5)  lehrt,  wenn  man  zu 
Cartesischen  Coordinaten  übergeht,  dass  alle  resultirenden  Curven  die 
Eigenschaft  haben,  unicursal  zu  sein,  indem  ihre  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Beispiele  geben : 

1.     w  =  ^. 
In  diesem  Falle  haben  wir 

2gh  coscp 

Q  .  C08q>  =  X  s=       ,    ,     .    , rf jr—  , 

2ghsinq) 

DarauB  zieht  man  sofort 

x^  ^  1/^ 

und,  indem  man  eine  der  vorhergehenden  quadrirt, 

7)  (gx^  +  hy^^gn^x^+y^. 

Dies  ist  also  die  Deformation  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a^  b^  v}^\i\i 
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1)  JE=a,  BE=:^b,     CE=Zj 

80  geben  die  beiden  sphärischen  Dreiecke  EAC  and  EBC 

cos  JC=  cos a  cos z  +  cosp  sin a  sin z, 
cos  BC  =  cos  b  cos  z  +  cosp  sin  b  sin  z. 

Da  Jßc=a  —  by  so  ist 

4)  cos  AB  ^=  cos  (a  —  b). 

Sind  A^  B^  C  die  Winkel  des  Dreiecks,  ist  S  der  sphärische  Excess, 
also  5=i^+^-|-C— 9c,  so  hat  man  die  bekannte  Gleichung 

^v  S      1+cosAB  +  cosAC  +  cosBC 

5)  co/^ -^ , 

6)  /t^^l—cos^AB^cos^AC  —  cos^BC+^cosAB.cosAC.cosBC, 

wo  AB,  AC  und  BC  die  Seiten   des  Dreiecks  sind.     Die  Gleichung  6) 
lässt  sich  auch  schreiben 

/fi  =  sin^AB  -  sin^ AB cos^ BC "  {cos  AC  —  cosB C cos AB)\ 

Mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4)  findet  man  nun  leicht 

^*  c=  \sin  [a  —  b)  ,  sinp,  sin  z]* 
und,  wenn  a>>6  ist, 

7)  z/  =  sin  (o  —  6)  .  sinp  sin  z. 
Die  Gleichungen  3)  und  4)  geben  femer 

1  +  cosAB  +  cosAC+cosBC 

a  — 6r       a  — ^  ,         a  +  b  .   a  +  b    .     "] 

=  2  C05    ^       C05  — ^ — |-  cos    ^     cosz  +  cosp  sm     ^     «« z  . 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  7)  geben  zur  Bestimmung  von  S  in 
5)  folgende  Gleichung: 

n—b  a+h  .  .ö+^. 

cos  — jr 1-  cos  — jr —  C052  +  COSp  Stn  — jr—  stn  z 

Q\  o  2  2  2 

2  .  a  — 6    . 

5IW  — ^ —  51  Wp  51/1 Z 

o  o 

Für  ein  Maximum  des  Dreiecks  ABC  ist  —  =  0.     Die  Gleichung  8) 
giebt  dann  ^_,,  ^^.^ 

C05      -      cos Z  +  C05  -■  =  0 

2  2 

oder 

_.                                     a  —  b                       7,n  —  a  —  b 
9)  cos  ,cosz=s  cos s • 

Nun  ist  nach  1)  n  —  ac=AF,   n  —  b^^BF*^  setzt  man  wieder  a  —  b=:AB 
und  z  =  C  E,  so  lässt  sich  die  Gleichung  9)  schreiben 

AB         ^  ^            FA+FB 
cos -^  .cosCE=  cos ^ . 

Diese  Gleichung  enthält  die  von  Fuss  gegebene  Lösung.     Auf  S.  245 
s/nd  noch  die  beiden  folgenden  Anmerkungen  beigefügt: 
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«^«^^w^i^w 


1.  Anmerkung. 

„Es  ist  merkwürdig,  dass  die  Grösse  des  Bogens  EC  oder  FC  gar 
nicht  von  der  Neigung  der  beiden  grössten  Kreise  abhängt,  sondern  blos 
durch  die  Bogen  EA  und  EB  bestimmt  wird/^ 

2.  Anmerkung. 

„Auf  eine  der  obigen  ähnliche  Art,  aber  viel  leichter,  lässt  sich  der 
Punkt  C  so  bestimmen,  dass  die  Summe  der  beiden  Seiten  AC+  BC  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  wird ,  in.  welchem  Falle  aber  die  Neigung 
der  beiden  grössten  Kreise  nicht,  wi&  vorhin,  aus  der  Rechnung  geht/^ 

Der  Inhalt  der  2.  Anmerkung  erledigt  sich  unmittelbar  mit  Zuziehung 
der  Gleichungen  3). 

Göttingen.  Professor  Emnbpbr. 


n.   Convergenz  der  Thetareihen. 

Will  man  nicht,  wie  es  Riemann  in  seinen  Vorlesungen  gethan 
hat,  die  Convergenz  der  mehrfach  unendlichen  Thetareihen  auf  die  mehr- 
facher bestimmter  Integrale  zurückführen,  also  auf  eine  Theorie,  die  im 
Grunde  weniger  einfach  ist,  als  die  der  unendlichen  Reihen,  so  kann 
man  durch  Zerlegung  der  quadratischen  Form 

in  eine  Summe  von  Quadraten  die  Reihe  mit  einem  Product  von  p  ein- 
fach unendlichen  Reihen  vergleichen,  deren  Tenne  grösser,  als  die  der 
vorgegebenen  Reihe  sind,  und  die  doch  convergirt.  Allein  bei  der  un- 
geheuer raschen  Convergenz  der  Thetareihen  kann  man  dieselben  auch 
direct  mit  einer  einfach  unendlichen  Reihe  vergleichen.  Da  diese  Methode 
wenigstens  für  />  =  2,  p=3  durch  Anwendung  graphischer  Darstellung 
besonders  einfach  und  fasslich  wird,  so  kann  dieselbe  für  Vorlesungen, 
zu  welchem  Zwecke  ich  sie  mir  erfand,  Manchem  willkommen  sein,  wes- 
halb der  Beweis  für  /)  =  2  hier  folgt. 

In  einer  einfach  oder  mehrfach  unendlichen  Reihe  von  Tennen 

kommt  es  bekanntlich  nur  auf  den  reellen  Theil  von  f  an,  wenn  man 
ihre  Convergenz  feststellen  will.     Demnach  kann  man  in  der  Reihe 

g— *u  ("»1  +  *i)»  -  2  *„  (nij  +  e»)  (m,  +  e,)  -  *a  (m, + r,)« 

in  der  jiij,  m,  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen  durchlaufen, 
annehmen,  dass  T||,  t^^t  ^22^  ^i«  ^2  i^^elle  Grössen  sind,  ohne  dad\iTc\i 
die  Al^meinheji  der  ÜDiersnobnug  zu  beschränken.     Wir  setzen 
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'  •  •  <- ^«f /■  ^ -'^.x^-^v  *  *  ^» » 


r^^xx  +  2T,gXy  +  t^yy  =  f{x,  y), 

dann  bedeutet ,  wenn  die  Form  positiv  ist,  was  zur  Convergenz  erfor- 
derlich ist,  die  Gleichung 

f{x,  y)  =  N* 

eine  Schaar  ähnlicher  Ellipsen ,  wenn  N  variirt.  Für  iV  =  1  sei  ihr 
Flächeninhalt  F  die  Länge  ihrer  Begrenzung  Z.  Nun  zerlegen  wir  die 
2ry>  Ebene  in  ein  quadratisches  Gitter  mit  den  Ecken  oder  Gitterpunkten 
a:  =  ej  +  mj,  y  =  ^2  +  '"2»  "^'orin  Wj,  m^  alle  ganzen  negativen  und  posi- 
tiven Zahlen  sind.  Jedes  Quadrat. hat  den  Flächeninhalt  Eins.  Hieraus 
folgt,  dass  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  E{N)^  welche  zu  der  Gleich- 
^'^g  f=NN  gehört,  >  G^  ist,  wenn  G  die  Anzahl  der  Gitterpunkte  im 
Innern  der  Ellipse  bedeutet.  Vermehrt  man  aber  G  um  die  Zahl  LN, 
d.  h.  vermehrt  man  die  Gitterpunkte  um  je  einen  auf  die  Länge  der 
Begrenzung,  so  ist  diese  Zahl  grösser  als  der  Flächeninhalt.  Die  An- 
zahl der  Gitterpunkte  im  Innern  der  Ellipse  E(N+ 1)  ist  demnach 
<A(iV+])«  und  die  im  Innern  der  Ellipse  E(N)  >  F .  N .  N •"  LN, 
woraus  sich  durch  Snbtraction  ergiebt,  dass  die  Anzahl  der  Gitterpunkte 
zwischen  E{N)  und  E{N+1)  kleiner  als  F.{2N  +  1)  + LN  iBi.  Jedem 
Gitterpunkte  entspricht  nun  ein  Term  c^  der  Reihe  und  umgekehrt. 
Jeder  zu  einem  Gitterpunkte  zwischen  E{N)  und  E{N-\'l)  gehörende 
Term  ist  ^e~-^^^  und  demnach  ist  die  Summe  aller  zu  ihnen  gehören- 
den Termc  kleiner  aU 

(^{2N  +  l)F+NL)e-^^. 

Setzt  man  nun  für  N  der  Reihe  nach  1,  2,  3,  ...,  so  erkennt  man 
sogleich,  dass  die  vorgegebene  Reihe  weniger  und  kleinere  Tenne,  als 
die  stark  convergente,  einfach  unendliche  Reihe 


1' 


((2N+l)F+NL)er'^^ 

besitzt  und  mithin  convergent  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Zahlen  F,  L  bedarf  man  der  Integralrechnung 
nicht,  da  man  von  ihnen  hier  Nichts,  als  ihre  Endlichkeit  zu  wissen 
braucht. 

Freiburg,  1877.  J.  Thomae. 


m.  Ueber  Schwingungen  einer  Saite,  deren  Spannung  eine  stetig^ 

Function  der  Zeit  ist. 

Da  man  in  neuerer  Zeit  angefangen  hat.  Töne  von  stetig  veränder- 
licher Höhe  experimentell  zu  untersuchen,  so  dürfte  eine  Betrachtung  der 
mechanischen  Bewegung  einer  Seite  von  veränderlicher  Spannung  nicht 
o/tne  Interesse  sein.     Es  wird  sich  zeigen ,  dass  in  den  in  der  Wirklich- 
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keit   TorkommeDdeD    Fällen    in   jedem  Augenblicke    die   Obertöne    sebr 
genaa  hannoniscb  zu  dem  Grnndtone  bleiben. 

Ist  m  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Saite,  G  die  Kraft,  mit  der 
die  Saite  gespannt  ist,  ist  ferner  s  der  Abstand  eines  Punktes  der  Saite 
▼on  einem  Endpunkte,  |  die  Amplitude  dieses  Punktes  zur  Zeit  f,  so  ist 
die  Bewegungsgleicbung  der  schwingenden  Saite: 

Ist  /  die  Länge  der  Saite,  so  wird  den  Grenzbedingungen  genügt, 
wenn  wir  setzen 

nnd  F  als  blos  von  /  abhängig  annehmen.  Es  mnss  dann  F(()  der 
Gleichung  genügen 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  — :ö-  einer  Potenz  von  ^  nämlich  /"  pro- 

m  i"  *^ 

portional  sei,  also  — -=c*/"  sei,  wo  c*  eine  Constante  ist.  a  wollen 
*  m  /' 

wir  so  bestimmen,  dass  1)  durch  BesseTsche  Functionen  integrirt  wer- 
den könne.  Sind  ia  und  v  zwei  Constanten,  über  welche  wir  noch  ver- 
fügen werden,  l  eine  Variable,  so  setzen  wir 

2)  r  =  r,      F(/)  =  A^J^(A); 

durch  diese  Substitution  geht  1)  über  in 

Ist  a  eine  Constante,  so  ist  die  Differentialgleichung  der  Boss  ei- 
schen Functionen 


Gleichung  3)    ist  also  durch  BesseTsche  Functionen  intogrirbar,   wenn 
wir  setzen 

5)  v=:2^    und    a=--2  =  --2. 

V  fl 

Ein  Integral   von    4)   entnehme   ich  aus  der  Abhandlung  dos  Herrn 
Schlöroilch  über  BesseTsche  Functionen:* 

1 

0 


*  DieM  Zatsebn'n,  Bd.  2  8. 147. 
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^^«^^^»^^k^^^^^^^S^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^H^^^^S^^^^^^I^^^^^^^^^f^^^^^^W^>^>^^^^^>^'^^*^>^<^M^k^^ 


Setzen  wir  mit  Hilfe  von  2)  und  5)  den  Werth  Ton  iL  =  (^^  in  dieses 

Integral  ein,  so  ist 

1 

6)  F{i)  =  ^.^^^^^^^^)  /(1-^T-^  cos{2  c  ^ff' x)  dx 
ein  Integral  der  Gleichung 

7)  ^)  +  c«<^-V(0  =  O. 

Ist   C^   eine  Constante ,    so    ist    1^  =  C^  F{t)  sin  —    ein   Integral   der 

Differentialgleichung  für  die  Bewegung  der  Saite.     F  ist  ausser  von  I 
auch  noch   Ton  C  und   ii  abhängig;   drücken  wir  dieses  aus   durch  die 

Bezeichnung  ^^(^c),   so   ist  auch   {2  =  CjF^(/,  2c)5i>i ein  Integral 

c 

der  Differentialgleichung;  ein  ziemlich  allgemeines  ist 

nns 


8)  i^^CnFf,{t,nc)sm 


BS= 


Die  Aufstellung  des  allgemeinsten  Integrals  würde  die  Kenntniss 
auch  des  zweiten  Integrals  der  Gleichung  7)  erfordern.  Die  Lösung  8) 
umfasst  alle  Fälle,  in  denen  zur  Anfangszeit  t  =  iQ  die  Amplituden  und 
Geschwindigkeiten  so  gegeben  sind,  dass  die  Amplitude  des  Punktes  s 
durch 

/,  Cn  Fn{io,  nc)  sin  ^  , 


dessen  Geschwindigkeit   durch    ^,  €„ — "— ^ sin dargestellt 


den  kann. 


Um  8)  auf  einen  speciellen  Fall  anzuwenden,  nehmen  wir  an,  dass 
^  =  1  sei ,  also  die  Spannung  G  zur  Zeit  t  sich  finde  aus  — -j^  =  ---.     Die 

Anfangsspanuung   ist  =Gq=  - — ^ ,    sie    nimmt    ab    mit    der   Anfangs- 
geschwindigkeit  -r—  =  —     ^   » «     c^  und  Cq  kann  man  so  wählen ,  dass  Gq 

und  3—  gegebene  Werthe  erhalten. 

Für  den  Grundton  findet  man  aus  2) 

9)  Fit)  =  t%.J,  (<%) 

und   für  *^|0^)  findet  man   in    der  oben  citirten  Abhandlung  des  Herrn 
SchlöiBilch  für  grosse  Werthe  von  c/^  die  Entwickelung 


11)  long(2ct'A~^j  +  :rs^^  =  0 
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«b(2c<%-jV    1  15  \ 

co>(2c<H— Ij/        3 105  \ 

Ans  9)  und  10)  erkennt  man,  dass  die  Excnrsionen  der  Saite  um 
8o  grösser  werden,  je  mehr  die  Spannung  mit  wachsender  Zeit  abnimmt. 
Die  Bichtigkeit  dieses  Resultats  leuchtet  ein. 

Die  halbe  Schwingungsdauer  zur  Zeit  i  bestimmt  sich  als  Differenz 
zweier  aufeinander  folgender  Wurzeln  der  Gleichung  F(()  =  0  oder  J(()=:  0. 
Da  cl^  immer  sehr  gross  ist,  so  können  wir  nach  der  Gleichung  10)  die 
Wurseln  yon  /^(^)=:0  mit  hinreichender  Genauigkeit  berechnen  aus 

oder  auch  ^ 

2c/%  =  («+i)«-jgf^. 

wenn  die   höheren  Potenzen  von  — r  vernachlässigt  werden  und  n  eine 
grosse  positive  ganze  Zahl  ist.     Hinreichend  genau  erhalten  wir 

12)  2c,^  =  («+i)«-^-^. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  Schwingungsdauer  zur  Zeit  /  mit  r,  so  er- 
halten wir  T,  indem  wir  in  12)  statt  n  schreiben  /i  +  l  und  ^  +  t  für  (, 
nämlich  aus 

13)  2c(,+,)^  =  („+i+l)«-8^;^^p|:pjy^; 

da  T  sehr  klein  gegen  /  ist,  so  können  wir  für  (Z  +  t)^  setzen  ^^  +  ^'Lr9 
ziehen  wir  dann  12)  von  13)  ab,  so  ist 

Da  offenbar  das  letzte  Glied  nur  ein  Correctionsglied  ist,  so  können  wir 
aus    12)   für   (n  +  i)^  einsetzen   2c/%,   die   ganze  Schwingungsdauer  ist 

^nt^      ^n  t^  1 

dann  zur  Zeit  /=2r  = '"  iß  "T/*    ^^®  Schwingungszahl  iV  ist  =s-  = 


^^^  inl'^V     32  rj- 


Würde  die  Spannung  zur  Zeit  i  nicht  mehr  geändert,  so  würde  die 
Schwingnngszahl  sein  Ä—.y^ »  die  obige  ist  also  um  — — i^  kleiner.  Nehmen 
wir  mn,  dass  die  SpannoD^  von  der  AntAugszeii  (q  ab  so  rascVi  aW^Vkm^^ 
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^-^^^^^^^*^*~~~*i^-«*wnin<'Lfin/xwj 


dass  die  Schwingnngszahl  nach  Verlauf  von  \  Secnnde  die  Hälfte  von 
der  anfänglichen  sei,  so  ist  ^o^^i  ^^  setzen;  in  diesem  Falle  ist  der 
Unterschied  der  Schwingnngszahlen  zur  Zeit  i^  =  0,39 ,  nach  Verlauf  von 
^  Secunde  beträgt  der  Unterschied  nur  0,05.  Bemerkenswerth  iat,  dass 
die  Schwingungszahl,  die  der  zur  Zeit  t  stattfindenden  augenblickliehen 
Spannung  G  entspricht,  kleiner  ist  als  die  Schwingungszahl,  die  der  con- 
stauten  Spannung  G  entspricht. 

Die  Schwingungszahl  des  ersten  Obertones  erhält  man,  indem  mmn 
in  Gleichung  14)  statt  c  einsetzt  2  c.*  Das  Verhältniss  der  Schwingniiga- 

zahlen  zur  Zeit  i  ist  =^(^  +  jr~:)i   ^^^  ™^^  leicht  findet,   iat  dieees 

Verhältniss  so  nahe  gleich  2,  dass  die  Obertöne  als  harmonisch  m  den 
Grundtöneu  angesehen  werden  können. 

Von   der  Gleichung  1)   lässt  sich  auch  in  dem  Falle  ein  Integral 

angeben,  wenn  — j^  =  a* -- 2 y  co5 -—  gesetzt  wird,  wo  o*,  y  und  1^  Con- 

°  mr  '  O 

stanten  sind  und  zwischen  a^  und  y  eine  gewisse  Abhängigkeit  besteht. 
Es  entspricht  diese  Annahme  dem  Falle,   dass  das  eine  Ende  der  Saite 
an  einem  Körper  von  sehr  grosser  Masse  befestigt  ist,  der  in  der  Rich- 
tung der  gespannten  Saite  Vibrationen  von  der  Schwingungszeit  ^  ans- 
führt.     Die  Integration   geschieht  mit  Hilfe  der  von  Herrn  Heine  ein- 
geführten  Functionen    erster   Art    des   elliptischen   Cylinders,    deraelbo' 
Functionen,  die  bei  der  Untersuchung  der  Schwingungen  einer  anendlJL- 
dünnen  elliptischen  Membran  auftreten  und  verwandt  sind  mit  den  Lam 
sehen  Functionen. 

Eisenach.  Dr.  Numöllbr, 

Lehrer  «m  Bealgymnaiim 


IV.   Ueber  den  verallgemeinerten  Taylor*Bdhen  Bati. 

Von    0.    SCHLÖMILCH. 

Wie  bekannt,  hat  L.  Grelle  sich  s.  Z.  vielfach  mit  einer  ) 
rung  des  Taylor' sehen  Satzes  beschäftigt,  bei  welcher  im  all^" 
Gliede   der  Reihe  an    die   Stelle   der  Potenz   eine  Factorielle 
Grades,  und  an  die  Stelle  des  Diiferentialquotienten  ein  DiftVi 
tient    derselben   Ordnung  zu   stehen   kam.      Das   Resultat ,    v: 
(yrelle   durch   wiederholte  Anwendung   einer   identischen  Gh' 
langte,  lautet  folgen d ermassen : 

A(A-«)(Ä-2«)...(*- 
worin  ^t=d,  mitbin  1.2.3  ...r 
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•  .<^»>>i^^-«»i'>»^^^y^r».rf'  '^.AX.,^^V^t^<N^^ 


^V(t) 


/fir      ö 


=Ä^{Wo<p(t+'»^)-Wi9>(f+'"-i^) 


ist,  und  Rn  den  Hest  der  Reibe  bezeicbnet.  Eine  genauere  Untersucb- 
ung  des  letsteren  verursacbte  jedocb  scbon  bei  reellen  ^  so  grosse  Weit- 
läufigkeiten,  dass  die  ganze  Speculation  nie  recbt  in  Aufnabme  gekom- 
men und  jetzt  so  gut  wie  verscbollen  ist.  Unter  diesen  Umständen 
gewährt  es  vielleicbt  einiges  Interesse,  wenn  icb  im  Folgenden  zeige, 
dass  die  Crelle^scbe  Gleichung  in  zwei  Zeilen  hergeleitet  werden  kann 
und  dass  sich  bei  etwas  veränderter  Ansicht  der  Sache  auch  die  Beding- 
ungen angeben  lassen,  unter  welchen  der  Rest  mit  unendlich  wachsenden 
n  gegen  die  Null  convergirt. 

Es  bezeichne  z  eine  compl exe  Variable,  (p{z)  eine  Function ,  welche 
längs  und  innerhalb  eines  geschlossenen  Contours  sjnektisch  bleibt,  ferner 
mögen  die  Punkte  n\  w+^,  w+2^,  ...rv  +  md  innerhalb  desselben  Con- 
tours liegen;  wird  nun  der  letztere  zum  Integrationswege  für  z  genom- 
men, so  gelten  bekanntlich  die  Formeln* 


ß 


dz  =  2»7rqp(w), 


J  {z  —  tv)^z  —  /t;  — 5)  (c  — 7^  —  25)  ..,  \z  —  w—m^) 


1 . 2  . . .  m   d 

+  (w j)  g?  (w  +  m  —  2  5)  —  . . .  j 


i.2...»r  Atv'*' 

Andererseits  kennt  man  die  identische  Gleichung 

«     |j_/J(/J-l)(|3-2)...(/3-») 


«  — /S  I         o^«  — l)(o  — 2)  ...  (a  — n) 
^.  I    ■/?      ,       ß(^-l)       ,        i3(^-l)(i3-2) 

''"o-l'^(o  — lj(«-2)"'"(o-l)(o-2)(o-3)''""" 

/S(^_l)((3-2)...(/3-«"^)   . 


(a-l)(a-2)(ö-3)...(a-;0' 
setxt  man  in  dieser  «^  =  y  >  /?  =  ^~r-  >  multiplicirt  beiderseits  mit 

und  integrirt  nach  den  vorigen  Formeln,  so  gelangt  man  unmittelbar  zu 
dem  Grelle* sehen  Resultate.     Dabei  ist 


•  Das  erste  Integral  rührt  von  Cauchj^  her;  das  zweite  ist  zueisi  vom'^wl. 
entwiekelt  worden  mi  Comp,  d,  höh.  Anal,  Bd.  11  S.  72. 

£MMib€mMtik  a.  PbjMtk  XXV,  1.  4 
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^""2fW(2-i;)(t-£-d;...t2-i^-wd)*«-(t+A)' 
der  IntegratioDSweg  muBS  so  gewählt  werden,  dass  er  die  Pnnkte  t+A, 
£i  i  +  ^>  ^+2d,  ...  i;+^A  amscfaliesst. 

Nimmt  man  {[=0,  d=  1,  schreibt  iv  für  A,  F  statt  ^  und  aetit  bot 
Abkürzung 

80  wird 

F{rv)  —  Ä, 

2)  =A  +  AiW  +  A,w(w-l)  +  A3ip(w-l)(w-2)+... 

...  + Aaw(w  — l)(w— 2)...(w— n— 1), 

_     1     /'tp(to^i)(tp^2)...(tp-n)   F(z)  dz 
^  "      2f«J    ,(z-l)(z_2)...(2-n)   •   z-ip  • 

wobei   die   Pnnkte  n^,  0,  1 ,  2 ,  . . .  fi   innerhalb  des  Integrationseontours 
liegen  müssen.     Diese  Formeln  sind  weit  einfacher  als  die  vorigen,  aber 

gleichwohl   nicht  specieller;    setzt  man  nämlich  zuerst  F(j^)=^f{w'\-y\ 

h  f" 

dann  w  =  -zr^  ^^T  ^^^   schliesslich  f{z)  =  q>{zd)^   so  kommt  man  auf 

die  ursprünglichen  Gleichungen  zurück. 

Bei  unendlich  wachsenden  n  macht  es  sich  wegen  der  Punkte  1,  2, ...  n 
erforderlich,  den  Integrationsweg  mindestens  in  der  Sichtung  der  x  un- 
endlich zu  erweitem;  hierdurch  entsteht  eine  gewisse  Unbestimmtheit, 
welche  man  am  besten  dadurch  vermeidet,  dass  man  von  Hause  aus  die 
Formeln  auf  einen  unendlichen  Integrationsweg  einrichtet.  Dies  lässt 
'  sich  durch  folgende,  von  dem  Vorigen  ganz  unabhängige  Betrachtung 
erreichen. 

Die  Function  f{z)  bleibe  synektisch  innerhalb  eines,  aus  dem  Co- 
ordinatenan fange  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Halbkreises,  dessen 
Durchmesser  auf  der  y-Axe  von  — ir  bis  +ir  reicht;  innerhalb  dieses 
Halbkreises  liege  der  Punkt  c  =  a  +  ib^  für  welchen  hiernach  a>0  und 

J^a*+6^<r  ist;  der  Werth  des  Integrals 


/; 


dt, 


C-'Z 

worin  c  einen  Ausnahmepunkt  bildet,  bleibt  dann  derselbe,  wenn  einer- 
seits jener  Halbkreis  nebst  seinem  Durchmesser  als  Integrationsweg  ge- 
nommen, und  wenn  andererseits  der  Punkt  c  in  einem  ganzen  Kreise 
von  hinreichend  kleinem  Halbmesser  q  umgangen  wird.  Mittelst  bekannter 
Substitutionen  ist  demzufolge 
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^^^^^A^MN^^^^^^^^  ^^^u 


fOr  9  =  0«  rc^Qo  und  unter  der  Voranssetznng,  dass  f{re^^)  bei  unend- 
lich wachsenden  r  nnd  für  —\n^%^  +  i^n  verBchwindet,  ergiebt  sich 
die  Formel 


*)        y^''y=2«/'w. 


0, 


—  OD 

von  welcher  der  Specialfall  6  =  0  längst  bekannt  ist.  Für  a  =  0  gilt 
diese  Formel  nicht,  weil  dann  der  kritische  Punkt  anf  den  Integrations* 
weg  sn  liegen  kommt;  umgeht  man  in  diesem  Falle  den  Punkt  ih  mit- 
telst eines  Halbkreises  vom  Badius  9,  so  erhält  man 

nnd  daraas  wird  (Vir  verschwindende  q  und  r  =  oo 

—  OD  0-|"9 

Statt  dessen  kann  man  entweder  schreiben 

Hauptwerth  von   f -^p- dy=:inf{ib) 

—  OD 

oder  auch ,  wenn  im  ersten  Integrale  b^y  =  iy  im  zweiten  y  —  b  =  i 
gesetzt  wird, 

5)  j%tz!tzm±m ,,  ^  ,„^(,,). 

0 

Ist  endlich   a^O,   so  verschwindet  das  in  Nr.  4  verzeichnete  Inte- 
gral,  weil  dann  der  kritische  Punkt  ausserhalb  des  Integrationsweges  liegt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  Integral 


'  2n  J  tv  —  ty 


—  OD 

worin   w  =  U'\'iv  und   u'^0  sein  möge.     Zur  £nt Wickelung  desselben 
benntsen  wir  die  identische  Gleichung 

-.  J: L  y(y+i)(y+2)...(y+n~i) 

_l   ,      r      .       y(y+l)       .        .  y(y+l)(y+2)...(y+n~2) 
t      £U+l)"^tU+l)a+2)  ■^••■■^  £(t+l)U+2j...(t+/i-l)' 

die   auch   flOr  it  =  oo  gilt,  wenn  der  reelle  Theil  von  {;,  vermindext  um 
den  reellen  TbeiJ  von  /,   einen  positiven  ^    die  Null  übersteigenden  B^^^V. 
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^^^^»^^S^^^^^^^^^^^^^i 


giebt,    während   die   imaginären   Bestandtheile  von  (  and   y  willkürlich 
bleiben*.     Diesen  Bedingungen  gentigt  die  Substitution 

wonach  aus  Nr.  7)  wird 

1 1_      (l-w)(2-iy)...(yi-w;) 

w-  iy      w  — ty*(l  — iy)(2— i^)...(;i-  li^) 
1       .  1-^^^  ,  (1-^0(2-^) 

(l-;^')(2-w)...(w--l~w) 
•••+  (l-,y)(2-iy).  .(«-«y)  ' 
multiplicirt  man  die  vorstehende  Gleichung  mit 

integrirt  von  j^  —  —  oo  bis  y  =  +  oo  und  benutzt  die  Abkürzungen 
°>  ""-2«/(l-.y)(2-,y)...(»-lj)«>-ijr    "' 

—  OD 
OD 


9) 


"     2;rJ  (1  -iy)(2-iy)...(m  +  l-i»)' 


—  00 

80  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 

^  .  .  .  +  Ä^n^  1  ( 1  —  /r)  (2  —  W)  .  .  .  (W  —  1  —  w). 

Der   Werth    von   üTm    findet    sich    leicht,  wenn    man    die   bekannte 
Gleichung 

1 1         |(m)o      (>n)i       (m),  ( 

/(r  +  l)(/  +  2)...(<  +  m)      1.2...m(<  /  +  l"*"/  +  2      ""1 

für    /=1  — ^    benutzt   und   die   einzelnen    Glieder  nach  Nr.  4   integrirt; 
dies  giebt 

^'»  =  1   >/    .„  I  ("')o  AI )-(«)!  A2)  +  (»»),  A3)  - ...  I 

X  .  ^  •  •  •  7/1 

= i:i^ '  ^"•^o^^'"  ■*"  ^^  ~  (""^^  ^^""^ + •  •  • ' 

Fuhrt  man  die  Abkürzung  ein 

_  (m)<)  f{m  +  l)  —  y;^^  /"(m^  +  iWg  fjm  —  1 )  —    . . 
^^^  '''""'  1.2.3...m  ' 

so  wird  Ä',„  =  (— 1  )"*  x,;„ ,   und  die  Gleichung  10)  gestattet  dann  folgende 
Schreibweise : 

12)  /"W- ^n  =  Xo  +  X,(w-l)  +  Xj,(w-l)(«'  — 2)  +  ... 

..   +x«_i(w— l)(w  — 2)...  (w— w  — 1). 
*  Sitzungsbericht  d.  Bachs.  Ges.  d.  Wise.  vom  1.  November  1863,  S.  59. 
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Bei  unendlich  wachsenden  n  ist  nach  den  gemachten  Voraussetzungen 

Lim   n->«')(2-«>)  ■■■(«-«•)    _ 

(l-.y)(2-.y)...(n-.y)-"' 

mithin  Ztm/^n  =  0,  und  die  Gleichung  12)  wird 

13)  /•(;!,)  =  Xo+x,(«;~l)  +  x,(«—l)(«;-2)  +  .... 

Um   schliesslich   diejenige  Reihenentwickelung  zu   erhalten,    welche 
der  Gleichung  2)   für  rt  =  oo   entspricht,   hedarf  es  nur  der  Substitution 

F(w)^  F(0) 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  wird  dann 

*•  1.2.3...(m  +  l) 

oder  Xm- 1  =  ^">  1  wenn ,  wie  in  Nr.  1 , 

j^.  (m\P{m)  -  (m\  Ffm^-l)  +  {m\  f{m^2)  -  ... 

1  •2.3 ...  m 

ist;  das  Endresultat  lautet  hiemach 

15)     F(ip)  =  Ao  +  ^iW  +  X,w(w— l)  +  A3w(w-l)(w-2)  +  .... 
Zum  Bestehen  desselben  gehört,  dass  der  Quotient 

F(u+i>)-F(0) 

fiir  jedes  ti^^O  und  beliebige  e  synektisch  bleibt  und  dass  er  für  ii  =  qo 
verschwindet. 

Diesen  Erörterungen  nach  kommt  der  verallgemeinerte  Taylor* sehe 
Satz  auf  die  Entwickelung  einer  Function  nach  steigenden  Facultäten 
zurück,  und  damit  ist  gleichzeitig  das  Seitenstück  zu  der  früher  von 
mir  angegebenen  Entwickelung  nach  absteigenden  Facultäten  gewonnen. 

(Aus  den  Sitzongsber.  d.  Bachs.  GesellBch.  d.  Wissensch.) 


y.   üebar  eine  directe  Messung  der  Inductionsarbeit  und  eine  daraus 
abgeleitete  Bestimmung  des  mechanischen  Aequivalents  der  Wärme. 

Von  Prof.  Dr.  A.  v.  Waltenhofen  in  Prag. 

Der  Verfasser  hat  Versuche  gemacht,  welche  darauf  abzielten,  die 
zur  Induction  eines  elektrischen  Stromes  von  bestimmter  Stärke  in  einem 
Schliessungskreise  von  gegebenem  Widerstände  erforderliche  Arbeit  direct 
mit  Hilfe  eines  Feder -Dynamometers  zu  messen  und  mit  der  theoretisch 
berechneten  zu  vergleichen. 

Als  Inductionsapparat  diente  eine  magnetoelektrische  Maschine  für 
continairlichen  Strom,  deren  elektromotorische  Kraft  zuvor  genau  ermit- 
telt  and    der  Tourenzahl  proportioüal   gefunden    worden   wat.   —    is\i^ 
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Dynamometer  wurde  eine  dynamometrische  Karbel  neuester  Constniction 
verwendet ,  welche  mit  einem  Schreibapparate  zur  Aufnahme  der  Arbeits- 
diagramme versehen  ist.  Die  Scala  derselben  wurde  durch  direcie  Be* 
lastung  geprüft  und  richtig  befunden.  Die  dynamometrische  Kurbel  wurde 
am  Inductionsapparate  an  einer  statt  der  gewöhnlichen  Kurbel  am  Trieb- 
werke angebrachten  Welle  festgeschraubt.  —  Zur  Messung  der  indueirten 
Ströme  war  eine  Tangentenboussole  von  genau  ermitteltem  Beduetions- 
factor  in  den  Schliessungskreis  eingeschaltet,  dessen  Widerstand  möglichst 
genau  gemessen  wurde  und  mittelst  eingeschalteter  Scalen  beliebig  ver- 
ändert werden  konnte.  —  Zur  Bemessung  der  Tourenzahl  diente  ein 
Secundenpendel  mit  lautem  Schlage. 

Es  wurden  fünf  Versuche  gemacht;  bei  dreien  betrug  die  Drehungs- 
geschwindigkeit 1  Kurbelumdrehung  in  1  Secunde  {entsprechend  7  Um- 
läufen des  Inductors);  bei  den  zwei  anderen  Versuchen  kam  1  Kurbel- 
tour beziehungsweise  auf  je  2  und  je  4  Secunden.  Bei  jedem  Versuche 
wurden  65  Touren  ausgeführt,  und  zwar  einmal  bei  unterbrochenem  und 
einmal  bei  geschlossenem  Stromkreise.  Die  Differenz  der  in  beiden  Fällen 
vom  Dynamometer  verzeichneten  Arbeiten  war  die  zur  Erzeugung  des 
gleichzeitig  an  der  Tangentenboussole  gemessenen  Stromes  nach  Hass- 
gabe der  aus  der  Tourenzahl  berechneten  elektromotorischen  Kraft  oder 
des  bekannten  Widerstandes  aufgewendete  Inductionsarbeit.  Sie  betrug 
nach  den  gut  tibereinstimmenden  Ergebnissen  der  fünf  Versuche  (wobei 
die  angewendeten  Inductionsarbeiten  zwischen  den  Grenzen  von  ■}-  ^ui^ 
6  Meterkilo  lagen)  auf  die  elektromotorische  Kraft  eines  DanielTscben 
Elementes  und  auf  den  Widerstand  einer  Siemens* sehen  Einheit  redu- 
cirt,  0,13  Meterkilo  per  Secunde,  ein  Resultat,  welches  theoretischen 
Bestimmungen  sehr  nahe  kommt. 

Vergleicht  man  diesen  Arbeitswerth  mit  der  Anzahl  der  Calorien, 
welche  den  in  einer  D an ielT sehen  Kette  bei  gleichem  Widerstände 
stattfindenden  chemischen  Processen  entsprechen,  so  erhält  man  mit  Be- 
nutzung der  von  W.  Thomson  und  Jenkin  dafür  angegebenen  Zahlen 
für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  die  Zahl  428  oder,  wenn 
man  nur  die  grösseren  Inductionsarbeiten  in  den  vier  ersten  Versuchen 
der  Rechnung  zu  Grunde  legt,  die  Zahl  421,  sehr  nahe  übereinstimmend 
mit  dem  allgemein  angenommenen  Joule*  sehen  Aequivalente. 

(AuB  den  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akad.  1879,  XVL) 

VI.   Geometrische  Untersuchungen. 

in. 

Dem  Dreieck  A^A^A^  auf  dem  Kreise  K  und  seinem  Gegendreieck 
Ä^Ä^Ä^  ist  eine  Ellipse  V  eingeschrieben,  welche  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte normaler  zu  demselben  Punkte  P  des  Kreises  gehöriger  Geraden- 
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Ana    den   aecbs    Pnnkten    ^,,    A^,   J^,  jf,,  J\,  Ä^   auf  K 
1  überdies  die  Dreieckspaare 
A^A^A\,  ^j^'a^,;  A^A^A^,  '*'s'*'i-<j;  '^i'^a-^'s,  '*'i -*', -^j 

Die  Combination  dieser  Dreieckspnare  mit  dem  ursprünglichen  ruhrt 
1  rolgeoden  Sätzen: 

I  für  den  Punkt  P  bezUglicli  jedes  dieser  Paare  den  Punkt 

I  bilden  diese  drei  Punkte    T,,    V^,    V^,    mit  dem  ersten, 

n  orthogonales  vollständiges  Viereck,  so  dass  2,  B.  V  der 

,    V^\\V.^    ist.     Die  Dreiecke  V^V^V^,    V^V^V,    ^a '',  *', 

ingruent  den  Dreiecken  A^A^A^,  A^AfA\,  A^AyJl^,  J^A^A^y 

totgegengefieleten  Sinnes,  und  ihr  (gemeinfiamer)  Fetterbacb'scber 

Krei«  bat  PO  zum   Unrchreeaser, 

Die   Senkrechten,  welche    von    ''i,    V^,    V^   besieh  endlich   zu  A^A^, 

I  J^A^,  A^A^  gezogen  werden,  scbnciden  sich  in  einem  Punkte  ^,  welcher 

r  Jntt    f^  V^y^    zusammen    ein    dem    Viereck    PA^A^A^   congruentes    Kreis- 

Tiereck  bildet.     Der  Punkt  S.  dieses  Kreisriereckes  -f  K,  ^,  V.  fKllt  mit  P 


I 


Bewegt  eich  P  auf  A',  so  beschreiben   Fj,  F,,  F^  bestimmte  coucen- 

trificbe  Ellipsen,  das  Umkreisccntrum  von  F^V^l\  beschreibt  eine  mit  V 

I  eoBgrueote ,    aber   gegen    diese    um   90''   gedrehte   Ellipse    um    0,    die 

»r'scbe   Gciade   Oll    des    Dreiecks    F,  fj  F^    bfillt   eine   orthogonale 

[  A«teroi4e  ein. 

Di'm  Auftreten    der  Ellipse    V   bei   zwei  Gegendreiecken    analog   ist 
Auftreten  einer  allgemeineren  Ellipse  bei  swei  beliebigen  Dreiecken 
[  A,  A,  A^  und    Bi  B^  B^  auf  dem  Kreise  h'. 

Bestimmt  mau  für  einen  Kreisjmnkt  P  die  0  sowohl  Üix  A^A^A^,  als 

'  B,BjBj,    nnd    bringt   die   beiden    Geraden    zum  Schnitt,    so    erhült   man 

1  Schnittpunkt  U.     Bewegt  sich  nun  P  auf  dem  Kreise,  ao  beschreibt 

Ü   als  das  EraenguisB  zweier  projectiv  aufeinander  bezogenen  Stoiner- 

j         s«beii   Hypocycloiden  eine  Ellipse.     Dabei  ist  vorerst  zn  bemerken,  das» 

^B  der  Neigungswinkel    v   zweier   entsprechender    0  für  alle  P  derselbe  ist, 

^H  •Kintich 

^  .  =  1ZAB, 

^^^»urin  die  Summe  0  Glieder,  die  in  stets  gleichem  Siune  gezählten  Win- 

^Bkdabfltttndc   der  Punkte  A   von   den  Punkten   B  nmfasst.     iT/,,  Mt  seien 

^^fdie   Centra   der   Feuerbach'schen   Kreise,     Die  Halbirungepunkte    von 

I        Pßa  nnd  PU^   begrenzen   eine  mit  .Wa  jtf j  gleiche  und  parallele  Strecke. 

Darcb    sie   gehen    die  Geraden    des  zn  P  gehörigen  Paares,    nnd   da  ihr 

Winkel  constant  ist,  so  bestimmen  die  Hatbirungepnnkte  mit  dem  Schnitt- 

imnkte  17  Drt- iecke  von  uon staute ru  Umkreis rad ins  r'=  lila !Ht-.2 Sin  v.    Das 

UmkreiseeDirum  dieses  Dreieckes    ist    von    der  zu  M^Mt  parallelen  Seite 

I        M«U  aack  derselben  Bichtung  au  j  M^  M^  coUj  v  eutfsrnt.  Die  Geulia  aUatmt- 
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r 

lieber  solcher  Dreiecke  bilden  daher  einen  Kreis  vom  Radios  -^ ,  dessen 

Centmm  0'  von  dem Halbimngspunkte  der  MaJ^h  u°^  \ M^M^  cotgv  und  von 
3Ja  und  M^  gleich  weit  entfernt  ist.  Um  die  einzelnen  Punkte  dieses  Kreises 
sind  mit  constantem  Radius  Kreise  gezogen ;  die  grösste  Entfernung,  welche 

ein  Punkt  dieser  Kreise  von  (f  haben  kann,   ist  offenbar  r'-}--Ä>  ^^^ 

die  kleinste  ist  /—  -^.    Das  ist  sofort  evident.    Diese  Werthe  sind  daher 

auch  die  Grenzwerthe,  welche  O'ü  annehmen  kann.     Durch  Betrachtung 

des  Verlaufs  von  P  auf  dem  Kreise  sieht  man ,  dass  0'  das  Centrum  der 

r  r 

Ellipse   V  sein   muss.     Es  sind  also  r'  +  "s-  und  r'—  —    die  Halbaxen- 

längen. 

Für  die  Ellipse  ü  gelten  demnach,  wenn  wir  noch  eine  Construction 
der  Axenrichtungen  hinzufügen ,  folgende  Beziehungen : 

„Der  Mittelpunkt  derEllipse  liegt  in  der  Geraden,  welche 
normal  zu  M^Ah  durch  den  Halbirungspunkt  von  MaM^  geht, 
und  hat  von  diesem  Halbirungspunkte  den  Abstand 

nach  jener  Seite,  welche  der  Seite  von  M^M^^  auf  der  0  liegt, 
entgegengesetzt  ist.     Die  Axenlängen  der  Ellipse  sind 


Ä/i|XAB  '  Ä/i^IAB 

Di  e  Axenrichtungen  halbiren  de.n  Winkel  zwischen  ^a^ft 
und  der  Verbindungslinie  jener  zwei  Kreispunkte,  denen 
bezüglich  der  beiden  Dreiecke  A  und  B  Gerade  c  zugehören, 
die  zu  HaHi,  parallel  sind. 

Für  den  Fall  zweier  Gegendreiecke  wird  ZAB  =  3.90  und  die  For- 
meln gehen  in  jene  speciellen  über,  welche  ich  in  den  Sitzungsber.  d. 
kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien  (Dec.  1877)  gegeben  habe. 

IT. 

a)  In  der  letzten  Zeit  haben  sich  mehrere  Geometer  eingehend  mit 
dem  Satze  beschäftigt,  dass  die  vier  Kreise,  welche  einem  Dreieck  ein- 
geschrieben sind,  alle  vier  auch  den  Feuerbach'schen  Kreis  des  Drei- 
ecks berühren,  und  diesen  Satz  verschiedentlich  bewiesen,  sowie  in  pro- 
jectivischer  Beziehung  auch  verallgemeinert.  Soviel  ich  weiss,  hat  man 
aber  die  folgende  interessante  und  wesentliche  Eigenschaft  der  Be- 
rührungspunkte nicht  bemerkt,  welche  wir  an  der  Uand  der  in  II  auf- 
gestellten Formeln  nun  beweisen  können. 

„Der  Feuerbach^sche  Kreis  des  Dreiecks  B^B^B^  berührt 
einen    die  drei  Seiten  in  A^A^A^  berührenden  Kreis  in  jenem 
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Punkte  7\  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  seine  Gerade  a 
hazüglich  A^A^A^  parallel  der  Euler^schen  Geraden  dieses 
letzteren  Dreiecks  ist/^ 

Wir  beweisen  dies  speciell  für  den  Inkreis.  Zu  dem  Zwecke  berech- 
nen wir  vor  Allem  die  Winkel  der  Centrallinie  mit  den  Eckenhalb messem 
von  A^A^A^  oder  mit  den  drei  Seiten  von  B^B^B^, 

Der  Mittelpunkt  des  Feuerbach'schen  Kreises  hat  von  B^^B^  den 

Abstand    rSmB^B^SmB^B^—^CosB^B^^^Cos{B^B^'-B^B^^    der 

B  B 
Mittelpunkt  des  Kreises  A^A^A^  von  B^B^  den  Abstand  ^  =  4r5t>}— ^-^ 

B  B         B  B 

Sin    '    ^  Sin    ^    *.     Der  Cosinus   des  Winkels,   welchen   die  Centrallinie 

mit  dem  Eckenhalbmesser  A^J  einschliesst  (/  das  Centrum  des  Inkreises), 
ergiebt  sich  also  aus  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hypotenuse 
die  Centrallinie  selbst  ist,  als 

-J—^4Sin?^Sm^Sin?l^-^CosiB,B,-B,BS\. 

wofSr  auch  geschrieben  werden  kann 

— ^  [8  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^  —  Cos2(^AiA^'- A^AJ]. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  die  Winkel  von  TJ  mit  A^J  und  A^J, 

Daher  ist,   wenn  wir  auf  Formel  7^  in  II  Bezug  nehmen,   der  Cosinus 

des  Winkels,   welchen    TJ  mit   der  Euler' sehen   Geraden   von    A^A^A^ 

macht,  gegeben  durch 

Cos  TTHi  J 

=  ^j~^2")  t^^  ^0*^1^2  CosA^A^  Cos  A^A,  -  £Cos2(iA,  A^  -  A^  A^)\ 

Nun  ist 
r  .-  2p  =  r(l-  8  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^)  =  r(3  +  2  2;  6^05  2  ^^^g), 
daher  « 


r  — 2p     3  +  2i:Cos2AiA^     q^{3  +  2£Cos2A^A^)' 
und  weil  der  Nenner  des  letzteren  Ausdruckes  eben  gleich  iTg- J'  gesetzt 
werden  kann,  so  kommt 

Cos TJ^Hi  J  =  ^—^ [24 Cos  A^  A^  Cos A^  A^  Cos A^ A^  -ZCos^ (A^  A^  —  A^  A^)]. 

Die8*g^lt  aber  nach  Formel  12)  in  II  gerade  für  den  Winkel,  welchen 
der  dortige  Halbmesser  PO  mit  OH  eiDschliesst,  und  wenn  wir  die  Be- 
deutung von  P  in  jener  Formel  in  Betracht  ziehen,  so  sehen  wir,  dass 
der  anfangs  aufgestellte  Satz  hierdurch  bewiesen  ist. 

Man  kann  den   Satz   auch  so   ausdrücken:    Der   Feuerbach 'sehe 
Kreis  jedes  einem  Kreise  AT  um^eÄcIznebenen  Dreiecks  berU\\Tt  K  m  j^n^m 
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Punkte  P,   welcher  für  das  Dreieck  der  Berührangspunkte  die  oben  de- 
finirte  Eigenschaft  besitzt. 

Die  Berührungspunkte  der  vier  in  B^B^B^  eingesehriebenen  Kreise 
mit  dem  Fenerbach' sehen  Kreise  bilden  auf  diesem  ein  Viereck,  dessen 
Seiten  einzeln  durch  die  sechs  Punkte  gehen,  in  denen  die  Dreiecksseiten 
von  den  Halbirungslinien  der  gegenüberliegenden  Winkel  getroffen  wer- 
den  (wie  bekannt).  Ausserdem  sind  die  Winkel  des  von  diesen  Schnitt- 
punkten gebildeten  Vierseits  gleich  den  Winkeln  des  genannten,  auf  dem 
Feuerbach*8chen  Kreise  liegenden  Vierecks.  Je  ein  Umkreis  des  Vier- 
seits enthält  einen  Eckpunkt  des  Vierecks.  — 

b)  Ich  muss  hier  auf  einige  anderwärts  gegebene  Formeln  zurück- 
kommen. Ist  A^A^A^A^  ein  Kreisviereck  und  'x 's 's  (4  dai^  umschriebene 
Vierseit,  so  sind  die  Umkreise  von  /  die  Inversen  der  Feu  erb  ach 'sehen 
Kreise  von  A,  Die  Gerade  R  der  Diagonalenmitten  von  i  ist  normal  in 
einer  gewissen  Geraden  F^,  welche  ich  in  den  schon  erwähnten  AufsStsen 
betrachtet  habe,  und  schliesst  mit  Ay^O  einen  Winkel  ein,  für  welchen 
die  Rechnung  liefert 

•\^SiniA^A^-A^A^-\-A,A;)  +  SinirA^A^+A^A^+ä^A;)], 

CosR^A^O  =  ^[CosCA,A^  +  A^A^  +  A^Aj  +  Cos(^A,A^+  A^A^  -  A^A^) 

+  Cosi^^A^-A,A^  +  A^A^)  +  Cos('A^A^+A^A^+AiA;)]. 

Der  Radius  desjenigen  Kreises,  auf  welchem  die  vier  Umkreiscentra 

von  t  liegen,  ist 

SO 

'  16  Cos  A^  A^  Cos  A^  A^  Cos  A^  Ay^  Cos  A^  A^  Cos  A^  A^  Cos  A^  A^ 

Dabei   ist  S  das  Centrum  der  durch  A^^A^A^A^  gehenden  gleichseitigen 
Hyperbel. 

Wir  können  mit  Hilfe  dieser  Formeln  eine  fundamentale  Eigenschaft 
des  Kreisfünfseits,  wie  folgt,  nachweisen.  Die  Geraden  R^^  R^  mögen 
den  Vierseiten  '1^2 ^3^6  ^^^  ^i^ihh  zQgohören  und  deren  Stein er'sche 
Kreise  mögen  die  Radien  r^,  r^  haben.  Mit  Anwendung  einiger  Reduc- 
tionen  und  der  consequenten  Winkelzählung  auf  dem  Kreise  bekommt 
man  aus  den  Werthen  für  R^A^O  und  R^A^O^  welche  man  nach  Gleich- 
ung 1)  bildet,  den  SinR^R^  als 

3)  j-g-g-gSinA^A^CosAyA^CosA^A^CosA^A^. 

Die  Werthe  von  r^  und  r^  werden  nach  2)  berechnet.  Multiplicirt 
man  ihr  Product  noch  mit  3)  und  dividirt  durch  Siw/^/g,  wo  U^^^^^a^s 
zu  setzen  ist,  so  kommt  r*  :2^n(CosAgAi)^  also  unabhängig  von  den  In- 
dices  4,  5,  daher: 
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^;Füt  da«  Kreisftliifseit  bat  datf  Prodact     '  ^.  ^  /    *  für  alle  Com 
binationen  «,  /  ans  1  ...  5  deoselben  Werth,  nämlich 


Vn{CosA,At)  ' 
wenn  A  die  Berflhrungspnnkte  der  i  mit  dem  Kreise  sind.*' 

Wien,  den  22.  Juli  1878.  S.  Kantor. 


YIL  Die  einem  Dreieck  nrnschriebene  Ellipse  kleinsten  Inhalts  und 
das  einem  Tetraeder  umschriebene  Ellipsoid  kleinsten  Volumens. 


Sind  ^iVtt  ^%y%^  ^s^s  ^^^  rechtwinkligen  Coordioaten  der  Eckpunkte 
ebes  Dreiecks  nnd 

1)  ««=l?».T+^,ey  +  r«  =  0     (x=l,2,  3) 

die  Gleichungen  der  durch  x^y^^  ^sVs)  ^s^s«  ^i^i  ^^^  ^iVi*  ^tVt  ^®' 
ttimmten  Geraden,  so  lässt  sich  die  Gleichung  jeder  durch  die  drei  Punkte 
gehenden  Gurre  zweiten  Grades  auf  die  Form  bringen 

w'«a  «3  +  ©'«8«!  +  «''«i  «j  =  0. 

Di  m  unserer  Aufgabe  diese  Curve  eine  Ellipse  sein  soll ,  so  dürfen  u\ 
^\  V  weder  Null,  noch  unendlich  werden;  wir  können  also  durch  eine 
dieser  Grössen  dividiren  und  erhalten 

2)  MOjag  -f  t^aj«!  +  «1«,  =  0. 

^^^  Pst  9m  aiud  die  Bichtungscosinus  der  Normalen  zu  a«  =  0  und  die 
^M  die  negativ  genommenen  senkrechten  Abstände  der  Geraden  vom  An- 
fingsponkt  und  werden  in  bekannter  Weise  eindeutig  durch  die  x^yn 
bestimmt. 

Bezeichne  ich  p^     q^ 

P%    ft 

Ps     ft 
Bfld  die  Unterdeterminanten  von  J  mit  JuU  so  sind  i^  und  die  Grössen 

4rs  von  Null  verschieden,   weil  die  drei  Geraden   weder  durch  einen 

Pimkt  gehen,  noch  zwei  von  ihnen  einander  parallel  sein  sollen. 

Femer  ist  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades 

3)  flija?*  +  2a^^xy  +  a„y«  +  ^a^^x  +  2  a^y  +  ö^j  =  0 , 

ond  soll  diese  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  gehen,  so  ergeben  sich 

durch  Vergleichung  mit  2)  für  die  Coefficienten  die  Werthe 


=  ^ 


'n 


«P%Ps  +  VPsPi+PiPi, 


2a^  =  w(p,^5  +  Pj^g)  +  ©CPj^i  +Pi^3)  +  (pi^j  +P29i)  u.  s.  w. 
Setze  ich  nun 


«11 
««1 
«11 


"18 


«18 


=  J  und 


a 


11 
hl 


a 


18 
'88 


=  «, 
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wobei  axi  =  axjt  zu  nehmen  ist,  so  ist  bekanntlich  das  Quadrat  des  Flächen« 
inhalts  einer  durch  3)  dargestellten  Ellipse 


Für  unscrn  Fall  findet  man 

^  =  i    Pi     ^2 


-? 

"'-i-^ 


2 


2 

0 

1        V 

• 

1 

0    u 

V 

u    0 

=  \d^UV, 


und  hieraus 


^i8«(-  ^15"  +  ^23«^  +  ^33) I 

^  =  i  (  +  ^2Z^  (       -^13"  ""  '^28*'  +  ^33^ 
+  ^33     (       ^13" +^23«^ -^33) 


^«  = 


/l^u^v^  n^ 


d»       16* 

Soll  jetzt  F  ein  Minimum  werden ,  so  erhält  man ,  nach  Weglassung 
stets  von  Null  verschiedener  Factoren ,  zur  Bestimmung  von  u  und  v  die 
beiden  Gleichungen 

Pj  =  —  2^«,3M«  +  ^jj^jgWt;  +  J\V^  +  ^18^33"  -  2  d^^J^V  +  ^88     =0, 
^2  =  ^^3"^  +  ^18^23"«^  -  2^23^^  —  ^^^^^^  +  ^28^33«'  +  ^33  =  ö- 

Ihnen  genügen  die  vier  Werthepaare 


u 


__^m 


1 


»1  = 


'13 


'8S 


'23 


^13 


i;.=   0, 


M.=    0, 


3         yf     ' 


M^  =  00, 


t;4  =  oo, 


W4^^ 


r. 


'18 


Fasse  ich  P^  =  0  und  P^=^  0  als  die  Gleichungen  zweier  Curven 
zweiten  Grades  auf,  so  stellen  sie  zwei  Hyperbeln  dar,  die  ein  Paar 
paralleler  Asymptoten  haben. 

Wj  =  — ^  und  Tj  =  — ^  ist  das  einzige   Werthepaar,  welches  eine  Lö- 

sung  unserer  Aufgabe  giebt.  Wir  erhalten  also  für  die  Ellipse  kleinsten 
Inhalts,  die  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  geht,  die  höchst  einfache 
Gleichung 

1 — ^  1^'  "^  "T~  ""  "• 

T,      .   ^       ,  ^13  ^23  ^33 

Es  ist  aber 

^13  =  ^2  ^3  —  ^3  ^2  =  ^Ö*  92  ^^^  9s  —  S*^  92  ^^^  ^3  =  «»"  («^3  ~  ^i)  =  *««  («2 »  «s) 

und  ebenso 

^23  =  ^«''  («3  »  «l)  »        ^33  =  ^»"  («1 »  «2)  » 

so  dass  mau  die  Gleichung  der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  auch  schreiben  kann 


<>2  ^^3         j 


Ofj^ff, 


+ 


.vm  («2 ,  ofj)       Ätw  (ofg  ,  aj      5IW  (ofj ,  a^) 


=  0. 


Als  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x^y^  findet  man 

/>8^  +  W  -  (Ps^8  +  ^8^8)  =  ^- 
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Daher  ist  die  Taagente  im  Punkte  x^y^  der  gegenüberliegenden  Seite 
des  gegebenen  Dreiecks  parallel.  Dasselbe  gilt  natürlich  anch  für  die 
beiden  anderen  Tangenten  und  Seiten. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  das  gegebene  Dreieck  zu  der  Schaar  der 
der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts 
gehört. 

Für  den  Inhalt  der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  erhält  man  den  ratio- 
nal durch  die  ^ttyn  ausgedrückten  Weith 


F  =  iT/S 


J* 


■^u^is^js 


«  =  |j/3 


1    a?!    y, 

1    «s    Va 


n 


oder,  wenn  f  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  bedeutet , 

welches  zugleich  die  Relation  zwischen  den  Inhalten  einer  Ellipse  und 
der  ihr  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts  ist. 

n. 

Bedeuten,  ganz  entsprechend  den  Bezeichnungen  unter  I,  oc^y^z^ 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  vier  im  Endlichen  gelegenen  Punkten 
des  Raumes,  die  aber  nicht  in  einer  Ebene  und  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  femer 

«* '=^PkX  +  ^«y  +  r,«  +  5jr  =  0     (x  =  1 ,  2,  3,  4) 

die  Gleichungen  der  vier  durch  sie  bestimmten  Ebenen ,  so  haben  die  in 
bekannter  Weise  durch  die  oc^y^z^  ausgedrückten  p«,  q^^  r^t^  Sg  die  ana- 
logen Bedeutungen  wie  in  I  und  es  sind  sowohl 


z/  = 


Pl 

9i 

Pt 

9» 

Ph 

9h 

P* 

9t 

2 

m 


s, 


2 


als  auch  die  ünterdeterminanten  J^i  von  Null  verschieden. 

Die  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Eck- 
punkte des  durch  die  x^yx^»'  bestimmten  Tetraedern  geht,  hat  die  Form 

1)  ^(^i^i  +  va^a^  +  wa^a^  +  ra^a^  +  sa^a^  +  ia^a^^^O. 

Für    rechtwinklige  Coordinaten    ist  aber  die  allgemeine   Gleichung  der 
Flächen  zweiten  Grades 

+  2ag^y  +  203^ 2 -f- flf^  c=  0, 

and  soll  diese  Fläche  durch  die  vier  Punkte  Xny%Zm  gehen,  so  ergeben 
•ich  fOr  die  Coefficienten  die  Werthe 


2) 


▼«i|^  Baltser.  Tk 


iten,  8.  Aufl.,  S.  200. 


&2 


Eüeioere  Mittheilnngen. 


^^>^^^^^^,»^>^>^^^^ 


Setze  ich  weiter 


«11  «1»  «11  ^4 

«81  «M  ^«8  ««4 

«81  «W  «88  «84 

«41  «41  «48  «44 


=  i^  und 


«11  «If  «18 
«81  ««  «18 
«81      «11      «88 


=«, 


wobei  wieder  0^1^=01^  ist,  so  ist  das  Quadrat  des  Volameninhalts  eines 
durch  2)  dargestellten  Ellipsoids 


9 


In  nnserem  Falle  ergiebt  sich 


^  =  tV 


Pl 

ll 

f-i 

h 

> 

0 

U      V 

w 

Pt 

9» 

>•% 

»» 

tl 

0     r 

s 

Pt 

9s 

»'s 

«s 

V 
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i 

Pt 

94 

>"* 

»4 

IT 

s     t 

0 

=A^^. 


and  för  8^  die  Summe  der  Producte  sämmtlicher  Determinanten  dritter 
Ordnung,  die  aus  folgenden  zwei  Elementensystemen  gebildet  werden 
können : 

^P%  +  ^P^  +  ^PAy     WP|+rp8  +  «P4»     »Pl  +  ^ft+'/>4i 

f*>Pi  +  SP%  +  iPi 

^1  ^2  ''8  '*4/   J  1  »  >»     1 

«'^i  +  ^''8+^^4i    wrj  +  rrj  +  Är^,    Pr^  +  rr^  +  ^r^, 

Die  Gleichungen,  die  aus  der  Minimumsbedingung  von  V  folgen, 
lassen  wegen  ihrer  complicirten  Form  keine  weitere  Behandlung  zu.  Ich 
suche  daher  die  Oleichung  des  Ellipsoids  kleinsten  Volumens  auf  andere 
Weise  zu  finden.      ^ 

Ich  bestimme  in  der  Oleichung  1)  die  Orössen  ti,  0,  ...  t  so,  dass 
die  in  den  Punkten 

K  =  0,  «8  =  0,  «4  =  0),     («3=0,  «,  =  0,  «1  =  0), 

(«4  =  0,   «1  =  0,   a,  =  0),      («1  =  0,   «2  =  0,   «3  =  0) 

an  die  Fläche  1)  gelegten  Tangentialebenen  den  entsprechenden  Ebeami 
oj^  =  0  parallel  werden. 

Hierdurch   erhalte  ich,   wenn  n^,  n^^  ^3,  n^  vier  neue  üo^ 
bedeuten,  für  die  zehn  Orössen  t/,  9,  .  .  /,  n^  ,,,n^  die  zwölf] 
)ineMr0a  Oleichnngen 


Kleinere  Hittheilnngen, 


61 


•><»^«*^^.^^^- 


'"■^•^■^^-^^  y^^^^^  I 


Daher  ist  die  Tangente  im  Punkte  x^y^  der  gegenüberliegenden  Seite 
des  gegebeneu  Dreiecks  parallel.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  die 
beiden  anderen  Taugenten  und  Seiten. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  das  gegebene  Dreieck  zu  der  Scbaar  der 
der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts 
gebort. 

Für  den  Inhalt  der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  erhält  man  den  ratio- 
nal dnrch  die  o^ym  ausgedrückten  Weith 


F=iT/3 


j» 


•"«•^»«•^ss 


^=iV3 


1    ^1    Vi 
1     x^    y^ 

1       «3      ^8 


n 


oder,  wenn  f  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  bedeutet, 

wdehes  zugleich   die  Relation   zwischen   den  Inhalten  einer  Ellipse  und 
der  ihr  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts  ist. 

n. 

Bedeuten,  ganz  entsprechend  den  Bezeichnungen  unter  I,  x^y^z^ 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  vier  im  Endlichen  gelegenen  Punkten 
dei  Raumes,  die  aber  nicht  in  einer  Ebene  und  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  femer 

««  ^PkX  +  qny  +  rnZ  +  Sn^(^      (x  =  1 ,  2,  3,  4) 
die  Gleichungen  der  vier  durch  sie  bestimmten  Ebenen ,  so  haben  die  in 
bekannter  Weise  durch  die  x^y^z^  ausgedrückten  p»,  ^'x,  ^«,  *x  die  ana- 
logen Bedeutungen  wie  in  I  und  es  sind  sowohl 


z/  = 


Pl 

9i 

p% 

9i 

p» 

9h 

•2 


Pi      94      '•4       *4 


tk  auch  die  ünterdeterminanten  <^x4  von  Null  verschieden. 

Die  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Eck- 
punkte des  durch  die  Xfiy^Zn  bestimmten  Tetraedern  geht,  hat  die  Form 

1)  MfljOfj  +  va^a^  +  wa^a^  +  ''«2*3  +  *«2<*4  +  ^«8^4  =  ^• 

Fflr  rechtwinklige  Coordinaten    ist  aber   die  allgemeine   Gleichung  der 
Fliehen  zweiten  Grades 

2)  «11^*+  «»»*  +  «88«*  +  2«23y  2  +  2<i3i2rr  +  2a^^xy  +  2a^^x 

+  2^84^  +  2034  2  -f-  (1^  =  0, 

Qod  soll  diese  Fläche  durch  die  vier  Punkte  x^y^Zn  gehen,  so  ergeben 
sich  filr  die  Coeflficienten  die  Werthe 


•  VergL  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  a.  A.uÄ,,^.'ÄÖO, 
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Kleinere  Mittheilnngeü. 


^34^44  = 


Q.  6.  W. 


Die  Coefficienten  ^14^24»  *■*    lassen  sich  leicht  als  Fonctionen 
Cosinus  der  Winkel,  welche  die  vier  Ebenen  ffjr=='0  mit  einander  bih 
darstellen.     Man  findet  z    B. 

—  1  cos  («1 ,  ttj)     cos  («1 ,  «^) 

ro5  («j ,  «1 )  —  1  cos  («, ,  a 4) 

cos  (  »3 ,  «i)     cos  (  cfj ,  ttg)     ro5  («j, ,  a J 

(«^  t  Og),  .  • .  bedeuten  dabei  die  Winkel ,  welche  nach  dem  Innenraum 
Tetraeders  zu  liegen. 

Für  den  Volumeninhalt  des  Ellipsoids  4)   ergiebt  sich  endlich 
folgende    einfache    und    rational   durch   die   Coordinaten    ^nyn^*   < 
gedrückte  Werth.     Man  findet  nämlich  zunächst 


r*=-i 


A 


und  da 


ist,  so  folgt 


z/'  =  -  3  (z/i4  z/,4  ^34  J^Y,     6  =  -  i  (^,4  d^  J^  j^y 


«/3 


r= 


z/« 


^14^24^34^44 


5r. 


Bezeichnet  man  den  Volumeninhalt  des  gegebenen  Tetraeders  durch 


^'=i 


so  findet  man  schliesslich 


1 
1 
1 
1 


X, 


2 


a: 


8 


Xj 


Vi 


r  = 


^/3 
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Dr.  A.  BÖRSCH, 

AMi8t«nt  im  kOnigL  geodfttitohen  Instlt 


IV. 

Formeln  zur  nomerischen  Berechnung  des  allgemeinen 
Integrala  der  Besserschen  Di£ferentialgleichung. 

Von 

Dr.  F.  Nesmöller 

in  Bitenaoh. 


In  meiner  Arbeit:  „Ueber  die  Bewegung  einer  Saite,  deren  Span- 
BQBg  mit  der  Zeit  sich  stetig  ändert",  konnte  ich  die  allgemeine  Lösung 
deihilb  nicht  angeben,  weil  ich  eine  Darstellung  des  allgemeinen  Inte- 
gnli  der  Bes sei' sehen  Differentialgleichung 


U^V^M*-tho 


IB  einer  zur  numerischen   Berechnung  geeigneten  Form   nicht  vorfand, 
iodem  ja    die  BesseT sehen   Functionen    nur   ein   particuläres   Integral 
Üefera,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist.     Ich  stelle  deshalb  in  dieser  Arbeit 
Fonneln  auf,    die  eine  numerische  Berechnung  gestatten,   wenn  m^  eine 
beliebige  reelle,  positive  Constante  ist.     Ich  gehe  davon  aus,  dass,  wenn 
/(ii)fli)   ein  Integral  von  1)  ist,   das  allgemeine  Integral  durch  Af(l^m) 
'i'Bf{k^^m)    dargestellt    werden   kann,    wo    A  und    B  Constante   sind. 
Wird  /*(i,  —  m)  = /"(il,  Hl) ,   was  eintritt,    wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist,   so 
werde  ich  J  und  B  so  von  m  abhängen  lassen ,  dass  der  Grenzwerth  von 
i/*(l,  jb)  +  5/'(A,  —  m)  endlich  bleibt  und  neben  fik^tn)  das  zweite  Inte- 
gral darstellt. 

L 

Wir  achreiben  in  1)  für  m  den  Buchstaben  e  und  nehmen  zunächst 
an,   daM  —  ^<€<  +  i   ^oi-     ^it^^  Lösung  von  1)    ist  dann  bekanntlich 

2)  •^+.=  7;7TXT.-ri-7^^:r7.+ 


r(i+6)    II  r(2+e)  '  2!  r(3+«) 

Eine  andere  ist 

JI-«        1    A-*+2       1    ;i-«+* 

bt  fsO,  so  geben  beide  dasselbe,  nämlich 


(11)'  '  (21)' 

Allfmihsmmtik  m,  Fbjaik  XXV,  2. 


H6     Formeln  zar  numerischen  Berechnung  des  allgem«  Integrals  etc. 

Wir  können   aber  leicht  aus  2)  und  3)  ein  neues  Integral  Og  her- 

(fij      1    dJ 
leiten,  welches  der  Gleichung  -7-7 +  T  tt  +  ^'^^O   gentigt,   indem  wir 

setzen 

£  c 

fflr  c  =  0.     Man  erhält 

« 

Nach  Gleichung  4)  können  wir  auch  setzen 

4  a)  Oo=£(nH-*)^+.)(.=o). 

Es  ist  nun 

6)  U.  =  -^   /-^^Ml-x»)).^,^^ 


_    2      rcos2la 


x^Ai  +  0 
0 

Aus  6)  können  wir  leicht  ein  bestimmtes  Integral  für  0^  herl^ten^ 
indem  wir  beiderseits  mit  r(l  +  £)  multipliciren  und  dann  nach  e  unter 
dem  Integralzeichen  differeutiiren.  Es  ist  dieses  erlaubt,  wie  eine  leichte 
Untersuchung  zeigt. 

Wir  benutzen  noch  die  Formeln 

1       _     4'r(g) 

/'(4+"f)'"2j/;^/X2e)' 
ferner 

l\^)  =  - ^-- und    r(20  = 


Da  sich  /^(l  +  f)   in    eine  Potenzreihe   entwickeln    lässt  von  der  Gestalt 
1  —  C£  +  '-  »  80  ergiebt  sich 


±  mi  +  s)a(l~a^))'  \ 


2      / 

7)  Oq  ist  also  r=  -     I 


1 

2     /•/o^C4A(l-;r2))ro.v(2Aj') 


</.r 


0 


odei 


2     /• 

8)  ^„  =  —     /  /o^  (4  A  C05*  g?)  cos  (2  i  5iw  q))  d(p 

""  J 
0 

n. 

Wir  wollen  nun  J^^  und  /_,  in  halbconvergente  Reihen  entwickeln 
und  an  diesen  Reihen  den  in  4)  oder  4h)  angodoutcten  Grenzübergang 
vornehmen,   um  eine  Reihenentwickelung  für  0^  zu  bekommen. 


Von  Dr.  F.  Niemölleb.  67 


".^»^N^Si*^^^     .'•^■»^-^-^-»•.^^-^*^.^,^*' 


Ans  dem  Integral  6)  leitet  Herr  Seh lö milch*  für  den  Fall,  dass 
c  =  0  ist,  eine  Darstellang  von  Jq  durch  halbconvergente  Beihen  her 
nach     einer    Methode,     die    aach    dann    noch    anwendbar    bleibt,     wenn 

—  i  <  «  <  + 1  ist. 

Wir  setsen  in  6)  J  — £  =  «  und  1— a;  =  y,  2A  =  |li,  dann  ist 

1 

2a; 


^  1  1 

^^  2»-«A»      r  r^cosuydtf     .      .         /*  hin  uy  d  y  '^ 

Yvir   setsen 

,0)       j''^.,.r.f^ 


0  0 

dann   ist  P  und  £)  endlich ,  da  a  <  1  ist.     F'erner  ist 
1 


J"' 


'    -*'*■"  _.,yy  =  /.^(Z-«^()'_(^/."+(-;)3^"'+.   . 


0-1)' 


0 

( — a)j,  ( — a)g,    ...    sind    Binomialcoefficienten.      Die    Klammergrönee 
in  9)  ist  also 

=:--    P  cos  fA  +  {>  sin  jü —^  (/^"  cos  (l  +  0"  ÄIW  |Ll) 

' '  ^  +  ^-^*  iP'^'^ cos fA  +  (fi''\sinfji)  -  '^^  ((/ro..|u  -  />'.v///|i*) 

+  ^r^(Ö'"co«^-P"'m^)-.... 
Eis  ist  nun 

Ol  0  1 

Ist  .  . 

-  1  ^  1  TT 

12)  f=^T^7-.  —^       V 


2C0S-S-  2  6'fA<   — 


*  Diese  'l&Uchrift,  M  II  S.-148. 
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,^>^^>^^'*^>^^^^'t^^\^i^^<^>^^^t^^^^^i^f^*' 


so  ist  der  rechte  Theil  von  P  =s  jä*~  V«  der  von  Q  =  ^•~^g>.  Wendea 
wir  auf  den  zweiten  Theil  von  P  und  Q  die  partielle  Integration  an  und 
vernachlftssigen  das  Restglied ,  so  ist 

p        «-i/-_L*"''*      ctcosfi      a{a+l)sinn  , 

Mit  Hilfe  dieser  halhconvergenten  Reihen  für  P  nnd  Q  geht  die  anter  11) 
angegebene  Grösse  tiher  in 

(fcosfi  +  g>  Sinti)  ^fi«->  —  (—  c), .  ""  y"""     ^•-» 

,   ,       X     a  — l.a— 2.a  — 3.a  — 4    ^    .  \ 

+  {q>cos(i-f  sinfi)  ^-  (-c,\  .  "^^  ^'"^ 

ft-l.a  — 2.«— 3     -,_.  \ 

+  (-«)8-  2» ^•-^-...j. 

Wir  setzen  nun  wieder  /i  =  2A,  ferner 


1^^  j-       1      41(«+1),     8!(«+3), 

'  X^i     2!.2«.i*/.''"4!  28.r/«       •  ■' 

14^  21  (g),       61(cr  +  2),       10!(«  +  4),o 

^  112*.i%"^  3!2«.il''.         5!2'».A"/« 

Dann  ist  der  Factor  von  f  con  (i  +  q>  sin  fi 


+ 


n«-^ 


der  von  ip  cos  fi  —  fsinn 


~  V2   '"' 


^2 
Benutzen  wir  noch  12),  so  wird  die  unter  11)  angegebene  QrÖsse 

^^^.^^(Asin(2X  +  ^)+Bcos(2l+"^)\ 
y2r{a)  stnan\  \        '2/  V  2// 

Wenn  man  diese  Grösse  in  9)  einsetzt,  sich  erinnert,  dass  0  =  ^— c 

IL 

ist  und  benutzt,  dass  r(4  —  t)  r(4  +  «^  = -^ — 71 x  ist,   so   erhält   man 

schliesslich 

15^  7+.  =  -L(^,,„(2i  +  Y)  +  /?co,(2i  +  y)), 

wo  of=  J— c  zu  setzen  ist.  Diese  Formel  gilt  für  grosse  Werthe  von  A, 
so  lange  5  kleiner  als  ^  bleibt.  Das  zweite  Integral  y_,  findet  sich  aus 
15),  indem  statt  +^  überall  — «  gesetzt  wird. 


Von  Dr.  F.  Nibmöllbb.  69 


'  1^  1^1^  ^  *-rf%»~i*- rf-^ 


Maltipliciren  wir  15)  mit  r(i  +  $)^   difforentiireii  nach  c  und  setzen 

f  =  0,  so  erhalten  wir  0«.    Es  ist  nun  —-==---  =  0  für  f  =  0  oder  «=4; 

de       as 

da  ferner  ,  =~C  ist  für  «  =  0,  wo  6'=0,5772156  ....  so  findet  sich 

di 

wo  ^0  und  Bq  ans  ^  und  B  hervorgehen,  indem  wir  a  =  ^  setzen. 

Es  ist 

^  ^_J 9  3675 

'^**""      J^r  512  (j/Ä)«^  524288(^1)» 

3  75         .  297675 

^o  = = 7=-  + 


16  (^i)»      8192  {j/ky      41943040  (^i)» 
Ich  habe  nach  16)  Oq  berechnet  für  i  =  4,  man  findet 

Oo  =  + 0,2520309 ;  der  genaue  Werth  findet 
gich  aus  5)  =  +  0,2520272. 

Fehler  0,0000037. 

Für  Argumente,  die  grösser  als  4)  siud,  liefert  die  Formel  16) 
Werthe,  von  denen  mindestens  fünf  Decimalstellen  genau  sind. 

nL 

Mit  Hilfe  von  15)  und  16)  kann  man  das  allgemeine  Integral  von 
1)  berechnen,  so  lange  m*  oder  s*  kleiner  als  \  ist.  Wir  werden  jetzt 
Formeln  aufstellen,  die  die  beiden  particulären  Integrale  berechnen  lassen, 
wenn  fn^'>\  ist.  Es  sei  m'=(/i  +  c)^;  ist  dann  n  eine  positive  ganze 
Zahl  und  0'^i<^j  so  sind  durch  diese  Annahmen  bei  beliebig  gegebe- 
nem positivem  m*  die  Grössen  n  und  s  eindeutig  bestimmt.  Ist  zunächst 
m' =  (fi -- c)',  so  genügt  der  Differentialgleichung  1) 

_         A—  1       A"+^—  1        X»+*  — 

17)     A-.-^,^^^j_^j      II  r(n  +  2-e)"*"2!  r(/i  +  3-«)      "' 

aber  auch 

_  1       A"-*-*  1        A"+^+«  1        i»+4+* 


18) 


«!  r(l  +  «)     /i  +  l!  r(2+i)  '  n  +  2!  r(3  +  «) 

r(i-f)     A«-2+«        r(2-g)     A"-^+g 

n-l!    r(€)r(l"-«)        n-2!     r(£)r(l-ej 


0!     A€)r(i-«)' 

Ans  17)  folgt«  das8 
isl.    Hfam»  * 
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.9,  .._._,_„.,.-.£»;^. 

Aus  18)  folgt,  dass 

also  ist 
20)  y_„+,=  (_i)»A-*^?;ilJ^\ 

Da  J^s  und  /_£  in  15)  entwickelt  sind,  so  kann  man  aus  19)  und 
20)  Beihenentwickelnngcn   für  Jn-s  und  y_„^.g  ableiten. 

Ist  zweitens  m^  =  (w  +  6.^,  so  haben  wir  in  17)  und  19)  statt  —  c  zu 
setzen  +f;  man  erhält  dann 

Ist  ferner 

""""*""  »7!  r(i-£)"~Mri"!  /\2-f)"^i7+2"!  ri3-£) 
•>2^  rd  +  F)      k--'^'B        r(2  +  o      x"-->-^ 

^  "^  fi-i!    i\i)r{i-i)'^  w-2!    r(e)r(i-f)  "^  •* 

•  •  •  I  ■ 


0!        AO  /\l-5)' 

so    sind   Jn-\-t    ^^^   J-n-i    zwei    particulärc    Integrale    der    Differential- 
gleichung. 

Slan  findet 

Die  Gleichungen  17)  bis  23^  gelten  auch  noch  für  n  =  0.  Ans  21) 
und  23)  kann  man  mit  Hilfe  von  15)  Reiheuentwickelungen  für  J^^^t 
und  Jn-{-t  ableiten. 

Da  die  unter  17)  und  18)  angegebenen  Functionen,  ebenso  wie  die 
unter  21)  und  22),  identisch  gleich  werden,  wenn  €  =  0  ist,  so  bleibt 
noch  das  zweite  particuUre  Integral  zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  m' 
das  Quadrat  einer  ganzen   Zahl  ist. 

Man  findet,  dass  sowohl 

7X1  +  0^-.  +  -  -  ni-t)J„^, 

2s 
als  auch 

2c 
Hicli    demeelbnu  Greozwertb  für  t  ^0  nähert.     Dieser  Grenawerth  ist  = 

Also  ist 
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^^'  ^  j» .  -'••^  ^  ^  * 


24)  o.=  (-l)..-^. 

Mit   Hilfe  von   16)  kann  man  0„  leicht  hieraus  bestimmen. 

Es  bleiben  schliesslich  noch  die  Fälle  übrig ,  in  denen  m^  von  der 
Form  (n  +  i)*  ist. 

Man  findet  aber  aus  17)  und  18)  oder  auch  ans  19)  und  20),  indem 
man   n  =  0  and  £  =  ^  setzt ,  dass 

.*l>l2il  Cr>5  2A 


yn  yi  Yn  yx 

ist.      Mit  Hilfe  von   19)  und  20)  kann  man  dann  •/+*/,  und  /.»/s^  ferner 
/^v,  und  -/—Vt  ®^c.  leicht  berechnen. 


V. 

üeber  die  ellipsoidischen  Oleichgewichtsfigiireii  der 
Satelliten  der  Erde  und  des  Jupiter. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiesren 

in  Boitook. 


Ueher  die  sogonannten  Mondfiguren  sind  schon  früher  von  Roche 
und  Vaughan  analytische  Untersuchungen  angestellt  und  beziehungs- 
weise in  den  Zeitschriften  V Institut  de  Paris  1849 — 1850  und  PhiL  Mag, 
1860  — 1861  publicirt  worden.*  Das  Problem  der  Bestimmang  der  Mond- 
figuren gewinnt  ein  besonderes  Interesse  durch  den  Umstand,  dass  die 
Rotationsdauer  des  Erdmondes  und  der  Jupitertrabanten ,  von  ihrer 
geringen  Nutation  abgesehen ,  vollkommen  mit  ihrer  Revolntionsdauer 
übereinstimmt,  was  wahrscheinlich  hei  allen  fibrigen  Satelliten  der  Fall 
ist.  Diese  auffallende  Thatsache  findet  ihre  Erklärung  in  den  sehr  be- 
trächtlichen Fluthen,  welche  vor  der  Bildung  der  festen  Rinde  dieser 
Wcltkörper  unter  der  Einwirkung  der  Massenanziehung  des  Hanptplaneten 
stattfanden,  indem  die  Fluthwellen  continuirlich  die  Rotationsbewegang 
verzögerten,  bis  endlich  eine  Ausgleichung  derselben  mit  der  Revolution 
erfolgte.  Diese  Ausgleichung  wird  um  so  früher  eingetreten  sein  müssen, 
je  grösser  das  Verhältniss  der  Masse  der  Fluthwellen  zu  der  Masse  des 
ganzen  Satelliten  sich  ergab.  Bis  jetzt  kennt  man  nur  die  Masse  dee 
Erdmondes  und  der  Satelliten  des  Jupiter.  Wir  stellen  uns  die  Anfgabe, 
die  Fluthhöhen  und  die  Gleicbgewichtsfiguren  dieser  fünf  Monde  über- 
haupt zu  bestimmen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  ihre  Massen  homogen 
seien. 


*  Wir  ven^eisen  auf  die  Literaturangaben  in  folgenden  Pablicationen: 
L.  Matthiesse n,  Neue  Untersuchungeu  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im  Zu- 
stande des  Gleichgewichts.  Akademische  Einladungsschrift  zur  Feier  des 
Geburtstages  Sr.  Maj.  des  Königs  Friedrich  VII.  Kiel  1859. 
,  Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Abplattung  im  Gleichgewicht  befind- 
licher homogener  Ellipsoide  und  die  Veränderung  derselben  durch  Expansion 
und  Condeusation.    ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phys.  XVI,  S.  290  —  323.   Leipzig  1871. 
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ZnnlcliBt  rnoBS  die  Botationsaxe  eines  Satelliten  auf  seiner  Babnebene, 

welebe   dnrcb   das   Centram   des  Hauptplaneten   gebt,   senkrecbt  stebeu. 

Sie   ist  die  kflrseste,   die  gegen  den  Planeten  gericbtetc  Centralaxe  die 

liogste^   and   die  Figar  eines  Mondes   wird    als  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 

betraehtet  werden  können.     Es  bandelt  sieb  darnm,  das  Axenverbältniss 

dsf  ESUipsoids  lu  bereebtten. 

Es  sei  2a  die  kürseste,   26  die  mittlere,.  2c  die  längste  Axe.     Die 

Goordinaten    irgend    eines    Punktes    der    Oberfläcbe,    bezogen    auf  den 

Mittelpunkt  des  Satelliten,  bezeicbnen  wir  beziebentlicb  mit  o:,  y,  :  und 

drtteken  die  auf  die  kürzeste  Axe  bezogenen   Halbaxenverbältnisse  aus 

dtixtb  die  Gleicbangen 

Die  Grössen  )}  and  X^  werden  im  Allgemeinen  gegen  die  Einbeit  als 
Beb  klein  betrachtet  werden  können.  Um  dieselben  zu  berechnen,  wer- 
den wir  die  Differentialgleichung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  mit  der- 
jeni^  zu  vergleichen  haben,  welche  nach  d^Alembert  die  Bedingung 
dei  hydrostatischen  Qleichgewicbts  einer  Niveaufläche  ausdrückt. 

Wenn  mao  von  der  Voraussetzung  ausgebt,   dass,   wie  es  in  Wirk* 
liehkeit  der  Fall  ist,  die  Entfernung  des  Centralkörpers  beträchtlich  gross 
gegen  den  Durchmesser  des  Satelliten  ist,  und  dass  }?  und  \^  gegen  die 
finbeit  sehr  kleine  Grössen   sind,    wie   die  Rechnung  ergeben  wird,   so 
liift  sich  der  Calcul  bedeutend  vereinfachen.     In  diesem  Falle  nämlicli 
lann  man,   gestützt  auf  das  Princip   von   der  Summirung  kleinster  Be- 
wegungen,   einerseits   die  Abplattung  infolge  der  Rotation,   andererseits 
die  Verlftngemng    der    Centralaxe    wegen    der   Fluthen    für    sich    allein 
barechnen   und   die   daraus  sich   ergebenden   partiellen  Axenverhältnissc 
mit  eioander  multipliciren.     Die  totalen  Axeu Verhältnisse  lassen  sieb  aber 
auch    direct    bestimmen,    wenn   man   die  Integrale   der   Massenattraction 
eines    dreiaxigen    Ellipsoids   auf  einen   Punkt   seiner   Oberfläche    in    die 
Gleiebgewichtsbedingung   einführt.     Es   sollen  hier  beide  Wege  betreten 
werden  9  und  zwar  zunächst  der  letztere. 

Die  Differentialgleichung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  ist  nun 

nnd  die  Differentialgleichung  des  hydrostatischen  Gleichgewichts  einer 
Nivennfliche 

2)  (Jr+irjax  +  (F+F,  +  ca«y)aj^  +  (Z  +  Z,  +  a>«[r  +  r])az  =  0, 

worin  X,  r,  Z  die  Componenten  der  Massenanziehung  des  Satelliten, 
X^^  F,y  Zj  die  des  Centralkörpers  auf  den  Punkt  x,  ^,  z  seiner  Ober- 
flieke,  •  die  Winkelgeschwindigkeit,  r  die  Centrale  des  Satelliten  und 
dei  PInneten  beseicbiie/i.    Es  lat  düd  die  Anziehung  des  CeiilTaWöx^^t«^ 
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^  -  ■'»■^  -^-'x/'*^«^^^  ^\^  ^<^-«  ^>ä^^i^^\^^^^^^^^^^0s^^^s^^^^^^^^^^^<^ 


auf  den  Punkt  a:,  ^,  :,  mnltiplisirt  mit  den  Elementen  der  Bichtong,  in 
erster  Annäherung 

wo  Q  die  Dichtigkeit,  R  den  Halbmesspr  des  als  Kugel  betrachteten  Cen- 
tralkörpers  bezeichnet.  Die  Componenteu  der  Ansiehung  des  Eüipsoids 
werden  durch  die  folgenden  bestimmten  Integrale  gegeben: 


1 


4)     ^=-4./-^,^^xJ^j^^,^^,^^^j_^^^,^^,yS  =  -4^/p,-,^^- 


0 

1 


0 

0 

Setzt  man  sämmtliche  Componenten  der  Wirkungen  in  die  d*AIem- 
bert^sche  Gleichung  ein,  so  ist,  nachdem  durch  — ^^fQi  dividirt  und 
CD* :  2  JifQi  =  V  gesetzt  ist , 

Dividirt  man  diese  Differentialgleichung  durch  den  Coefficienten  von  xdx 
und  vergleicht  die  resultirende  mit  der  Differentialgleichung  der  Ober- 
fläche, so  erhält  man  folgende  drei  Bestimmungsgleichungen: 

8)  *-f5-^  =  <'' 


9) 


^yT+ii-VT+l^.^-^ 


10) 


<t  • 


2yi+x^  j/T+J^KL  +  y        ^+V 

Die  Gleichung  8)  bestimmt  die  Rotations-  oder  Revolutionsgeschwin- 
digkeit für  eine  Kreisbewegung;  die  Gleichungen  9)  und  10)  bestimmen 
die  Axenverhältnissp.  Wir  eliminiron  zunächst  T  aus  den  letzten  beiden 
Gleichungen,  wodurch  die  Relation  zwischen  k^  und  Aj^  gefunden  wird. 
Wir  erhalten  die  folgenden  Gleichungen: 
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0 


12)         l 


Demgemäss  ist  immer 

1 

4  +  31.«  / 
1 

0  0 

Die  Hauptaufgabe ,  auf  deren  Lösung  es  in  der  Theorie  der  Mond- 
figureu  ankommt y  besteht  nun  in  der  Berechnung  simultaner  Wurzel- 
vertbe  von  l^  und  l^  aus  dieser  transcendenten  Gleichung,  sowie  auch 
in  der  Berechnung  des  simultanen  Werthes  von  V  mit  Hilfe  einer  der 
beiden  vorhergehenden  Gleichuogen.  Diese  Aufgabe  ist  eine  verhältniss- 
miuig  schwierige,  zumal  dann,  wenn  1}  und  k^  sich  der  Einheit  nähern. 
Ihre  Lösung  wird  aber  gerade  hier  von  Bedeutung,  da  V  in  dieser  Dm- 
geboog  ein  Maximum  wird.  Durch  diesen  Umstand  treten  Bedingungen 
ein,  deren  .Nichterfüllung  das  Bestehen  ellipsoidischer  Mondfignren  un- 
möglich macht,  wodurch  andere  Gleicbgewicbtsfiguren  auftreten,  wie  wir 
sie  in  dem  Ringsjstem  des  Saturn  erkennen. 

Es  exbtiren  nun  für  jedes  unter  jenem  Maximum  liegende  V  zwei 
ellipsoidische  Mondfiguren:  ein  wenig  und  ein  stark  gestrecktes  dreiaxiges 
fHlipsoid.  Aus  der  Gleichung  13)  folgt  mit  Evidenz,  dass  sie  für  r=0 
erfällt  wird  durch  die  simultanen  Werthepaare 

A»  =  0,    V  =  0      (Kugel), 

;t*=0,    Ai*  =  oo    (unendlicher  Kl oiscylinder). 

Hieraus  geht  hervor,  dass  auch  1}  ein  Maximum  erreicht,  vermuthlich 
zQgleich  mit  V,  Es  lässt  sich  auch  eine  obere  Grenze  von  l^  angeben, 
QDter  welcher  das  Maximum  von  l?  liegen  muss.  Wir  gelangen  zu  der- 
«elben  durch  folgende  Betrachtung.  Wenn  nämlich  die  Differenz  der 
beiden  Seiten  der  Gleichung  13)  gleich  Null  werden  soll,  so  müssen  die- 
selben zwischen  den  gegebenen  Grenzen  0  und  1  wenigstens  einmal  ihr 
Vorzeichen  wechseln.     Dieses  findet  aber  statt  für 

4  +  3A^^     ^ 1 


d.  h.  wenn 
14) 


_  Aj«  -  A2f4+_3V) 


;i^A^^(4  +  2A,*) 

wird.  FIs  kann  mithin  auch  nur  solche  simultane  Werthe  von  i?  und  A^^ 
geben,  bei  welchen  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  zwischen  den  Gieu- 
sen  0  und  +1  ^i^^-     Daraua  folgen  die  Bedingungen 
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nnd  es  mass  i*  jedenfalls  kleiner  als  -^,  also  ein  echter  Bracb  sein.  Es 
giebt  demnacb  zwei  Fälle,  in  welchen  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt 
werden,  nämlich 

A*  <  4^ ,  Aj*  sehr  gross , 

k^  sehr  klein,     /l|'  sehr  klein,  aber  >4k*. 

Die  Grenzen  dieser  Bedingungen  werden  offenbar  dnrcb  den  Cylinder 
und  die  Kugel  gebildet. 

Es  ist  nun  von  Wichtigkeit,  wenigstens  angenähert  das  Maximum 
von  V  zu  bestimmen.  Vaughan  giebt  ihm  den  Werth  0,0433.*  Neh- 
men wir  die  Dichtigkeit  des  äussersten  Saturnringes  gleich  der  des  Was- 
sers an,  so  wird  F  =  0,039,  welches  jenem  Werthe  sehr  nahe  liegt,  ihn 
aber  Übertrifft,  wenn  man  die  Dichtigkeit  des  äussersten  Ringes  ein  wenig 
herabdrttckt.  Die  Bestimmung  von  Vaughan  ist  aber  jedenfalls  ungenau 
und,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird,  fast  auf  das  Dreifache  zu 
erhöhen.  Vaughan  setzt  aber  der  Einfaclibcit  der  Rechnung  zu  Gun- 
sten voraus,  dass  das  Ellipsoid  ein  nahezu  oblonges  Rotationsellipsoid 
sei,  und  findet  zu  jenem  Maximal  werthe  von  V  den  zugehörigen  Werth 
A|^=4,  was  nahezu  richtig  ist.  Dieser  Werth  kann  bestimmend  sein  für 
die  Richtung,  welche  wir  bei  der  Untersuchung  des  Maximalwerthes  von 
V  einzuschlagen  haben.  Da  unter  die  kosmischen  Mondfiguren  im  All- 
gemeinen nur  die  erste  Classe  der  Ellipsoide  zu  rechnen  ist,  so  wird 
zunächst  hierauf  unsere  numerische  Berechnung  gerichtet  sein.  Bie  Be- 
stimmung des  Maximalwerthes  von  V  schieben  wir  bis  zur  Discussion  der 
zweiten  Classe  auf. 

Entwickelt  man  die  Integrale  unter  der  Voraussetzung,  dass  k^  und 
A|^  gegen  die  Einheit  verhältnissmässig  sehr  klein  seien,  in  Reihen  nach 
steigenden  Potenzen  jener  Grössen,  so  erhält  man  mit  Vernachlässigung 
der  Grössen  von  der  Kleinheit  zweiter  Ordnung 

16)  A«(4-f3V)t2-|A«-4V}  =  V{2-f't*--^Ai*l. 

Da  also  für  sehr  kleine  Werthe  k^^  nahezu  gleich  4k^  wird,  so  kann  man 
setzen 

oder  nahezu 

17)  ^*  =  iV- 

Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  die  Verlängerung  der  Centralaxe  2  c  vier- 
mal so  gross  ist,  als  die  der  mittleren  Axe  2h,  Aus  12)  findet  man 
weiter  in  erster  Annäherung 

18)         v=  2k*}/T+T*  yi+k;*  {^  -  ,VA«  -  -sV  V) 

nnd  in  Berficksichtigung  von  17) 
*  FhO.  Mag.  XX,  1860,  p.  4tr. 
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^^^^^W^MW^^^^VW^^i^^^^^^^^»^^^^^^^  4 


woflir  man  setzen  kann 

19)  K=^^i»  =  TVV- 

Diese  Gleicbnng  bestimmt  die  Beziehung  der  Axen Verhältnisse   zur  Re- 
Yolntionsdaner. 

Wenden  wir  diese  Formeln  zunächst  auf  den  Erdmond  an  und  gehen 
dibei  ins  von  den  Daten  r:As=60,  ^1:9  =  0,619,  so  finden  wir 

r=  1^-^=0,0000050  und  ^ A«  =  :jV V  =  ^000050. 
Demgemäss  ist 

^=.yT+j^c=r  1,00000935,    ~  =  ^1  +  V=»  1,0000374, 

'^^^'*^  a :  6 :  c  =  1 : 1 ,00000935  : 1 ,0000374. 

Die  Flatbhöhe  beträgt  demnach  etwa  140  Fuss  rhein.,  die  Anschwellung 
tm  Aeqoator  infolge  der  Rotationsbewegung  47  Fuss  rhein.,  also  die 
VerUngemng  derselben  Centralaxe  187  Fuss  und  der  ganze  Ueberschuss 
der  Centralaxe  über  die  Rotationsaxe  374  Fuss.  Die  Angabe  Mädler^s, 
dm  dieser  Ueberschuss  die  Höhe  von  gegen  1000  Fuss  erreiche,  ist 
jedenfalls  zn  hoch  gegriffen. 

Za  denselben  Resultaten  gelangen  wir  nun  auch  bei  Voraussetzung 
lebr  kleiner  Werthe   von   }?  und  X^^   wenn  wir  erst  die  Fluthhöhen  an 
deo  Scheiteln  der  Centralaxe,   darnach  die  Abplattung  wegen  der  Rota- 
tion suchen  und  endlich  die  Axenverhältnisse  mit  einander  multipliciren. 
Zn  diesem  Zwecke   betrachten  wir  zunächst  den  Mond  als  oblonges  Ro- 
tationsellipsoid,  dessen  Centralaxe   2  c  und    dessen  Rotationsaxe  2/i  ist. 
Die  Elinwirkung   der  Erde  ist  alsdann  dargestellt  durch  das  Differential 

A/v.  A     ^    T*«/— 22^j  .  xdx\ 

20)  _.^„/',Ä3(^___+__j. 

Ferner  ist  die  Differentialgleichung  des  Mondmeridians 

21)  xdx'\'^——-qzdz=^{Sy 

und  die  Differentialgleichung,  welche, nach  d'Alembert  die  Bedingung 
des  hydrostatischen  Gleichgewichts  darstellt, 

22)  {X+X^)dx  +  (Z+Z^)dz^{^ 
Eis  ist  nun 

24)   2+Z.=-!^{/,(i  +  ^/T+Ä?)-_^j+|„/-,^%. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  22)  ein ,  dividirt  durch  den  Ooefficienten  von 
xdx  and  seist  ^nff^a^c  an  die  Stelle  von  M^  so  erh&U  man  em^  ^c\a- 
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tion,   welche   die  Verlängerang  der  Centralaxe  oder  die  doppelte  Floth- 
höhe  bestimmt,  nämlich 

»3      2n  c         

♦«•Tä'  +  llTti^l  +  i^-'pCi  +  J^l  +  i'')} 
25)  l  +  i«  = 


-ip^V^^JM^+i/r+i^)--|^j 


Berücksichtigt   man,   dass   ~  =  ^1  +  A^   ist   und  entwickelt  die  Function 


a 
von  A,  einschliesslich  der  fünften  Potenz  von  A,  so  erhält  man 

.3 


26)  1  +  A«=  ^ 


i5  +  2^^^1  +  ^Mi~f^*) 


oder 


27) 


P3  O 


f-2(AA«  +  i2-3) 


Da  die  eingeklammerten  Grössen  gegen  -^  sehr  klein  sind,  so  kann  man 
setzen 


28)  A«=j^(^i«  +  jL^') 


oder  endlich 

29)  ^"=¥—3 

Setzt  man  die  Constanlen  für  den  Erdmond  ein,  so  wird 

-  =::  ^  =  yT+7'  =  1,00002805 , 
ab 

also  die  Flathhöhe  wie  oben  einseitig  140  Fues  rliein.  Die  beiden  Axen 
des  Mondäqnators,  welche  in  seiner  Bahnebene  liegen,  werden  aber  noch 
durch  die  Rotation  vergrössert.  Zur  Bestimmung  derselben  können  wir 
mit  Vernachlässigung  sehr  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  den  Mond 
als  eine  Kugel  betrachten.  Die  Abplattung  wird  bestimmt  durch  die 
Abplattungsformel  des  Rllipsoids  (c^),  nämlich 

Das  erste  Axenverhältniss 


\  4   p^rV 


ist  also  mit  dem  Abplattungscoefficienten 


.9  fi' 


zn  moltipliciren.     Man  t-rbält  daraus  das  totale  AxenverhSitoiss 
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■^^^^-^  ■x"^i -N.***^  - -^>^y--*j»»^.rf«>"-^i^ /s^N.-w'N-^ 


,^^^>  ^  0^^  ^^^^A  A^^^^  y-,    ^^^^'*^^^  ^^^^  ^s^  ^  * 


31) 


=  1:(1  +  MF):{1  +  -^F). 

Seist  man  die  bekannteu  Zahlenwerthe  ein,  so  reenltirt  daraas,  wie  obeo, 

32)  a :  6 :  c  =  1 : 1 ,00000935  : 1,00003740. 

Wir  wollen  die  Formeln  nun  aach  noch  anf  die  Berechnung  der 
Axen Verhältnisse  der  vier  Jupiterstrabanten  anwenden.  Die  Daten  sind 
folgende:  • 


Satelliten.  '     r :  B. 


I 

II 
III 

IV 


6,049 

9,623 

16,360 

26,998 


264,6  g  M. 

237,6  „  „ 

388,()  „  „ 

832,0,,  „ 


m:M. 


0,000017328 
0,000028236 
0,000088497 
0,000042659 


Hierans  folgt  nun  mit  Hilfe  der  Relation 

Pi_m     f^_m    9647» 

*""     ^~~     V^     •       _i.      u   ~~"    "mTm     • 


die  folgende  Tabelle  von  Werthen: 


K 


SatelUten. 

1 

'     r.B 

^i-^- 

a\h\c. 

F. 

I 

II 
HI 
IV 

6,049 

9,623 

,    16,360 

26,998 

0,8407 
1,6671 
1,3602 
1,0466 

1  :  1,00672  :  1,02687 
1  :  1,00090: 1,00360 
1:1,(X)026:  1,00102 
1:  1,00006:1,00024 

0,00368 
0,00048 
0,00013 
0,00003 

Die  Jupiterstrabanten  haben  demnach  eine  sohr  bedeutende  Fluth- 
höhe  im  Vergleich  zu  der  dos  Erdmonde«.  Stollen  wir  ihre  Werthe  zu- 
bammen  in  rhein.  Fusse  mit  Hilfe  der  Formel 

a 


Satelliten. 


.  { (Fluthhöhe). 


Abplattung. 


I 

II 
III 
IV 


:  126010  rh.  F. 
16175 


»»    M 


6992  „  „ 
1429  „  ., 


31502  rh.  F. 
3794 
1748 
357 


>»    »» 


••    »1 


M     n 


•  Man  vergi.  HumhoJdi'ß  Kosmos,  lid.  Ill  8.  522. 
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Da  die  Jupitersmasse  die  Dichtigkeit  1,2  besitzt,  so  hat  der  eiste 
Satellit  fast  genau  die  Dichtigkeit  des  Wassers.  Bemerkenswerth  ist 
Übrigens,  dass  bei  allen  uns  bekannten  Systemen  die  innersten  und 
äussersten  Körper  eine  verhttltnissmassig  geringere  Dichtigkeit  haben  im 
Vergleich  zu  den  mittleren.  Dies  gilt  höchst  wahrscheinlich  auch  von 
dem  partiellen  System  der  fünf  Satumringe. 

Wir  wollen  nun  weiter  untersuchen,  wie  sich  das  Axenverhiltniss 
gestalten  würde,  wenn  die  Monde  die  Gleichgewichtsfignr  des  Jacobi- 
schen Ellipsoids  angenommen  hätten.  Bei  der  Berechnnng  dieser  Axen- 
Verhältnisse  wird  k^^  sehr  gross  gegen  die  Einheit  and  die  Reihenentwicke- 
lung der  Integrale  auf  den  Factor  {1+k^u*)  zu  beschränken  sein,  da  k^ 
beträchtlich  klein  sein  wird.  Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung  13), 
welche  die  Beziehung  zwischen  k^  und  k^*  ausdrückt.     Dieselbe  lautet 

0  0 

Die  beiden  Seiten  lassen  sich  zu  einem  Integral  vereinigen.  Wir  inte- 
griren  zu  dem  Zwecke  den  zweiten  Theil  partiell  nach  der  bekannten 
Formel 

I  y  dx  =  xy  ^  j  xdy 

und  setzen 

(1  —  u^)u    ___  u  du        ^  ^ 

Xi  +  k^'^)^  "  '^'    (T+ v^' ""  ^  ^'' 

Durch  Integration  erhält  man 

-_  1 

^~    Vii  +  Vw")^' 

und  somit  für  die  vorgeschriebenen  Grenzen 
1  1 

0  0 

Wird  nun  Alles  auf  eine  Seite  gebracht,  so  wird  die  Relation  zwischen 
k^  und  l^  ausgedrückt  durch 


F 


{i  +  k^ti^yf-^i  +  k^^v^)'^ 

0 

Wenn  weiter 

(1  +  ;« w^)-"/,  =  1 «.  |;t2|/2  +  t^  A*ii*  - . . . 

gesetzt   wird,   so   reducirt   sich   nach  VernachläsHigung   der   sehr  kleinen 
Grössen  erster  Ordnung  das  bestimmte  Integral  auf 
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[1-3(1  + 

(1  +  V'O^ 


35)  ni'-m+Jin,^)u^  +  nn,hi*]du  ^ ^^ 


0 
Dnreh   Integration  der  drei  Glieder  erhält  man  weiter 

1 

du  1 


ß 


0 

1 

0 

0 


2A, 
1  1 


0  0 

IHe  «nf  der  rechten  Seite  nnentwickelt  gebliebenen  Integrale  können  als 
««"br  kleine  Grössen  erster  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Die  Oleich- 
ong  35)  reducirt  sich  deshalb  auf 


ond  mit  VcrDachläsHignng  sehr  kleiner  Grössen  ergiebt  sich  hierans 

36)  1«  =  ^^1  '^h-^  -  2M>*)  -  3.228 

Zor  Beitimmung  von    V  benutze  man  die  Gleichung 

0 
Infolge  der  Gleichung  12)  ist  nun 

»wo  approximativ 

37)  F  =  Ai»,     l/T+Ä*  =  l  +  r. 

Werden   die  Formeln    auf  das  mögliche  Axenverhältniss  des  Erdmondo 
angewendet,  so  ist  zunächst 

38)  .  -  ==  ^r+I^  =  1  +  r  =  ]  ,000005. 


ü«f^l+lj«  SU  erbalteii,  hat  man  die  transcendente  G\e\c\mr\g 

UttmMA  AMsibsauHa  a.  Pbj*lk  XXV,  2.  % 
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,^^^^^^r^^^^^^^yn^t^^0i^i^^)fi^»^^^^0^ 


aufzulösen.     Hierzu  benutze  man  die  regula  falsorum  und  setie  smilditt 

Aj«=  100000  =.aj; 
man  findet  den  Fehler  der  Gleichung 

g>,  =  ^^^V"  3,228  _  Q  Q^^3  ^  0,0001680. 

Sodann  setze  man 

Aj«=  1000000  =  aj; 

der  zweite  Fehler  der  Gleichung  ist  alsdann 

9^  =  -  0,0000056. 

Der  erste  Näherungswerth  von  l^  ist  alsdann 

V  =  "^'^^""^'^'=  970970, 

9l  —  <P2 


woraus  sirh  das  zweite  Axenverliältniss  orgiebt,  nämlich 

a 


39)  -  =  J/1  +  Ai*  =  985.4. 


Die  Centralaxe  würde  demnach  bei  dieser  Art  von  Gleichgewichtsfigar 
gegen  1000 mal  so  lang  sein,  wie  die  beiden  anderen.  Das  totale  Azen- 
verhältniss  ist  hierbei 

40)  rr.  /> :  c  =  1 :  1 ,000005  :  985,4. 

Um  zu  sehen,  wie  weit  sich  die  Mondfigur  der  Erde  nXhern  würde,  bil- 
den wir  die  Gleichung  der  Volumina: 

|227^  TT  =  4t^thcn  =  {ita^.  985,4. 
Daraus  folgt 

a  =  22,8  geogr.  M.,     c  =  22478  geogr.  M. 

Hei  einer  derartigen  Länge  der  Centralaxe  des  Mondes  von  44956  Meilen 
würde  allerdings  die  ellipsoidische  Gestalt  des  Mondes  nicht  mehr  gewahrt 
werden  und  höchst  wahrscheinlich  zu  einer  Theilung  führen. 

Wenn  nun  auch  nach  dem  Vorhergehenden  einer  bestimmten  Revo- 
hitionsdauer  eines  jeden  Satelliten  zwei  Gleichgewichtsfiguren  entspre- 
chen, so  folgt  daraus  keineswegs,  dass  die  Satelliten  zufällig  eine  der- 
selben in  ihrem  flüssigen  Zustande  angenommen  haben.  Die  Figur  wird 
niimlich  bestimmt  durch  die  ursprüngliche  Energie  der  rotirenden  Masse 
oder  der  Summe  der  Momente  ihrer  Bewegungsquantität.  Diese  ist  gleich 
der  doppelten  Energie  und  ihr  Princip  gleichbedeutend  mit  demjenigen 
von    der  Krhaltung  der  Flächensurame  der  frei  rotirenden  Masse;    es  ist 

41)  ^■=ii7>''(.v|f-^|?)  =  4<-///'-*^- 

Die  Energie  des  *]Vfaclauri naschen  Ellipsoids  (a)  ist  sehr  klein  im 
Verhältniss  zu  derjenigen  des  stark  gestreckten  Jacobi'achen  Ellipsoids 
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»  ^-^^  •  ^'■^^^^^^'^'^•^■^  •  ^  - 


s.-^w^.*'  *-  ^ 


(y)>  ^16  ^11^  bereits  früher  in  einer  besondern  Abbandlang  anseinander- 
gesetit  haben.  Wir  fügen  jetzt  noch  die  AxenverhHltnisse  der  Jupiters- 
trabanten  hinzu  bei  der  Annahme  der  zweiten  Gleichgewichtsfignr  (^). 


Satelliten. 


a\h\c. 


I 

II 
III 
IV 


0,00885 
0,00048 
0,00013 
0,00008 


1 :  1,00358  :  21,24 
1:1,00048:  70,71 
1 : 1,00013  :  148,33 
1:1,00003:316,1 


Da  nach  dem  dritten  Kepler' sehen  Gesetze  die  Winkelgeschwin- 
difrkeiten  in  der  Bahn,  also  auch  die  Werthe  von  V  wachsen,  während 
die  Durchmesser  der  Bahnen  abnehmen,  so  werden,  wenn  V  ein  Maxi- 
mam  erreicht,  bei  geringeren  Distanzen  vom  Centralkörper  die  ellipsoi- 
diüehen  Gleichgewichtsfiguren  .nicht  mehr  bestehen  können.  Ob  sich  dann 
in  den  geringsten  Abständen  vom  Centralkörper  Ringe  bilden,  wird  davon 
ibbingen,  ob  es  auch  für  diese  Gleichgewichtsfiguren  ein  Maximum  von 
^  ^ebt  nnd  ob  dasselbe  höher  liegt,  als  jenes,  welches  wir  vorläufig  im 
Ange  haben.  Für  die  ringförmigen  Satelliten  bestimmte  La  place  den 
Miximalwerth  von  V  zu  0,108605  und  A,*  gleich  5.73.  Für  die  ellip- 
»oidischen  Satelliten  habe  ich  die  entsprechenden  Werthe  als  von  jenen 
wenig  abweichend  gefunden;  sie  bedürfen  jedoch  noch  immer  einer  genaue- 
ren Bestimmung;  ich  finde  nämlich  nahezu  F  =  0,1086  und  Aj^  =  4,0.  Ks 
wll  der  Weg  in  Kürze  angedeutet  werden,  auf  welchem  man  zu  densel- 
ben gelangen  kann.  Für  die  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  ohne 
Centralkörper,  sowie  für  die  Ringe  mit  Centralkörper  sind  die  Rechnungen 
liemlich  einfach  und  lassen  sich  auf  die  Discussion  geschlossener  alge- 
braischer Fnnctionen  zurückführen.  Bei  den  freien  kosmischen  Ringen 
Wund  (^)  dagegen,  für  welche  ich  das  Maximum  T  zu  0,1392  bestimmt 
btbe,  und  bei  den  Mondfignren  ist  die  numerische  Untersuchung  unend- 
Üeh  schwieriger.  Was  zunächst  die  directe  Bestimmung  des  Maximums 
▼on  V  für  die  ellipsoidischen  Mondfiguren  anbetrifft,  so  hängt  dieselbe 
»b  Ton  einer  der  Gleichungen  11)  und  12)  und  von  der  Gleichung  34), 
Beteichnen  wir  das  bestimmte  Integral  in  34)  kurz  mit  J,  so  findet  man 
Meh  Canchy  (Differentialcalcul,  XXII.  Vorles.)  aus  der  Gleichung 


42) 


XdifVöi)    \d\)\d\)    ^ 


10  Verbindnog  mit  der  Gleichung  /=0  das  Maximum  von  V,  Indessen 
ttt  die  AiufUhrang  dieser  Operationen  mehr  als  abschreckend.  Ich  habe 
■ieh  darauf  beschränkt  unter  der  Voraussetzung,   dass   l,^   d\e  VAiiWKV 

6* 
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r^^%^.^^W^.rf%/V 


ziemlich  übertrifft,  A^  dagegen  unter  dem  Wertbe  \  bleibt,  die  Integrale 

in  Reihen   entwickelt   und   daraus   simultane  Wertbe   von   A^,    A|'   und   V 

berechnet.     Mit  Berücksichtigung   der  Glieder   von   der  Ordnung  A^  und 

A^ 

—  erhalte  ich  folgende  Wertbe  der  Gleichungen   12)  und  34): 

^1 


43) 


r=t^«ji^^^2__i_  +  |^^.  +  2^^, 


44) 


SA^A, 


8 


2/oöf«fl/(A,2)~3,228  +  --5 
^i 


Hieraus  ergehen  sich  in  Vereinigung  mit  den  oben  für  die  Jupiterstra- 
banten berechneten  Nftherungswertben  folgende  simultane  Wertbe  von  A* 
Aj*  und    V: 


x\ 

A,*. 

F. 

o,oooor» 

100000 

0,00003 

0,00026 

22000 

0,00013 

0,00096 

5000 

0,00048 

0,00460 

720 

0,00230 

0,00716 

450 

0,00358 

0,096 

10 

0,048 

0,1078 

8 

0,054 

0,14i 

6 

0,072 

0,235 

4 

0,1086 

Durch  die  letzte  Werthereihe  wird  nun  die  Bedingungsgleichung  15)  noch 
eben  erfüllt  und  wir  sind  somit  den  gesuchten  Werthen  sehr  nahe.  Da« 
Maximum  von  V  stimmt  mit  dem  für  die  Ringe  geltenden  nahezu  tiber- 
ein, ist  aber  weit  grösser,  als  das  von  Vaughan  angenommene,  was  wir 
auch  schon  aus  den  oben  angeführten  Gründen  nicht  für  genau  halten 
dürfen. 

Wir  wenden  uns  noch  kurz  der  Betrachtung  der  ringförmigen  Satel- 
liten und  ihrer  Gleichgewichtsbedingungen  zu.  Die  um  einen  Central- 
körpor  kreisenden  Satelliten  können  nämlich  auch  noch  die  concentri* 
Kchen  Ringformen  mit  elliptischen  Querschnitten  annehmen,  und  zwar, 
wie  La  place  gezeigt  hat,  zwei  verschiedene  bei  gleicher  Winkcl- 
jieschwindigkeit  in  der  Hahn.  Ist  der  Querschnitt  oder  die  sogenannte 
erzeugende  Figur  des  Ringes  sehr  klein,  sein  Durchmesser  sehr  gross, 
so  ist  der  Quernclinitt  der  einen  Ringfigur  eine  Ellipse  von  sehr  geringer, 
der  des  andern  eine  Ellipse  von  starker  Abplattung.  Führen  wir  die 
Componenten  der  Anziehung  Seiten  der  Erd-  und  Mondmasse  in  die 
{/'A  /r ruber t 'sehe  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 
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f^  ^s^  ygrs0f^ 


ll  +  fi  +  k^     ) 

Qod  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Differentialgleichung  des  Quer- 

Khoitte« 

zdz  +  {l  +  k^)xdx=^0 

identificirt,  so  gelangt  man  zu  den  Bestimmnngsgleichungen 

2^1  H-A»  _|_^, 


f=^-3r 

l  +  ^'l  +  A* 
Die  erste  Gleichnng  bestimmt  wieder  die  Umwälzungsdauer  des  Ringes, 

die  zweite  die  Abplattung  seines  Querschnittes.     Setzt  man  J^l  +  A*=//, 
w  wird     • 

48)  r=-ApX''— IL_ 

oder 

Du  Maximum  von    V  berechnet  man  durch  Auflösung  der  Gleichung 

dp 
oder 

50)  3a>*  -  6;>»  -  4 ;/*  -  2/?  + 1  =  0. 

Die  reelle  positive  Wurzel  ist  a>  =  2,594  und    r  =  0,108605. 

Die  Relation  zwischen  V  und  k^  lässt  sich  in  speciellen  Fällen  sehr 
vereinfachen,  und  zwar  für  sehr  wenig  abgeplattete  Ringe  auf 

51)  ^  /l+A2  =  l  +  4F, 
Ar  stark  abgeplattete  Ringe  auf 

Die  Axenverhältnisse  sind  demnach  für  gleiche  Werthe  von  V  beziehungs- 
weise 

Für  den   satellitischen   Ring,    der    die   Stelle   des   Erdmondes   vertreten 
^Bnte,  würde  sich  ergeben 

a:c  =  l:  1,00002,     a^  :r^=^l :  133333. 
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Bei  der  ersten  Gleichgewichtsfigur  würde  die  Dicke  des  Ringes  etwa 
14  geogr.  Meilen  betragen.  Um  den  Querschnitt  des  zweiten  Binges  zu 
erhalten,  geht  man  aus  von  der  Aequivalenz 

Da  r  =  50000  geogr.  Meilen  ist,  so  findet  man  für  die  halbe  Rota- 

tionsaxe  den  Werth 

fl  =  0,019296  geogr.  Meil., 

c  =  2572,8  „      -  „ 

Ist  die  Breite  des  zweiten  Ringes  verhältnissmässig  gross,  so  dass 
sie  nicht  klein  genug  gegen  r  bleibt,  so  muss  sie  zur  Auflösung  in 
mehrere  Ringe  führen,  wie  es  bei  den  Saturnringen  thatsächlich  der 
Fall  ist. 


VI. 

üeber  die  Flächenräome  und  BogenläDgen,  welche  bei 
der  Bewegung  eines  starren  Systems  von  einer  Geraden 

omschrieben  werden. 

Von 

Dr.  Ad.  Schumann, 

UlMrlehrer  am  Asoaniiohen  GymnaBium  in  Berlin. 


Id  dem  ^, Bulletin  des  sciences  malhemaliques^*'  {Tome  II,  Aoul  1878)  hat 
Herr  Dar boax  eine  Reihe  bemerkenswertber  Relationen  veröffentlicbt, 
weiche  eich  auf  Bogenlängen  und  Fläcbenräume  bezieben,  die  eine  6e- 
nde  bei  ^er  Bewegung  eines  starren  Gebildes  umschreibt.  Er  entwickelt 
laBlchst  in  ganz  genereller  Form  alle  die  Theoreme,  welche  Herr  Li- 
gnine  in  demselben  Bande  der  Zeitschrift  in  den  Kreis  seiner  Betrach- 
tangen  gezogen  bat  und  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  bin 
Uofende  Verallgemeinerungen  der  Ergebnisse  der  Stein  er* sehen  Ab- 
hindliing  „Deber  den  Krümmungsschwerpunkt  ebener  Curven*^  (Grelle, 
Bd. XXI,  1840)  enthalten,  und  wendet  sich  alsdann  von  der  Bewegung 
eines  Punktea  zu  der  einer  Geraden.  Die  Form  seiner  Untersuchungen 
^i  ihm  hier  einige  geometrische  Relationen  entgehen,  auf  die  ich  die 
Anfmerksamkeit  lenken  möchte.  Sie  «ergeben  sich  leicht  aus  der  Behand- 
ItingBweise,  deren  ich  mich  in  einer  früheren  Publication  bei  der  Unter- 
rachang  des  fraglichen  Gegenstandes*  bedient  habe.  Einen  Theil  der 
daselbst  gewonnenen  Beziehungen  werde  ich  in  allgemeinerer  Form  vor- 
legen und  andere,  welche  die  von  einer  Geradon  umschriebenen  Bogen- 
längen betreffeq,  anacbliessen. 

Wenn  ein  starres  ebenes  System  sich  bewegt,  so  lüsst  sich  bekannt- 
Keb  die  Bewegung  dadurch  erzeugt  denken,  dass  eine  Curve,  der  Ort 
<l6r  augenblicklichen  Drehungscentren  des  bewegten  Systems,  auf  einer 
Bahn,  dem  Ort  der  Drehungscentren  für  eine  feste  Ebene,  ohne  Gleitung 
rollt  Jene  beiden  Curven  mögen  mit  Herrn  Liguine  als  „bewegliche^* 
und  „feste  Centroide**  unterschieden  werden. 


*  Progr.  <L  Louisenstdt.  Realschule,  Berlin  1867. 


ds+F, 
9 
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Ist  a  der  augenblickliche  Berübrungspunkt  beider  Centroiden,  so 
legt  sieb  ein  an  a  anstossendes  Bogenelement  ds  der  beweglichen  Cen- 
troide  auf  das  entsprechende  Bogenelement  der  festen  Centroide  und 
macht  dabei  eine  Drehung  um  r/,  deren  Grösse  durch  den  Winkel  dip 
bestimmt  ist,  den  beide  Bogenelemente  einschliessen.  Eine  Gerade  G^ 
deren  Abstand  von  a  durch  p  geroessen  sei,  geht  dabei  in  eine  Lage  G'  über 
und  umschreibt  einen  Sector  \p^dq>,  Ist  a  der  nächste  Drehungapnnkt 
und  bedeutet  p'  seinen  Abstand  von  G\  dtp  aber  die  bezügliche  Dreh- 
ung, 80  tritt  zu  der  umschriebenen  Fläche  hinzu  das  zwischen  p  und  p' 
gelegene  Flächenstück  der  beweglichen  Centroide  und  der  Sector  ^p'*  d^\ 
Mit  Rücksicht  darauf,  dass  d^  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Con- 

tingenzwinkel ,   also  gleich  dsy — | — |,   drückt   sich   demnach   das   FlS- 

chenstück,  welches  von  der  festen  Bahn,  von  dem  durch  G  umschriebe- 
nen Bogen  und  den  Perpendikeln  in  den  Grenzlagen  eingeschlossen  ist, 
in  der  Form  aus 

worin  F  das  Flächenstück  der  beweglichen  Centroide  bedeutet,  welches 
dem  abgerollten  Bogen  derselben  entspricht.  Ist  S  die  Länge  der  ihn 
überspannenden  Sehne,  Q  das  von  Bogen  und  Sehne  umgrenztQ  Flächen- 
stück, y  der  Winkel,  den  die  Sehne  mit  G  bildet,  so  lässt  sich  /*,  wenn 
p^^  das  vom  Mittelpunkte  der  Sehne  auf  G  gefällte  Loth  angiebt,  durch 
Q  +  PqS  cosy  darstellen  und  die  von  G  umzogene  Fläche  V  gewinnt  den 
Ausdruck 

y^hfp^{-+^)^s+p^Scosy  +  Q. 

Nunmehr  beziehe  man  alle  Elemente  der  beweglichen  Centroide  auf 
ein  mit  ihr  starr  verbundenes  Axensystem.  Die  Gerade  G  sei  durch 
X  cosa  -^y  sina  —  ö  =  0  dargestellt, -aj^y^j  seien  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes der  Sehne  iS^,  und  ^i  der  Winkel,  den  ein  Loth  auf  derselben 
mit  der  Ä-Axe  einschliesst«     Demgemäss  ist 

p  =  X  cos  a  +  y  sina  —  d ,    Pq='  ^'q  ^''^^  *^  "1"  ^o  ^'''  ^  —  ^ »    ^^^  Y  ==  ^^*  («  —  i*)« 

Diese  Grössen  führe  man  in  den  obigen  Ausdruck  für  V  ein  und  ziehe 
die  von  der  Integrationsvariabein  unabhängigen  Grössen  vor  die  Inte- 
grale.    Es  treten  alsdann  in  der  Darstellung  von  V  folgende  Integrale  auf: 

d'^'i^+ih'  i/^Kv-'y)''^'  ßA^+jh' 

Die  letzten  beiden  Integrale  können  durch  x^S  und  //,0  ersetzt  werden, 
wenn    x^y^    die   Coordinaten    des   Schwerpunktes   des   Centroidenbogens 
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Kind,  dessen  Elemente  mit  ( — \"~r)  Geleistet  gedacht  werden  und  S  den 

Winkel  angiebt.  nm  den  das  starre  System  bei  der  betrachteten  Bewegung 
•ich  gedreht  hat.  Die  ersten  beiden  Integrale  stellen  das  halbe  Trag- 
heitimoment  des  in  obigem  Sinne  belasteten  Centroidenbogens  dar  und 
mögen  durch  //  und  B  bezeichnet  werden.  Nennt  man  endlich  das  dritte 
Integral  C\  so  ist 

V  =  cos*a{A  4"  ^0  ^ cosfi)  +  sin^a{B  ^I/qS äi/ijü) 
+  sin  a  cosa{C  -^XqS  sin  fi  +  ^q  5  cos  jü) 
—  öcosa  (x^S  +  S  cos ii)  —  ö  sin  a  (y,d  +  Ssin  jü) 

S 
Uitte  man  den  Anfangspunkt  der  Axen  so  gewfthlt,  dass  X|  =  — ^ro^fi, 

s 

ffi^—  -^sinfA,  so  läge  derselbe  auf  dem  Lothe,  welches  sich  vom  Rrüm- 
Bongsscbwerpunkte  aus  auf  die  Sehne  S  fällen  lässt  und  zwar  in  einer 
Entferaung  ~  von  diesem.     Dieser  so  bestimmte  Punkt  mag  m  heissen. 

Wäre  zudem   die  Richtung  der  Axen   so  genommen,   dass  C '\- x^^  S sin fi 

+Sfo5fo«fA  =  0  ist,  so  wäre 

& 

V=  cos*a(A  +  Xq  Scosfi)  +  sin^a  {ß  +  y^  Ssinfi)  +  ö^j  +  0. 

l>trmg  folgt: 

Unter  allen  parallelen  Geraden  G  ist  die  Fläche  V  für 
diejenige  Gerade  ein  Minimum  oder  Maximum,  welche 
durch  den  Punkt  m  läuft,  und  zwar  ein  Minimum,  wenn  S 
positiv,  ein  Maximum,  wenn  S  negativ  ist. 

Ftir  die  Geraden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
gehen,  ist  die  Summe  der  Flächen,  welche  zwei  auf  ein- 
ander senkrechten  Geraden  entspricht,  constant,  und  diese 
Somme  behält  denselben  Werth  für  alle  Punkte,  welche  von 
^gleichen  Abstand  haben. 

Unter    allen    Geraden,    welche    durch    m   selbst   gehen, 

tt  für  0=0  und  o=-k  ^^^  Maximum,   resp.  Minimum  der 

Fläche   V  ein.     Wird    V  für   a  =  0   ein  Minimum,   so  wird  es 

für   cr  =  -Ä'  ein  Maximum  ei  vice  versa. 

E^  seien    V^   und   V^  die  Werthe   von   F,   welche   den  Geraden   zu- 

gehören,  die  durch  den  Punkt  m  gehen,  und  o  =  0  und  <x='ä~  entspre- 
ehan;  abdann  ist 


tri 
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«.■^,r,^^^^,^^^^Vi*V/N^^rf>^N«%^rf>i/W>^^^^^.^i^rf 


wenn  e  die  Excentricität  der  Ellipse  bezeichnet;  andererseits  aber  giebt, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ein  Element  des  Integrals  ein  FlSchen- 
elemeot  der  vom  Brennpunkte  als  Pol  construirten  Fnsspunktencnnre  plus 
dem  zwischen  ihr  und  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  gelegenen 
Flächenranm  an.  Es  ist  also  der  Werth  des  Integrals  gleich  a*w  +  [a^n^ahn). 
Man   erhält   so   die  Beziehung  ^+ ^  =  (a*  — fl6  +  6*)w,   und   aus   beiden 

Gleichungen  ergiebt  sich  '^  =  '~tt^  ^^^  ^~~X^^*  ^^  **^  daher  in 
diesem  Falle 

Der  Werth  V^  entspricht  der  grossen  Axe,  der  Werth  F,  der  kleinen 
Axe  der  Ellipse.  Es  liegen  demnach  auf  der  kleinen  Axe'  der  Ellipse 
die  Brennpunkte  der  Schaar  confocaler  Kegelschnitte;  ihre  Excentricität 

ist  durch  7/  — — -—  gegeben.     Bildet  man  das  Verhältniss  der  von  den 

Axen  umschriebenen  Flächenräume,  so  zeigt  sich,  dass  diese  im  umgekehr- 
ten Verhältniss  der  Axen  der  Ellipse  stehen.  Ist  irgend  eine  Gerade  in 
ilirer  Lage  gegen  die  rollende  Ellipse  gegeben,  so  ist  aus  der  Schaar  der 
confocalen  Kegelschnitte  das  Glied  construirbar,  welches  sie  berührt.  Be- 
zeichnet o  die  grosse  Halbaxe  dieses  Kegelschnittes,  so  ist  der  von  der 

Geraden  umzogene  Flächenraum  la^H — TT'I"*'  j^»  *^*^  in  Form  eines 
Kreises  construirbar. 

Es  möge  noch  auf  eine  Beziehung  hingewiesen  werden,  in  welcher 
die  Flächensumme,  die  zwei  senkrecht  aufeinander  stehenden  Geraden 
entspricht,  mit  dem  von  ihrem  Kreuzungspunkte  umzogenen  Flächenraume 
steht.  Wird  ein  Richtstrahl  von  diesem  Punkte  aus  nach  dem  augen- 
blicklichen Drehpunkte   der   beweglichen  Centroide  mit  r  bezeichnet,  so 

setzt  sich  die  von  ihm  umschriebene  Fläche  zusammen  aus  ^jf^dtp  und 

dem  Flächenstück  P  der  Centroide,  welche«  durch  den  abgerollten  Bogen 
und  den  Richtstrahl  nach  seinen  Endpunkten  begrenzt  ist.  Die  Flächen- 
summe r'+  y"  der  beiden  senkrechten  Geraden  drückt  sich  aber  in  der 

Form  aus  \  j  r^  dip'\-  F''\'  F'\    wo    F'  und    F"  obige    Bedeutung   haben. 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  2 /^  =  F'-|- F'' ;  daher  unterscheidet 
sich  die  Flächensumme  von  der  Fläche  des  Kreuzungspunktes  um  daa 
Flächenstück  P,  Ist  also  die  bewegliche  Centroide  geschlossen  und  macht 
dieselbe  eine  einmalige  Abrollung  auf  einer  beliebigen  Bahn,  so  unter- 
Hcheidet  sich  die  Flächensumme  zweier  senkrechten  Geraden  von  dem 
Flächenranm,  den  ihr  Schnittpunkt  beschreibt,  um  den  Inhalt  der  beweg- 
lichen Centroide. 
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S  S 

in  der  Form  dtr  ^i  +  a*  5-  oder   V^  +  b*  ^.      Die  Ergebnisse  dieser  Er- 

wiguDgen  Imaaen  sich  in  folgendem  Theorem  zusammenfassen: 

Rollt  eine  beliebig  gestaltete  geschlossene  Curve  auf 
einer    willkürlichen   Bahn   sich   einmal   vollständig  ab,    so 
amichreibt  die  Gerade,  der  das  kleinste  Trägheitsmoment 
in  Bezug   auf  den   in  Steiner*schem  Sinne  belasteten  Cur- 
Tenbogen  zukommt,  die  Minimalfläche  V^,     Sie  unterschei- 
det sich  von  der  Fläche  der  rollenden  Curve  um  die  Hälfte 
jenes    Trägheitsmoments.      Diese    ausgezeichnete    Gerade 
lüuft   durch  den  Krümmungsschwerpunkt,    durch  ihn  führt 
fenkrecht  zu   ihr   eine   zweite   Gerade,    und   diese  umzieht 
anter  allen   Geraden,    welche  sich  in   ihm   schneiden,    die 
Maximalfläche    F,*     Auch    sie    unterscheidet  sich  von   der 
rollenden  Curve  um  die  Hälfte  des  bezüglichen  Trägheits- 
momentes.    Beide  Gerade,  Hauptträgheitsaxen  der  rollen- 
den Curve,  bilden  die  Azen  einer  Schaar  confocaler  Kegel- 

^  -^  also  durch 

die  Trägheitsmomente  der  Axen  und  die  Gesammtdrehung 
der  rollenden  Curve  bestimmt  ist.  Die  Tangenten  jedes 
einzelnen  Gliedes  der  Kegelschnittsc haar  umschreiben  bei 
der  Bewegung  gleiche  Flächen  F,  und  zwar  unterscheidet 
sich  eine  solche  Fläche  von  der  Minimalfläche  V^  um  einen 
Kreissector,  dessen  Winkel  gleich  der  Gesammtdrehung 
nnd  dessen  Radius  mit  der  grossen  Axe  übereinstimmt.  Ist 
im  Besondern  die  Bahn,  auf  der  die  Abrollung  sich  voll- 
zieht, geradlinig,  so  ist  die  Gesammtdrehung  gleich  27c, 
nnd  der  Unterschied  der  Fläche  V  von  der  Minimalfläclic 
ist  gleich  dem  Kreise,  der  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt in  den  Scheiteln  der  grossen  Axe  berührt. 

Es  sei  die  bewegliche  Centroide  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxcn  a 
nod  by  die  feste  Centroide  eine  Gerade,  und  die  Ellipse  möge  eine  voll- 
elindige  Abrollnng  auf  ihrer  Bahn  machen.  Aus  Gründen  der  Symmetrie 
ist  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ihr  Krümmungsschwerpnnkt,  und  ihre 
Axen  sind  die  Hauptträgheitsaxen ,  wenn  die  Bugenelemente  proportional 
der  Krümmung  belastet  gedacht  werden.  Sind  ^  nnd  A  die  halben  Träg- 
heitsmomente,  so  ergiebt  die  Gleichung  der  Ellipse  unmittelbar  die  Re- 

A       B 
lation  Ti  +  li  =  *'     Eine  zweite  Beziehung   zwischen  A  und  B  gewinnt 

mmn   leicht  durch  folgende  Betrachtung.     Wenn  r  einen  Richtuugsstrahl 

von  einem  Brennpunkte  aus   bedeutet,    so   ist  ^  1  r*  riqp  =  ^-(- c^ti -^  ß^ 
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bilden  mit  den  Seiten  a^,  a^^  ...  On  und  p^,  p^t  "-  Pn  ibre  Abstände  vom 
Krümmungsecbwerpunkte  bedeuten ,  so  ist  n^Pi-i-  o^p^ -{-.,.-{'  an  Pfg  gleich 
dem  doppelten  Fläcbenraume  93  der  umgrenzten  Figur,  während  anderer- 
seits die  Projection  ihres  Umfangs  auf  jede  Gerade  Null  ist.  Bedeuten 
daher  B^^  B^^  ••-  ^n  die  von  den  Geraden  bei  der  Bewegung  umsogenen 

Bogenlängen,  so  ist 

flj5,  +  fl2^,  +  ...  +  a„5„=23S.e. 

Es  bedarf  des  Hinweises,  dass  in  der  generellen  Formel  Bsssp^S 
+  ScosY  die  Zunahme  der  Bogenlängen  von  bestimmten  Stellen  an  nega- 
tiv zu  rechnen  ist;  es  sind  dies  diejenigen,  an  denen  die  von  G  nm- 
zogone  Curve  ihre  Krümmung  von  der  einen  zur  andern  Seite  wendet, 
wo  also  in  dem  Bogen  ein  Kückkehrpunkt  sich  bildet. 

In  diesem  Sinne  gezählt,  ist  die  Bogenlänge,  welche  eine  Gerade 
durch  den  Krümmungsschwerpunkt  umschreibt,  gleich  der  Strecke,  in 
welche  der  abgerollte  Centroidenbogen  sich  auf  sie  projicirt. 

Schneidet  die  Gerade  G  die  durch  den  KrUmmungsschwerpunkt  gegen 
S  geführte  Senkrechte  in  einer  Entfernung  x  von  diesem,  so  ist  p,  =  a- r#5 y, 
al8o   fi  :=cosy{xS  +  S),     Der  Bogen    ist  also  Null  für  alle  Geraden,    für 

welche  ic  =  — -- ,  d.  h.  für  alle  Geraden,  welche  durch  den  auch  für  die 

früheren  Relationen  ausgezeichneten  Punkt  m  geben.     Fällt  man  von  ihm 

S 
aus  ein  Perpendikel  q  auf  die  Gernde  G^  so  ist  dieses  gleich  P|  +  ^ro*y, 

daher  Pi  =^ '/ —  ^ ''<>.vy.      Führt   man    diesen  Werth  für  p,  in  die  Formel 

Cr 

A' = />! ö  +  »S' <'o.v y  ein,  so  orgiebt  sich   B  in  der  Form   /^«=^.d. 

Ek  umhüllen  also,  wie  auch  Herr  Darbonx  bereits  gezeigt 
hat,  die  Geraden,  welche  gleiche  Bogenlängen  umschrei- 
ben, KreiHO  und  den  veränderten  Werthen  der  Bogenlängen 
<M)  t  s  p  r  i  c  h  t  e  i  n  e  8  c  h  a  a  r  c  o  n  c  e  n  t  r  i  s  c  h  e  r  K  r  e  i  s  e  mit  d  e  m  M  i  t  - 
t  e  1  [)  n  n  k  t  e  m ;  die  Bogenlänge  selbst  aber  ist  gleich  dem 
iiogen  des  betreffenden  Gliedes  der  Sc  haar,  welcher  die 
Gesammtdrehung  der  Centroi  de  zum  Centriwinkel  hat. 

Ist  die  CJentroide  geschlossen  und  vollzieht  eine  voll- 
ständige Abrollung,  so  fällt  der  Mittelpunkt  der  Kreis- 
Hchaar  in  den  KrUmmungsschwerpunkt,  und  ist  im  Beson- 
dern die  Bahn,  auf  der  die  Abrollung  vor  sich  geht,  gerad- 
linig, so  ist  die  von  einer  Geraden  umzogene  Bogenlänge 
j;leich  der  Peripherie  des  Kreises,  welcher  den  Abstand 
der  Geraden  vom  Krümmungsschwerpunkt  zum  Radius  hat. 


Kleinere  Mittheilungen. 


lUL  Dia  Abhängigkeit  der  Bttokkehrelemente  der  Projectionen  einer 
unebenen  Gnrye  von  denen  der  Gnrve  selbst 

Liast  man  auf  einer  nnebeuen  Curve  einen  Pnnkt  P  hingleiten ,  mit 
ilm  die  zugehörige  Tangente  /  ohne  Gleiten  hinrollen  and  die  Schmie- 
gongaebene  S  sich  mitdrehen,  so  führt  der  Punkt  eine  Bewegung  auf  der 
TiQgente  gegen  einen  festen  Punkt  derselben ,  die  Tangente  eine  Drehung 
in  der  Sehmiegnngsebene  um  den  augenblicklichen  Berührungspunkt  gegen 
«Be  feste  Gerade  der  Sehmiegnngsebene,  und  die  Schmiegungsebene  eine 
Dr«b«ng  um  die  augfnblickliche  Tangente  gegen  eine  Ebene  aus,  welche 
duth  diese  Tangente  und  einen  festen ,  auf  keiner  der  Tangenten  liegen- 
den Punkt  des  Raumes  geht.  In  einem  Punkte  der  Curve  kann  jedes 
der  drei  Elemente,  Punkt,  Tangente,  Schmiegungsebene,  seinen  ße- 
wegungssinn  beibehalten  oder  umkehren.  Wir  wollen  dies  Verhalten 
leinen  Charakter,  und  den  Charakter  beim  Beibehalten  des  Sinnes 
positiv,  beim  Umkehren  negativ  nennen;  ein  Element  mit  negativem 
Cbtrtkter  heisst  auch  ein  Rückkehr-  oder  stationäres  Element. 

Die  Ergebnisse  der  folgenden  Erörterung  sind  schon  in  den  Formoln 
«ttbalten,  welche  v.  Stand t  in  seiner  Geometrie  der  Lage  (S.  110  flgg.) 
■ittbeilt;  doch  wird  von  demselben  nicht  in  die  Einzelheiten,  insbebon* 
dera  nicht  in  die  im  Folgenden  betrachteten  Projectionen  auf  die  drei 
Hioptebenen  eingegangen.  Die  oben  angenommene  Bedeutung  von  -|- 
vnd  —  schien  mir  näher  liegend,  als  die  umgekehrte  v.  Stand  t's. 

Es  treten  nun  folgende  acht  Fälle  auf: 
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Projicirt  man  die  Curve  ans  einem  in  endlichem  oder  in  anendlichem 
Abstände  befindlichen  Auge  anf  eine  Ebene,  so  sind  die  Charaktere 
des  Punktes  P'  und  der  Tangente  /'der  Projection  übereinstimmend 
mit  denen  von*  P  und  /  der  Curve  selbst,  so  lange  die  Tangente,  bezw. 
die  Schmiegnngsebene  nicht  das  Auge  dnrchschreitet.  Dann  sind  also 
P'=Py  ^=t.  Man  erkennt  dies  z.  B.  für  den  Punkt  daran,  dass  seine 
Bewegung  aus  derjenigen  in  der  Tangente  und  aus  der  durch  die  Dreh- 
ung der  Tangente  und  der  Schmiegnngsebene  hervorgebrachten  zusam- 
mengesetzt ist,  welche  Bewegungen  der  Reihe  nach  unendlich  klein  von 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ordnung  sind,  dass  also  gegen  den  ersten 
Bestandtheil  die  anderen  verschwinden  und  dass  dies  auch  für  die  Pro- 
jectionen  gilt,  so  lange  nicht  die  Tangente  das  Auge  enth&lt.  —  Bewegt 
sich  aber  die  Tangente  so ,  dass  sie  das  Auge  in  sich  aufnimmt  und  dann 
über  dasselbe  hinausgeht,  wobei  also  /  =  +  ist,  so  sieht  man  die  Tan- 
gente vor  und  nach  dem  Durchgange  durch  das  Auge  von  entgegen- 
gesetzten Seiten,  es  kehrt  sich  hierdurch  der  scheinbare  Sinn  der  Be- 
wegung um  und  es  wird  P'=  —  P.  Geht  andernfalls  die  Tangente  nur 
bis  ins  Auge,  dreht  sich  aber  dann  wieder  rückwärts,  wobei  abo  f  =  — 
ist,  so  sieht  man  sie  nicht  von  entgegengesetzten  Seiten  und  es  wird 
P=  P.  Für  beide  Fälle  gilt  daher  P'=  -  /P,  wobei  die  Zeichen  +  und  - 
nneigentlich  und  ebenso  miteinander  multiplicirt  werden  sollen ,  wie  Ein- 
lieiten,  welche  sie  zum  Vorzeichen  haben.  Ebenso,  wenn  die  Schmie- 
gnngsebene bis  zum  Auge  fortschreitet  und  es  dann  durchschreitet,  wobei 
iS=-|-  ist,  kehrt  sich  die  Seite  um,  von  der  man  sie  sieht,  und  es  wird 
/'=  —  <;  gelangt  aber  S  blos  bis  ins  Auge  und  kehrt  dann  um,  wobei 
6'=—  ist,  so  bleibt  ^=  <,  so  dass  für  beide  Fälle  /*=  —  5/  gilt. 

Darnach  findet  man  nun  die  Charaktere  für  die  Projectionen 
der  Curve  anf  die  Schmiegnngsebene  {P\  ^),  anf  die  Normal- 
ebene (/'",  1^')  und  auf  die  zu  beiden  senkrechte  rectificirende 
Ebene,  welche  durch  die  Tangente  und  die  Binormale  geht,  (P"\  f"). 
Man  findet  P'=  P^  /=';  P"=  —  iP^  weil  die  Taugente  durch  das  Auge 
geht ,  t'  =  S^  weil  die  Tangente  als  Punkt  erscheint  und  der  Sinn  der 
scheinbaren  Drehung  von  der  vorhergehenden  in  die  folgende  Lage  der 
Tangente  von  dem  Drehnngssinne  der  Schmiegnngsebene,  welche  die 
Tangente  projicirt,  abhängt;  endlich  A'"'=  P,  /"'=— 5/,  letzteres,  weil 
die  Schmiegnngsebene  durch  das  Auge  geht.     Es  ist  also 

P'=P,     P'  =  -tP,     P'"-^  r, 

^  =/,    /"  =    Ä-,     r  ==^si. 

Man  erhält  daher  in  den  acht  Fällen   die  in  nachstehender  Tabelle  ver- 
zeichneten  Charaktere. 
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Bildet  mkn  die  abwickelbare  Fläche  der  Tangenten  der 
CarTe,  von  welcher  also  die  Carve  di«  Kitckkebrkante  ist,  so  schneidet 
btkuDtlich  die  Normalebene  der  Cnrve  in  einem  bestimmten  Punkte  P 
dtnelben  diese  FUche  im  Allgemeinen  in  einer  Cnrve,  die  in  P  eine 
Spül«  beiitzt.  Hat  aber  die  Cnrve  in  P  ein  Rückkehrelement,  so  kann 
die  Geitalt  des  Flficbenschnittes  eine  andere  sein.  Sind  P,  und  I,  die 
Ckutktere  dieser  Schnittearve,  so  stimmen  dieselben  mit  denen  der  Nor- 
Mlprajection  der  Cnrve  Uberein  oder  es  ist 
P,  =  P",     (,  =  t". 

Jeder  der  vier  möglichen  FSUe:  des  gewöhnlichen  Punktes,  des 
Wtndepnnktes,  der  Spitze  und  des  Scbnabelpnnktes,  kommt  daher  zwei- 
■il  vor.  Hau  kann  sich  von  der  Dichtigkeit  der  Gleichungen  leicht  flber- 
mgCD,  da  in  der  Projection  der  Cnrve  und  ihrer  Tangenten  sowohl  auf 
US  Scbmiegnngsehene,  als  auf  die  reclificirenda  Ebene  im  Curvenpunkte 
•i  die  Projection  eines  dem  P  benachbarten  Ponktes  der  Cnrve  und  des 
Schnitpnnktes  ihrer  Tangente  in  diesem  Punkte  mit  der  Normalebena 
ini*  inr  entgegengesetzter  Seite  von  P  Hegen,  woraus  folgt,  dass  in  der 
Nmnilebene  entsprechende  Punkte  der  Projecüon  der  Cnrve  und  des 
Sdnjttei  der  Tangenten  fliehe  in  entgegengesetzten  Quadranten  liegen, 
^e  Quidnutten  gebildet  durch  die  Uauptnormale  und  die  Binormale  der 
Oarre. 

Der  Verfasser  hat  Modelle  iiber  die  acht  Fälle  der  Ourve  und  ihrer 
im  Haaptprojectionen  in  Draht  und  Holz  auBfUhreu  lassen  und  diesel- 
■KD  im  September  d.  J.  bei  der  Naturforscher -VeiHammlnng  in  Baden> 
BtdfiD  in  der  mathematischen  Section  mitgetheilt.  Da  die  Frage  wegen 
^'uhbildung  an  ihn  gerichtet  wurde,  erklärt  er  Eich  gern  bereit,  dieselbe 
^f  geioaserten  Wunsch  zn  veranlassen ,  und  bemerkt ,  dass  sich  der  Preis 
itt  übt  Modelle  auf  30  Mark  stellt. 

Karlsrnhe,  im  November  18T9.  Dr.  Cübibtian  Wibkeb. 
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IX.  Zur  Constmction  einer  Flftohe  xweiter  Ordnung  am  nenn 

gegebenen  Punkten. 

Ghasles  hat  in  den  Comptes  rendus  1855  eine  für  alle  Fälle  aus- 
reichende Construction  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebe- 
nen Punkten  mitgetheilt ,  die  sich  so  anordnen  lässt,  dass  sie  sich  aus 
lauter  linearen  Einzelconstructionen  zusammensetzt.  Da  diese  Bemerkung 
nicht  unwesentlich  ist,  so  sei  es  gestattet,  die  Ghasles* sehe  Construc- 
tion in  etwas  ausführlicherer  Darstellung  zu  wiederholen,  um  dann  zu 
zeigen,  wie  sie  linear  durchgeführt  werden  kann. 

Man  ordne  die  neun  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  in  drei  Gruppen 
1  23,  456,  789;  die  Ebenen  dieser  Gruppen  seien  der  Reihe  nach  a,  6,  c; 
die  diesen  Ebenen  gegenüberliegenden  Kanten  der  Ecke  a,  6,  c  seien  a,  /3,  y. 

Jeder  Fläche  des  Büschels  zweiter  Ordnung,  das  die  Grnndpunkte 
1...8  hat,  schneidet  die  Ebenen  a,  6,  c  in  Kegelschnitten,  die  durch 
123,  bez.  456,  bez.  78  gehen  und  zu  je  zweien  sich  in  den  Punkten 
treffen,   in   denen  die  Fläche  von  den  Kanten  a^  ß,  y  geschnitten  wird. 

Man  kann  nun  zunächst  die  Aufgabe  stellen:  Den  Punkt  zu  con- 
struiren,  in  welchem  die  durch  einen  Punkt  A  auf  ß  bestimmte  Fläche  % 
des  Büschels  1 ...  8  die  Kante  ß  zum  zweiten  Male  trifft.  Diese  Aufgabe 
ist  offenbar  von  der  folgenden  nicht  verschieden:  Drei  Kegelschnitte  zu 
construiren,  die  der  Reihe  nach  in  a,  6,  c  liegen,  durch  123,  bez.  456, 
bez.  78  gehen  und  zu  je  zweien  sich  in  zwei  Punkten  auf  or,  ß^  y  begeg- 
nen, wenn  von  diesen  Punkten  einer,  z.  B.  A  auf  j3,  gegeben  ist. 

Die  Kegelschnitte  a,  a^, ...  des  Büschels  ^4123  schneiden  auf  ß  eine 
Punktreihe  ß^^  und  auf.y  eine  Involution  y^  aus;  durch  die  Paare  dieser 
Involution  und  durch  die  Grundpunkte  4,  5,  6  ist  ein  Kogelschnittbüschei 
b,  b|)  ...  auf  6  bestimmt,  und  durch  dieses  eine  Involution  n^  auf  o;  durch 
die  Paare  dieser  Involution  und  durch  die  Punkte  78^  ist  ein  Kegel- 
schnittbüschel c,  Cj ,  ...  auf  c  bestimmt  und  durch  dieses  Büschel  wird  auf 
ß  eine  Punktreihe  ß^  ausgeschnitten.  Diese  Punktreihe  ß^  ist  mit  ß^  pro- 
jectiv,  denn  man  hat 

/^lÄ/i»     yiÄcTi,     «lAft- 
Die  Punktreihen  ß^  und   ß^  haben   den  Doppelpunkt  A ,   sie  haben  also 
ausserdem  noch  einen  reellen,  linear  bestimmbaren  Doppelpunkt  B\  dieser 
ist  offenbar  der  gesuchte  Punkt. 

Aus  B  ergeben  sich  nun  sofort  die  drei  Kegelschnitte  0,  b,  (,  welche 
die  Fläche  §r  mit  a,  b^  c  gemein  hat. 

Man  construire  nun  zu  einem  andern  Punkte  A^  auf  ß  in  gleicher 
Weise  den  Punkt  B^^   in  welchem  die  durch  ^^1  ...8  bestimmte  FUdiia 
zweiter  Ordnung  g^   die  Gerade  ß  zum  zweiten  Male  trifft|  sowH 
Kegelschnitte  1^,  bj,  (^,  die  a,  6,  c  mit  ^%  gemein  haben.. 
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Die  yierten  Schnittpunkte  3' und  6^  die  0  und  0^,  b  und  b|  ausser 
123,  bei.  456  gemein  haben,  liegen  auf  §  und  |J[|,'  also  auf  der  Grund- 
carre  der  Büschel  1  . . .  8 ;  ebenso  die  Punkte  8'  und  8^^,  welche  C  und  { 
noch  ausser  7  und  8  gemein  haben. 

Durch  diese  Bemerkungen  sind  die  beiden  Aufgaben  gelöst:  Von 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species  sind  acht 
Punkte  gegeben;  man  soll  den  vierten  Schnittpunkt  der 
Carre  mit  einer  durch  drei  der  gegebenen  Punkte  gehenden 
Ebene,  bes.  den  dritten  und  vierten  Schnittpunkt  der  Curve 
mit  einer  durch  swei  der  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene 
conttruiren. 

Das  Fiächenbttschel  1  ...8  trifft  jede  der  Ebenen  a,  6,  c  in  einem  Kegel- 
ichnittbüschel;  diese  Büschel  sind  durch  die  Kegelscbnittpaare  00^,  bbi, 
((i  festgelegt,  die  ihnen  angehören;  das  Flächenbtischel  trifft  die  Kanten 
«I  |),  /  in  Punktinvolutionen  und  diese  sind  durch  die  Schnittpunkte  der 
Ktnten  mit  0  und  §|  bestimmt;  insbesondere  ist  die  Involution  auf  ß 
dnieli  die  beiden  Punktepaare  A  B  und  A^  B^  gegeben. 

Construirt  man  nun  den  Kegelschnitt  t  des  Büschels  ((^,  der  durch 
9  geht,  so  liegt  dieser  auf  der  durch  1 ...  9  bestimmten  Fläche  zweiter 
Ordnung  ^';  aus  c'  erhält  man  die  Kegelschnitte  t'  und  b',  die  ^'  mit  a 
nnd  6  gemein  hat. 

Legt  man  nun  eine  Ebene  e  durch  zwei  feste  Punkte  auf  0'  und  (', 
i*  B.  durch  1  und  7  und  durch  einen  veränderlichen  Punkt  P  auf  b',  so 
kann  man  linear  die  noch  fehlenden  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  0'c'b' 
conitniiren  und  erhält  somit  sechs  Punkte  auf  ^,  mehr,  als  genügend ,  um 
den  Kegelschnitt  |  zu  construiren,  den  e  und  ^'  gemein  haben.  Be- 
icbreibt  nun  P  den  Kegelschnitt  b\  so  dreht  sich  e  um  1 7  und  I  be- 
schreibt die  ganze  Fläche  ^\  die  somit  vollständig  erzeugt  ist.  — 

Die  Constructionen  können  in  folgender  Weise  linear  erledigt  werden. 

Dm  die  projectiven  Reihen  /?,  und  ß^  zu  erhalten,  gehe  man  von 
hesonderen  Voraussetzungen  über  die  Kegelschnitte  i  und  \  aus;  als  b 
vlhle  man  ein  Geradenpaar,  zu  welchem  45,  als  b^  eines,  zu  welchem 
^6  gehört. 

Man  durchschneide  y  mit  45  (in  C)  und  bestimme  ferner  die  Punkte 
^  und  £,  in  welchen  der  durch  123^C  gehende  Kegelschnitt  a  die 
Geraden  ß  und  /  (ausser  in  A  und  C)  noch  trifft. 

Dann  durchschneide  man  y  mit  46  (in  F)  und  bestimme  die  noch 
fehlenden  Schnittpunkte  G  und  H  des  durch  123-^/^  bestimmten  Kegel- 
schnittes dl  mit  ß  und  y. 

Die  Kegelschnitte  6  und  b^  sind  nun  die  Geradenpaare  45,  6^, 
»»«.  46,  bH. 

Han  bemerke  nun  die  Schnittpunkte  /,  ü  und  L^  M  der  Geradenpaare 
b  und  bj  mit  der  Kante  u  und  coDstraire  die  Punkte  D'  und  G\  ^c\äie 

7» 
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die  durch  JK1%A  und  LM1%A  bestimmten  Kegelschnitte  c  nnd  q  mit 
ß  ausser  A  noch  gemein  haben. 

Von  den  beiden  Beihen  ß^  und  ß^  sind  nun  die  Paare  D7\iy^  GaG' 
und  somit  ist  auch  B  linear  bestimmt. 

In  gleicher  Weise  bestimmt  man  linearen  A^  den  zugehörigen  Punkt  B^, 

Hiermit  ist  3'  linear  bestimmt. 

Man  construire  nun  die  Punkte  C^  und  F^ ,  in  welchen  die  durch  C 
und  F  gehenden  Kegelschnitte  ü^  und  I3  des  Büschels  1233'  die  Kante 
y  noch  durchschneiden ;  dann  gehören  die  Geradenpaare  b^  =  (4  5,  C^  6) 
und  b3  =  (46,  F|5)  zu  dem  Büschel  bb|  und  bestimmen  daher  den  vierten 
Grundpunkt  6'  dieses  Büschels. 

Ferner  suche  man  die  Schnittpunkte  iV,  0  der  Geraden  78  mit  ß  nnd 
a  auf  und  construire  die  Punkte  iV^ ,  0^ ,  in  welchen  die  Kanten  ß  und  a 
von  den  Kegelschnitten  1233'iV,  bez.  4566^0  noch  geschnitten  werden; 
dann  gehört  das  Geradenpaar  78,  iVjOj  zum  Büschel  C(|. 

Ist  P  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  abc^  so  bestimme  man  die  wei- 
teren Schnittpunkte  Q  und  R  der  Kegelschnitte  1233'/"  und  4566'P  mit 
den  Kanten  ß  und  a;  der  Kegelschnitt  78PQR  gehört  ebenfalls  zum 
Büschel  CCi. 

Ferner  sei  b4  das  dritte  Geradenpaar  des  Büschels  4566',  I4  der 
entsprechende  Kegelschnitt  des  Büschels  1233',  ferner  seien  SS^^  TT^ 
und  üü^  die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  b2,b3,b4  mit  der  Kante  a. 
Mit  Hilfe  der  Kegelschnitte  7SNN^0  und  7SPQR  kann  man  dann  auf 
linearem  Wege  in  bekannter  Weise  die  Tangenten  Z^,  ^3,  i^  in  7  an  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  C(|  construiren,  die  durch  55,,  bez.  TT^^  bez. 
UU^  gehen,  sowie  die  Punkte  des  durch  9  gehenden  Kegelschnittes  ( 
und  die  Tangente  i'  in  7  an  (, 

Construirt  man  nun  die  Tangenten  r^,  r^^  r^  in  1  an  H^,  03,  §4  und 
hierauf  die  Geraden  r    durch  1  und  s'  durch  4,  so  dass 

t^ti^t^Ar^r^r^rÄ  45,  46,  46',/, 

so  sind  die  t'  und  /  berührenden  Kegelschnitte  der  Büschel  1233'  und 
4566'  die  gesuchten  Kegelschnitte  0'  und  b'. 

Hierdurch  ist  die  Chasles^sche  Construction  zwar  viel  umständ- 
licher, als  durch  quadratische  Constructionen  mit  directer  Verwendung 
der  Kegelschnitte  0,0],  b,  b,,  C,  C|,  aber  doch  durchaus  linear  erledigt.* 

Dresden.  Hboeb. 


X.   Eine  Construction  von  Curven  dritter  Ordnung,  aus  oonjugirten 

Punkten. 

Zwei   projective  Strahleninvolutionen    in   allgemeiner  Lage  erzeugen 
ibakADDtlich    eine  Curve  vierter  Ordnung;   die  Träger   der  Strahleninvo- 


und  J^  sind  Doppelpunkte  def  Cnrve.  Dem  StrKhIeapure, 
die  Gerade  -^j ''^  in  der  lavotnli^  rf,  (bes.  ^})  gehört,  ent- 
»pKcheo  in  der  lovolntion  A^  (bez.  .J,)  die  DbppMpanktelaiigenteii. 
Befinden  eich  die  beiden  Involntiooen  in  reduclT't.^r  Lag«',  d.  h.  eut 
ipricbt  dem  StrablpDpaarc  der  Involation  vf,,  zn  welchem  die  Gerade  ,^,  ^^ 
gfliürt,  das  Strahlenpaar  in  .4^,  zQ  «ekhem  /*,  .^j  gehört,  aa  bildet  die 
Ceiule  -^1 -^i  einen  Theil  der  vnn  den  Involutionen  erzeugten-  Curve 
TJertM  Ordnung.  Dieselbe  zetfflHt  daher  in  diese  Gerade  nn'd  Aa  eine 
Ctrve  dritter  Ordnung.  Die  beiden  einander  entsprechenden  Str&iilcn^ 
fut«  in  A^  und  A^,  zu  welchen  /l^/l^  gehört,  enthalten  ausser  '^i'^) 
iHb  die  Tangenten  der  Cnrve  dritter  Ordnung;  da  ihr  Schnitt  auf  der 
Curr«  liegt,  so  folgt,  dass  J^  und  A,  conjugirte  Punkte  der  Cnrve 
jritt*r  Ordnung  sind. 

Sind    jtf,  ^i   swei    conjugirte  Punkte    einer  Curve   dritter  Ordnung, 
A  ■]■'  gemeinsamer  Tangen  lialpunkt  und 

«;s(a.x, +„,,,+  . ,r,)>  =  0 
In  lymboUacheT  Form  die  Gleichnng  der  Curve,  bezogen  auf  das  Dreieck 
4-'i''i.  eo  sind  die  Gleichungen  der  Cd tven langen ten  in  Ai  und  J^: 

Dl  djeie  Geraden  nach  der  VoraaBsetsQtig  mit 

Xf  =  t),    arj  =  0 
nummen fallen,  nnd  ds  ferner  A^  auf  der  Curve  Hegt,  ho  folgen  als  noth- 
»liiidige  und  ausreichende  Bedingungen  JafUr,  dasa  A^  nnd  A^  conjugirte 
Cnnmpnnktc  sind  und  A^  zum  Tangentialpunkt  haben: 

Die  Oloielrang  der  Curve  in  Bezug  auf  das  Dreieck  J,  A^  J^  enthält  daher 
ftaraiieder;  folglich  ist  die  Curve  durch  noch  weitere  vier 
E«gebeDe  Punkte  eindeolig  bestimmt. 

Es  sgll  unn  gezeigt  werden,  wie  die  Cnrve  ane  den  Punkten  J,, 
^.  ■<,  und  vier  weiteren  Punkten  1,  2,  3,  4  construirt  werden  kann; 
•Jtr,  mit  anderen  Worten,  wie  awei  projective  Strahleninvolutionen  in 
ndncirtrr  Lage  ergänzt  werden,  wenn  die  beiden  Paare  gegeben  sind, 
n  «eichen  der  die  Träger  Af  und  A^  verbindende  Strahl  gehurt,  und 
•nniQsserdem  noch  vier  entsprechende  Ualhpaare  gegeben  sind,  nämlich 

A,l,  ^,2,  ^,3,  J,4  /\  ^jl,  J,2,  A^3.  A,4. 
"m  coDSlraire  einen  Kegelschnitt  li\  durch  die  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  A^ 
■nd  beelimrae  die  Punkte  B  nnd  C,  in  welchen  er  ^j  .■(^  und  A^A^  duroh- 
"fcii«idet(  sowie  einen  Kegelschnitt  A\  durch  1,  2,  3,  4.  A^  und  bestimme 
M  Scbnitiponkte  0  und  E  dieses  Kegelschnittes  mit  A^A^  und  A^A,. 
Dl«  lavolution  ,*,  schneidet  auf  Ä",  Pnnktepaare  aus,  welche  anf  den 
Dlnlilen  dnes  Büschels  liegen,  das  mit  den  Involutionen  projectiv  ist^ 
Busche}»  liegt  auf  ßC.     Die  andere  InvoYtttioiv 
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ni  +  9) 
Wegen 

ersieht  man  aus  dem  Gange  der  Maltiplication  die  Werthe  der  drei  ersten 
Coefficienten ,  nämlich 

Um  die  übrigen  Coefficienten  zn  bestimmen,  nimmt  man  die  Loga- 
rithmen der  Gleichung  4),  benntzt  unter  Voraussetzung  echt  gebrochener 
(f  die  bekannte  Formel 

differenzirt  und  vergleicht  nach  Wegschaffung  des  Bruches  die  Coefficien- 
ten von  ^'"~~';  dies  giebt  folgende  Belation 

5)  mi5r«=  -  S^H„^2+S^H„,^^..,  +  (-1)  '^''S^ff^, 

woraus  der  Reihe  nach  gefunden  wird 

ir,=  -^5,=  -  0,822467,     ^^3=  +^53=  +  0,400686, 
^4=i  V-  i^4=  +  0,067645    u.  s.  w. 
Multiplicirt  man  die  Gleichung  4)  mit  e^*=l  +  C^  +  4  C'^*+..,, 
so  gelangt  man  zu  einem  Resultate  von  der  Form 

wobei  die  Coefficienten  K  sich  von  selbst  aus  den  früheren  Coefficienten 
ff  ergeben;  abgesehen  davon  erhält  man  auch  durch  Logarithmirung  und 
Differenzirung  der  Gleichung  6)  die  Recursionsformel 

Aus  Nr.  6)  ersieht  man  unmittelbar,  dass  A^o  =^  ^  ^^^  >  ^^^  Formel  7)  führt 
dann  zu  den  Werthen 

Ä^j  =  C=  0,577216, 

A'g  =  i(C«  -  S^)  =  -  0,655878 , 

A^3  =  ^((78-3C5^  +  2S3)  =  -0,042003  u.  s.  w., 

welche  zuerst  von  W.  Scheibner  auf  anderem  Wege  berechnet  wor- 
den sind.* 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  dass  sich  die  Coefficienten  A^  unter  der 
independenten  Form  bestimmter  Integrale  darstellen  lassen.  Hierzu  dient 
die  Formol 


*  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  königl.  sächa.  Gesellsch.  d:  Wissenaoh^ 
Jahrg.  t862  (erschienen  1863)  S.  75. 
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8.  die  vier  Schnittpunkte  des   Strahlenpaares   AL,  AM  mit  dem 
entsprechenden  Strahlenpaare  BN^  BO]  diese  vier  Punkte  liegen 
auf  der  gesuchten  Curve  vierter  Ordnung. 
Beschreibt   der  Strahl  HK  das  Büschel  ff  vollständig,  so   wird  die 
giDie  Curve  vierter  Ordnung  erzeugt. 

Dresden«  Heger. 


XL   Einige  Bemerkungen  Uber  den  reoiproken  Werth  der 

Oammafiinotioii. 

Die  Function  r(l+^)  lässt  sich  bekanntlich  auf  zwei  verschiedene 
Weisen  definiren,  entweder  durch  das  Legend  re*sche  Integral  oder 
doreh  das  unendliche  Product 

woftir  auch  geschrieben  werden  kann 

2)  r(l  +  ,)  =  £.«  j-^^---^_^^---.--^j.  („=00); 

nach  der  schönen  Untersuchung  von  Weierstrass  (Crelle's  Journal, 
Bd.  51)  bietet  die  zweite  Definition  den  Vortheil,  dass  r(l+^)  für  alle 
reellen  and  complexen  q,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Fälle  ^  =  —  1, 
-2,  —3  etc  ,  eine  endliche,  stetige  und  eindeutige  Function  darstellt. 
Bezeichnet  C  die  Constante  des  Integrallögarithmus ,  so  ist  be- 
kanntlich 

wo  6  gegen    die  Null   convergirt,    sobald  n  unendlich  wächst;    aus  der 
▼orliegenden  Gleichung  folgt 

n9=e^  "^  ,e 

und  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  Nr.  2)  ergiebt  sich  für  fi  =  oo 

e'/.^        e'Ät9        ^Hf 

I     ...» 

Diese  Transformation  der  ursprünglichen  Definition  scheint  unbe- 
achtet geblieben  zu  sein;  für  reelle  und  positive  q  ist  sie  vom  Verfasser 
*ckon  früher  (Analyt.  Studien,  I,  S.  45)  aus  dem  Legen dre^schen 
Integrale  hergeleitet  worden. 

Die  Gleichung  3)  liefert  weiter 

nad  da  die  linke  Seite  für  alle  complexen  q  endlich,  stetig  und  eindeutig 
Ueibt,  so  ezistirt  auch  für  alle  p  eine  Eeiheneutwickelung  von  d^t  YoTin 


3)  r(i+,)=.-..-^^.j^.^ 
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Die  Formel  13)  liefert  ein   bestimmteB  Integral   für  den  reciproken 
Werth  von   r{fi)^  nämlich 


1     __/i<-M<?«*   /*    €•'*» 


Hf*) 

—  OD 

ebenso  ist  für  |[i  =  ]-|-^  nnd  wenn  einfach  a  =  6s=l  genommen  wird, 

OD 
—  OD 

Verwandelt  man  den  Factor 

^i  +  iz)^ 
in   die   bekannte  Exponentialreihe ,  so   gelangt  man  unter  Rücksicht  aaf 
Nr.  6)  zu  der  Formel 

OD 
—  OB 

SCHLÖMILCB. 


1 

XU   Bestimmung  des  inflnitären  Werthes  des  Integrals   /  (u)n  du. 

0 

Das  sehr  specielle  Problem  gewinnt  bedeutend  an  Interesse,  wenn 
man  es  in  seinem  Zusammenhange  mit  umfassenderen  von  mir  ausgeführ- 
ten Untersuchungen  ins  Auge  fasst,  aus  welchen  die  vorliegende  Mit- 
theilung nur  ein  Bruchstück  vorstellt.  Ueber  die  Tendenz  und  theilweise 
auch  über  Resultate  der  letzteren  will  ich  (in  §§  1  und  2)  bei  der  Gelegen- 
heit mit  berichten. 

§1. 

Ich  knüpfe  an  die  von  Ubbo  Meyer'*'  untersuchten  Reihenentwicke- 
lungen 

,(1+2)M-1|« 

liZ  ,  

welche  für  ein  z  von  hinreichend  kleinem  Modul  zulässig  sind  und  durch 
welche  die  Coefficienten  -4,  B,  C  als  Functionen  des  „Arguments*' 


'-j''  =  V.r(,).c".    ('^)"=2*?'-". 


*  Granert*8  Archiv,  Bd.  9.  Die  Literatur  über  die  Coefßcienten  dieser  Ent- 
wickelungen  ist  eine  ausserordentlich  grosse  und  zerstreute.  Es  wird  geniigen, 
noch  auf  den  zweiten  Band  des  Compendiume  der  höheren  Analysis  das  H( 
gebers  dieser  Zeitschrift  hinzuweisen,  durch  welchen  die  Theorie  ebendiflp^ 
wickelnngscoefBcienten  bekanntlich  sehr  gefördert  worden  ist. 
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fi,  des  „Exponenten**  %  und  des  auf  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen 
▼orerst  besclirlnkten  „Index**  n  erklärt  werden. 

In  erster  Linie  habe  ich  nnn  darnach  gestrebt,  die  Coefficienten  von 
dieier  letzteren  Beschränkung  zn  befreien ,  sie  als  Functionen  des  Index 
Ar  das  ganie  Gebiet  der  complexen  Zahlen  zu  expliciren.  Zu  einer  sol- 
eben  Erweiterung  der  Definition  kann  man  (abgesehen  von  der  Zuziehung 
gewisser  Stetigkeitsbedingungen  oder  aber  Entwickelungsformen)  die  be- 
kionte,  Ton  U.  Meyer  aufgestellte  Functional-  oder  Differenzengleich- 
QDg  benutzen ,  welcher  für  eine  natürliche  Indexzahl  die  Coefficienten  A^ 
resp.  ^,  C  ohnehin  genügen  müssen.  Das  genannte  Ziel  zu  erreichen, 
ist  nur  so  in  der  That  mittelst  convergenter  Reihenentwickelungen  wenig- 
stens fSr  den  Fall  gelungen  —  der  allerdings  praktisch  gerade  das  ge- 
ringere Interesse  besitzt  — ,   wo  der  Index  beliebig  negativ  ist. 

Dm  einer  künftigen  Theorie  dieser  Functionen  gründlich  vorzuarbei- 
ten, habe  ich  überhaupt  die  U.  M  eye  rasche  und  spätere  Arbeiten  einer 
ReTJsion  unterzogen  —  namentlich  in  Hinsicht  auf  die  Vollständigkeit 
der  zwischen  den  Coefficienten  auffindbaren  Beziehungen  und  die  Ueber- 
sicht  ihres  gegenseitigen  Zusammenhanges.  Dies  gab  den  Anlass,  die  von 
diesen  Coefficienten  schon  bekannten  Relationensysteme  (wie  Recursionen 
ind  Summen  formein)  durch  Zufügung  mancher  neuen  zu  vermehren ,  sie 
vielseitig  zu  verallgemeinern  und  zu  ergänzen. 

Als  Beispiel  eines,  wie  ich  glaube,  neuen  Ergebnisses  kann  ich  mir 
nicht  versagen ,  hier  die  Formel  anzuführen 

0=0 

dnrch  welche  die  Anordnung  der  /^-Coefficienten  nach  Potenzen  des 
Arguments  geleistet  wird. 

Wegen  der  Schwierigkeit,  eine  derartige  umfang-  und  formelreiche 
Arbeit,  die  doch  etwa  zur  Hälfte  den  Charakter  einer  Sammelarbeit  trägt, 
▼oUendet  zum  Druck  zu  bringen  —  eine  Schwierigkeit,  die  mich  zu  lange 
schon  veranlasst  hat,  mit  einzelnen  Untersuchungsergebnissen  zurückzu- 
Wten  — ,  gedenke  ich  jetzt  wenigstens,  in  Gestalt  von  in  sich  abgerun- 
deten Bruchstücken  (dergleichen  die  nachfolgende  Mittheilung  von  §  3 
>b  ein  erstes  vorstellt)  besonders  interessante  Partien  einstweilen  in  Zeit- 
Khriften  zu  veröffentlichen. 

Die  Untersuchungen  U.  Meyer^s  lassen  sich  auch  von  vornher- 
ein verallgemeinern,  und  zwar  indem  man,  um  die  „erzengende 
Function"  der  Coefficienten  A^  B^  C  ztx  bilden,  von  den  Reihenentwicke- 
Inngen  der  Functionen  (l-|-t)'*,  resp.  e^  und  log{\-\'Z)  die  h  ersten  Glie- 
der abzieht,  durch  das  erste  stehen  gebliebene  Glied  dividirt  und  die  so 
'kürende  Reihe  auf  die  x*^  Potenz  erhebt.  Zu  den  bisherigen  Avgu- 
>^ten  tritt  bei   den  'EDtwjckeluDgscoefücieni^.n   dann   noch  d\e  iiOiä' 
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nüngszabP^  h  hinzu,  welche  leicht  von  der  beschränkenden  Anforderangi 
dem  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  anzugehören,  zu  befreien  ist.  Die 
zu  potenzirende  Reibe  in  der  erzeugenden  Function  der  ^4  -  Coef&eienten 
kann  alsdann  als  die  allgemeine  hypergeometrische  Reihe  erster  Ordnung 
bezeichnet  werden,  und  lässt  sich  noch  immer  eine  Differenzengleiehung 
für  die  so  verallgemeinerten  Entwickelungscoefficienten  gewinnen  von 
gleicher  Einfachheit,  wie  die  U.  Meyer* sehe,  welche  nur  einen  Para- 
meter mehr  enthält.  Die  Lösung  derselben  würde  zugleich  die  der  all- 
gemeinen Differenzen  gl  eichung  mit  linearen  Coefficienten  bei  zwei  un- 
abhängigen Variablen 

3)    («v  +  |5x  +  y)Af>=(«jV  +  /S,x  +  y,)Atli  +  («,v  +  /S,*  +  y,)At— '^ 
durch  leichte  Transformation  liefern   für   den   Fall,   dass  zwischen   den 
neun  Coefficienten  nur  zwei  Relationen  besteben,   deren  eine  0^  =  0  ist 

und  deren  andere  das  Verschwinden  der  Determinante     cr^,  /3|,  «|+7i 

ausdrückt. 

Gleichwie  bekanntlich 

4)  ß|,"=  lim    .^-^;'W.   und  6t"=jJ,"(0) 

ist,  so  sind  auch  die,  wie  eben  geschildert,  verallgemeinerten  B-  und 
6- Coefficienten  nur  Grenz  -  resp.  Specialfälle  der  entsprechenden  A' 
Coefficienten. 

§2. 

Zufolge  der  Beziehungen  4)  besteht  ein  gewisser  Dualismus  zwischen 
den  h'  und  den  C- Coefficienten ;  dieselben  spielen  durchgängig  die  Rolle 
von  Gegenstücken  zu  einander. 

Manchmal  allerdings  ist  von  den  beiden  einander  zugeordneten  Be- 
ziehungen, welche  die  B-  resp.  (7- Coefficienten  einzeln  betreffen,  nur 
die  eine  bis  jetzt  hervorgehoben  oder  erkannt  worden. 

So  ist  der  Zusammenhang  bekannt,  in  welchem  die  ^-Coefficienten 
zu  den  höheren  Differenzen  der  Potenzen  von  0  stehen,  nämlich  (in  der 
in  England  beliebten  Schreibweise) 

Diese  Beziehung  sammt  der  noch  nirgends  erwähnten  analogen  ftir 
die  C  und  der  den  beiden  übergeordneten  Beziehung  für  die  A  lässt 
sich  darstellen  als  eine  Folge  aus  dem  Bronwin*schen*  Satze  des 
Operationscalculs : 

5)  "Piv+du) .  a>(tO  =  <z^(t/+a.) .  ^(p), 

welcher  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  die  Functionen  0  und  ^  ftir 
die  vorkommenden  Argumentwerthe  t/,  v  in  gewöhnliche  Potenzreihen  ent- 

*  Camb,  and  Dub.  Math.  Journal  1848,  vergl.  auch  Carmichael,  Operations- 
eaJcuJ,  übers,  von  Schnuse. 


ncbll  werden  kSnnen,  deren  Coeffictenten  von  beiden  Variafaeln  nn- 
■UlDgig  Bind,  and  dass  anaBcrdem  die  durch  Interpretation  des  äub- 
dnekl  auf  einer  Seile  der  Gleichung  eulBtebonde  Potenzreihe  convergire, 
dii  Torkommendeii  Symbole  also  einen  Sinn  haben.  —  Nimmt  man  uSmlicb 
Id  ilcm  für  /iint  =  0  in  Aoaprach  genommeoea  Specialfalle  des  Satzes 
5i|  'P{St).0{t)  =  1>{dc).  V(t) 


die  fonctioo   'P(t)  =  —    an 


l  für 


'P(z)  die  erzeugende  Fnnctiou  i 


Coefficienten  .4,  resp,  B,  C,  so  eibält  man  drei  Darstellnngen  für 
iit  letiteren,  welche  zeigen,  wie  diese  Coefficienten  gebildet  werden 
knacD  darcb  lauter  an  der  Potenz  t"  Torznuehmende  Operationen  (des 
idcrlinlten  Differenzirene,  Hnltiplicirens  mit  Constanten  and  Snmmi- 
Fui,  wenn  gubliesslich  ( ^^  0  gesetzt  wird. 

Für  eün  poBitives  ganzes  n  =  A  modificiren  sieb  die  gedachten  Dar- 
nllnn^n  leicht,  wie  folgt r 

•orin  lmt  =  0  zu  denken  ist.  Die  aweite  dieser  Formeln  ist  die  oben 
tralkoteBeziebangin  Aubntracht,  daea  da£  Operationssymbol  J^=e'"—  I, 
itfend  einer  synektischen  Fanction  f{x)  operirend,  die  Wirkung 
fciben  tniiBs,  dieselbe  in  f  (x  +  1)  —  f  (.r)  xa  verwandeln.  Das  hierzu  im 
w^DMts  stehende  Symbol  log  {1  +  8^)  ist  unschwer  zu  deuten. 

Um  die  Stellung  meines  im  folgenden  Paragraphen  in  Angriff  ge- 
nnunenen  Specialproblems  genau  su  kennzeichnen,  will  ich  noch  au 
der  wichtigeren  Unlersncbnngen  erinnern,  bei  denen  die  A,  B,  C 
DG  weKntlicbe  KoUe  spielen  und  die  Analogie  der  B,  C  besonders 
irrortritt. 

Bekannt  ist  das  Auftreten  der  A,  B,  C  bei  dem  Problem  der  mehr- 
eben Differentiation  nach  x  von  /"(;»''),  /"(c*),  f(logx).  Ich  erinnere 
n*T  an  den  Znsammeuhang  der  B  mit  den  Combinationssummen  der 
iBwn  Zahlen,  und  zwar  mit  —  der  C  ohne  —  Wiederholnngen;  an 
*  Uc.II«  der  C  als  „FacultHtencoef ficienteo"  bei  dor  Anordnung 
I*  Binumialcoefficienten  uacli  Potenzen  seines  Exponenten  nebst  deren 
nbtiraug,  welche  die  Anordnung  der  natürlichen  Potenz  einer  Zahl 
Ich  Binomialcoefäcienten  derselben  leistet. 

Analog  hierzu  ist  die  Rolle  der  B-  und  C^-CgefBcicnten  bei  den 
.dinmal  allerdings  unendlichen)  Entwickelungen  der  rcciprokeo  Potenz 
eciproktin  FBcullÜlen,  und  eiee  vfran,  welche  ebenfalls  bekannt 
In  Uezng  auf  diese  erwähne  ich,  dass  ich  aus  semiconvergenton 
,  welche  nach  lallenden  Potenzen  einer  Variablen  fortschreiten, 
lireh  Entwickfilnng  nach  reclproken  facti ItJUen  noch  immer  coiLv«rg«ut« 
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Reihen    gewonnen  habe,    was  ich  nächstens  durch  einige  Beispiele  sn 
belegen  gedenke. 

Endlich  will  ich  auf  das  Auftreten  der  ß,  C  bei  der  Entwickelung 
der  B er noul Haschen  Function  nach  Binomialcoefficienten  ihres  (ersten) 
Argumentes,  und  vice  versa,  aufmerksam  machen,  welches  von  Herrn 
Leopold  Schendel*  entdeckt  und  {Lc:)  unlängst  mitgetheilt  worden 
ist  und  welches  ich  unabhängig  davon  ebenfalls  wahrgenommen  hatte« 

Durch  die  Bernoulli'sche  Function  gewinnen  die  B  mit  dem  Ex- 
ponenten —  1  ein  besonderes  Interesse.  Bekannt  ist  der  Zusammenhang 
derselben  mit  den  Bernonll loschen  Zahlen  und  den  harmonbehen 
Reihen. 

Die  Art  ihres  Verschwindens  für  n  =  00  ist  hiernach  durchaus  be- 
kannt,  indem  (während  Ä^j~*^=  — |  ist)  ^2n+i  =  ^  ***  ^^  «>0,  und 

ist.  —  Es  soll  nun  das  analoge  für  die  C^    geleistet  werden ,  für  welche 

nur  von  Martin  Ohm**    eine    nicht   sonderlich   nahe  kommende  obere 
Grenze  ermittelt  worden  ist. 

§  3. 

Aus  der  Gleichung 

1 


8)  üTr..i)=/^ +*)'"" 


0 
folgt    durch   Entwickelung    nach    Potenzen    von   z   und  Coefficientenver- 
gleichung 


9) 


-'1"'^  =/(")«  ^'^ 


0 

wobei  wir  uns  der  Seh lömilch' sehen  Bezeichnungsweise  für  die  Bino- 
mialcoefficienten  bedienen. 

Indem  man  ({/)„  auf  einen  u  entgegengesetzt  enthaltenden  Exponen- 
ten transformirt  nach  dem  bekannten  Schema 

10)  (,,)„=(-.l)n(„_,,_l)„^ 

sodann  n  —  u  —  l  =  r   als    neue  Integrationsvariable  einführt,    kann  man, 
nebenbei  gesagt,  der  Darstellung  10)  auch  noch  die  Form  geben 


*   Die    Bernoulli'schen    Functionen     und     das    Taylor'sche    Theorem, 
Jena  1876. 

**  Versuch  eines  vollkommen  conaequenten  Systems  der  Mathematik. 
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n-2 

Dm  Dan  die  Art  des  Verschwindens  dieser  Fnnction  bei  unendlich 
wiehaeodem  n  an  erfahren,  drücken  wir  in  10)  den  BinomialcoeiBcienten 
(i)i  darch  Factoriellen  oder  durch  Gammafunctionen  aus: 

Hit  Rücksicht  aof  einen  bekannten  Satz  der  letzteren  kann  man, 
Zlhler  und  Nenner  mit  Tin  —  ti)  multiplicirend  und  n>l  voraussetzend, 
n  Gestalt  von 

13)  (w).= . -^.^^^-^^ — = -^ [^  +  1,  „^«] 

jenen  aaf  ein  £uler*sches  Integral  erster  Gattung  [u  +1 ,  n  —  u]  zurück- 

nihren. 

Unter  Benutzung   der  gewöhnlichen  und  auch  der  Richelot^schen 

Fonndes  letzteren,  welche  bekanntlich  den  Vorzug  besitzt,  die  Symmetrie 

derFanction  bezüglich  ihrer  beiden  Argumente  auch  äusserlich  erkennen 

la  lassen,  nämlich 

1  1 

14)       [U  +  1  ,    «  -  U\  ^jr  (1  -  y)"  -  "  ->  ^y  =/  ^^^^-^^n^'  ^^ 

b  b 

crhilt  man  dann  für  6'^"'*  zweierlei  itoppelintegrale ,  für  deren  letzteres 
die  Bedingung  der  Umkehrbarkeit  der  Integrationsfolge  sich  ganz  un- 
mittelbar als  erfüllt  zeigt;  für  das  erstere  werden  wir  die  Berechtigung 
SQT  Umkehrung  a  posteriori  nachweisen. 

Zerlegt  man  noch  sin  {n  -- u)  n  nach  dem  Additionstheorem  des  siuus^ 
so  lissen  hernach   die  Integrationen    nach  u  sich   ausführen  gemäss  den 

Schemata 

1  1 

/*  ad-A-e'^)       r  w(14-e?«) 

n^  +  €t^      J  «*  +  «* 

0  0 

und  twsr  selbst  bei  beliebig  complexem  Werthe  von  n  —  eine  Annahme, 
die  wir  indess  hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen.  Für  eine  natürliche 
Zahl  n  erbalten  wir  die  einfachen  Ergebnisse 

1  1 


16)  (-1)»- 


0 
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deren    ersteres  noch  durch  die  Substitntion =:  x  dem  sweiten  meh^r- 

1  — i/ 

genähert. werden  möge,  wodurch  es  übergehen  wird  in: 


17)     (-i)-.ci-»=yi^.^ 


dx 


+{log  xr 

CO  1  CD 


Zerlegte    man    hier    das    Integral  /  in /+/ und    fUhrte   im  sweiteik. 

0      0      1 

Theile  —  statt  x  als  Integrationsvariable  ein,  so  würde  man  die  zweit» 

Formel  16)  erhalten,  und  da  man  diese  Ableitung  auch  umgekehrt  aus* 
fuhren  kann,  so  ist  die  Gleichung  17)  ebensogut  wie  die  sweite  Formel 
16)  bewiesen  und  der  oben  versprochene  Nachweis  jener  Umkehrunga- 
berechtigung  geleistet. 

Setzt  man   in  16)  noch  0:  =  ^"^,    in  17)  lieber  0:  =  «^,    so  ergeben 
sich  die  Ausdrücke: 

/O  OD 

0  —00 

deren    erster    (und    folglich    auch    zweiter)    sich    sogar    für  ns=l    noch 
als  giltig  erweist,  da  hier  direct  ersichtlich  ist,  dass 

<^{"'*  =y  («)i  du=^^J  -^^^  =  i  «rc/j,  00 . 


§4. 

Wir  wollen  die  bisherigen  Ergebnisse  beiläufig  zur  Ableitung  einiger 
merkwürdiger  Integralwerthe  benutzen. 

Setzt  man  die  beiden  Darstellungen  18)  in  die  um  ihr  Anfangsglied 

Cq       verminderte  Reihenentwickelung  der  erzeugenden  Function  der  (^"^^ 

ein,  welche  Entwickelung  zu  ihrer  Giltigkeit  mod.  z^l  voraussetzt,  so 
lassen  sich  die  unter  das  Integralzeichen  tretenden  Reihen  als  geome- 
trische Summiren  und  man  erhält,  wenn  durch  :  dividirt  und  noch  z— 1 
für  z  geschrieben  wird: 

jm  •  1        ,        1       ^oT     ^^  l+ZCOSid_ 

>  loqz^l^z         J    .T^  +  ^-"l  +  2zcoÄiO+c2' 

0 

sowie 

oft^  _L_ 4. _L_  r  ^^  _j _ 

—  00 
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vw»/^^»v»x^^v  •^■•^•^^-'-'.^»»^^■^^X  ^^«'^  ^'■^.r  y-'y 


Von  der  der  Herleitung  anhaftenden  Bedingung  morf.  (r  — 1)<1 
ODd  diese  beiden  Formeln  schliesslich  leicht  zu  befreien  und  ist  ihre 
Giltigkeit  auf  das  ganze  Gebiet  der.  complexen  Zahlen  z  mit  Ausnahme 
des  negativen  Theiles  der  reellen  Zahlenlinie  auszudehnen  durch  die 
Bemerkang,  dass  die  Integrale  rechter  Hand  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Functionen  von  z  sein  müssen,  sofern  nur  der  Nenner  unter  dem 
Integralzeichen  niemals  0  wird,  d.  h.  z  nicht  gerade  eine  negative  Zahl 
ist  Die  Aenderung  des  Integrals  stellt  sich  nämlich  dar  als  Product 
der  Aeoderung  von  z  in  ein  anderes  Integral,  welches  dann  a  fortiori 
eonvergiren  mnss;  sie  verschwindet  daher  zugleich  mit  dieser. 

Da  nun  eine  Function  nur  auf  eine  Art  stetig  über  ein  Gebiet 
Unaos  „ fortgesetzt '*  werden  kann,  so  muss  die  Gleichung  19)  resp.  20) 
auch  über  jenen  Convergenzkreis  der  erzeugenden  Function  hinaus  in 
Geltung  bleiben,  wenn  man  die  Definition  der  Function  linker  Hand  bis 
an  die  Ansnahmelinie  heran  stetig  fortsetzt,  d.  h.  wenn  man  unter  log  z 
den  fflglich  „Principalwerth^*  zu  nennenden  Werth  der  Logaritbmus- 
fnnction  versteht,  dessen  imaginärer  Theil  zwischen  —ni  (etwa  excl.) 
nnd-f)st  (incl.)  liegt,  so  dass  also  die  Function  ihren  Verzweigungs- 
schnitt  der  Axe  der  negativen  Zahlen  entlang  besitzt. 

Die  hiermit  gewonnenen  Formeln  19),  20)  scheinen  neu  zu  sein* 
finden  sich  wenigstens  nicht  in  derBierens  de  Haan* sehen  Sammlung. 
Die  zweite  leistet  gewissermassen  die  Partialbruch z'erlegung  der 
linker  Hand  stehenden  Function ,  zerlegt  dieselbe  nämlich  in  lauter  Brüche 
mit  (nnendiich  kleinem)  von  z  unabhängigem  Zähler  und  bezüglich  dieses 
Argumentes  linearem  Nenner. 


e» 


•    Anstatt  des  letzten  Bruches  könnte  in  20)  auch    ^  geschrieben 

werden,  wie  man  durch  Einführung  von  — -^  für  ^  erkennt. 

Auch  für  die  Euler  (MascheroniyscheConstanteC(-l)jF 0,577215*, 

ftr  welche  die  Darstellung  durch  eine  nach  den  Functionen  6'^""  fort- 
schreitende Reihe  bekannt  ist: 

ergeben  sich  auf  demselben  Wege  neue  Integralformeln,  da  die  unter 
du  Integralzeichen  tretenden  Reihen  hier  als  logarithmische  summirbar 
sind.    Diese  lauten: 

»)  q-i)=/^y,{e*%(i+e*)+e*to<,(i+.  n\=y'J^^/^ '-'•>, 

II  -00 


*  Das  Motiv  zur  Bezeichnimg  C7(— 1)  entlehne  ich  Einkelin^s  Allgemeiner 
^^rie  der  harmonischen  Beihen,  Baael  1862. 
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.  #M^^>^^^«^^'^«^\/^^/'M^%^M^MS^\^««V^«V^>W>^t^  ^« 


wo  im  letzten  Ansdruck  auch  e^  mit  e~^  vertanscht  werden  kann;   dem 
ersten  kann  man  auch  die  Form  geben: 

0 

§5. 

In  17)  snbstitnire  ich  a:  =  — ,     zerlege    das    nach    y    zu    nehmende 

CO        •        00 

1  tn/+/)    wobei    ich    in   Anwendung    von    Dirichlet's  Princip    der 

0     0» 

doppelten  Unendlichkeit  o>  selbst,  jedoch  so,   unendlich  annehme,  daas 

bei  nnendlich  wachsendem  n  noch 

23)  '«'"    .  — =0 

wird.     Es  empfiehlt  sich  hierzu  besonders  die  Annahme  u>  =  logn,     Mul- 
tiplieiren  wir  noch  mit  n  {log  n)',  so  kommt 

24)  (-1)"-'  <-'^-«  (%»)'=/|+^„ 
wo 

0  n 

bedeutet.     Ich  werde  nun  zeigen,  dass,  wenn  man  n  unendlich  anwachsen 

lässt,  /|  =  1  und  7^  =  0  wird. 

Aus  Aropire^s  bekannter  Bestform  der  Mac- Lau r in* sehen  Reibe 

in    ihrer  Anwendung    auf  die  Function   %(1  +  ^)  —  wenn  schon  beim 

lim 
ersten    Oliede    abgebrochen    wird    —    ist    leicht   abzuleiten,    dass  „!_» 

/  y\»  ,  y 

11  +  -)=^'  ist  auch  für  solche  unendliche  y,  für  welche  nur  ftm-  =  0 

bleibt.*     Der  zweite   Factor  unter  dem   Integralzeichen   in   /^   hat  den 

Orenzwerth  1 ,  wie  man  schon   für  den   grössten  vorkommenden  Werth 

m=zlogn  Yon  y,    um    so    mehr  also  für  alle  kleineren  Werthe  einsieht. 

Folglich  ist  in  der  Grenze 

logn 

limJ^  =  lim  jery  dy  =>  lim  (l  -  i  j  =1. 

0 
Die  Elemente  des  Integrals  in  J^  sind  ferner  sammtlich  positiv,  und 
zwar  wachsen   beide   Factoren   des   Nenners,    welche    für  sich   ebenfalls 


*  YergL  auch  Dirichlet-Mejer^s  Vorleaungen  über  die  Theorie  der  be- 
Btimmten  Integrale.    Leipzig,  Teabner,  1871,  S.  98. 
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ponÜT  8uid,  mit  zunehmendein  y.  Setzen  wir  daher  statt  des  zweiten 
Fieton  im  Nenner  dessen  Minimum,  welches  an  der  untern  Grenze ^=» 
lUttfindet,  so  erhalten  wir  etwas  zu  grosses,  also  ist 

OD 


(logn)*        r    dy 


Gehen  wir  znr  Grenze  über,  wobei,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  der 
Factor  Tor  dem  Integralzeichen  sich  der  Einheit  nähert,  und  führen  wir 
die  noch  erübrigende  Integration  aus,  so  muss  also  für  hinreichend  grosse 

II  sein 

•^,  <  -^  .  7 KtzTx  oder  <  (l  +^)e-" 

tud  folglich  ist  lim  /,=  0. 

Hiemit  ist  der  Satz  gefunden: 

25)  .^r„-(-i)"-' «(%«)•<-**=!. 

ud  moBs  also  fttr  ein  sehr  grosses  n  approximativ  sein 

Dies  Ifisst  sich  als  das  Anfangsglied  einer  für  hinreichend  grosse  n 
branelibaren  Reihen entwickelung  betrachten;  doch  ist  es  mir  bis  jetzt 
nicht  gelungen,  die  folgenden  Glieder  dieser  Entwickelung  zu  finden. 

§  6. 

Anllsslich    der   vorstehenden    Mittheilung   hat    mich  Herr  Lüroth 

dtnaf  aufmerksam  gemacht,   dass  dasselbe  Ergebniss  25)  sich  auch  aus 

dem  von  Weierstrass  *    aufgestellten    und   der   Definition   der  Facto- 

Helle  oder  reciproken  Gammafunction  mit  zu  Grunde  gelegten  Grenz werthe 

J6)  /tm      rr-Fcin)  _^ 

11= OD    Fc[u'\'n) 

■hielten  lasse,  was  ich  —  ausgehend  von  dem  bekannten  Stirling* sehen 

Greniwerthe  für  ^'if*^  r{n)  —  früher    ebenfalls  versucht,   jedoch  nicht 

dvehgeffthrt  hatte,     und  zwslr  wie  folgt: 
Nach  bekannter  Transformation  ist 

dther  kann  man  nach  26)  setzen 
W)  («)•=(- l)"i^c(-ti)«-«-^(l  +  a„), 


*  Crelle's  Journal,  Bd.  51  8.  Ißgg. 

8» 
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wo  ^n  eine  übrigens  auch  von  u  abhängige  Grösse  bedeutet,  die  bei  un- 
endlich wachsendem  n  sicher  verschwindet.     Da  aber 

_  1         _        -u 

stets  von  einerlei  Zeichen  (negativ)  bleibt,  wenn  u  von  0  bis  1  wächst, 
während  dn  in  diesem  Intervall  jedenfalls  stetig  mit  u  sich  ändert  (so- 
bald  n>l  gedacht  wird),  so  ist  der  „erste  Mittelwerthsatz*'  über  be- 
stimmte Integrale  anwendbar,  und  hat  man,  unter  s^  einen  Mittelwerth 
der  dn  zwischen  ti  =  0  und  ti  =  1  verstehend, 

1  1 

28)  (_  1)«  r(u)^du=^-^^  Ce-** ^^9n Fc{-^u)  du, 

0  0 

wo   dann    also  auch  .  !^^  .  f „  =  0  sein  muss. 


£ 


Man  zerlege  nun  das  Integral  /rechts  in  1  +  h    unter   der  Annahme 

0  0       £ 

f=^—p=zy  WO  /  bequemer  für  den  natürlichen  Logarithmus  steht. 
yln 

Wiederum  aus  dem  Grunde,  weil  Fc(— m)  sein  Zeichen  nicht  wech- 
selt,   muss   alsdann,   wenn    der  absolute  Betrag  einer  Grösse  durch  Ein- 
schliessung    derselben    zwischen    zwei  Verticalstrichen   ausgedrückt  wird, 
1  1  1 

8  f  0 

sein,  in  Anbetracht,  dass  das  Maximum  des  ersten  Factors  an  der  untern 
Grenze  u  =  b  stattfindet.     Man  kann  daher  setzen 

1  1 

29)  I  e-^^''Fc{'^u)du^-rine-^'rk  j  \Fc  {''u)\du, 

B  0 

WO  0<ijii<^l  ist;  das  Minuszeichen  ist  dadurch  gerechtfertigt,  daiss 
sämmtliche  Kleraente  des  Integrals  linker  Hand  negativ,  diejenigen  rechter 
Hand  positiv  sind. 

Setzt  man  ferner  Fe  (—  m)  =  —  w  Fe  (1  —  «)  ein ,  so  ist  abermals  nach 
jenem  Mittelwerthsatze  (weil  auch  e-"'"  sein  Zeichen  nicbt  wechselt) 

£  £ 

30)  /V« ' "  Fe  (—  m)  d  M  =  -  Fe  ( 1  —  d„  £ )  /  e— '".  M  d  M 

b  0 

r-^'^(^7^  +  l)-l 


yinf  {inf 

wo  auch  ^a  einen  echten  Bruch  bedeutet 


=^'('-^) 
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Durch  EinseUnng  dieser  ErgebniBse  entsteht 

1 


(-l)»/»(/n)«  Ati),rfu=-(l  +  f„)f'c/l-^)+e-^'^ 


3\) 

0 


vo 


0 
Wegen  des  Exponentialfactors  verschwindet  aber  trotz  der  unend- 
lich werdenden  Factoren  ^//}  unfL  {Iny  der  letzte  Term  rechter  Hand  in 
31)  in  Anbetracht,  dass  die  übrigen  vorkommenden  Factoren  endliche 
Grössen  sind,  und  da  Fe  {1)  bekanntlich  =1  ist,  wird  der  Grenzwerth 
der  linken  Seite  =3  —  1,  wie  zu  zeigen  gewesen. 

Karlsruhe,  im  August  1879.  Ehnst  Schröder. 


Nachschrift  des  Heransgehers. 

Der  von  Herrn  Prof.  Schröder  am  Ende  von  §  7  gefundene  Satz, 
dass  bei  grossen  n  näherungsweise 

1 

(-l)n-l 


/< 


{u)ndu  = 

n  (Iny 
0 

ist,  nnd  die  vom  Verfasser  daran  geknüpfte  Bemerkung  haben  mich  zu 
einer  flüchtigen  Untersuchung  desselben  Integrales  veranlasst,  deren  Be- 
snltat  ich  zur  Ergänzung  des  vorigen  Aufsatzes  mittheile. 
Das  Nächstliegende  würde  sein,  iis/zi-f-l* 

«--'iT?(-f)('-|)-(-a 

zn  setzen  und  das  Product  der  m  binomischen  Factoren  nach  Potenzen 
▼OD  u  zu  entwickeln.  Hierbei  tritt  aber  der  Uebelstand  ein,  dass  der 
Coefificient  von  u^  nämlicb 

gleichzeitig  mit  m  ins  Unendliche  wächst,  wodurch  die  Entwickelung  un- 
branchbar  wird.  Man  muss  sich  daher  nach  einer  andern  Beihe  umsehen, 
▼elebe  jenen  Coefficienten  nicht  enthält.  Dies  gelingt  auf  folgende  ein- 
ftche  Weise. 

Fttr  aUe  a  und  u  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

«••(l-y)(l— |)...(l-£)  =  6„+6,«  +  62«*+6juH..-., 
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worin  Öq^^I  ist.  Um  die  Übri^n  Coefficienten  su  bestimmen ,  ne 
man  die  Logaritbmen,  differenzire  in  Beziebnng  auf  u  und  entwi* 
linker  Hand  Alles  nacb  Potenzen  von  ti,  wobei  zur  Abkürzung 

_  1    ,    1    ,    1    ,         ,1 
*''""lp'^2p"*"3p"^*""^mP 
sein  möge;  es  ist  dann 

Setzt  man  die  nocb  disponible  Constante  a=ss^  und  schafft  den  E 
weg,  so  erhält  man  durch  Coefficientenvergleicbnng 

und  überhaupt  für  Ar>l 

Wegen  Nr.  2)  und  Nr.  1)  ist  nun 

und  hier  bedarf  es  nur  der  Multiplication  mit  du  und  der  nachhe 
Integration  zwischen  den  Grenzen  ti=0  und  ti  =  l,  um  das  gesucht 
tegral  zu  erhalten.  Die  rechts  vorkommenden  Einzelintegrale  findet 
leicht  recurirend;  wird  nämlich  zur  Abktlrzung 

1 

gesetzt,  so  ist 

5)  •'o  =  -T- 

und  durch  theilweise  Integration 


6)  Jk  = 


a 

Das  Endresultat  lautet  nach  diesen  Bemerkungen: 
1 

0 
Schon  bei  massigen  m  gewähren  die  Formeln  3)  bis  7)  eine  Ic 
Kechnung.     Bezeichnet  man   nämlich  mit  C  die  ^Constante   des  Int« 
logarithmus,   mit  B^^  B^^  B^  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen   unc 
Sp  die  Summe  der  unendlichen ,  für  p^l  convergirenden  Reihe 

ip^2r^  3P^'"' 
80    findet    man    s^y  s^,   s^   etc.   mittelst   der  bekannten  halbconverg« 
i^eihen 
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i=^„_l__4-_L  ^iA>        ,     B^p{p  +  1)  (p  +  2) 

'    ^'     {p^l)tnP-^'^2mv       1.2mP+»  "^       1  2.3.4 m'»+» 

und  hieraas    nach  Nr.  3)    die  Coefficienten  6^,  b^  etc.     Noch   einfacher 
wird  die  Sache,  wenn  tn  so  gross  ist,  dass  für  die  verlangte  Genauigkeit 

bereits  ^ —  vernachlässigt  werden  darf;  es  ist  dann 

a:=:C+lm,     e-«=  — «-^=0, 

m 

ferner  (flir  p>  1)  «p  =  Sp, 

.        X         —        1.  tZt»  t  »IC 

■nithin  anter  Rttcksieht  anf  die  Beziehung  2S2*  =  55f 
1 

0 

Beispielsweise  erhält  man  für  m  =  1000000 

a  =  14,392727;     S^  =  1,644934 ;     S^  =  1,202057 ;     S^  =  1,082323 

und  als  Summe  der  in  Nr.  8)  eingeklammerten  Reihe 

0,004814. 
Für  dasselbe  m  giebt  Herrn  Prof.  8chröder^s  Formel 

Tiöööööir ='•''''''' 

Die  geringe  Uebereinstimmung  beider  Resultate  erklärt  sich  leicht.  Aus 
der  Gleichung  8)  folgt  nämlich  di^  Schröder'sche  Formel,  wenn  man 
die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  reducirt  und  in  diesem  a^=iC-\-lm  durch 

'(w+l)  ersetzt,  d.  h.  (7=/(l +  — j  nimmt;  wegen  C=  0,577..  ist  dies 

^er  eine  etwas  starke  Vernachlässigung,  und  daher  kann  die  Schröder- 
»che  Formel  nur  als  eine  erste  Annäherung  gelten.  Sohlömiloh 


XnL   Der  kubische  Kreis. 


Zwei  beliebig  prpjectivische ,  schief  liegende  Strahlenbündel  erzeugen 
^Qrch  die  Schnittpunkte  der  homologen  Strahlen,  die  einander  treffen,  einen 
^ubiKhen  Kegelschnitt.  Derselbe  ist,  wenn  er  nur  einen  unendlich  fernen 
^kt  besitst,  eine  kubische  Ellipse,  und  kann  durch  ihn  ein  elliptischer 
vjliader  gelegt  werden,  AeBsea  ErzengnugBlimtn  nach  dem  uneiid\vc\x  i^tü^ii 
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»-V"^^rf-*-      '■S,'' 


Punkte  gerichtet  sind.  Die  kubische  Ellipse  kann  daher  auf  eine  am 
Richtung  dieser  Erzengungslinien  senkrechten  Ebene  als  ebene  Ellipse  pro 
jicirt  werden.  Es  kann  gefragt  werden,  ob  die  Projection  unter  Um 
ständen  ein  Kreis  sein  könne,  sodass  ein  Specialfall  der  kubischen  Ellip- 
sen existirte,  welcher  den  Namen  des  kubischen  Kreises  verdlenec 
würde.  In  der  mir  zugänglichen  Literatur  habe  ich  darüber  nichts  g( 
funden  und  theile  daher  nachfolgende  kleine  Untersuchung  dieses  Gegen- 
standes mit. 

Es  seien  S,S^  die  Mittelpunkte,  o,a';  ^,6';  r,c'; ...  die  homologen,  sicim 
schneidenden  Strahlenpaare  der  beiden  Strahlenbündel,  und  unter  dieseim 
a\  X    insbesondere  das  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  kubischen 
Ellipse  gerichtete  parallele  Strahlenpaar,  welches  also  auf  dem  Cylinder 
liegt,   der  die  Curve  enthält.     Die  Strahlen  x,  x   sind  die  Axen  zweier 
homologen  Ebenenbüschel,  deren  homologe  Ebenenpaare  o,  a\  ß,  ß^\  y^y^,.^ 
sich  in  den  Erzeugungslinien  dieses  Cylinders  schneiden  und  die  Strahlen- 
paare a,  (i\  b,  h'\  Cy  r'; . . .   enthalten.     Durch  jeden  Punkt   des  kubischen 
Kegelschnitts   geht   daher  ein  solches  Paar  Ebenen.     Eine  zur  Richtung 
des  Cylinders   senkrechte  Ebene  ^  schneidet  die  Ebenenbüschel   in  zwei 
ebenen   projectivischen   Strahlenbüscheln,   deren  Mittelpunkte  JC,  X!  auf 
Xy  x'  liegen.     Diese    Strahlenbüschel   erzeugen   durch   die   Schnittpunkte 
ihrer   homologen  Strahlen   den  elliptischen  Schnitt  der  Ebene  £  mit  dem 
Cylinder.     Zwei  Ebenen  (,  (',  durch  S,  S'  senkrecht  zu  x,  x'  gelegt,  sind 
nun    entweder    homolog   oder   nicht,    weil   zwei   allgemein   projectivische 
Strahlenbüodel  sich  auch  dadurch  von  projectivischen  gleichen  Strahlen- 
bündeln unterscheiden,  dass  die  auf  zwei  homologen  Strahlen  senkrecht 
stehenden  Ebenen    nictit  immer  homolog  sein  müssen.     Für  diese  Unter- 
suchung jedoch  kommen  nur  diejenigen  Ebenen  «,  e  in  Betracht,  welche 
homolog  sind.     In   diesem   angenomqieuen  Falle  sind  auch  die  Strahlen 
in  f,  t'  homolog,   und  die  durch  dieselben  gebildeten  Strahlenbüschel  S, 
S^  projectivisch,    von    denen    der   eine    mit   dem   Strahlen büschcl  A',    der 
andere  mit  dem  Strahlenbüschel  X'  congruent  ist.    Der  elliptische  Cylinder- 
schnitt  in  |  wird  nun  ein  Kreis,   wenn  die  beiden  Strahlenbüschel  in  f, 
s'  unter  sich  congruent  werden  und  sich  in  gleichartiger  Lage  befinden. 
Die  Ebonenbüschel  sind  dann  gleichfalls  congruent  und  gleichliegend  und 
erzeugen    einen  Kreiscylinder.     Dieser  Fall    tritt  nun    immer   ein,   wenn 
die  schief  liegenden  Strahlenbündel  projectivisch  gleich    und  die  Strahlen- 
büschel   in    den   parallelen,    homologen  Ebenen  f,  e    gleichliegend  sind. 
Aber  auch  bei  allgemein  projectivischen  Strahlcnbtindeln  kann  dieser  Fall 
eintreten,  wenn  die  Strahlenbüschel  in  den  homologen  Ebenen  e,  e   pro- 
jectivisch gleich  und  gleichliegend  und  die  auf  ihnen  senkrechten  Strahlen 
homolog  sind.    In  zwei  allgemein  projectivischen  Strahlenbündeln  befinden 
sich  nun  zwei  Paar  homologer  Ebenen  mit  projectivisch  gleichen  Strahlen- 
hüBcheln,  was  in  ihrer  perspectivischen  Lage  leicht  zu  ersehen  ist,  nämlich: 
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1.  die  zum  perspectivischen  Dnrchschoitt  parallelen  Ebenen; 

2.  die  Ebenen,  welche  eich  in  derjenigen  Geraden  des  perspecti- 
Tischen  Durchschnitts  schneiden,  durch  welche  eine  zu  dem 
Seheitelstrahl  senkrecht  gelegte  Ebene  die  Strecke  SS'  halbirt. 

Diese  beiden  Fälle  reduciren  sich  auf  einen,  wenn  der  Scheitel- 
itnhl senkrecht  aaf  dem  perspectivischen  Durchschnitt  steht,  somit  in 
diefem  Specialfalle  die  Strahlen bündel  nur  ein  Paar  homologer  Ebenen 
bilen. 

Die  Ebenenpaare  des  ersten,  wie  zweiten  Falles  können  nur  dann 
10  (,  i  werden ,  wenn  beide  Fälle  zu  einem  sich  verbinden,  d-  h.  wenn 
der  Scheitelstrahl  senkrecht  auf  dem  perspectivischen  Durchschnitte  steht, 
weil  sonst  die  auf  diesen  Ebenen  senkrechten  Strahlen  nicht  homolog 
nnd  Qnd  deshalb  auch  nicht  a\  x   sein  können. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Werden  zwei  projectivisch  gleiche  oder  zwei  allgemein 
projeetivische  Strahlenbündel,  welch'  letztere  nur  ein  Paar 
eongraenter  Strahlenbündel  haben,  im  Kaume  so  gelegt,  dass 
bei  den  ersteren  ein  beliebiges,  bei  letzteren  jenes  eine 
Paar  congruenter  Strahlenbüschel  parallel  liegen  und  in 
gleicher  Folge  der  homologen  Strahlen  sind,  im  Uebrigen 
aber  sich  in  schiefer  Lage  befinden:  so  erzeugen  die  einen, 
wie  die  anderen  Strahlenbtindel  durch  die  Schnittpunkte  der 
bomologen,  einander  begegnenden  Strahlenpaare  einen  ku- 
bischen Kreis,  und  die  Richtung  des  parallelen  homologen 
Strahlenpaares  der  Bündel  ist  die  des  Kreiscylinders,  wel- 
cher die  Curve  enthält. 

Bei  dieser  Fassung  wurden  die  Grenzflille  des  kubischen  Kreises, 
wie  seio  gänzliches  Verschwinden  und  der  Fall,  in  welchem  zwei  pro- 
jectiTische,  schief  im  Baume  liegende  StrahlenbUndel  statt  des  kubischen 
den  ebenen  Kreis  erzeugen,  unberücksichtigt  gelassen,  weil  diese  Fälle 
nicht  speciell  sind ,  sondern  der  Betrachtung  der  kubischen  Kegelschnitte 
im  Allgemeinen  angehören. 

Diese  Untersuchung,  die  sich  auf  zwei  projeetivische  Strahlenbündel 
Wbr&nkte,  kann  auch  auf  zwei  projeetivische  Ebenensysteme  übertra- 
ge werden,  welche  dann  durch  analoge  Schlüsse  zu  demselben  Resul- 
tate fthrt. 

Carlsrnhe.  R.  0.  Consbntius. 
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XIV.  üeber  die  Bestimmnng  der  schiefen  Lage  zweier  proj( 

Strahlenbüschel  in  der  H>ene. 

(ffierzu  Taf.  I  Fig.  1—4.) 

Wenn  zwei  allgemein  projectivische  Strahlenbüschel  S,  S^  concen- 
triscb  und  gleicbliegend  in  der  Ebene  liegen,  deren  homologe  Axen  s^  s' 
und  /,  f  seien  und  deren  homologe  Strahlen  g^  g  so  liegen,  dass  Ltg 
=  L  {g\  so  gilt  der  bis  jetzt  unbestrittene  Satz,  dass  die  Strahlenbfischel» 
wenn  der  kleinere  Supplementwinkel  s/'^2.sg  ist,  zwei|  wenn  er 
=  2.5^  ist,  einen,  und  wenn  er<2,sg  ist,  keinen  Doppelstrahl  haben 
(Dr.  Hermann  Wd^issenborn,  Die  Projection  in  der  Ebene). 

Da  nun  aber  keine  Kegel  aufgestellt  werden  kann-,  welchem  Paare 
homologer  Axen  die  Benennung  s,  s'  oder  t^  i  zugewiesen  werden  muas, 
die  Wahl  derselben  im  Gegentheil  ganz  beliebig  ist,  so  hat  man  bei  der 
so  oder  anders  beliebten  Buchstabengebung  für  den  zu  messenden  klei- 
neren Supplementwinkel  5/',  dessen  Grösse  in  beiden  Fällen  gleich  bleibt, 
als  Maass  zwei  verschiedene,  sich  complementirende  Winkel  ig^  wodurch 
der  aufgestellte  Satz,  wo  nicht  hinfällig,  mindestens  zweifelhaft  wird, 
und  wenn  der  eine  dieser  beiden  Winkel  sg  der  richtige  ist,  so  fehlt 
dessen  Bestimmung  und  für  dieselbe  der  Beweis. 

Folgende  Betrachtung  führt  zu  einer  unzweifelhaft  richtigen  Measong. 

Man  bestimme  ganz  beliebig  die  Benennung  der  homologen  Axen 
durch  Sy  /  und  /,  i,  —  Bezeichnet  man  nun  (Fig.  1)  jeden  der  beiden 
kleineren  Supplementwinkel  sg^  welche  als  Scheitelwinkel  gleich  sind, 
durch  if;,  so  gebt  aus  dem  Vorstehenden  hervor,  dass  jeder  der  kleineren 
Supplementwinkel  ig^  welche  als  Scheitelwinkel  gleich  sind,  zu  gleicher 
Zeit  aber  auch  jeder  derselben  ein  Complementwinkel  zu  dem  kleineren 
Supplementwinkel  $g  ist,  das  gleiche  Becht  auf  diese  Benennung  durch 
t^  hat.  Um  diese  beiden  Paare  t/;  zu  unterscheiden,  sei  ^,  der  klei- 
nere Supplementwinkel  sg^  und  '^t  der  kleinere  Supplementwinkel  ig. 
Wie  aber  in  dem  einen  Sinne  g  zm  s  liegt,  so  liegt  im  entgegengesets- 
ten  Sinne  in  gleicher  Winkelentfernung  A  zu  ^,  und  deshalb  ist  auch 
der  kleinere  Supplementwinkel  sh=^iif,  und  der  kleinere  Supplement- 
winkel th^=i\^t*  Jeder  der  rechten  Winkel  sl  wird  somit  (wie  Fig.  1  es 
zeigt)  durch  g  oder  h  in  die  Winkel  t/;«  und  i\>t  getheilt.  Da  aber  ebenso 
gut  t/;«  ^  t^t  sein  kann ,  so  ist  i/;  durch  diese  Bezeichnung  nur  der  Lage, 
nicht  der  Grösse  nach  unterschieden.  Sollen  nun  diese  beiden  sich  com- 
plementirenden  Winkel  ^  (Figg.  2  u.  3),  nämlich  i^  =  45®  +  «,  ihrer 
Grösse  nach  unterschieden  werden,  so  werde  tf;  =  45^  +  ^  durch  ^^.^ 
und  1^  =  45^  —  07  durch  t/;_  bezeichnet,  wobei  i|;+,  wie  ^_  je  naeb  dar 
Lage  von  g  (oder  h)  ebenso  gut  (wie  die  Figuren  dies  zeigen)  ^«,  wi» 
^t  sein  können. 


lAff.  man  nun  zwei  ftllgemein  projectivische  8tr Ahlen bUschel  S,  S' 
Wcentrücl)  so  aarein&niler,  daes  die  gleichoaniigf^ii  Axen  aufeinander 
(tUcD,  »Q  haben  die  Bflscbel  die  heiden  Doppelstrahlen  ss  und  tt'.  Legt 
DMi  dieselhen  Büschel  in  derselben  Lage  nun  auch  excentiisch ,  so  dasa 
"i'i  folglich  anch  l\\f  ist,  so  müssen  die  Prnjectionspunkte  der  liomo- 
logra  Strahlen  auf  einer  Hyperbel  liegen ,  weil  durch  jenen  Parallelismu« 
die  Cnrre  «wei  unendlich  ferne  Punkte  hat.  Ks  zeigt  sich  also  äugen- 
«buDÜch,  dasE  bei  dieser  concenlrischen,  wie  eicentrischen  Lage  die 
Bdullile  durchaus  nicht  durch  die  GrÖHse  von  i^j,,  welches  ebenso  gut 
Vi,  nie  tf^  sein  kann,  bedingt  werden.  —  Denkt  man  sich  nun  bei 
diwer  concentrischeD ,  wie  eicentrischen  Lage  deo  Büschel  S  fest  und 
lü»  sieb  den  KUscbel  S  nm  seinen  Mittelpunkt  in  dem  einen  oder  ent- 
C«geBg«Bet2ten  Sinne  bewegen,  so  werden  bei  der  coocontriBclien  Lage 
.bei  beiderlei  Drehungen  so  lange  swei  Doppel  strahlen  bleiben,  bis  die 
tamer  nälier  aneinander  rückenden  Doppel  strahlen  hei  einer  gewissen 
ißiöiM  dea  Winkels  st'  sich  in  einen  Doppelstrahl  verlieren,  wSbrend 
lei  der  excentriachen  Lage  der  Büschel  ebeneo  lange  die  Projections- 
fsukte  der  homologen  Strahlen  eine  Hyperbel  erzeugen  müssen,  bis  diese 
la  eine  Parabel  und  zwar  bei  derselben  Grösse  des  erwähnten  Winkels 
ti  übergeht,  bei  welcher  in  der  etmceuiriscben  Lage  die  Anzahl  der  Dop- 
pebilrihUn  von  zwei  auf  eins  übergeht,  weil  die  Doppelstrablen  der  con- 
untriichcn  Lage  die  homologen  Paralleletrahlen  der  exc.entriscben  Lage  sind. 

Legi  man  andererseits  die  Büschel  conceniriscb  eo  aufeinander,  dass 
di*  Qogle ich nam igen  Axen  aufeinander  fallen,  so  füllt  (  auf  s,  si  auf  I, 
I  n!  A,  Ä'  auf  g,  es  giebt  folglich  nur  ideelle  und  keine  reellen  Doppel- 
Nnblcn;  und  legt  man  die  Büschel  in  derselben  Lage  excentrisch,  so 
im  i\\^,  folglich  (||*',  !7||A',  h\\g  ist,  es  mithin  keine  homologen  Parallel- 
Mnblen  gieht,  so  müssen  die  Projections punkte  der  homologen  Strahlen 
uf  tiaer  Ellipse  liegen,  weil  die  Curve  keinen  unendlich  fernen  Punkt 
bat.  Deokt  man  eich  wieder  bei  dieser  concentrischen ,  nie  excentrischeu 
Wo  <len  Büschel  ^S  fest  und  iHsst  sich  den  Büschel  ^  nm  seinen  Mittel- 
plakt  iu  dem  einen  oder  entgegengesetzten  Sinne  bewegen,  so  wird  bei 
"id«tlci  Drehuug  es  bei  der  coucent riechen  Lage  so  lange  keine  Doppel- 
anbl«a  geben,  bis  bei  jener  gewissen  Grösse  des  Winkels  sf  sieb  ein 
Mlcbcf  bildet,  wührund  hei  der  excentriechen  Lage  aus  dem  obenerw&hn- 
1*11  Ginude  ebenso  lange  die  Projectionsp unkte  der  boroologen  Strahlen 
WBc  EUlipye  erzeugen  müssen,  bis  diese  iu  eine  Parabel  und  zwar  bei 
8"  «mahnten  gewiesen  Grösse  des  Winkels  sl"  übergeht,  bei  welcher  in 
in  eoDcen Irischen  Lage  die  Anzahl  der  Doppelstrablen  von  Null  auf 
Siu  abeigftlit. 

£•  ist  jetxt  nur  noch  nöthig,  die  Grösse  des  Winkels  s/  zu  bestim- 
**".  bei  welcheiD  in  cnncpntrischer  Lage  pin  Diippelstrahl  eintritt,  während 
"I  «ueDtriacher  Luge  die  r»rabel  erzeagt  wird.   —   Es  wurde  augeftoi 
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^■^     ^S^-^0 


men,  dass  s  fest  bleibe  und  (  sich  in  beiderlei  Sinne  drehe.  Geht  die 
Bewegung  des  Strahles  l  von  s  aus  und  durchläuft  je  einen  Quadranten 
sl  in  beiderlei  Sinne,  so  bat  ^  alle  nur  möglichen  Lagen  eingenommen, 
weil  jeder  Halbstrahl  von  /'  in  einem  Quadranten  seinen  ihm  zugehörigen 
Halbstrahl  in  dessen  gegenüberliegenden  Quadranten  hat.  Es  mnss  sich 
deshalb  in  jedem  der  vier  Quadranten  die  gesuchte  Lage  von  i  finden, 
d.  h.  sie  muss  nothwendigerweise  zweimal  eintreten.  Diese  beiden  Lagen 
von  i  mögen  durch  t\  und  i^  bezeichnet  werden,  welche  dann  eintreten, 
wenn  der  bewegliche  Strahlenbtischel  S>  in  die  eine  oder  andere  der 
beiden  Lagen  gelangt,  in  welchen  5f'=  2t/;  =  90®  +  2x  ist,  weil  dann 
bei  der  concentrischen  Lage  der  Strahlenbüscbel  jeder  dieser  vier  Winkel 
entweder  durch  den  Doppelstrabi  gg'  oder  hh'  halbirt  wird  oder  auf  dessen 
Halbirungslinie  einer  dieser  Doppelstrahlen  senkrecht  steht.  In  jeder 
dieser  beiden  Lagen  von  t'  haben  also  die  Strahlenbtischel  nur  einen 
Doppelstrahl,  und  beide  dieser  Lagen  von  ^,  nämlich  t\  und  f^^  begren- 
zen einerseits  den  Spielraum  =4j:,  in  welchem  sich  zwei,  und  anderer- 
seits den  Spielraum  =]80  — 40:,  in  welchem  sich  keine  Doppelstrahlen 
vorfinden,  während,  wenn  die  Strahlenbüscbel  excentrisch  sind,  in  diesen 
beiden  Lagen  von  t  die  Projectionspunkte  homologer  Strahlen  eine  Parabel 
erzeugen  und  beide  Lagen  von  <'  den  Spielraum  der  Hyperbeln  ^^Ax  und 
den  der  Ellipsen  =  180  —  4a!;  begrenzen.  Und  da,  wie  gesagt,  in  jedem 
Quadranten  st  sich  eine  dieser  Lagen  von  /',  nämlich  entweder  f^  oder  f^ 
vorfindet,  so  bilden  auch  in  jedem  Quadranten  ein  Halbstrabi  von  s  und 
ein  Halbstrahl  von  /',  oder  t\  einen  Winkel  5/'=2t/;_,  weil  2?/;^.  grösser, 
als  ein  Quadrant  ist.  —  Und  da  nun  schliesslich  aus  dem  Vorstehenden 
deutlich  hervorgeht,  dass  in  jedem  der  vier  Quadranten  alle  beliebigen, 
jedoch  unter  einander  gleichen  Winkel  sl\  wobei  der  Sinn  der  Winkel 
nicht  in  Betracht  kommt,  eine  Lage  der  Strahlenbüschel  bedingen,  die, 
wenn  letztere  concentrisch  sind,  die  gleiche  Anzahl  von  Doppelstrahlen 
haben,  und  wenn  sie  excentrisch  sind,  die  gleiche  Art  von  Curven  erzeu- 
gen, so  geht  hieraus  der  folgende  Satz  hervor: 

Wenn  zwei  allgemein  projecti vische  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  concentrisch  gleich  liegen,  und  wenn  1.  der  klei- 
nere Supplementwinkel  5^>2i/;^  ist,  so  haben  sie  swei; 
2.  wenn  er  =  2t/;._  ist,  so  haben  sie  einen,  und  3.  wenn  er 
<27/;_  ist,  so  haben  sie  keinen  Doppelstrahl;  während,  wenn 
sie  excentrisch  liegen,  im  ersten  Falle  eine  Hyperbel,  im 
zweiten  eine  Parabel  und  im  dritten  Falle  ein  e  Ellipse  durch 
die  Projectionspunkte  homologer  Strahlen  erzeugt  wird.  Der 
Spielraum  für  zwei  Doppelstrahlen,  wie  der  für  die  Hyper- 
beln ist  4a:,  und  der  für  keinen  Doppelstrahl,  wie  fttr  die 
Ellipsen  ist  180 -4a;. 

Garlsruhe.  B.  0.  CoMSBMTiUS, 
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.   Zur  Darstellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen. 

In  der  Abhandlung:   t,Die  Darstellung  der  eindeutigen  analytischen 

Functionen    durch    unendliche    Producte    und    Partialbrucbreiben ,    von 

C.  Frensel   in  Berlin'*    im   5.  Hefte   des   XIV.  Jahrgangs   (ausgeg.  am 

15.  Angust  1879)  Ibrer  Zeitscbrift  für  Mathematik  und  Physik  ist  zunächst 

eine  Ableitung  für  die  von  Herrn  Weierstrass  angegebene  Formel 

enthalten.  Abgesehen  von  einigen  Rechenfehlern,  die  sich  in  den  Bei- 
spielen finden,  ist  die  Anlage  der  ganzen  Ableitung  eine  durchaus  nicht 
wissenBchaftlich  strenge.  Bis  zu  dem  Punkte,  wo  der  Verfasser  auf  die 
Fonnel 

(S. 323)  kommt,  lässt  sich  Nichts  einwenden.  Der  Schi uss  auf  das  Fol- 
gende jedoch  ist  unbegründet.     Denn  es  ist 

Wenn  nun  für  n  >  v  die  Reihe 


*  mod 


a 


w 


eonvergirt,  also  auch  die  Reihe 


^f  ^k 


^^il  m^  ganze   endliche  Zahlen   sind,   so   wird   dadurch  nur    ^,n  statt 

^«  zu  setzen  sein,    während  die  folgenden  Summen  von  v  bis  Qo  als 

nobedingt  convergente  Potenzreihen  nur  einen  Factor  e^^**^  liefern.    Wie 
&ber  steht  es  mit  dem  erbten  Ausdrucke? 


I 


w" 


«—  ,/n— i)  bildet  nun  keine  unbedingt  convergente  Potenzreihe; 
denn  betrachtet  man  zwei  Glieder  aus  der  Unendlichkeit,  so  wird 

;i  + 1  a<"^  n 
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^^^^\i^^^N^^^^^l^.^.^^^^^^^^^i^^^^\^^h^hM^k^k^^rf^ 


Nun  ist  lim — --  =  1.     Die   Grösse    u  kann   der  Voraussetzung 

//  +  1 

jeden  beliebigen  endlichen  Werth  haben,   denn  es  wird  ja  f{u)  ftl- 

endliche,  sonst  beliebige  u  entwickelt;   ebenso  aber  wird     im^u  cndli 

sein,  denn  nach  Formel  2^  (S.  322)  ist  durchaus  nicht  ersichtlieh,  d 
diese  Grössen  eine  convergente  Reihe  bilden ;  es  ist  ja  nicht  nöthig,  d 
die  Reihe  der  Coefficienten  einer  Potenzreihe  convergent  sei,  wenn  diese 
selbst  convergent  ist.  Demnach  wird  der  obige  Quotient  eine  endliche, 
im  Allgemeinen  unbestimmte  Zahl  sein,  von  der  nicht  nachgewiesen  ist, 
dass  sie  kleiner  als  1  ist;  damit  ist  aber  gezeigt,  dass  dieser  Ableitung 
zufolge  die  unendliche  Summe 


^' 


«!La(— 1) 


keine  unbedingt  convergente  ist,   diese  Grösse  somit  in  dem  Weier< 
st  rassischen  Ausdrucke  fehlen  würde  und  derselbe  also  lauten  müsste 


»— 1 


<'=»(«)+:?-(?2v)+^"^'-"- 

was  aber  der  Wei  erst  rassischen  Formel  nicht  entspricht. 

Was  die  Beispiele  zur  Productenentwickelung  betrifft,  so  ist  8.  326 
offenbar  eine  Reihe  von  Gliedern  weggelassen,  denn 


pn  +  ^ 


enthält  alle  Glieder  von  7  bis   — — *  mehr,  als  die  Reihe 


2 
Die  Anzahl  der  fehlenden  Glieder  wird  hieraus 

«  +  f-(-"-i)  =  2«  +  2. 
Die  Endformel  wäre  richtig,  wenn  die  Summe 

1_ 

lauten  würde;  da  dies  aber  gemäss  der  von  Herrn  Weierstrass  ab- 
geleiteten Formel  falsch  ist,  weil,  wie  aas  2)  (8.  326)  ersichtlich  ist,  k 
alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  soll,  in- 
dem für  dieselben  cos(nu)  verschwindet,  so  ist  auch  die  Formel  4)  un- 
richtig. 
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Als  drittes  Beispiel  ist  die  Gammafunction  gewählt.  Nun  wird  aber 
fieeelbe  nicbt  nur  für  die  Wertbe  0,  —1,  —2,  ...  unendlicb,  sondern 
fibr  liamtliehe  Wertbe  m  ^  0,  denn  es  wird  für 

OD 

0 
xesOein  kritiseber  Punkt,  und  in  diesem 

je  niehdem  ti  ^  0 ;  für  ti  =  0  wird  scbon 


[?-d=.=t'"'^--=^' 


■bo  ist  die  Oammafunction  eine  solcbe,  welcbe  in  allen  Punkten  der 
legidven  ti-Axe  endlicb  wird.  Ganz  anders  verbält  es  sieb  mit  der 
▼on  Herru  Weierstrass  im  LI.  Bande  des  Crelle'scben  Journals  be- 
Itndelten  Function  Fc{u)j  welcbe  wirklich  nur  in  den  Punkten  0,-1, 
*-2i ...  unendlich  wird  und  für  welche  die  Form  angegeben  ist  (Formel 
47,  8.34,  Bd.  LI  in  Crelle's  Journal): 

Auch  bei  der  Partialbrncbentwickelung  finden  sich  einige  Unrichtig- 
keiten;  so  zeigt  sich,  dass  die  erste  Formel  auf  S.  333  fehlerhaft  ist  und 


\ni  ß    V  —  u 


^nil  v—u  ^  v«  — "t/    (.t**  — *)! 


[muten  soll;  hiermit  wird  die  zweite: 


jLJ     ^     (.W-Cri/     I.UÄ-A;!        Int  J    V—U 

(«) 

ind  S.  334: 


/(«')= 2*^' (-i)^^sr*"'^j 


1        1       1 


(|UA  — A)!*(ait  — ti'/       a\\ 


+  2 


f{y)  =  A  +  id, 


1_    /•  «^  f{v)  dv 

»•'    /     V      V  — « 


A«)  =  ^»^'+«rf. 


e  nmchdem  r=sO  ein  Nullpunkt,   ein  neutraler  Punkt  oder  ein  Unend- 
ichkeitspankt  fi^  Ordnung  von  f(v)  ist. 
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Verschwindet  das  letzte  Integral,  so  erhält  man  schliesslich  i 
entsprechend  veränderten  Endformeln  3n,  3^,  3c,  S.  336. 

Auf  die  zn  dieser  Entwickelang  gewählten  Beispiele  tiht  dieser  U 
stand  keinen  Einflnss  ans,  indem  bei  der  Entwickelnng  von  cot{nu)  u 
Fr{u)    die   Unstetigkeitspnnkte   von   der  ersten,    und   bei   der  Fnncti 

p{u)  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  -wo  der  Factor       ^        in  1  üb 

geht. 

Wien,  im  October  1879.  Norbert  Hbrz 


VII. 

üeber  Hermite's  Auflösung  der  Gleichung 

fftnften  Grades. 

Von 

Dr.  H.  Krey 

in  GH^ttingen. 


In  den  Comptes  rendus  vom  Jahre  1858  zeigte  II  er  mite,  dass  sich 
die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  durch  elliptische  Functionen 
l^n  lasse.  Angeregt  durch  wichtige  Vorarbeiten  von  Gulois,  welcher 
bereits  ausgezeichnete  Eigenschaften  der  Modulargleichungen  der  niederen 
Grade  entdeckt  hatte,  vervollständigte  er  dessen  Untersuchungen  und 
gelangte  auf  diesem  Wege  zu  seinem  merkwürdigen  Resultate. 

Bald  darauf  publicirten  auch  Kronecker  und  Brioschi  ihre  Lö- 
sungen der  Gleichung  fünften  Grades.  Ersterer  gab  eine  Andeutung, 
wie  sich  die  Lösung  auf  die  einer  Kesolvente  sechsten  Grades,  welcher 
dorch  elliptische  Functionen  genügt  wird,  zurückführen  lasse,  während 
Brioschi  die  Multiplicatorgleichung  sechsten  Grades  zum  Ausgangs- 
punkte nahm. 

Eine  Darlegung  von  Brioschi^s  Lösung  findet  sich  im  Jahrgange 
1S59  dieser  Zeitschrift. 

Die  Hermite'sche  Auflösung  hat,  was  die  Art  der  Herleitung  be- 
trifft, vor  der  Brioschi*  sehen  manche  Vorzüge.  Die  ungemein  compli- 
eirten  Rechnungen,  welche  die  letztere  erfordert,  werden  bei  Her  mite 
gus  vermieden;  es  tritt  der  Kern  der  Sache  und  die  Bedeutung  älterer 
Dnterauchungen,  welche  zuHermite^s  schöner  Entdeckung  geführt  haben, 
<ientlicher  hervor.  Mit  Hilfe  eines  Galois* sehen  Satzes,  welcher  ans- 
agt, data  gewisse  nicht  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  der  Mo- 
^nlargleichung  sechsten  Grades  rational  durch  die  Coefficieni^n  der  Gleich- 
es ausdrückbar  sind,  gelangt  Her  mite  durch  wenige  Schlüsse  zum 
Ziele. 

Die  hierher  gehörigen  Arbeiten  sind  gesammelt  unter  dorn  Titel: 
•Air  la  theorie  des  dqualions  modulaires  et  Ja  resolulion  de  Cequolian  du 
^qmeme  degri,  Par  M.  Hermile,  Paris  1859.*'  Die  Untersuchungen 
U)tt  ModolargleichiingeD ,  welche  diese  Schrift  enthält,   sind  we\t  kW^^- 

fJfMtbämMlIk  a.  Pbjnlk  XXV,  3,  ^ 
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meiner,    als   für   den   Zweck  der  Lösnng  der  Gleichnng  fünften  Grad      -^ 
erforderlich  wäre;  andererseits  aber  ist  die  Darstellung  an  einigen  Stelh 
knapp   nnd   scheinbar  lückenhaft;   so   fehlt   z.  B.    der  Beweis  des  schi 
erwähnten  Gal eis* sehen  Satzes.     Dass  die  Begründung  desselben 


wegs  einfach  ist,  ersieht  man  ans  Camille  Jordan's  grossem  Werki 
„Traue  des  subsiüulions  et  des  equations  algehriques,  Paris  1870*',  in  wfe"l 
chem  überhaupt  alle  von  Hermite  benutzten  algebraischen  Sätse  bewi^^ 
sen  sind. 

Die  späteren  Bearbeitungen  dieses  Gegenstandes,  welche  mehr  ao/" 
die  algebraische  Seite  des  Problems  eingehen,  setzen  die  Hermite* sehe 
Lösung  als  bekannt  voraus.  Da  sich  nun  diese  weder  in  Lehrbücbero 
der  elliptischen  Functionen ,  noch  in  den  grösseren  Werken  über  Algebra 
vollständig  dargestellt  findet,  so  erscheint  vielleicht  der  Versuch  gerecht- 
fertigt, durch  Zusammenstellung  der  nötbigen  Hilfssätze  und  möglichst 
einfache  Begründung  derselben  das  Studium  der  Hermite* sehen  Abhand- 
lung zu  erleichtern.  Dabei  wird  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nur  die  Kenntniss  des  Jacob i' sehen  Transformationsproblems 
vorausgesetzt.  Auf  den  Galois' sehen  Satz,  dass  jede  algebraiacbe 
Gleichung  ihre  „Gruppe'*  von  Substitutionen  hat,  soll  hier  nur  so  weit 
eingegangen  werden,  wie  derselbe  für  die  Fünftheilungsgleichung  sur 
Anwendung  kommt. 

Der  Beweis   dafür,   dass  sich  jede  Gleichung  fünften  Grades  in  die 
Jerrard'sche  Form  ,  ,  ,   ,       /x 

bringen  lässt,  soll  hier  nicht  wiederholt  werden;  derselbe  findet  sich  z.  B. 
in  Serret' s  Algebra,  auch  in  Bd.  4  dieser  Zeitschrift.  Es  sei  hier  noch 
bemerkt,  dass  die  Jcrrard' sehen  Resultate  und  Bestrebungen  ausführ- 
lich dargestellt  sind  von  Hamilton  in  dem  „Report  of  the  sixlh  meetmg 
of  the  British  Association,     London  1837." 


§  1.    Die  Modulargleichung  sechsten  Orades. 

Auf  S.  36  der  „Fundamenta"  giebt  Jacob  i  die  allgemeine  Lösung 
seines  Transformatiousproblems  für  einen  unpaaren  Transformationsgrad  n. 
Für  71  =  5  lautet  dasselbe: 

Wie  sind  der  Integralmodul  /  und  Zähler  und  Nenner  der  Substi- 
tution A  I  S   I  i; 

als  Functionen  von  k  zu  bestimmen,  damit  der  Differentialausdruck 

dy ^ 

bis  auf  einen  constanten  Factor  (Multiplicator)  in  den  gegebenen 
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dx 


Ibergehe? 

Dafl  Transfonnationsproblem  setzt  den  Begriff  der  elliptischen  Func- 
üonen  nicht  vorans;  es  ist  ursprünglich  ein  rein  algebraisches  nnd  ist 
inch  von  Jacobi  für  die  einfachsten  Fälle  (n  =  3,  5)  als  solches  behan- 
delt worden.  Anf  S.  28  der  „Fnndamenta**  giebt  er  die  folgende  Rela- 
tion (Modnlargleichnng)  an,  welche  zwischen 

beiteht: 

1)  ti«-»«+5w«t;«(ii»-r«)  +  4t/e;(l-ii*i;*)  =  0, 

wdehe  e  als  sechsdentige  Function  von  u  definirt,  also  sechs  Lösungen 
andeutet. 

Ffir  höhere  Transformationsgerade  ist  diese  Art,  die  Modulargleich- 
Qngen  sn  bilden,  nnthunlich.  Da  zeigt  aber  Jacobi  in  überraschender 
Weise,  dass  die  Lösung  des  allgemeinen  Transformationsproblems  ver- 
mittelt wird  durch  elliptische  Functionen,  deren  Argumente  Theile  von 
Perioden  sind;  für  n  =  5  insbesondere  hat  man  (Fund.  S.  37) 

a,       4/7      ,.,     .  \mK+AmiK'    .  %mK+%miK' 

2)  yi=skf*  sm  coam •  stn  coam z > 

5  ö 

wo  IN,  tn  beliebige  ganze  Zahlen,  nur  nicht  gleichzeitig  ^0(mo(/5)  sein 
können. 

Diese  zweifache  Art,  das  Transformation sproblem  zu  lösen,  ist  nun 
besonders  für  die  Algebra  fruchtbar  geworden.  Es  ist  der  Umstand  an 
sich  schoD  von  Interesse,  dass  die  Wurzeln  einer,  wenn  auch  speciellen 
Gleiebnng  sechsten  Grades,  die  durch  Radicale  nicht  angebbar  sind,  durch 
elliptische  Functionen  ausgedrückt  werden  können  und  dass  umgekehrt 
die  sechs  Ausdrücke  2)  die  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Coeffi* 
aenten  rational  von  k^  abhängen. 

Die  Ausdrücke  2)  sollen  wie  folgt  bezeichnet  werden: 

Vo  =k'*  stn  coam  4 ^ 5m  coam  8 = 

^  5  5 

3)  {  (^  =  0,1,2,3,4), 

v^ssskt*  stn  coam  — -—  sin  coam  — -— . 

Ausserdem  aber  empfiehlt  sich  wegen  der  später  anzuwendenden  Substi-* 
tntionstheorie  die  Einführung  gebrochener  Indices.     Man  setze  allgemein 

4)  9^=:kf*stncoam4 = stncoamb ^ . 

Jeder  gebrochene  Index  ist  einem  ganzzahligen  äquivalent;  es  ist 
i^^^h,  wenn  m  nnd  m'  beide  von  Null  verschieden  sind, 
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t;^#  =  Py,  wo   mv  =  m'(mod5), 

m 

oder,  wie  man  nach  dem  Vorgänge  von  Gauss  bisweilen  schreibt. 


m 


—  =  V  {nwd  5). 
Hiemach  ist  immer 

2  3  4 

Die  Bezeichnung  4)  steht  offenbar  mit  3)  nicht  in  Widerspruch. 

Abgesehen   von   dem  Factor  k\   sind   die  Ausdrücke   4)   sftmmtli^csfa 
von  der  Form 

stn  coam  tv  stn  coam  2  w,    wo    w  = . 

5 

Dies  ist  rational  in  sirfiamw  darstellbar;  denn  für  den  zweiten  Factor  h«^ 

man  unmittelbar 

^  1  —  2  sirr amw  +  tr  sirram w 

stncoam2wz=z- —         .    ,   ,,    .  . . 

*  1  —  2  A*  strr  am  w  +  Ar*  stn*  am  fv 

5)  sin ambw^ss  sin  am  w .  f(sin^ am  w) 

folgt  ferner  durch  Differentiation  eine  Oleichung  von  der  Form 

6)  cos  am  5  n^  dambnf  =  f^(sin^amw)  .  cos  am  w  /famw^ 
wo  die  linke  Seite  =1  ist.     Andererseits  hat  man 

cosamw  Aamw 

sin  coam  w  = ,,    ,  ^ , 

1  —  k^snramw 

wo   der  vorigen  Gleichung  zufolge  der  Zähler  in  der  verlangten  Weise 
ausdriickbar  ist.     Daher  besteht  immer  eine  Gleichung 


^v                                       ^/  .  o       mAK  +  m'AiK'\ 
7)  v^  z=z  f^Um^ am j, 


WO  f^  eine  vollkommen  bestimmte  rationale  Function  ist;  ihr  Argument 
ist  das  Quadrat  einer  Wurzel  der  Fünftheilungsgleichung.  Auf  die  Wur- 
zeln der  letzteren  lassen  sich  also  die  Wurzeln  der  Modulargleichnng  zu- 
rückführen. 

§  2.   Die  Fünftheilungsgleichung. 

Man  erhält  dieselbe  aus  der  schon  benutzten  5) ;  /*  ist  eine  gebrochene 
Function,  deren  Zähler  und  Nenner  vom  12.  Grade  in  Bezug  auf  ttn'nm u 
ist  (vergl.  Enneper,  Ell.  Funct.  S.  319,  oder  Koenigsberger,  Ell. 
Funct.  II  S.  195).     Setzt  maü  in  der  Gleichung  5) 

mAK  +  m'AiK' 


W'  = 


5 


so  verschwindet  die  linke  Seite;  es  verschwindet  also  auch,  wenn  nur  m, 
m'  nicht  gleichzeitig  =0  {modb)  sind,  der  Zähler  des  zweiten  Factors  der 
rechten  Seite;  und  dieser  Zähler  giebt,  gleich  Null  gesetzt,  nchdem  x  an 
die  Stelle  von  sin  am  w  getreten,  eine  Gleichung  vom  24.  Grade 
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8)  Z=0 

nit  den  Waraeln 

ftx  mAK+tnAiK' 

9)  Xn,  m'  =  stn  am . 

Die  24  Wurzeln  sind  paarweise  entgegengesetzt  gleich, 

nan  könnte  also  die  Oleichung  8)  durch  eine  Gleichung  zwölften  Grades 
nit  den  Wurzeln  x^  ersetzen.  Diese  Gleichung  zwölften  Grades  hat 
aehoD  Abel  untersucht,  ihre  Wurzeln  in  sechs  Paare  gruppirt,  der  Art, 
dui  sich  jede  Wurzel  durch  die  demselben  Paare  angehörende  rational 
losdrücken  lässt,  und  bat  darauf  die  Zurückfährung  der  Theilungsgleich- 
nog  aaf  eine  Gleichung  sechsten  Grades  basirt. 

Ffir  das  Folgende  ist  es  vortheilhaft,  die  Gleichung  24.  Grades  8) 
beisubehalten.  Sie  gehört  zur  Classe  derjenigen  Gleichungen,  zwischen 
deren  Wurzeln  rationale  Beziehungen  stattfinden,  und  zwar  kann  man 
tli  Quelle  dieser  Relationen  die  folgenden  ansehen : 

WO  2  eine  Tollkommen  bestimmte  rationale  Functionsform  bedeutet.    Diese 

Beziehnngen   sind   eine  unmittelbare  Folge  des  Additionstheorems;   nach 

9)  ist 

ZmAK+mAiK'  ,    |tt.4  A^^- 114',  4i  AT' \ 
aJ«+/u.  m'+A*'  =  *«'»  «»^  \^ 5 + 5 ) ; 

die  Entwickelung   der  rechten  Seite   giebt   eine   rationale  Function   von 
''^■.iiS  J^fi^fi'  und  von  Ausdrücken  der  Form 

m.4ir+m'.4fÄ"   ,        mAK  +  m'Aik'' 

cos  am dam , 

5  5 

die  nach  6)  sich  rational  durch  x,n,m'  ausdrücken  lassen. 

Die  Relation  10)  ist  als  specieller  Fall  (m  +  |tt  =  5,  m'+fi==5)  in  11) 
^Bthalten.  Sieht  man  von  diesem  Ausnahmefalle  ab,  so  verbindet  die 
GIfiehang  11)  immer  drei  Wurzeln  miteinander;  durch  zwei  nicht  ent- 
gegengesetzt gleiche  drückt  sich  eine  dritte  rational  aus,  und  umgekehrt 
1^  sich  eine  gegebene  Wurzel  auf  verschiedene  Arten  durch  zwei  an- 
alere rational  darstellen.  Offenbar  kann  man  beliebig  viele  weitere  Rela- 
^nen  zwischen  mehr  als  drei  Wurzeln  herstellen  durch  wiederholte  An- 
vendnng  und  Combination  der  Gleichungen  11). 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Auffinduhg  eines  Kriteriums,  wornach 
SQ  entscheiden  ist,  ob  sich  eine  gegebene  rationale  Function  der  Wurzeln 
derTheilungsgleichung  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  rational  aus- 
''tteken  llaat  oder  nicht  Zu  dem  Zwecke  möge  ein  Satz  von  Lagrange 
^nnigesdiiekt  werden. 

8md  fl^i,  ...  Xn  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
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>  W%^-^N/\MA^t^V^^n^^N^^^^^V^^/>M^^^'NM^k^M> 


15)  \r,s         ar+ßs,     yr+ös\. 

Die  verschiedenen  Substitutionen  dieser  Art  erh&lt  man,  wenn  man 
die  zulässigen  Zahlenqnadrupel  a,  ß,  y^  ö  auf  alle  möglichen  Arten  w&hlt, 
wobei  jede  dieser  Zahlen  durch  ihren  kleinsten  Rest  {modS)  eisetst 
werden  kann. 

Wendet  man  die  Substitution  15)  auf  die  Gleichung 

11)  ^m+M.  m'4-/*'  — Z(^m,m',    a?iM,m')  =  ^ 

au ,  so  erhalten  die  Argumente  von  %  die  Indicespaare 

(am  +  ßfn,    ym  +  öm)  und  {aii  +  ßfi\    yfi  +  ^fi'), 
und  die  erste  in  11)  vorkommende  Wurzel  erhält  die  Indices 

^{m  +  ii)  +  ß{m+ii')  =  (am  +  ßm)  +  {a(i  +  ßii') 
und 

y  ('^  +  ^)  +  ^  (m+  fi')  =  (ym  +  öm)  +  {y  11  +  6(1)] 

die  neue  Gleichung  würde  also  nichts  mehr  und  nichts  weniger  aussagen, 
als  die  Gleichung  11);  auch  die  Gleichung  13)  bleibt  mithin  richtig  nach 
Ausführung  der  Substitution   15). 

Umgekehrt  ist  jede  Substitution,  welcher  man  die  Gleichung  13) 
unterwerfen  kann,  von  der  Form  15);  denn  soll  das  Wurzelpaar  a?«,M'f 
^'fi.fi'  in  irgend  ein  anderes  X|,,nS  ^v,v'  Übergehen,  so  kann  man  immer 
a,  /3,  /,  d  so  bestimmen,  dass 

am  +  /5m  =  n,      ym  +  öm'  =  n 
rt^  +  Pfi=v,      yii  +  ön^v 
Die    dritte    Wurzel    ist    dann    nicht    mehr    willkürlich,     sondern    voll- 
ständig  bestimmt,  wenn  die  Gleichung  11)  oder  13)  richtig  bleiben  soll. 

Dieses,  in  Verbindung  mit  dem  über  die  Gleichung  14)  Bemerkten, 
lehrt,  dass 

16)  Ä(F,)=Ä(F,)  =  Ä(F,)  =  ...  =  0, 

wenn  mit  S^  (identische  Substitution"),  S^,  ^^,  •••  die  verschiedenen  in 
der  Form  15)  enthaltenen  Substitutionen  bezeichnet  werden,  dass  aber 
für  die  übrigen  V^  welche  anderen  Substitutionen  entsprechen ,  Ä  ( F) 
nicht  verschwindet. 

Die  Gleichung,  welche   V^^V^^...Vfi  zu  Wurzeln  hat, 

(r-F,)(F-F,)...(r-FA-)  =  o 

oder 

17)  r^+/>j/A'-i+..  +/>j,=o, 

hat  zu  Coefficienten  I\y...Py  symmetrische  Functionen  aller  jr,  also 
rationale  Functionen  der  Oocfficienten  der  Gleichung  8). 

Die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Gleichung  17)  und  der  folgenden 
18)  /?(F)  =  0 

sind  nach  16) 

und  nur  diese.  Sucht  man  also  den  grössten  gemeinschafllichen  Theiler 
der  Ausdrücke  17)  und  18),  erhält  man  eine  Gleichung 
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^^^«^^<MW*^  * 


/(F,*,)  =  (F-r,)(F-F',)...(K-F'„); 

dieser  Aosdnick  aber  kann  für  F=  V^  nicht  verschwinden ,  weil  der  An- 
nikme  nach   V\^   F'^,  ...  T'^  sämmtlich  von    Fj  verschieden  sind. 

Da  man  alle  Wnrzeln  x^^  ...  Xn  in  der  verlangten  Weise  darstellen 
kmn,  80  folgt: 

Jede  rationale  Function  der  Wurzeln  x^^  ...  Xn  der  Gleichung 
1=0  lässt  sich  rational  durch  F,  und  die  Coefficienten  der  Gleichung 
ansdräcken.     Hat  man  auf  diese  Weise  eine  Gleichung 

erbalten,  so  bleibt  dieselbe  richtig,  wenn  man  beide  Seiten  einer  und 
dfirselben  Permutation  der  x  unterwirft,  wobei  an  die  Stelle  des  Argu- 
ments Fj  der  Function  R  einer  der  mit  F^,  ^3)  •••  f^i/  bezeichneten  Aus- 
drucke tritt;  denn  die  Herleitung  setzt  nicht  voraus,  dass  ein  Theil  der 
Wurzeln  vor  den  übrigen  durch  irgendwelche  Eigenschaften  bevorzugt  sei. 
Kehren  wir  jetzt  zur  Theilungsglcichung  und  zur  Bezeichnung  der 
X  mit  zwei  Indices  zurück.  Wir  bilden  eine  Combination  der  Gleich- 
ungen 11) 

13)  -Sy-[j^m+|,,m'  +  f4'-z(^m,»/,    ^/i, /*')]  =  0, 

WO  die  y  unbestimmte  Constanten  sind  und  die  Summe  so  viele  Glieder 
enthalt,  dass  alle  Paare  von  nicht  entgegengesetzt  gleichen  Wurzeln  je 
einmal  als  Argument  der  rationalen  Function  %  vorkommen.  Nach  dem 
Sitze  von  Lagrange  kann  man  die  linke  Seite  durch  Fj  ausdrücken 
und  erhält  so  eine  Gleichung 

14)  R{V,)  =  0. 

Es  fragt  sich,  ob  dieselbe  richtig  bleibt,  wenn  mau  das  Argument  l\ 
durch  ein  anderes,  einer  Substitution  Sa  entsprechendes,  F^  ersetzt.  Der 
oben  über  die  Function  if;  gemachten  Bemerkung  zufolge  beantwortet  sich 
diese  Frage  dabin,  dass  die  Substitution  F^  für  F^  in  14)  immer  dann 
und  nur  dann  zulässig  ist,  wenn  die  Substitution  Sa,  auf  13)  angewandt, 
nieder  zu  einer  richtigen  Gleichung  führt.  Substitutionen ,  welche  dieser 
^zteren  Bedingung  genügen,  lassen  sich  allgemein  angeben;  es  sind  die- 
jenigen, welche  Xr,«  überführen  in  irar+/j*,yr+d»)  wo  a,  /3,  y,  6  ganze 
Zahlen  sind,  die  bis  auf  die  Einschränkung 

aö  —  ßy  nicht  =0  (modb) 
bdiebig  gewählt  werden  können.     Dass  man  wirklich  eine  Substitution 
^f^t,  ist  leicht  zu  zeigen;   denn  sind  (r^s),  ((^>  <^)  verschiedene  Paare 
▼on  Indices,  so  gilt  dasselbe  von  den  Paaren 

{ar  +  ßs^  yr  +  ds)  und  (a^  +  j5a,  yQ  +  öö); 
*v  der  Annahme  des  Gegentheils  leitet  man  den  Widerspruch  her 

{Q--r){a6-ßy)  =  {a-s){aö-ßy)^0  {modb). 
*^  in  Sede  stehende  Substitution  lässt  sich ,  da  es  nur  auf  die  Indices* 
pura  inkommt,  wie  folgt  scbreiheü : 
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15)  \r,s         ar+ß$,     yr+ös\. 

Die  verschiedenen  Substitutionen  dieser  Art  erhält  man,  wenn  man 
die  zulässigen  Zahlenquadrupel  a,  ß,  y^  ö  auf  alle  möglichen  Arten  w&hlt, 
wobei  jede  dieser  Zahlen  durch  ihren  kleinsten  Rest  {modS)  ersetst 
werden  kann. 

Wendet  man  die  Substitution   15)  auf  die  Gleichung 

au ,  so  erhalten  die  Argumente  von  %  die  Indicespaare 

(am  +  ßm\    ym  +  örn)  und  {aii  +  ßfi\   yfi  +  ^f*')» 
uud  die  erste  in  11)  vorkommende  Wurzel  erhält  die  Indices 

<^{m  +  ii)  +  ß{m+  ii')  =  {am  +  ßm)  +  (a(i  +  ßii') 
und 

y  ('^  +  ^)  +  ^  (m'+  ft')  =  (y w  +  ^m)  +  {Yii  +  d(i)'j 

die  neue  Gleichung  würde  also  nichts  mehr  und  nichts  weniger  aussagen, 
als  die  Gleichung  11);  auch  die  Gleichnng  13)  bleibt  mithin  richtig  nach 
Ausführung  der  Substitution   15). 

Umgekehrt  ist  jede  Substitution,  welcher  man  die  Gleichung  13) 
unterwerfen  kann,  von  der  Form  15);  denn  soll  das  Wurzelpaar  Xm,m*% 
'^'fi.fi'  in  irgend  ein  anderes  Xm.n'j  ^v, /  übergehen,  so  kann  man  immer 
o,  /3,  y,  d  so  bestimmen,  dass 

An+ßfi—v,      Yfi  +  öfA^v 
Die    dritte    Wurzel    ist    dann    nicht    mehr    willkürlich,     sondern    voll- 
ständig bestimmt,  wenn  die  Gleichung  11)  oder  13)  richtig  bleiben  soll. 
Dieses,  in  Verbindung  mit  dem  über  die  Gleichung  14)  Bemerkten, 
lehrt,  dass 

16)  Ä(F,)=Ä(F,)  =  Ä(F,)  =  ...  =  0, 

wenn  mit  S^  (identische  Substitution"),  S„^  S^,  ...  die  verschiedenen  in 
der  Form  15)  enthaltenen  Substitutionen  bezeichnet  werden,  dass  aber 
für  die  übrigen  V^  welche  anderen  Substitutionen  entsprechen ,  Ä  ( F) 
nicht  verschwindet. 

Die  Gleichung,  welche   ^n  ^\,  •-  •  f'^y  zu  Wurzeln  hat, 

(r-r,)(F-F,)...(F-F^-)  =  o 

oder 

17)  r^  +  />^F3'-i+..   +/>jy  =  0, 

hat  zu  Coefficieuten  /',,...  /^  symmetrische  Functionen  aller  jt,  also 
rationale  Functionen  der  Coefficienten  der  Gleichung  8). 

Die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Gleichung  17)  und  der  folgenden 

18)  /?(F)  =  0 
sind  nach  16) 

und  nur  diese.  Sucht  man  also  den  grössten  gemeinschafllichen  Theiler 
der  Ausdrücke  17)  und   18),  erhält  man  eine  Gleichung 
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19)  F^+(>|f^^->+...+£>,  =  0 

mit  ittionaleii  Coef&cienten  nnd  den  Wnrzeln   F^,  F«,  F^,  .... 

Auf  der  Existenz   einer  solchen  Gleichung  bernht   der  Beweis   des 
folgenden  Satzes: 

Jede  rationaleFnnction  ^de'r  Wurzeln  Xr^s  der  Theilnngs- 

gleiehang,  welche  durch  Anwendung  sämmtlicher  Substitu- 

tioDen  der  Form 

|r,5  ar-^-ßs^     yr  +  d«! 

in  einen  gleichwerthigen    Übergeht,    ist    rational  durch   die 

Coefficienten  der  Gleichung  ausdrückbar. 

Der  Voraussetzung  nach  ist  ^=  ^''^  =  ^^^  =  ^^  = . , . ,  also  folgt,  wenn 

man  ?  wieder  durch   V^  ausdrückt, 

^=^(F,)  =  /'(Fa)  =  F(F*)=... 
oder 

d.  h.  Vigl  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  19), 
alio  eine  rationale  Function  von  Qyy  ...  (), ,  mithin  selbst  rational. 

§  3.   Die  Wurzeln  der  Modulargleiehung. 

Auf  die  Wurzeln  der  Modulargleiehung  übertragen ,  giebt  der  soeben 

bewiesene  Satz,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  7),  den  folgenden:* 

Solche  rationale  Functionen  der  Wurzeln  v„^'  der  Modu- 
ln 

l^rgleichung,    welche    durch    Anwendung    sftmmtlicher   Sub- 
stitutionen der  Form 
«Ä\  m  am  -{•  ßm 

Qogeftndert  bleiben,  sind  rationale  Functionen  von  ^^. 
Die  Substitutionen  20)  oder 


20) 


av  +  ß 


.   .        (v  =  oo,0,  1,  ...  4), 
yv  +  ö 

oiit  welchen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  beziehen  sich  anf  sechs  Elemente 
^9)%v^,  •••  ^41  für  welche  es  im  Ganzen  720  Substitutionen  giebt.  Die 
^*U  der  verschiedenen  Substitutionen  20)  beträgt ,  wie  sich  zeigen 
^rd,  120. 

Sei  erstens  y=0,  dann  darf  man  immer  d=  1  setzen,  da  man  für  d>  1 
durch  Hnltiplication  des  Zählers  nnd  Nenners  mit  einer  geeigneten  ganzen 
Z*kl  »n  die  Stelle  von  6  eine  Zahl  =  1  {mod  5)  bringen  kann.  Man  er- 
^^t  80  die  20  Substitutionen 

21)  Iv 


av  +  ß\ 
(«=1,2,3,4;     /5  =  0, 1,2,3,4) 


•VglHermite,  l  c,  8,59. 
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Zweitens  sei  /  nicht  =  0  (mo//5);  dann  darf  man  y  =3^1  nebmen  und 
erhält  die  100  Substitutionen 


oder 

22) 


ai 

'  +  iS 

v  +  6 

V 

a ' 

(' 

(^  =  «6-/3) 


wo  o,  d,  d  unabhängig  von   einander  die  folgenden  Wertbe  anuebmen 

können : 

a  =  0,l,2,3,4;     6  =  0,  1,2,3,4;     z/=l,2,3,4, 

Functionen  der  v^  welche,  ohne  symmetriscb  zu  sein,  den  Beding- 
ungen des  Galois 'sehen  Satzes  genügen,  bat  Her  mite  wirklieb  ge- 
bildet.    Er  beweist  den  Satz: 

Symmetrische  Functionen  der  folgenden  fünf  Wurzel- 
Verbindungen 

23)  \  (r.  -  Vg)  (»3  —  v^)  {v^  -  Po)  =  ^2  > 

("ao  -  «'s)  (^4  -  «^2)  («'o  -  «^1)  =  H  > 
(''»  -  «^4)  («»o  -  ^^  iPi  -  «^2)  =  2^4 

ändern    sich    entweder    nicht    oder    ändern    ihr   Vorzeicben, 
wenn  man  sie  den  Substitutionen  20)  unterwirft. 

Die  Ausdrücke  23)  lassen  sich  in  den  einen  zusammenfassen 

24)     zi  =  (v^  —  v{)  (yx  +1  —  vxAri)  {p2\x  —  H\i)  U  =  0 ,  1 ,  2,  3 ,  4). 
Wenn  A  >  0 ,  ist  auch 

n  =  -  (^j  (p^  —  n)  (»'0  -  «^2^)  0'3;i  -  «'41), 

I  V  )  =  + 1  oder  —  1 ,  je  nachdem  A  Quadratrest  (mo</5)  ist  oder  nicht« 

Durch  die  Substitutionen  21)  geht  za,  wenn  man 

25)  aA  +  /3  =  f*(morf5) 

setzt,  über  in 

(y«  —  ff»)  («^a+/it  —  P4a  +  /tt)  («>2a  +  M  —  «^a  +  j*)  1 

d.  h.  in  r^,  wenn  «=1  oder  4,  in  —  *ft,  wenn  a  =  2  oder  3. 

Erhält  nun  der  Index  A  nach  einander  die  Wertbe  0,  1,  ...  4,  so 
durchläuft  fi  dieselben  in  anderer  Reihenfolge,  wie  aus  der  Congruenz 
25)  hervorgeht;  symmetrische  Functionen  der  fünf  z  gehen  also,  bis  auf 
das  Vorzeichen,  in  sich  über. 

Noch  ist  die  Wirkung  der  100  Substitutionen  22)  zu  untersucben. 
Man  darf  sich  aber  auf  die  20 

-d   ! 


wo 


26) 


v  +  d 


Von  Dr.  H.  Krby.  139 


/M^^MMM^^^^^^^. . 


bcKhiJuikeii;  denn  sobald  gezeigt  sein  wird,  dass  diese  die  z  in  ein- 
lader  fiberftthren,  folgt  dasselbe  für  die  Substitutionen  22);  eine  der 
letsteren  hat  nämlich  genan  dieselbe  Wirkung,  als  hätte  man  zuerst  die 
SobstitQtion  26),  dann  aber  die  schon  in  der  Form  21)  enthaltene 

I V         V  +  «I 
«ugefUirt. 

Was  nun  die  Wirkungen  der  Substitutionen  26)  betrifft,  so  lässt  sich 

leicht  seigen ,  das»  in  allen  Fällen 

zi  übergeht  in  (  t-J'^m' 

▼0  sieb  fi  durch  die  Congruenz 

0L  +  6)yL  =  2d(modh) 

bestimmt.  Ersetzt  man  überall  die  gebrochenen  Indices  der  r  durch 
ganse  (?gl.  §   1),  so  erhält  mau  aus  :jt,  je  nachdem 

il  +  6  =  0,l,2,3,4(worf5) 

ist,  die  folgenden  Ausdrücke: 

K  -  ^tJ  )  iPzJ  -  ^id)  ("^    -  «^0.  )      =  ±  2^  » 

WO  immer  das  Pluszeichen  gilt,  wenn  ^=1  oder  4,  das  Minuszeichen, 
wenn  /^  =  2  oder  3  {modb). 

Es  möge  hier  der  sehr  einfache  Beweis  eines  Satzes  Platz  finden, 
wslcheD  Her  mite  (/.  c.  S.  8)  angiebt  und  welcher  für  das  Folgende 
▼on  Wichtigkeit  ist. 

Die  Function  zi  (Function  von  k)  geht,   wenn   k   durch   —     ersetzt 

K 

TOi,  über  in  rs^-^it+i- 

Geht  k  über   in  — ,  so  geht  bekanntlich  über 

K  in  ki^K^iK'),     A"  in  kK\ 
>ko  wegen 


sm  coam 


(,.„.^)._1_ 

\         Ar/       stncoamu 


(^wdümenia  pag  1\)  geht  über  [vgl.  den  Ausdruck  4)] 

,^  j^  J 1 

^  ^^  ifcV.  5i>icoam^[(m  +  m')iÄ''+mA']  sin  coam  \[{m  -{-  m)i  K'  +  m  K] 

Vp  also  m ,     »n   in    ^ . 

Dm  Product  der  sechs  v  ist  aber  gleich  dem  von  r  unabhängigen  Gliede 
ier  Hodolargleichnnjr^  «J^o  =  —  «^=  —  k'/\ 
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Symmetrische  Functionen  der  z  sind,  wie  man  sieht,  im  Allgemeinen 

nicht   symmetrische  Functionen  der  r.     Unter  ihnen  ist  eine  unsgezeich- 

net,   deren  Quadrat   man  sogleich  als  eine  symmetrische  Function  der  9 

erkennt,  nämlich 

^0  -1  H  h-i=^n  (^r  —  V,)  =  yJD, 
das  Product  der  15  Wnrzeldifferenzen;  ihr  Quadrat,  die  Discriminante /^ 

der  ModulargleichuDg^  ist  rational  in  r/=  yk. 

Aber  man  kann  ferner  zeigen,  dass  auch  yD  rational  ist  und  daas 
infolge  dessen  die  Giltigkeitsbedingungen  des  Galois' sehen  Satzes  eine 
EinschrSnkuDg  gesUtten. 

§  4.   Die  Discriminante  der  ModulargleiohaiLg. 

Um  das  Quadrat  D  des  Productes  der  15  Wurzel dififere uzen  Vr  —  v,  der 
Gleichung 

1)  G  =  p6  +  4m^»^  +  öw^ü*  -  bu^v^  —  4  «r  -  ««  =  0 

zu  finden,   könnte   man  nach  den  gewöhnlichen  Kegeln  der  Elimination 

verfahren ,  also  die  Gleichung  homogen  machen ,  indem  man  statt    9 

setzt,  mit  i\^  multiplicirt,  dann  aus -r-  =  0,     —-  =  0    v  und  w  eliminirt. 

^  ov  d  w 

Dabei   ergiebt  sich   eine   zehnrcihige  Deteiminantc    (die  man  durch  eine 

fünfreihige  ersetzen  kann,  deren  Elemente  zweireihige  Determinanten  der 

dG 
Elemente  der  ersteren  sind);    die  fünf  Horizontalreihen,  welche  von  -r — 

o  w 

herrühren,    haben   sammtlich   den    Factor    n\    nach    dessen  Ausscheidung 

haben  noch  die  beiden  von  Null  verschiedenen  Elemente  der  letzten  Ver- 

ticalreihe  den  Factor  i<,   D  also  den  Factor  n^.     Da  ferner  ein  Glied  der 

Determinante  sechsmal  den  Factor  ri^,  viermal  den  Factor  u^  enthält,  so 

erreicht  D  den  Grad  54. 

In  dem  vorliegenden  Falle  der  sehr  speciellen  Gleichung  sechsten 
Grades  braucht  man  nun  die  zehnreihige  Detormiuante  nicht  wirklieb 
auszurechnen,  um  ihren  Werth  zu  ermitteln;  man  kann  Werthe  von  m 
angeben,  für  welche  die  Gleichung  1)  mehrfache  Wurzeln  hat.  Abgesehen 
von  dem  Falle  f/  =  0,  in  welchem  alle  sechs  Wurzeln  =0  werden,  bat 
man 

für  w»  =1  6'  =  (r  +  iv')^  (r2  -  ?/2) 

für  M»  =  -  1      (;  =  {v  —  u^Yiv^  +  6  M*  ü^  -  6  u^ *;*  -^u*v  +  h% 

In  beiden  Fällen  besitzt  also  G  einen  mohrfachen  Factor,  daraus  kann 
man  bereits  schliesscn,   dass 

wo  die  Exponenten  Vj,  v^  noch  zu  bestimmen  sind,  ein  Factor  der  Dis- 
criminaute  ist.    Für  u  =  Y—  1 ,  ü  =  m^  verschwinden  nicht  nur  C,  -^ ,  son- 
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den  AQch  r— ,  also  ist  u  —  y—l    Doppelfactor    der    Discrimante,    und 

r|=2.  Fttr  f/s=:|/l   hat    die    Oleicbnng    nicht    nnr    eine   Doppelwnrzel, 

•oDdfrn  eine  fünfTache  Wnrzel  c  =  — 11^=  +  !/,  deshalb  ist  m  — |/1  vier- 
facher F&ctor  von  D.     Der  Ansdrnck 

li«(w«-l)*.(M«+l)« 

ift  vom  Orade  54,  also  von  D  nur  noch  nm  einen  nnmeriscben  Factor 
^'  Tenchieden.     Hierans  folgt ,  wenn  man  wieder  u  durch  k^  ersetzt, 

27)  n(vr''V.)=j/'D  =  g^.k%{l^ky{l+k^). 

Bedeutet  Uq  eine  beliebige  achte  Einheitswurzel ,  so  werden,  wie  ge- 

teigt  worden  9  fHnf  Wurzeln  v  einander  gleich  (=  — m^j*),    ohne  dass   — 

fenehwindet.  Ist  nun  u  wenig  von  ti^  verschieden ,  so  werden  auch  fünf 
^/^oneln  o  wenig  von  Uq^  verschieden  sein ,  und  diese  können  dann  ent- 
wickelt werden  in  eine  Reihe  der  Form 

welche  für  kleine  u^u^  fünf  wenig  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
danteilt  In  einem  beliebigen  der  Ausdrücke  zx  werden  also  zwei  Fac- 
toien  ffir  unendlich  kleine  u^Uq  unendlich  klein,*  wie  0/  — Mo)'^S  oder  es 
Udht 

, ri7  endlich  für  w  =  Wn; 

(m  —  Mo)  ^» 

ud  da  tif)  eine  beliebige  achte  Einheitswnrzol  war,  so  bloibt  anoh 

,  /\  .,    endlich  für  u«=l. 
(m"—  1)/» 

ffieraus  folgt  weiter: 

Eine  ganze  homogene  Function  /i^^°  Grades  der  z  ist  durch 

!f 

(■•— 1)*  theilbar,  der  Art,  dass  der  Quotient  für  ti®=l   nicht 

vaendlich  gross  wird.     Fttr  das  Product  aller  z  z.  B.  hat  man  /i  =  5, 

■bo  ist  yo  theilbar  durch  {tfi — 1)^  wie  schon  oben  bemerkt  wurde. 

Ist  F  eine  symmetrische  Function  der  z,  welche  durch  einen  Theil 
'er  Substitutionen  20)  ihr  Zeichen  ändert  [was  nur  durch  solche  Substi- 
^onen  geschehen  kann,  für  welche  ad^ßy  quadratischer  Nichtrest 
(mäh)  ist],  80  bleibt  doch  die  Function 

FF 

iueh  jede  der  120  Substitutionen  ungeändert,  genügt  also  vollkommen 
den  Bedingungen  des  Galois'schen  Satzes  und  ist  rational.  Da  aber 
^(^^Vg)  rational  ist,  so  muss  dasselbe  von  F  gelten,  und  man  hat 
den  8tU: 

Alle  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  v^  der  Modulargleichung, 
▼«khe  die  60  SobfÜtutionen 
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"*"  j]^  [aö  —  ßy  Qnadratrest  {mod  5)] 

znlassen,  sind  rational  in  Ar^. 

Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  in  §  3  Bewiesenen  der  fol- 
gende Satz,  der  Angelpunkt  der  ganzen  Theorie: 

Rationale  symmetrische  Functionen  von  ?o,  ^n  ...  ^4  sind 
rationale  Functionen  von  k\ 

§  5.   Die  Gleichung  fllnften  Grades ,  welcher  Zq  f  ^1 » * "  ^4  B^^i^- 
Diese  Gleichung  sei 

Die  ^y  sind  ganze  homogene  symmetrische  Functionen  v^*""  Grades 
von  ^0  9  ^1****^4'   ^^^   ^'^^   rationale,   und    zwar  ganze  Functionen  von 

yk^=u^    da    die  r,    also   auch   die   Zy    mit   k  zugleich    unendlich  klein 
werden. 

Der  Coefficieut  j1^  ist  bereits  [Gleichung  27)]  bis  auf  einen  numeri- 
schen Factor  bekannt.  Um  die  übrigen  Coefficienten  zu  finden,  wendet 
Hermite  einige  Kunstgriffe  an,  welche  die  Berechnung  mit  Leichtigkeit 
auszuführen  erlauben. 

Die  9  haben  [vgl.  4)]  sämmtlich  den  Factor  k\  welcher  nicht,  wie 
£C  und  iC\  eindeutig  von  k^  abhängt,  sondern  fSr  ein  gegebenes  k*  noch 
auf  acht  verschiedene  Arten  gewählt  werden  kann..  Ersetzt  man  u  dnrch 
dt/,  wo  d  eine  beliebige  achte  Einheitswurzcl  ist,,  so  gehen  die  v  über 
in  ö^Vy  die  z  also  in  ^^^2  =  5""* 2;  ist  also 

J^^au^'^  +  buP^  +  ci/y^  +  . . . , 
so  muss  auch  folgende  Gleichung  richtig  sein: 

mithin  ist 

5«,+»  =  aP»+»  =  . . .  =  1   oder  a"  =  jS"  =  . . .  =  8—  V  (wm/g). 
Hiernach  darf  man  setzen 

28)  A^  =  M«"  {n  +  bifi  +  r  i/ic  +  . . .  +  ?nfi^^)y 

wo  a»  =  8  —  V  (mod  8). 

-^   übergeht ,    wenn    A    durch  - 

ersetzt  wird.     Aus  28)  folgt  also  die  Gleichung 

welche  nach  Multiplication  mit  u^^  genau  mit  28)  Übereinstimmen  muss; 
die  Vergleichung  der  niedrigsten  Exponenten  von  u  giebt  dann 

8py  =  6v  —  2cfy. 
Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Bewiesenen  ist  ferner 

A^  theilbar  durch  (l-ii»)'/*», 
a}so,  da  die  Ap  ganze  Functionen  sind. 


In  §  3  ist  bewiesen ,    dass  Jt  in  -^   übergeht ,    wenn    A    dnrch  — 
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||<^rfMWMv»^A^^^^'^^^^^^^^^A^^^x^s^^WN  • 


Ji  nnd  ^2  theilbar  darch  1  —  m® 
-^3  und  -^4  theilbar  durch  ( 1  —  u^f. 
Sehen  wir  nun,   ob  diese  Bedingungen,  in  Verbindung  mit  den  so- 
eben abgeleiteten 

«r  =  8  —  V  (modS),         8p»  =  6v  — 2cfy 

erfUlt  werden  können. 

Fttr  v  =  l  würde  man  für  q^  einen  negativen  Exponenten  erhalten, 
also  verschwindet  ^,.  Für  A^  hätte  man  0^  =  6,  py  =  0;  dann  aber  ist 
die  Bedingung  der  Theilbarkeit  durch  l  —  tfi  nicht  erfüllt,  also  ver- 
schwindet auch  J^*  Für  v  =  3  wäre  «3  =  5,  ^3=!;  aber  u^(a  -{^  bu^)  ist 
Biebt  theilbar  durch  (1  —  u^)^  daher  i^3=0. 

Fflrv  =  4  ist  04  =  4,  ^4  =  2;  sämmtlichen  Bedingungen  kann  genügt 

werden  durch  die  Annahme 

wo  nnr  noch  der  numerische  Factor  g^  zu  bestimmen  ist. 

Die  Gleichung  fünften  Grades  hat  somit  die  Jerfar dusche  Form 

§  6.   Bestimmung  der  numerischen  Coefflcienten. 

Die  Integralmoduln  /,  wie  sie  aus  der  Transformation  fünfter  Ord- 
wng  hervorgehen,  hängen  ebenso  ab  von  q^^  9'''*,  f^'/»,  ...  e^^'/>  (e  fünfte 
Ebheitswurzel)  wie  der  ursprüngliche  Modul  k  von  g  abhängt  vermöge 
der  ReUtion 

^.  ^  P«  (0.9)1* 
U»(0,v)j 

Aiu  einer  nach  Potenzen  von  q  fortschreitenden  Beihenentwickeinng 

ftr |r A  ergeben  sich  also  leicht  die  Entwickelangen  für  die  v^yl   nnd 
todann  anch  fttr  die  z. 

Et  ist  

Ans  der  Gleichung 

^(x,^)^j (y,y^)  =  ^,(ar  +  y)-^3(.r  -  y)  +  ^3(0;  +  y)0,(a- -  y) 
%  sofort 

•Im  giebt  die  Gleichung  30) 
Dt 

SO  erhllt  man  die  Entwickelan^ 
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>0^y\^^^^\^^,^>^>^>^**>^^^,'%^S^^t/^^^^SI^*'^^'^' 


H.I 


4.—  .— 


32)  j7/.  =/2^*<'(l--y  +  2^«-3y^  +  4v* 

Setzt  man  y  =  p»''*^,    wo  t  =  ——-^  so  erhält 

n 

nirt  durch  die  Hormite^sche  qp- Function,  nKn* 

ptu''.  int 


T|* 


2' 

—  00 


—  00 


Die  Function  (pij)  hat,  wie  man  sieht,  die  1 
Zwei  Wurzeln  der  Modulargleichung  erhft' 

X 

5t   und    durch  —  ersetzt;  da  aber 

5 

so  erhält  man  neben  «pIt-)  aIs  gleicbberech 
gleiclmng 

/t  +  io\       /T  +  2.ir>\       /t+ 

v^-j--j.  <»'(— 7,--;.  v^- 

und  zwar  ist 

-y(5r)  =  t)o.     <P  (^)  =  ''«. 

33)  ,.--=[<,(;-) +  .P  (f. r)][^(Lt^^»)- 


a] 


Die  Eiitwickpinng  32)  Roll  zar  Abk 
32)  y^'k=y2.,/''^ 

bezeichnet  werden;  ferner  setze  man  f 

2;r 

Ueht     T     iiber     iii     ;: ,      s» 


5 


imr     'int 


('***,('  •'»     rsi'.yV*,    während  g  ttberg- 
ergiebt 

Für  den  zweiten  und  dritten  V 
hiernach 

*  Vergl.   K Uli e per,   ElHpt.  Fum-' 
fortg^etxt  ist 


.1 


n 


TOB  k' 


# 


.^-  ■■  - 


r 


lll 
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WO  .^  und  ß  folgende  Bedeutung  haben: 

A  =  £C5,  p5.  _  2:c5.+i  p^'-^^  =^l+p-ep^-9p^..., 

Beachtet  man,  dasi^ 

(«-£*)  (a«  +  «3)  =  (e  -  «*)2  -  («2  _  tS)2  =  -  j/5 . 
so  giebt  die  Ansfiihrang  der  Multiplication 

oder,  nach  Einsetzen  der  Reihenausdrücke, 

2  j/b.qf*,  (1  +  2jö  -  p2 -  2p3  -  8p5 . ..). 

um  Zq  zu  erhalten,   hat  man  noch  diese  Reihe  zu  mult^)liciren  mit 
dem  ersten  Factor  des  Ausdrucks  33),  also  mit 

schreibt  man  dann  wieder  q^f*  statt  ;?,  so  hat  man  die  gesuchte  Entwicke- 
lung 

34)  Z^  =  j/i^  /5  ^•/•o .  (1  +  ^ V.  -  gV.  +  g*h  -  8  vVs  .  .  .)  , 

m  ifii,m 

eine  eindeutige  Function  von  t,  wenn  man  nur  immer  q"    durch   r     *■ 
ersetzt   denkt.     Die   übrigen    z  erhält  man ,   wenn  t  +  16  v  an  die  Stolle 
von  T  tritt,  wodurch  sowohl  //«  als  ^'/'  den  Factor  «'"  annehmen,  und 
da  ^  wieder  eine  fünfte  Einheitswurzel  ist,  so  sind  ?o)  ^n  •••  ^4  s'iinitat- 
lich  in  der  Form  enthalten 

35)  Z  =  yP  j/h.qf-^.  t"  (1  +  t'qf^  -  i^^q  /»  +  f^»/^*  -  8  {»"//'A  . . .) 

(v  =  0,1,  2,  3,  4). 
Aus*  34)  folgt 

es  sind  also  die  z^  in  der  Form  enthalten 

36)  2«.5«.9"/io.e4i'(i  +4£»^Vs  +  2a2»^Vs...). 

Mittelst   dieser  Entwickelangen  kann  man  leicht  die  in  A^^   A^  vor- 
kommenden numerischen  Coefficienten  bestimmen. 

Nach  den  Newton' sehen  Formeln  ist,  wenn  s^  die  Summe  der  /i***^ 
Wurzelpotenzen  bedeutet , 

^4=  Ä(V- 6.^^2  +  8^1*3  +  3^-65^); 
hier  verschwinden   aber  wegen  A^  =  A^=  A^  =  0  auch  5^,  5^,  s^,    so  dass 

v=4 

J    —  I   c X      >^  7    * 

-^4  —        T  *4  "~        T  ^^  ^»  ' 
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",^  *    "  ^  ^  ^  ^  ^^  ^».^-  ■•*-'\  «N.*«^  ■-    V**^.<^^  *■   *    ^    <^-' 


\^>„^^^  •^■»^••■-'  -    •<- •  N-- .■'^-iS.- .^-»  .^-^^•*^*^^^^w^-|'•^.^^'^i*•^>•^*^•■,^^•rf^. 


Das  Anfangsglied  in  der  Entwickelnng  von  ^^4  nach  steigenden  ge- 
brochenen Potenzen  von  q  ist  mithin  nach  36) 

-i.5.2«.52.4^V.o+V.  =  -2«.58.^^, 
da 

^""16"*'32"^-' 
so  ist  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelnng  nach  Potenzen  von  k 

-  2*. 5» .  Ä- ,     also  ist  ^j  =  -  2* .  5^ 
Um  das  Anfangsglied  von  ^^5  =  —  ^o ^1  ^s ^3 ^4  ^^  erhalten,  bilde  man 
das  Prodact  der  fünf  Ausdrücke  35) ;  man  findet 

hieraus 

(7,=  -26.f/5\ 
Die  Gleichung  fünften  Grades  ist  demnach  folgende: 

37)  ^5_2^5^^^'^^-2«.J/5^A•^'4.r^(l^-A■«)  =  0. 

Setzt  man 

2      1  +  ^« 

so  nimmt  sie  die  einfachere  Form  an 

38)  x5  — ar  — /i  =  0, 

und  es  hKngt  k  mit  a  zusammen  durch  die  Gleichung 

39)  ^+r/«i-^(A^-Ä)  +  2A2+l=0. 

Ist   also   eine  Gleichung   fünften  Grades   in  der  Form  38)  gegeben, 

so  nehme  man  als  Integralmodul  eine  Wurzel  der  Gleichung  39),  womit 

auch  K  und  K'  bestimmt  sind.     Die  Wurzeln  der  Gleichung  38)  können 

dann  durch  die  r,  also  nach  7)  durch  die  Functionen 

m.4  A'+ m'.4f /f' 

striam —    — 

5 

ausgedrückt  werden.  Will  man  sie  wirklich  berechnen,  so  muss  man  den 
zu  k  gehörigen  Thetamodul  y  ermitteln  und  von  den  Reihenentwicke- 
lungen 35'  Gebrauch  machen,  welche  in  der  angegebenen  Weise  beliebig 
weit  fortgesetzt  werden  können. 


2  =  2.5'^4.ÄV4.A';r,      -^,^-r^^a 

T/r  •>  f  '■    '  - 


VIII. 

Defonnation  eines  elastiBchen  geknickten  Stromleiters 
unter  Einwirkung  des  Erdmagnetismus. 

Von 

Dr.  Niemöller 

in  Bisenach. 


I. 

Unter  den  elektrodynamischen  Versuchen  sind  namentlich  diejenigen 
▼on  besonderem  Interesse,  welche  die  Wirkung  eines  geschlossenen 
Stromes  anf  einen  beweglichen  Theil  eines  anderen  Stromes  erkennen 
liMeD.  In  Folgendem  werde  ich  einen  Versuch  beschreiben,  mit  welchem 
ntn  noch  einfacher  und  augenscheinlicher,  als  wie  mit  dem  Amp^re- 
ttben  Rechteck y  die  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  oder  eines 
Magneten  auf  einen  beweglichen  Stromtheil  zeigen  kann. 

Man  knicke  einen  1500  bis  2000mm  langen,  etwa  1  mm  dicken  Draht 
in  der  Mitte  so,  dass  beide  Drahthälften  einen  rechten  Winkel  ein- 
Khliessen.  Die  beiden  freien  Enden  klemme  man  zwischen  zwei  Holz- 
ieiiten  so  ein,  dass  der  Draht  mit  den  Holzleisten  ein  gleichschenklig- 
Kcbtwinkliges  Dreieck  bildet.  Die  eingeklemmten  Enden  schalte  man 
in  den  Kreis  eines  Stromes  ein,  welcher  bequem  commutirt  werden  kann. 
Bringt  man  die  Ebene  des  Dreiecks  in  den  Meridian  unter  wagerechter 
oder  schräger  Stellung  der  Holzleisten ,  so  erfährt  der  Draht  beim  Strom- 
kUoss  durch  den  Erdmagnetismus  eine  Ablenkung.  Durch  wiederholtes 
'^btzeitiges  Commutiren  des  Stromes  kann  man  den  Draht  in  starke 
'^hwingnngen  versetzen.  —  Die  Wirkung  zweier  paralleler  Ströme  auf 
'üiander  zeigt  man  dadurch,  dass  man  parallel  mit  diesem  Draht  einen 
i^eiten  Draht  anbringt  und  die  Wirkung  des  Erdmagnetismus  durch 
^^^^  Magneten  neutralisirt.  Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die 
^bwingungen  so  stark  machen,  dass  sie  einem  grösseren  Auditorium 
"chtbar  sind.  Das  Princip  der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  zeigt 
^D}  indem  man  abwechselnd  bald  den  einen,  bald  den  anderen  Draht 
fetbilt 

Bei  einem  mit  Messingdraht  angestellten  Versuche  war  die  Länge  / 
jeder  Drahtbllfte  von  der  Knickstelle  bis  zur  Befestigungsstelle  =  800  mm. 

10* 
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Der  Elasticitätscoefficient  E  der  Drahtsorte  bestimmte  sich  ans  der  Be- 
obachtung des  Longitndinaltones  eines  1500  mm  langen  stark  gespannten 
Drahts  in  absolutem  Maass  zu  0,8374.10^^,  wenn  als  Einheiten  der  Zeit 
und  der  Lange  die  Seeunde  und  das  Millimeter  angesehen  werden.     (In 

gewöhnlichem  Maass  ist  E  =  ^    ^    '    ^^  =  8540  ,    welcher    Werth 

mit  dem  in  den  Tabellen  gegebenen  ziemlich  übereinstimmt.)  Eine  Draht- 
länge von  600  mm  verlor  im  Wasser  1085  mgr,  der  Radius  des  Draht- 
querschnitts ist  also  =  7/  -^zrrr —  =  0,7587  mm.     Die  Ebene  des  Dreiecks 

war  im  Meridian,  die  Holzleiste  bildete  einen  Winkel  von  45^  mit  der 
Horizontalebene,  so  dass  die  eine  Hälfte  des  Drahts  vertical,  die  andere 
horizontal  hing.  Die  Richtung  des  horizontalen  Drahts  von  der  Befesti- 
gungsstelle zur  Knickstelle  gab  die  Nordrichtung  an.  Die  Ablenkung 
des  horizontalen  Drahts  wurde  mit  einem  Mikroskop  beobachtet,  nachdem 
derselbe  behufs  Erzielung  einer  ruhigen  Einstellung  mit  Eorkstückchon 
versehen  war,  die  auf  Wasser  schwammen.  Im  Abstände  400  mm  von 
dem  Befestigungspunkt  war  die  Ablenkung  =0,017  mm,  im  Abstände 
615  mm  war  sie  =  0,034  mm  Im  magnetischen  Maass  war  die  Strom- 
stärke 1  =  9,988. 

n. 

Um  die  Ablenkung  zu  berechnen ,  werde  ich  zunächst  allgemein  die 
Bedingungen  herleiten,  welche  an  der  Knickstelle  erfüllt  sein  müssen.  — 
Wir  denkon  uns  nahe  an  der  Knickstelle  sowohl  die  eine  Hälfte,  als  auch 
die  andore  durchschnitten,  und  zwar  soll  jede  Schnittfläche  senkrecht 
stehen  auf  der  Schwerpunktslinie  des  betreffenden  Drahtes.  Es  bleibt 
dann  ein  aus  zwei  unendlich  kleinen  Cylindern  bestehendes  Element 
übrig,  welches  die  Knickstelle  enthält.  Bei  der  Deformation  müssen  für 
dieses  Element  folgende  Bedingungen  gelten; 

j4.  Die  Kräfte,  welche  auf  das  Element  an  den  Schnittflächen  wirken 
müssen,    wenn  Gleichgewicht    bestehen  soll,    entgegengesetzt  gleich  sein. 

P,  Die  an  beiden  Schnittflächen  wirkenden  Drehungsmomente  müssen 
entgegengesetzt  gleich  sein, 

C.  Das  Element  behält  wegen  seiner  geringen  Grösse  seine  Ge- 
stalt bei. 

/>.  Die  Continnität  des  ganzen  Drahts  muss  gewahrt  bleiben,  d.  li. 
die  Coordinaten  der  Enden  beider  Drabtbälften  an  der  Knickstelle  müssen 
während  der  Deformation  gleich  bleiben. 

Bei  der  mathematischen  Formulirung  dieser  Bedingungen  werde  ich 
die  Theorie  der  Deformation   elastischer  Drähte,   wie  sie  im  Lehrbuch  von 
0  leb  seh  gegeben  ist,  als  bekannt  voraussetzen.     Betrachten  wir  zunächst 
blos  eine  Drahthälfte.     Die  Entfernung  eines  Punktes  der  Schwerpunkts 
linie   dieser  Drahthälfte  vom  Befestigungspunkte   sei  5,   s  wachse  in  der 
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Biebtang  ▼om  BefestiguDgspnokte  nach  der  Knickstelle.  Im  Punkte  s 
wird  mit  dem  Körper  ein  Coordinatensystem  {x,  y,  z)  fest  verbunden ,  dessen 
:-Axe  Tangente  ist  an  der  Schwerpunktslinie  und  positiv  ist  in  der 
RiehtQDg  der  wachsenden  s.  Die  x-  und  ^-Axe  fällt  vor  der  Deforma- 
don  mit  je  einer  Hauptachse  des  durch  s  gelegten  Querschnittes  znsam- 
Ben.  Es  seien  femer  |,  17,  ^  die  Coordiuaten  des  Punktes  s,  bezogen 
taf  ein  im  Raum  festes  System;  die  Richtungscosinusse  der  x  Axe  gegen 
die  Aza  der  §,  i;,  ^  seien  a^,  ß^^  /^;  die  Richtungscosinusse  der  y-  und 
:-Aie  gegen  die  festen  Axen  seien  resp.  a^j  j^^,  Y2  und  a,  j3,  y.  Nach 
der  Deformation  gehe  «i  über  in  «, +  «'j,  j3^  in  ft  +  j^^  etc.  Wir  nehmen 
ferner  an,  dass  die  Deformation  eine  sehr  geringe  sei,  dann  sind  die  mit 
Stnehen  versehenen  Grössen  im  Allgemeinen  unendlich  klein  gegen  die 
entipreehenden  Grössen  ohne  Striche.  3 äs  dx  dy^  H  ds  dx  dy^  Z  ds  dx  dy 
•eies  die  Componenten  der  äusseren  Kräfte,  die  auf  ein  Volumelement 
iidxdff  nach  der  |-,  17-,  i-Axe  wirken;  wir  nehmen  an,  dass  £*,  H  und  Z 
nvTon  s  abhängen.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Querschnitt 
9  nahezu  kreisförmig  sei  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen. 
Wir  fähren  dann  noch  folgende  Bezeichnungen  ein : 

...„  r=H„  .=z„  ..-/Ä,  ^=/-Ä,  ^=^. 

Clebsch  zeigt  §  57,  dass  den  Bedingungsgleichungeu  zwischen  den 
Cosinus  entsprochen  wird,  wenn  wir  setzen 

/J'g=  71^1—71,^ 

Die  Componenten  der  äusseren  Kräfte,  welche  auf  die  Fläche  des 
durch  s  gelegten  Querschnitts  wirken,  seien  A,  B,  C,  genommen  resp* 
ft^h  deu  Axen  der  x,  y  und  z.  Diese  Componenten  sind  bestimmt 
dnrch  die  Gleichungen  l 

Aa^  +  Bu^+Ca^jüds  +  K, 

9 
l 

*)  Aß,  +  Bß^  +  Cß^Jvds  +  L, 

8 
l 

Ay,  +  By^  +  Cy^Jwds  +  M. 

8 

^?  Li  M  sind  Constanten,  welche  offenbar  die  nach  den  festen  Axen 
genommenen  Componenten  der  Kräfte  sind,  welche  an  der  Knickstcllo 
Mf  die  Endfläche  des  Drahtes  wirken. 

Die  Grössen  »,  ir^  und  n^  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 


1)  ß\=n^ß-"^ß2 


a  =  TTj  «2  —  TTg  «1 

/  =^  ^1  Yi  —  ^2  Vv 
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Geht  ds  bei  der  Deformation  über  in  ds{l+c)^  so  wird  a=-=-;    die 

JCq 

unendlich  kleinen  Verschiebnngeu  des  Punktes  s  nach  den  drei  festen  Axen 
sind  dann  s 


^=1  (n^i«,  — 7r2«,  +  aa)(/5, 


0 

8 


4)  1?'  ==y  (TT,  ß^^n^ß^  +  a  ß)  ds. 


0 

s 

0 

Da  der  Draht  am  Ende  eingeklemmt  ist,  so  müssen  hierfür  die 
Grössen  o^,  ß^,  y^  etc.  verschwinden,  das  heisst,  die  Grössen  Tt^,  tt^  und 
JT  müssen  für  $  =  0  verschwinden.  , 

Bei  der  Integration  der  Gleichungen  3)  bleiben  also  noch  drei  Inte- 
grationsconstanten  willkürlich;  ausser  diesen  sind  noch  unbestimmt  /f,  L 
und  M,  so  dass  noch  sechs  Constanten  unbestimmt  bleiben. 

Wir  denken  uns  nun  für  die  zweite  Drahthälfte  dasselbe  Foripel- 
System  aufgestellt,  indem  wir  auch  hier  annehmen,  dass  s  von  der  Be- 
festigungsstelle zur  Knickstelle  wächst.  Die  Bezeichnungen  für  diese 
Drahthälfte  seien  folgende: 

statt    a,    /S,    Y    ^^^'  schreiben   wir    «,    ^,    r 

n       «'»     ß'y     Y     ß*C.  „  „ 

,,        TT,     TCj  ,    TTg  ,,  ,, 

n        '*'»     i/t       ^  •  »>.  u 

„      if,    ß,    c  „  ,, 

..    u,  V,  w 

Auch  bei  dieser  Drahthälfte  bleiben  sechs  Constauten  willkürlich,  so 
dass  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Constanten  12  beträgt. 

Nach  der  Bedingung  A,  haben  wir  nun  i5r+  JüT^  =  0 ,  ^  +  Z^  =  0, 
^  +  ilfj=0,  so  dass  die  Gleichungen  für  A^,  B^  und  C^  lauten: 

l 


'', 

c 

P> 

Pj. 

l'i 

•'ii 

Vi. 

-1 

^U 

Vi, 

J.' 

-^l. 

^.. 

<?. 

V,, 

^.. 

»', 

^1. 

A. 

*i. 

^1  «1  +  ^i«2  +  ^'i«  — /  ^i«'**  —  ^y 


'    l 


5)  A^ b^  +  B^b^  +  6\ ft  =f^i <^s  -  Z, 


^    l 


A^c^  +  B^c^  +  CiC^j  W^ds  —  M. 


Von  Dr.  Nibmöllbr.  151 

Um  die  Bedingung  B.  auszudrücken,   bezeichnen  wir,   bezogen   auf 
die   festen    Raumaxen,    mit   iV,    /\    Q   die   Componenten   der   Ürehungs- 
momente ,    welche    auf   die    Endfläche    der    ersten    Drahthälfte    wirken. 
N,  P,  Q  bestimmen  sich  aus: 

Na  +Pß  +Qy  ^Egd»^, 

wo  überall  statt  $  zu  setzen  ist  /. 

Anf  die  anliegende  Fläche  des  ausgeschnittenen  mittleren  Elements 
wirken  dann  die  Componenten  —  iV,  —  P,  —Q, 

Wir  wollen  femer  festsetzen,  dass  das  in  der  zweiten  Drahthälfte 
festgelegte  System  (x^,  y,,  z^)  sich  nicht  durch  Drehung  und  Verschie- 
bong  mit  dem  festen  System  zur  Deckung  bringen  lasse ,  sodass  also  die 


«1 

«» 

a 

*. 

t. 

b 

Cj 

<•« 

c 

Determinante     ^i   ^s  ^    =  —  1  ist.     Wir  geben   nun  für  den  Augenblick 

c,    c^  c 

timmtlichen  Axen  der  Coordinaten  ^r^,  y^  und  z^  die  entgegengesetzte 
Riehtang,  so  dass  die  neuen  Axen  die  Hichtungscosinusse  —  a^,  — 6p 
"C^  etc.  haben.  Die  neue  z^-Axe  ist  dann  positiv  nach  der  Richtung 
von  der  Knickstelle  zur  Befestigungsstelle.  Das  neue  Coordinatensystem 
lisst  sieh  dann  mit  dem  festen  zur  Deckung  bringen.  Lassen  wir  noch 
für  den  Augenblick  s  in  der  Richtung  nach  der  Befestigungsstelle  wachsen, 
so  wirken  auf  die  der  zweiten  Drahthälfte  anliegende  Fläche  des  aus- 
geschnittenen Elementes  die  Componenten  iV^,  /^|,  P^,  die  sich  aus  den 
Gleichnngen  bestimmen : 

dPi 


ds 
ds 


Vertauschen  wir  jetzt  wieder  die  Richtung  von  5,  so  werden  auch 
die  rechten  Seiten  das  —Zeichen  bekommen.  Gemäss  der  Bedingung  B, 
«nüwen    die     Gleichungen     stattfinden:     — ^+iV^  =  0,     —P+P^  =  0, 

Lassen  wir  noch  den  Factor  Eq  fort,  so  erhalten  wir 

,     dji.       -      dn^  ,0.9^^        tf     dp,    ,     -     dp^   .    ^,     dp 

'  ä$    '      ^^  ds  ^  ds  *  rf5 '  ^  ds  ds 


bringen   lässt.     Die   Detenninante 
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'^  äs  '*  ds  ds  ^  ds  '  ds  ds 

Maltipliciren  wir  diese  Oleichnngen  resp.  mit  a^^  ß^^  /|,  femer  nit 
^2)  ^^1  y»  ^^^  ^)  ß^  />  ^^^  addiren,  so  erhalten  wir 

^S "" **  ^^^  ^*'  "^'^^  "^^  "*■  ^*  ^^^  ^^'  ^^^  VT'^^ ^^* ^^'  *^^  51' 

Das  System  gilt  nur,  wenn  das  Coordinatensystem  {x^^  y^^  z^)  sich 
mit  dem  festen  System  oder  mit  dem  System  x^  y^  z  nicht  zur  Deckung 

cos{xxy)     cos{xy^     cos(xz^ 
cos{yx^)     cos{yy^)     Cü8{yz^)      muss 
cos{zx^)     €08  (zy^)     co»{zz^) 
also  =  —  1  sein. 

Um  die  Bedingung  C.  zu  erfüllen ,  haben  wir  auszudrücken ,  dass  die 
Winkel,  welche  die  Axen  o;,  y,  z  mit  den  Axen  a:^,  y^,  z^  bilden 
zu  beiden  Seiten  des  ausgeschnittenen  Elements,  bei  der  Deformation 
ungeändert  bleiben.     Also  muss 

sein,  oder,  da  wir  nur  sehr  kleine  Deformationen  betrachten, 

0  =  «1  a\  +  öj  a\  +  ßi  h\  +  6i  jTj  +  y^  c\  +  c^  y\. 

Benutzen  wir  die  Formel  1),  so  geht  diese  Bedingung  über  in 

Pj  cos  (a:,  ^1 )  +  ^2  ^^*  (^»  ^1 )  =  P  <^ö5  {Xy  y ^ )  +  ?«  cos  (y,  ajj ). 

Die  acht  anderen  Gleichungen  sind 

P%cos{iyz^  +  n  cos{xx^)  =  p  cos(yyj)  +  niCos{zx^\ 
p^cos{z  2j)  '\'n^cos{yx^  =  p  cos{zy^)  +  7t^cos(xxy)y 
p  cos{x  x^)  +  jTg  cos  (z  y^)  =  p^  cos  {x  Zj)  +  7t  cos  {y  y^\ 
8)  p  cos{yXj)  +  7t  cos{xy{)=  Picosiy  z^)  +7tiCos{zy^)y 

p  cos  (zoTi)  +  Tticosiyyj)  =  p^  cos  {z  z^)  +  n^cos{xy^, 
Pi  cos  {x  y^)  +  »2  cos  {z  z^)  =  p.^  cos  (ar  «j)  +  ;r  cos  (y  r^), 
Pj  cos  (y yj)  +  7t  cos  {x  zj  =  p^  cos  {yx^)  +  Tt^  cos  {z  z^), 
Picos  {zy^)  +  7tiCos(y  z^)  =p^cos{zx{)  +  7t2COS{XZ^). 

Von  diesen  neun  Gleichungen  sind  nur  drei  von  einander  unab- 
hängig. 

Die  Bedingung  />.  erfüllen  wir  durch  Gleichsetzung  der  drei  Aus- 
drücke 4)  mit  den  entsprechenden  drei  anderen  für  die  andere  Draht- 
hälfte. 

Die  Anzahl  der  aufgestellten  Bediugnngsgleichungen  genügt  gerade, 
um  die  Integrationsconstanten  zu  bestimmen. 
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'X^^  ^  ^  j-^^  X^^^X^^«^^*  **^'^* 


m. 

Obige  Fonneln  wollen  wir  jetzt  znr  Berechnnng  der  Ablenkung  des 
im  Versuch  benatzten  Drahtes  anwenden.  Die  ^|- Ebene  falle  zusammen 
mit  der  Meridianebene ;  wir  haben  dann  die  Ablenkung  97'  der  einzelnen 
Pnnkte  des  Drahtes  zu  berechnen.  Die  z  -  Axe  ist  nach  der  Knickstelle 
gerichtet,  die  y-Axe  soll  parallel  der  7/- Axe  sein.  Die  x-Axe  tfoU 
so  gerichtet  sein,  dass  sich  das  System  zur  Deckung  bringen  lässt  mit 
dem  fetten.  In  der  zweiten  Drahthälfte  sei  wieder  die  z-Axe  nach 
der  Knickstelle  gerichtet ,  die  y^  -  Axe  sei  entgegengesetzt  der  rj  -  Axe ; 
die  Xj-Axe  ist  so  zu  wählen,  dass  das  System  sich  nicht  mit  dem 
feiten  lor  Deckung  bringen  lässt.  Die  Cosinus  haben  dann  an  der 
Knickstelle  folgende  Werthe: 


€08  xx^  =  0 
cosxy^  =0 
coixz^  =  1 


cosyx^  =  0,  co*za:|=  —  1, 

cosyy^  =  —  1,      coszy^  =  0, 
cos  yz^  =0,  cos  z  z j  =  0. 

D18  feste  System  £17^  soll  gleichgerichtet  sein  mit  dem  System  (x,  y,  z), 
dinn  ist 

«1=1,     «2—0,     « =  0, 
/Ji  =  0,     ft=l,     |3  =  0, 

yi  =  0,     y2  =  0,     y=l, 
ferner 

«,  =  0,         «2  =  0,         a=  ly 

^^  =  0,         ^2  =  -l»     ^^^. 
c^  =  — 1,     Cj  — 0,         c'=-0. 
Die  Bedingungen  7)  gehen  über  in 

9)  x3il!!i  =  ^?f^      ^  =  _!^      0«  — =  -x»^ 

ds  ds*     ds  ds  '         ds  ds  ' 

die  Bedingungen  8)  in 

Wir  können  annehmen,  dass  V  und  V^  von  s  unabhängig  seien,  die 
»^«ite  der  Gleichungen  2)  liefert  dann  ^  =  F  (/  -  5)  +  Z. 

Ans  der  ersten  der  Gleichungen  3)  findet  sich,   wenn  a^  eine  Con- 
•steigt, 

ilsoiit 

(^3        /^2\         l^g2 
6  ~  T/  "  "2"  ~  ""*■• 
l^ie  Ablenkung  tf  berechnet  sich  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  4), 


1-  iK.tls,  mho  ist 
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an  der  Knickstelle  ist 

8         6        "*^2 
Ans  5)  findet  man 

^^"^  '*^  /5»      sH\      Ls^ 


12)  Eqn^ti  =--5 ^—ö^-^. 


iy,'  ist  5=  — /p|«f*,  abo 


^^/'^'^t=»',(24-"6V  +  -6-  +  -2-- 


An  der  Knickstelle  ist 

Da  1}'  und  t;^'  nach  />.  gleich  sein   müssen,   so  erhalten  wir  durch 
Subtraction  von  12)  und  13) 

14)  o=(r-F,)|+|^+!Ii±^. 

Nach  der  dritten  von  den  Gleichungen  3)  können  wir  sotzeii 

Eqd^n=As,     Eqd^p  =  Bs, 

wo  //  und  B  Constanten  sind. 

Nach  den  Gleichungen  9)  ist 

T//«  y  /2 

15)  ^=,-._-«/;/-«^,    A  = L^  +  Li+ö^. 

Nach  dou  Gleichungen  10)  ist 

16)  ^==a(-^-.-^-6oj.    ^=n"3-  +  T  +  V' 

17)  «  ist  s=  -5. 

ir 

Wir   kehren   die  Vorzeichen   der   zweiten  Gleichungen  15)   und  16) 
um,  durch  Addition  sämmtlicher  Gleichungen  15)  und  16)  erhält  man 

18)  o=(F-F,)/«(i  +  ^)  +  Z,/(2  +  «)  +  K+6,)(l+«). 
Aus  14)  und  18)  findet  sich 

19)  i=_^(F_F.).^|±^. 

Die  erste  der  Gleichungen  15)  comhinirt  mit  der  zweiten  der  Gleich- 
ungen 16),  liefert 
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Die  Gleichungen  11),   19)  und  20)   lassen   r{   in  jedem  Punkte  be- 

uen.      Die   Ablenkung   an    der  Knickstelle   ist  =  V.^  ^     o.  ^. 

^  48^:^x2^1+«) 


r^T 


•O»  1 


^«i    krebförmigem  Querschnitt  ist  ^3c^  =  — -—  und  a  =  -5-=:  ^  , 

4  Ä^       1  +  fi 

Wir  wollen  nach  Poisson's  Annahme  fi=»^  setzen,  dann  ist  a  =  0,8. 

Ist  G  die  absolute  Intensität  des  Erdmagnetismus,  x  der  Inclinations- 

Kinkel,  so  ist  nach  dem  Biot-Savar tischen  Gesetz 

Vs=Gi  sinx,      V^  =  Gi  cosx. 

Ist  femer  T  die  Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus,  so  ist 

COSX 

iko  ist 

V^Tiiangx,      V^==Ti, 

Wir  wollen  annehmen,  dass  a;  =  67®  sei  und   r=  1,84. 
Bezeichnet    man    den   Numerus    zu   einem   Logarithmus   durch   Ein- 
klammern des  Logarithmus,  so  findet  man 

Z,  =  -3945,     >'/==  34638, 
^  [0,25625]  s^  -  [3,70889]  s^  +  [6,66969]  s^ 
^^  [13,33831] 

Ist  5  =  615  mm,  so  ist  ij  =  0,038  mm, 

während  beobachtet  wurde  0,034  mm. 

Ist  s  =  400  mm,  so  ist  3^  =  0,014  mm, 

beobachtet  wurde  0,017  mm. 

In  Anbetracht  der  vielen  zu  messenden  Grössen  kann  die  Ueber- 
einstimmung  ab  genügend  bezeichnet  werden,  zumal  da  der  Draht  nicht 
ausgeglüht  war  und  ich  die  Messung  der  Ablenkung  ohne  Schrauben* 
mikrometer  ausführen  musste. 
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aas  9  wo  x^f  Xf^  x^  homogene  Pnnktcoordinaten  in  der  Ebene  bezeichnen. 
Kann  man  daher  irgend  eine  anf  ebene  Schnitte  der  Fläche  F  sich  be- 
liehende  Berührnngsaufgabe  lösen ,  so  hat  man  aneh  die  Lösung  der  ent- 
sprechenden Aufgabe  für  Kreise  in  einer  Ebene. 

In  dem  Folgenden   soll   der  Fenerbach'sche  Satz   nnd   die  Mal- 
fatti'sche  Aufgabe  Hir  die  Fläche  F  behandelt  werden. 

n. 

£b  sei,   unter  x^,  x^^  x^,  x^^    ^it  ^^^  ^s^  ^4  homogene    Punkt-  und 
Ebenencoordinaten  verstanden , 

^Ki  «2,  "8,  «4)  —  ^"^aß  Wa"/J  =  0 
die  Gleichung  einer  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  in  Ebenencoordi- 
naten, deren  Discriminante 

/f  =  ^  +  "^11  -^22  '^ss  '^44 
▼on  Nnll  verschieden  vorausgesetzt  wird , 

fl*  =  0,     6,=  0,     r,  =  G 

difl  Gleichungen  dreier,  sich  nicht  in  einer  Ebene  schneidenden  Geraden, 
vo  nach  üblicher  Bezeichnungsweise 

Q.  8.  w.  ist,  und  es  werde  zur  Abkürzung  gesetzt 

^(«1»  ««.  W3,  «J  =  Fu,      £^aß  "a"/^  =  Für, 

Ftc-yPi^j/F^^Gtc,     Ftc+y^j/F^-^fföc, 

Fea-V^cVFa-=Gcn,      F,„  +}/ I^j/Fa=^  ffca, 
Fak-VTaV^b^^Gab,       Fat  +  j/Faj/Fi  =  ffab] 

essoll  die  A  pol  Ion  ins 'sehe  Aufgabe  für  die  drei  durch  die  Kbencn  a, 
^t  c  in  der  Fläche  F  erzeugten  Schnitte  gelöst,  d.  h.  es  soll  ein  ebener 
Schnitt  /  bestimmt  werden,  welcher  die  drei  Schnitte  o,  /^  c  berührt. 

Die  Coordinaten  /, ,  /g)  's«  '4  ^^^  gesuchten  Ebene  müssen  den  Gleich- 
ungen 

4)   ^.i+J^j/^^O,    Fti+j/Vtj/Tt^O,    Fet  +  yTcj/Fi=0 

genflgen,  welche  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen.  Um  dieselben  aufzu- 
löten, nehme  man  zu  den  Ebenen  a,  />,  c  eine  vierte  d  von  der  Art  hinzu, 
"*M  die  Determinante  £  +  ftiff^c^d^  nicht  verschwindet.  Es  lassen  sich 
dann  immer  vier  Constanten  91,  S3,  S,  S)  derart  bestimmen ,  dass  identisch 
"  Bezug  auf  a?j,  a?„  a:„  x^ 

ut  Iq  dieser  Identität  ersetze  man  a?^,  x^,  x^^  x^  einmal  durch  die 
^ö«Wcienten  von  ^j,  *,,  *j,  s^  in  F«,,  dann  durch  die  in  F*,,  F^a,  F^,. 
^of  diese  Weise  erhält  man  die  Gleichungen 


IX. 
Zwei  Berührungsaufgaben. 

Von 

F.  Mebtens 

in  Krakau. 


I. 

Sind 

die   Gleichung   einer  Fläche   zweiten  Grades  in  Ehencncoordinaten   uud 

1)  Ojp  =  0^0:1  +  a^x^  +  öjÄg  +  04X4  =  0, 

2)  b,  =  61  «1  +  b^x^  +  630-3  +  640:4  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  so  erhält  man  die  Bedingung,  dass  die 
durch  diese  Ebenen  in  der  Fläche  hervorgebrachten  Schnitte  einander 
berühren,  wenn  man  ausdrückt,  dass  durch  die  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  1),  2)  nur  eine  Berührungsebene  an  die  Fläche  gelegt  werden 
kann.  Da  jede  die  genannte  Durchschnittslinie  enthaltende  Ebene  eine 
Gleichung  von  der  Form 

hat ,  so  darf  nach  dem  Gesagten ,  wenn  eine  Berührung  der  Schnitte  statt- 
finden soll,  die  quadratische  Gleichung 

F{ka,  +  (,b,,Xa,  +  fib,,...)=FaX^  +  2Faklfi+F^ti^  =  0, 

wo  zur  Abkürzung 

^K  I  «2 1  «3 1  «4)  =  ^a  ,      F{b^ ,  62 ,  63 ,  64)  =  Fft ,      £Jafi  f'abfi  ^  Fat 

gesetzt  worden  ist,  keine  verschiedenen  Lösungen  zulassen,  und  es  ist 
daher 

3)  F^n-Z-^aÄ^^O 

die  Bedinguugsgleichung  für  die  Berührung. 
Setzt  man 

^("1 ,  "2 »  "3 »  "4)  =  "1^  +  "2*  +  2  W3  "4» 
80   drückt   die  Gleichung  3)  die  Bedingung  für  die  Berührung  der  zwei 
Kreise 

"4  ^^-^'X^  +  ^'i)  —  '^  '^3  (  "1  '^'l  +  ^2  ^2  +  «3  ^3)  =  ^  » 

^(^jH  V)  —  2x3(610:1  +  b^x^  +  630:3)  =  0 
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ans 9  wo  ^ifXj,  XTj  bomogene  Pnnktcoordinaten  in  der  Ebene  bezeicbnen. 
Kann  man  daber  irgend  eine  auf  ebene  Scbnitte  der  Fläcbe  F  sieb  be- 
miehende  Berübmngsanfgabe  lösen ,  so  bat  man  aueb  die  Lösnng  der  ent- 
sprechenden Aufgabe  für  Kreise  in  einer  Ebene. 

In    dem  Folgenden   soll  der  Fenerbacb*scbe  Satz   und   die  Mal- 
fatti*8cbe  Aufgabe  Hir  die  Fläcbe  F  bebandelt  werden. 

n. 

Es  sei,  unter  x^^  x^^  x^^  x^^    ^n  ^%^^^y  ^U  bomogene    Punkt-  und 
Ebeneneoordinaten  verstanden , 

^K>  «21  «8>  «4)  ==^^aß  Wa"/J  =  0 

die  Gleicbnng  einer  gegebenen  Fläcbe  zweiten  Grades  in  Ebeneneoordi- 
naten, deren  Discriminante 

/l  =  ^  +  -^11  -^22  '^»3  '^44 

von  Null  verscbieden  vorausgesetzt  wird, 

fl*  =  0,     ft,=  0,     r^.  =  G 

die  Gleichungen  dreier,  sieb  nicht  in  einer  Ebene  schneidenden  Geraden, 
wo  nach  üblicher  Bezeicbnungsweise 

n.  8.  w.  ist,  und  es  werde  zur  Abkürzung  gesetzt 

/*(«!  ,  Mj ,  «8 ,  1/4)  =  Fu ,       £^aß  Ma  "/J  =  /^«  n 

Ftc-VF^yF^=Göc,     Ftc+yF^V'F^==fföc^ 

Pca-VKVFa^Gcn,      F.^  +V F^j/K^  I^ca, 
Fab-VTaVFb^^Gab,       Faö  +  j/Fa}/Ft,=ffab; 

es  soll  die  A pol lonius' sehe  Aufgabe  für  die  drei  durcb  die  Kbonen  a, 
6,  c  in  der  Fläche  P  erzeugten  Schnitte  gelöst,  d.  b.  es  soll  ein  ebener 
Schnitt  /  bestimmt  werden,  welcher  die  drei  Scbnitte  a,  /^  c  berührt. 

Die  Coordinaten  /|,  i^,  t^y  (4  der  gesuchten  Ebene  müssen  den  Gleich- 
ungen 

4)    F.i  +  j/^j/7v  =  0,    Fbt  +  j/fiyTt^O,    Fct  +  VT,]/Fi^O 

genügen,  welche  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen.     Um  dieselben  anfzn- 

lo«en,  nebme  man  zu  den  Ebenen  «,  />,  c  eine  vierte  d  von  der  Art  hinzu, 

^M«  die  Determinante  £  +  «i'>2^s^4  ^'^^^^^  verscbwindet.     Es  lassen  sich 

«lann  immer  vier  Constanten  91,  SSt  S,  S)  derart  bestimmen ,  dass  identisch 

in  Bezog  auf  a?j,  rr,,  a?j,  x^ 

''^  lo  dieser  Identität  ersetze  man  x^^  x^,  x^,  x^  einmal  dnrcb  die 
''<^«fflcienten  von  *|,  ^2»  *«•>  ^4  ***  ^a*»  ^^nn  durch  die  in  F^,,  Fe«»  F^g. 
^^  diese  Weise  erhält  man  die  Gleichungen 
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'^,^-^^.^  ^  ^  ^  •- .^  •■%•*  <^S^ ^ 


*    ^-^  -«%^^*^  ^^V^  ^^^^»^^^^^i^^^«»  4 


^rfc+«^.rf  +  S8/'*d  +  6/''crf+5D^rf  =0, 
ans  welchen  durch  Beseitigung  von  %,  93,  6,  l!)  unter  Hinzunabme  <l«r 
Identität  5)  die  Identität 


6) 


ix 

n» 

0, 

Cs 

F„, 

Fa 

F.i 

*• 

'^  ac 

Fi, 

Fat 

Fi 

Fie 

Fe, 

F.c 

Fie 

Fe 

Fat 

Fad 

Fn 

Fei 

Fad 
Fbd 
Fed 
Fd 


=  0 


entspringt.  Ersetzt  man  noch  hierin  x^^x^^x^^  x^  durch  die  CoefGcien- 
ten  von  .«|,  ^29  ^s«  ^4  ^°  ^•it  ^^  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  des  Ver- 
hältnisses yFt'.F^t  die  Gleichung 


7) 

F, 

Fa, 

Fi, 

Fat 

Fä, 

Fgt     Fi, 

Fa          F,i 
Fai        Fi 
Fae       Fie 

Fad     Fia 

Fet       Fdt 
Fae        Fad 
Fbe       Fbd 
Fe         Fed 
Fed      Fd 

=  0. 

Es  seien  ^,  /Sa^  ^ab%  •••   die  Determinante  und  Unterdeterminanten 
dritten  Grades  des  Elementensystems 

nnd  zur  Abkürzung 

Fa        Fat 
Fai      Fi 
F„e       Fie 
Fall      Fti 

Fac       Fad 
Fbc        Fbd 

Fe        Fed 

Fed        Fd 

1      1 

-Vf„ 

-^Fb      -}/Fc 

0 

-  y  K 

Fa 

Fab               Fae 

Fad 

/'  =  - 

-V'fi 

Fai 

Fb             Fbc 

Fid 

1 

-f'Fc 

0 

Fa. 

Fad 

Fbe               Fe 

Fbd           Fed 

Fed 

Fd 

-yF„ 

Fa         Fab 

F     ! 

1 

(>  = 

\-Vf„ 

\-v'f:. 

Fab       Fh 

Fac       Ff,c 
Fad       Fbd 

Fr 

Fed  1 

! : 

^.rf»/^ 

]+^bdj/Fi 

^  +  ^cdVFr. 

Die  Gleichung  7) 

lautet  (i 

ann  unter  Berücksichtigung 

der  Gleichungen  4): 

8) 

PF,- 

'20}/F,.Fdi  +  ^dFi 

«=o. 

Um    den    zur   Auflösung   dieser   Gleichung  erforderlichen   Ausdruck 

/?  =  ()2  -  ^rf  /> 


Von  P.  Mbrtbrs. 
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■^^^  >■   -^-**>^^^^ 


auf  seine  einfacbste  Form  zu  bringeu,  mnltiplicire  man  in  der  Determi- 
nante P  die  letzte  Spalte  mit  /Id  tind  addire  hierauf  zu  derselben  die 
bemiehnngsweiae  mit  ^adt  ^bd%  ^ed  mnltiplicirte  zweite,  dritte  und  vierte 
Spalte.     Hierdurch  ent8{)ringt 

-VK  Fa 

-  j/Fb  Fab 

F. 


"JdP^^ 


oder 


-VFc 

0 


ac 


ad 


/?=/f 


-j/Fl     ■ 

-Vf. 

-Q 

Fab 

Fac           0 

Fi 

Fi,        0 

Fie 

Fe          0 

Fta 

Fca       ^ 

-J/Ft 

-VFc 

Fat 

Fac 

Fi 

Fic 

• 

F*c 

Fe 

0 

0 

0 

0 

Gai 

G„ 

Gai 

0 

Gb 

Gac 

Gbr 

0 

Gab. 

1_  -V^a 
-  VFa  Fa 

-V^b  Fab 

-VfI  Fac 

In  dieser  Determinante  denke  man  sich  ferner  die  erste  Spalte  der  Reihe 

nach  mit  ^ F^^  V Fby  V Fe  mnltiplicirt  nnd  beziehungsweise  zur  zweiten, 
dritten  and  vierten  addirt;  es  wird  dann 

1 

-VFc 

Der  Gleichung  8)  wird  nun  allgemein  genügt,  wenn  man 

l/Ft-^O  +  j/R,     Fdi=-P 

setzt,    wo  yR  mit  beiden  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,   und  die  Identität 
6)  giebt  dann,  wenn  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  4)  die 

vorstehenden  zwei  Lösungen  statt  }/ Ft  und  FfH  einsetzt,  die  Gleichungen 
der  beiden  den  Gleichungen  4)  genügenden  Ebenen. 
Bezeichnen 

Al    Öl.    ^1»    "x.       ^21    (?2.    ^2»    ^^'       ^S>    f^3»    ^3)    ^s 

die  Aasdrücke,  in  welche  P^  Q^  R^  ix  Übergehen,  wenn  man  einmal  j/Fay 

dann   yF^  nnd  zuletzt   ^F<.   mit   dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  be- 
haftet, so  erschöpfen  die  vier  Ebenenpaare 

10)  /,  =  0,     i/x  =  0,     r,  =  0,     w.r  =  0 

alle  möglichen  Auflösungen  der  Apoll on ins' sehen  Aufgabe. 

Ist  insbesondere  ^^«1  =  0,  d.  h.  liegt  der  Durchschnittspunkt  der 
Ebenen  o,  ft,  r  auf  der  Fläche  F,  so  fällt  in  jedem  dieser  vier  Ebonen- 
paare  eine  Ebene  mit  der  Berührungsebene  in  dem  Durchschnittspunkte 
der  Ebenen  a,  6,  c  zusammen.     Da  nämlich  in  diesem  FaWe 
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R=Q»,     ß,  =  0,«,      ffj=0,»,     B,=  0,« 
ist,  80  wird 

und  daher  entweder 

11)  ^  =  2(),    j/^  =  2i>,,     K'^=2()„     >/^  =  2(), 
oder 

12)  K^V  =  0,     >/f^  =  0,      ^^7^  =  0,     >//i=0. 

in. 

Man   bestimme   die   fünf  Unbekannten  r,  s^,  s^^  -^^^  .%  den    Gleich- 
ungen 

gemäss,    wo   l,  14^  V,  w  die  in  dem  Vorhergehenden  gefundenen  Ebenen 
bezeichnen.     Denkt  man  sich  s,  anf  die  Form 

gebracht  und 

0±]^=,,    o,±yii=H,,   ^drV^^n,,   P»+^^  =  ^ 

genetzt,  so  verwandeln  sieb  diese  Oleicbnngcn  in 

(     r+ 91/7^  +  93^^+6  K^)A   -®  =  0, 
(_r_  9l/Ä^  +  S^+6  y/7;)A,-!E»==^0, 

(-  '■  +  91/^  -  93  /n  +  6  K'^)  *2  -  ^'  ="<>. 
(- r  +  9t  j/F„  +  33  j//^ -  6 //;)  As  -  5>  =  0, 
und  man  genügt  denselben  allgemein,  wenn  man 

'•  =  VK  Vfb  yTc  [Ä,  A,  /«s  -  *  *«  *s  -  ''  ''i  ''s  -  ''  ''i  ''j  I . 
9t  =  //^  j/^  [A,  ^2  /'s  -  A  A,  A3  +  A  A,  A3  +  A  Ai  A,] , 
93  =  /KV Fa\h^h^h^  +  AA,A,  -  AA.A,  +  AA, A,]. 
(J  =  j/Fa  VFi  [A,  Aj Aj  +  AAjAj  +  A A, A,  -  AA,  Aj] , 

r  =  4/7^j/7^J^AA,A,A3 
setzt. 

Dies  vorausgeschickt,  soll  der  Ausdruck  F,  gebildet  werden,  wobei 
man  voraussetzen  darf,  dass  /ig  nicht  =  0  ist.  Setzt  man  zur  Abkür- 
zung 

/Ä^ /^ /^v  [- K^ + /ä; + j/ä, + j/Äj] = s, 

yt-'a  yn  [yR+yfi^+y/i,-yR^]  =  -s. 

ß4>  i*rgwhi  sich  zunächst 
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aod  den  Gleichnngen 

^=p-^Ä,  ^=0,-^«;.  ^=Q,-yBi,  ^^=Os-y^ 

mfolge 

^<«  =  AA,  AjAj  [4 ^.aj/Fa  yn  j/F,  -  S,]. 

Ebenso  findet  man 

^^93  =  AA, AgAj  [4 ^»rf  yFaVn^y^-  S^] , 

Ja^  =  hh^  A, A,  (4 z/cd ^-F. >^ Ji  J-'J'c -  Sj] , 
^rf  r  =  A  A,  Aa  Aj  S. 

Hit  Hilfe  dieser  Gleichongen  verwandeln  sich  die  AnsdrUcke 

MFa  «  +  l'«»93  +  J?'.«6  +  F„rfD), 

^d(F<.rf9l+J'4rf©  +  -P'crf6  +  J'rf  5D), 
von  dem  Factor  AA,AjAg  abgesehen,  beziehnngsweise  in 

—  Fa   S^  —  Fat Sg  —  J*,eSj, 

—  Fai i>i  —  Fi    Sj  —  FttSj, 

—  FaeS^  — Ftcf^i  —  Fe    Sj,  

-  ^„rfS,  -  FijS^  -  FciS^  +  4^yFa  VFt  J/Fc, 


nnd  da 


ist,  so  wird 


F.  =  {Fa    %  +  FatSd  +  Fac(^  +  Faa'i))% 

+  {F,i^  +  Ft  S+J'icß  +  Firf?))© 
+  (Fac«  +  Ft,^  +  Fc  (&  +  F.rf5D) 6 
+  (F„ä^  +  Eta^  +  F,a(^  +  Fa  5D)5D 


n 


a  =  1 6  ^f  z/d  F.  F»  f c  +  F.  s,« + n  Sj«  +  F.  '%* 

+  2F6cS^Sg  +  iFca^s^i  +  2Fo4.S,  S^. 

Entwickelt  man  Sl,  so  ergiebt  sich 

a- S*=  16  JJnFaFtFc 
+  2F,FtF,(R  +_ft,  +  Äg+  A3) 

+  2  Fj.  F.  ^J^  / j;  ( ß  +  Ä,  -  ffg  - /?3) 

+  2Fc.  Fi  }/Fe  /F.  (R-  fl,  +  Äj  -  A3) 

+  2F.4 F^Fa}/¥b  (R- R,- ffg  +  /?»)_    _ 

+  4 F,  f^Fi  /Fe  [Hi c  /ä  /«,  +  Cic  /^  /R3] 

+  4Fij/¥cj/¥a  [ffca  VR  VRi  +  Gco  /«s  /ft,] 
+  4F,y¥aj/¥t[ffatVR  VR»  +  C„ 4  j/ft,  //f,l. 

Es  ist  aber  (9) 

»  imUHW  tllttt— ««tt  ■■  Jtr/»tt  XXV,  s.  U 
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R^  =  2d  HieGca^aby     A3  =  2^  ATj,  ff^o GqJ 

und  daher 

R  +  Ii^+R^+fi^  =  8J{Fl,cF,aFat-FaF^Fe),_^ 

/?  +  ff, -  Ä, -  /?,  =  8 ^ (F.Ftc  - -P«« Fai)  yFi  }/Fc, 

fi-Ii^  +  n^-Rj  =  8J{Fi  Fea  -  F.lFtc'*  VF^  VK, 

R-R^-Ii^+R^  =  Sj{Fc  Fai-Ftc  Fca)  VF,  l/¥i  . 

Mit  Hilfe  dieser  Ansdrficke  ergiebt  sich 

1 6 ^  ^d F„  F*  Fe  +  2  J"«  Fi  F<,  (Ä  +  Ä^+ Ä,  + /?,) 

+  2F4cF./^  yi\  (R+R^-R^-  Äg) 

+  2F,aFt  j/Fc  ]/Fa  (/?-«, +  /?,-ßs) 

+  2F„6F,yFa}/Ft{R-R^-R,+  Rs)  =  0. 

Wenn  man  ferner  über  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  ^R,  j/R^,  Y Rfi 
yR^  80  verfugt,  daes 

j  yß  .yTtl.yFt.yW^^  -  4  J*  Gig  GcaGai  ffic  ff ca»at 

=  4J^  (Fi  F,  -  fIc)  {Fe  F.  -  fL)  (F,  Fi  -  F'U) 

wird,  was  auf  acht  verschiedene  Weisen  geschehen  kann,  so  ist  gleich- 
zeitig 

HtcyByß[+Gi,yR,y%=o,  B,ay'Ry%+ G,,yR^yWt=o, 

/r,4  ^Ä  J/Ä3  +  G„4  ^ /:^  =  0 

nnd  daher 

a  -  S» = 0. 

Hieraus  folgt 

^  F,  =  r>. 

•  

Hält  man  dieses  Resultat  mit  den  Gleichungen  13)  zusammen,  ko 
folgt,  dass  der  Schnitt  s  einen  Schnitt  je  eines  der  vier  Schnittpaare  10) 
berührt. 

Wenn  Jd^=^0  ist,  so  genügen  die  den  Gleichungen  11)  entsprechen- 
den vier  Ebenen  der  Bedingung  14).     Denn  es  ist  in  diesem  Falle 

2  2 

—  /1td=^{Fc  Fa  —  J'ea)y      ^cd^ad  =  ^{Fb  Fca  — J'^ab  Fbc)  y 

-jld-=^(FaFb-Flb).     ^aä^bd=^{F,Fab-FöcKa) 

und  daher 

^'  =Fa{Fi  /;  -  Fh)  -  Fi  (Fe  F„  -  Fla)  -  Fc{Fa  Fi  -  F^) 

-  2  (F„  F^i  -  Fa  Fi  c)  yVi  yVc. 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  Jd  =  ^>  so  wird 

QQ,  =  2  ^(Fe.  F.»  -  F.  Fic)  Cjc. 

Ebenso  ergiebt  sich 

Q»Qi  =  -^  ^(F,,  F,i  -  F.  F»,)  Hi,. 
HieimnB  folgt 


Von  F.  Mbbtb«8. 
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=  4^(n  Vc-FU(F,Fa-Fla){FaFi,  -  Fit). 
infolge  der  Gleichung  ^^«1  =  0 

(fe«  ^«*  —  Fa  Fbe)^  =  (^'c  ^o  —  Fca){Fa  F^  —  Fab) 


IV. 

BehSit  man   die  vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,   so  besteht  die 
Ma1fatti*8che  Aufgabe  (in  der  St  ein  er' sehen  Verallgemeinerung)  darin, 
dmaa  drei  Ebenen 

1/^=0,       V^=0^       Wjr=0 

denit  bestimmt  werden  sollen,  dass  jeder  der  durch  dieselben  in  der 
Oberfliebe  F  erzeugten  Schnitte  die  beiden  anderen  und  je  zwei  der  durch 
drei  gegebene,  sich  nicht  in  einer  Geraden  schneidende  Ebenen 

^*  =  0,     6,  =  0,     c,  =  0 

berrorgebrachten  Schnitte  berührt  und  zwar  nach  Massgabe  der  Gleich- 
ungen 

Fbu  +  /fIVJu=-0.     Fcu  +  VTc/Ju^^. 

15)         F,^+yJc_yT^  =  (^,  Fav+]/F^yF^=o, 
F^^+yFayF^=^o,  Fi,„+yFtyFn.=:o, 

i6)n»+j/ÄvK^=o,  F^u  +  y'F^yyu  =  o,  F,,+yj\,yFu=o. 

Bezeichnet   man   in   üblicher  Weise   die   Determinante  ^  :t.  Pi92^i''^4 
mit  (pqrs)  und  setzt  zur  Abkürzung 

F.u-yYayWu^v,  Ft^^yFf,yF,=  v,  Fcu,-yT,yF;,^w, 

to  ergiebt  sich  durch  zeilenweise  Ausführung  der  Determinantenproducte 

A{auvtv)(auvrv)y     A{buvrv){cuvtv)y 

wobei  suerst  die  ersten  zwei  Factoren  mit  einander  und  hierauf  die 
erbaltene  Determinante  mit  dem  dritten  Factor  zu  multipliciren  ist: 

■'■  a        ■'•HU       -^  av      -^  utp 

ji{auvfvY 


F 

•'■au 

Fu 

F,„, 

Fun 

F,i ,, 

F„  V 

F„ 

FvtP 

F'nw 

F„  ,r 

F 

■'■    VW 

Fr, 

Fhr 

Fh„ 

F\v 

Fbw 

Fcu 

t\ 

F\r 

F„n> 

F\. 

F„r 

Fr 

Fcw 

Fcu- 

Fuw 

F\'w 

Fu, 

/l{buvw){cuvw)  = 


und  daher  den  Gleichungen  15),  16)  zufolge: 

j(auvwy        ==    8  yVu  F,  F^  y¥a  U, 

A(buvw)(rt4vw)  =  -  2F„}¥r/Fn,  (  V  U'+Ilhc  )/F„l^FiV 
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^«^v>w.^\»s^>i»'^>^^i^i^«^%»s^^>wi^»s<>\*s^^^^r^^',^»«i>'^^» 


Zwei  ähnliche  Oleichungspaare  erhält  man  durch  blosse  Bnchstabenver- 
tanschung,  so  dass  im  Ganzen  folgende  sechs  Oleicbnngen  bestehen: 

yi.{btivw)=2j/2yFryFi,}/T\,i/Fö}/T, 
yi.{cuütv)=2  y'2  ywi^  y¥u  yw^  yWc  yir, 

17)  _     _  _     _ 

A{buvw)(r.uvw)  =  - 2Fu yF„yFu,{V  W+  2 Htc  yF^ /FJ, 

A{cuüw){auvw)  = —iF^  yw^yy^iw  u  +  2HcayFi,yFi,) , 
j{auvw)(buvw)=--2F„yF'ayFr{üy  +  2ffabyF'uyKy 

Eliminirt  man  ans  denselben  die  Determinanten  {auvfv\  (buvw),  (cuvw)^ 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Producte  y^^y^j  y^-y^^ 
y U .y  V  die  quadratischen   Gleichungen: 

V  w+  4  }/Ft  yF^  yw^  i/F^  yv,  y~wJt2H,,  yT„y¥n,=o, 
jru+  \}'FcyF^yFj/Ky"i^'.  yu+2H,a  y¥.y¥u  =  o. 

Ur  +  4  {/Fay/Ftl/F^l/F,  fÜ .  yV  +  2//«6/JF\;j/^  =  0. 
Man  hat  daher,  wenn  zur  Abkürzung 

y^^^2lhr-2y¥bVF,  =  Et,,     y^2G^  +  2}/F^yF^=n'bc. 

//^2^-2|/^f/^=/?ca>      y-2f^7a+2yF,yFa  =  B',^, 

y~2G7b'-^yFayFö^Rnb,     K-2G«a+2^f;//J^  =  ä',4, 

Iha  f^ab        Q  RgbRbe ^  ^be  ^ca        c> 

B =  ^a  1       — ^ —  ^b  ,      j: =  ^e 

gesetzt  wird,  

y  f^.yi^= RbcyF/yi^, 

yw.yw==R,/iF^yK. 

yu.yv  =RabyF,yF, 

und  dorn  gemäss 

18)  U:=Say¥uy        V=SbyF,,        W^ScyF^. 

Es  ist  bei  der  Herleitung  dieser  Formeln  stillschweigend  voraus- 
gesetzt worden,  dass  man  den  Gleichungen  15),  16)  durch  keine  der 
Annahmen 

genügen  könne.  Dieses  kann  in  der  That  im  Allgemeinen  nicht  ge- 
schehen. Ist  nämlich  z.B.  Fm  =  0  und  die  Gleichungen  15),  16)  erfüllt, 
so  folgert  man,  dass  die  Ebenen  />,  r,  r,  w  alle  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Ebene  u  laufen  und  die  Durchschnittslinien  rw,  btv^  cv  in  der 
Ebene  tt  liegen.  Wenn  nun  die  Schnitte  />,  c  sich  nicht  berühren,  so 
müssen  die  Ebenen  r,  w  beide  die  Geraden  bti,  eti  enthalten  und  es  sind 
daher  die  Ebenen  f/,  r,  w  identisch.  In  diesem  Falle  muss  also  F^-^  h\ 
=  F„  =  0  sein  und  der  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  /i,  />,  c  liegt  auf 
der  Fläche  F. 


Von  F.  Hbbtens. 
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^^„ii^»«^>^^/s^^y^^^^>.^v^^ 


Die  Gleichungen  18)  kann  man  nnn  mit  Vortheil  statt  der  Gleich- 
ungen 16)  zur  Bestimmung  von  u^y  t/^,  ...,  '2^8*^4  verwenden.  Denkt 
tnan  sich  zu  diesem  Ende  zu  den  Ebenen  a,  6,  c  eine  vierte,  den  Durch- 

Bcbnittspunkt   derselben   nicht  enthaltende  Ebene  d  hinzugeuommen  und 

one  Identitftt  von  der  Form 

aafgestellt,   so  wird,  wenn  man  allgemein  Xi  der  Reihe  nach  durch  den 
Coefificienten  von  Si  in  Fa»y  ^6«,  /^e«i  ^ds  ersetzt, 

Fau  +  '^Fa    +^Faö  +  (S,Fac  +  '^Fad=0, 
Fi^u+^Fai  +  ^Ft,    +6P6c  +  5)^6rf  =  0, 

Fcu+^Fac  +  ^Ftc  +  (I^F,   +5)Fcrf  =  0, 
Fd.+^Fad+^Ftd+(lFcd+^Fd  -0 
und  nach  Fortschaffung  von  %,  93,  S,  S) 


19) 


w. 

Os 

f'x 

<*x 

('s 

Fau 

Fa 

Fat 

Fac 

Fad 

F^u 

Fak 

F, 

Ftc 

Fbd 

Fcu 

Fac 

Fhe 

Fe 

Fcd 

Fd. 

Fad 

Ftd 

Fcd 

Fd 

=  0. 


Au  dieser  Identit&t  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  15),  18)  u^, 
»eoD  das  Verhaltnias  "/Wu  '■  Fdu  bekannt  ist.  In  derselben  Weise  erhält  man 


20) 


11) 


»« 

a« 

»* 

Cx 

ff* 

Fav 

Fa 

Fai 

Fac 

Fad 

Fbv 

Fai 

Ft 

Fic 

Fid 

•*  CP 

Fae 

Fie 

Fe 

Fcd 

Fdv 

Fad 

FiH 

Fcd 

Fd 

w. 

<*x 

6* 

Cs 

d.r 

Faw 

F. 

Fai 

Fac 

Fad 

Fhw 

Fat 

Fi 

Fic 

Fid 

Fem 

Fac 

Fic 

Fe 

Fcd 

Fä„ 

Fad 

Fid 

Fcd 

Fd 

=  0, 


=  0. 


Ks  erübrigt  demnach  nur  noch  die  Bestimmung  der  Verhältnisse 

/K'.Fdu,    yP^-Päv,    /K--Pdw. 
fiicRQ  ersetze  man  in  der  Identität  19)  xt  aligemein  dnrch  den  Coeffi- 
ciaiten  von  t|  in  Fa,.    Es  wird  dann 

Fa        Fau      Fia    Fcu     Fdu 


=  0 


Faa 

F, 

Fai 

Fae 

Fad 

Ftu 

Fat 

Fi 

Fic 

Fid 

Fe 

Fae 

Fic 

Fe 

Fcd 

Fdu 

Fad 

Fid 

Fcd 

Fd 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 
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P-  = 


1 

Sa  +  VFa 

-VFt 

-VF, 

0 

s, + yFa 

Fa 

Fat 

Fac 

Fad 

-l/Ft 

Fab 

Ft 

Fbc 

Fit 

-VF, 

Fac 

Fte 

F, 

Fcd 

0 

Fad 

Fid 

Fcd 

Fd 

s.  +  yFa 

Fa        Fab 

Fac 

-  fF, 

Fa  b      Fb 

Ft, 

-VF, 

Fac      Fbc 

F.. 

0 

Fad     F(t,t 

Fed 

Oa  = 


^-  dad{Sa  +  }/Fa)  +  ^bdVFt  +  dcdVFc 

gesetzt  wird,  in  entwickelter  Form 

22)  PaFu-'lOayFaFda^'  ^dFlu^Q. 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  noch  die  zwei  quadratischen  Gleichungen 

23)  PbF,  ~  2  06  ^^  Fd.  +  ^dFL  =  0, 

24)  PcF^^2Q,y¥^Fd^  +  ^dFdu>-=-<). 

wo  Ph^  Qbi  Pc^  Qc  leicht  durch  Buchstaben  vertauschung  erhalten  werden. 
Denkt  man  sich  behufs  Bildung  der  Ausdrücke 

Ta^Q'a-'^dPay      n^Qh^^dPb^       T^-=0\-^dPc 

in  der  Determinante  P^  die  fünfte  Spalte  mit  ^d  multiplicirt  und  hier- 
auf zu  derselben  die  beziehungsweise  mit  /Sad%  ^bdt  ^cd  multiplicirte 
zweite,  dritte  und  vierte  Spalte  addirt,  so  ergiebt  sich 

1  Sa  +  y¥     -J/Ft     -j/F,. 


-^dPa  = 


odei 


Sa  +  l/F, 

-VF, 

-VFc 

0 


Fa 
Fab 

Fac 
Fad 


Fab 

Fb 
Fbc 

Fori 


a  c 


F, 

Fltr 

Fr 

Frd 


0 
0 

0 

J 


r«  =  z/ 


Sa  +  V^o 

-VFb^ 

-V^c 


1        .        '"^a  +  VFa  -VFb  -yF, 

Fa  Fa  b  Fa  c 

Fab  Fb  Ftc 

Fac  Fbc  Fe 

In  dieser  Determinante  multiplicire  man  ferner  die  erste  Spalte  beziehungs- 
weise mit  —  5a  —  VFa ,  yFb  »  V^«  ^^^  addire  hierauf  dieselbe  zur  zwei- 
ten, dritten  und  vierten.     Es  wird  dann 

^2SaVFa-^a      H^b  +  SaV^      ^«c  +  ^a/J^ 
Ta^^         Hab  +  SaVFb  0  ^.'^c 

ffMC  +  SaVFc  Gbc  _  0  ^ 

=:^2dGbc[{ffab  +  SaVFb)(B^c  +  SaVFc)  +  Gbc{SaVF^  +  ^S'Ji]. 

JB0  MMt  aber 


Von  F.  Mbbtbn8. 
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ud  daher 


J^mb^ao  *=  i^ab  ^  ab  ^ac  ß  ao  =  T'^a  '^Ac  f^  ab  ^ 


aet 


TT  •    Ä»oÄcaÄa6 — ü  hcRca 


—lh\ 


r. = IdGi^S,  \Gi,yF, + H^a  yFi  +  ff.»  /Fc+ 

=- ^c*  eS.  [- /^^TcTc  j/f^ + /^^^2g;^  K-P^ + /^=Ttr»  ^'J;  1'. 

Sflit  nwD  daher  snr  Abkttrenng 

y'j.f^Vhc  (-  /^2G^  f/^ + /-^^  ^5 + V~^6  Vf^  =  /-a  . 

My-2C.»(    y-2G^,yF,+y-  2  Cc.  yFt-/-2Gat]/F,)  =  /-,, 
M  wird 

snd  man  genttgt  den  Gleichangen  22),  23),  24)  allgemein,  wenn  man 
25)         /JV  =  C>»  fio.  +  i»  J'  4Ä»cfic.ß.4,    Fj,=  PtR, 


*ca ' 


oifflmt. 


K-^w=  C^c  Äaft+  ^c  Ki^^^c^ca^a*  ,      -^ifnr=  'c  ^a* 


Es  ist  nnn  noch  sn  untersuchen,  oh  die  gefundenen  Werthe  der 
CnbekaDDten  iij,  i/^i  ...|  «'s,  «7^  den  Gleichungen  16)  genügen-  Hierzu 
seUe  man  in  der  Identität  20)  statt  x^^  x^y  x^,  x^  die  Coefficienten  von 

'i*  '})  ^31  ^A  111  ^s»       ^^  ^^i*^  dann 


oder 

26) 
wo 


F,^ 

•^  av 

Ftv 

V 

J.  cv 

Ff/t, 

F.^ 

Fa 

Fab 

F„c 

F„^ 

Fi. 

Fab 

F, 

Fhc 

F(,^ 

=  0 

F.. 

F„c 

Fbe 

Fe 

Fcd 

Prf- 

F„^ 

Fbd 

Fcd 

TP 

j(Fr^+ y  F,  yPn) = /'» e  yF,  yFn, 


Qi  yF„  Frf„  -  Q,yF„F^„ 
+  ^dFdv  -Frfw , 


/»»«  =  - 


-1 

-yWa 
~yFi_ 

Sc + yF, 
0 


'%+yFt  -yFc 


-yFa 

Fa 
Fat 
F,o 

F,ä 
Wenn  nan  ^4  nicht  s=0  ist,  so  wird 

j4j(F.»+y¥,yF,) = (Qt  yw,  -  j^fj,)  ( OcyK-  ^dFj„) 

27)  -{Qi  Qc-  JaPi c)  yF, yF, 

= yF, yF„ [j/Ti.yTc- (o» p. -  Ja /»» .)i. 


F„i 
Fi 

Fie 

Fid 


Fae 

Fic 

F, 
Fcd 


0 

Fad 

Ftd 

Fed 

Fd 
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»  •*N^«'%*>r>«0»  . 


'  ^^"•^rf%^>^N^tr  «r  ^«K  ^^  *■>*•«»•»' ^ 


Um  den  Aasdmck  Q^Qe  —  ^d^be  atif  die  einfachste  Form  zu  bringen, 
mnltiplicire  man  in  der  Determinante  Pbe  die  zweite,  dritte  und  vierte 
Spalte  beziehungsweise  mit  J^tty  ^bd^  ^cd  and  addire  dieselben  hierauf 
zu  der  mit  Jd  multiplicirten  fünften;  es  wird  dann 


-^4/>6e  = 


oder 


QbQc-^äPbc=d 


-VF, 

Fa 

Fah 

Fa, 

0 

-/Ft 

Fab 

Fi 

Fbc          0 

Sc+VF, 

F,c 

Pbe 

F,             0 

0 

Fat 

Fbd 

Feä             d 

-1 

-/Fa 

Sb  +  /Tb 

-/K 

-/Fl 

Fa 

Fab 

.    Pae 

-/Fl 

F.i 

Fb 

Fbc 

Sc+ZfI 

Fat 

Fbc 

Fe 

=  J 


-1_  -/Fa  ]fFi  -J/Fc 

-/Fa^  Fa  Fab  Fac 

-/Fl       Fab  Fi  Fko 

/  Fe  Fat  Fbe  Fe 


+  ^Si 


-/Fa     F, 


ae 


-JS, 


-/Fa     /Fl     -/F^ 
Fa  Fab  Fac 

Fb  Fbc 


Fab 


-/Fb     Fab     Ft, 

+  /fI     Fac     F, 
—  JS^S^  (Fab  Fac—  Fa  ^6e) 

=  -J{2Htc  +  SiSc){FabFac-Fa^Fic)  _  _ 

-J(ffca  Sl+  HabSc)(-Gbc/Fa  +  Gea/Fb  +  Gab/Fe). 

Ks  ist  aber 

2^4c     +   SiSc  =-ARbcVFb'/Yc  _        

H,a  Sb    +HabSe=Rbe{*/Fa/FlVyc-  /-^Gca/ -^Gab)  ,        _ 
FeaFab-FaFic  =  GcaG„l  +  {-Gtc/Fl  +  G,a/Ft  +  Gat/Fl)/Fa 

und  daher  Q.Q,- J,  P,,=  iULcBbc. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  27)  ein,  so  schliesst  man,  dass  es  für  das 

Bestehen  der  Gleichungen  16)  nothwendig  und  hinreichend  ist,  wenn  in 

den  Formeln   25)  die  Wurzel  y^Rbc^ca^ab  mit  demselben  Vorzeichen 
ausgezogen  wird. 

Berücksichtigt  man  die  verschiedenen  Vorzeichen,  welche  die  Wurzeln 


y^a.      yPb,      }/Fc.      ]/-2Göc.       V-2G,a,      y-2Gaby 

y^Rbc^ea  Rab 

haben  können,   so  erhellt,  dass  die  Gleichungen  15)  und  16)  im  Allge- 
meinen 64  verschiedene  Lösungen  zulassen. 
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I«t  ^1^  =  0,  so  hat  man  für  eine  Lösung  der  Gleichungen  22),  23),  24) 
and  (tir  die  andere 

Fdu=^  Pay  Fdv=Pby  ^4^  =  Pc  . 

Dass    in    diesem  letzteren  Falle   die  Gleichungen  16)  erfüllt  sind,    folgt 
ans  26),  wenn  man  berücksichtigt,  dass  allgemein 

m-  JäPb){Q\-  ^fdPc)  -  (QbQc-  ^dPbcY  =  0 
and  daher  auch 

2PbcQBQc-  PbQ'c-  PcQ*b  +  ^^APäPc-  Phc)^0 

ist,  woraus  in  dem  besondern  Falle  Jd=^0 

iPbcQbQc-  PbQh-  PcQh=^0 
folgt. 

V. 

Die  St  einer 'sehe  Construction  beruht  auf  Folgendem. 
Bestimmt  man  drei  Ebenen  p,  ^,  r  derart,   dass  identisch  in  Bezug 
auf  s^,  5,,  *3,  54 

1}/F^        8FuF„Fu,j/Ta  J 

l]/F,        8FuF„F„}/Tb  J 
_  rF„t       y4(cuvw){suvw)'\  ,     ,,    ,      , 

1}/F„       8FuF„F^yFc  J 

ist,  wobei  Fay  F^,  F^  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden,   und 
hierauf  a  und  a\  ß  und  ß^^  y  und  /  beziehungsweise  so,  dass 

wird,  80  hat  man  anmittelbar  auf  Gnind  der  Gleichangen  15),  16),  17) 
{flbcu)Ff,-(abcv)Ffu==-[iflbcu)}/T,-k-(,abcv)yK]}/Tp, 
(aftctt)/*,»— («6cw)/',„=  —  [(atc«)  ^^  + (oftc-w) /Fä]  |/i^, 

Fap^yTafFp,       _ 

yFiF.f-yTg  Fif=yY„yTi  /-2G„i  y  Fp, 

VFc  F„f  -  ]/Fa  Fe,  =  yFaj/Fc  /-  2C„c  /Fp, 
((ibev)F,„—(abem)F,„  =  —  l{abca)j/F^+{abcn>)l/Fl]  f/Tg, 
{.9l>ce) F,y  —  (abcu)  F,„  =  —  [{abcv)/Fi,+  {<tbcu)}/¥,\  /F, , 

y^Fi,  -  /TiFe,  =  K^  j/Fc  /-  2  Gt,  /f,  , 
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(ahcw)FrM-  (obcu)Frw  =  —[{affCw)}/W^  +  {abcu)j/Fu,]j/Fr, 

{abcw)Frp-(abcv)Fru^  =  -[{abcw)  j/Tr+{nbcv)  j/F„]yF'rj 

_  _Fcr  =  j/F^}/F^    _ 

yFaFcr-VFcF.,r  =  VF,yFaj/--2G,a}/Fr, 

]/FbFcr-VFcFor  =  yF,VFt,j/-2Gcbj/¥r^ 
Diese  Gleichungen  drücken  der  Reihe  nach  aus,  dass  die  Schnitte  p,  9,  r 
je  zwei  der  Schnitte 

(o A c tp)  t>x  —  (fl 6c r)  fUjp  =  0 , 

28)  (aftcMjfr,  —  (flftcir)  Wx=  0, 

(ahcv)  u^  —  (abcu)  v^  =  0, 
je  einen  der  Schnitte 

29)  ^*  =  0,     6,  =  0,     r,=  0 
und  je  zwei  der  Schnitte 

30)  ]/F'cb:c-j/F^C:,  =  0,    //^c^~//l^«,  =  0,    ^'^«,-/Jp^6^  =  0 

berühren  nnd  zwar,  dass  p  den  zweiten  und  dritten  der  Schnitte  28)  und 
30)  und  den  Schnitt  a  berührt  u.  s.  w.  Ueberdies  drücken  die  Gleich- 
ungen 

(a Acir)  (Fpr  +  K^  J/:^) -- (aftcr) (F;,,  + /^/^)  ==  0 , 

(abcu)(F^^  +  yF\yi\^)'-{abcw){F^,  +  j/F^y 
{ahct>){Fru  +  yFryF„)-{abcu){Frv-{'yF'ryFj  =  0 

aus,  dass,  wenn  s^,  s^,  $3,  s^  laufende  Ebenencoordinaten  bezeichnen, 
die  Coordinaten  der  Ebenen  28)  den  Gleichungen  der  Berührungspunkte 
der  Schnitte  u  und  p,  6  und  ^,  c  und  r,  nämlich 

yFj,Fa.-yFaFj,s  =  0. 
j/F^Fi,s-yFtF^.==0, 

yF'rFc»-yFcFrs=-0 

beziehungsweise  genügen.  Endlich  berühren  die  Schnitte  ti,  r,  ;t?  je  zwei 
der  Schnitte  28),  und  zwar  u  den  zweiten  und  dritten,  v  den  dritten 
und  ersten,  w  den  ersten  und  zweiten. 


X. 

Heber  die  Einwirkung  ruhender  und  rotirender  Eugel- 
fltehen  unter  Zugrundelegung  des  Weber'schen  Oesetzes. 

Von 

Ernst  Lehmann, 

Oberlehrer  »m  Oymnatiain  su  St.  Nikolai  in  Leipsig* 


Hierzu  Taf.  H  Fig.  1—7. 


Einleitung. 

lo  der  Theorie  der  Elektricitftt  werden  zwei  Hauptclassen  von 
Elncheinangen  betrachtet:  die  Erscheinnagen  der  statischen  Elektricität, 
welche  das  Conlomb* sehe  Gesetz  befolgen,  und  die  elektrodynamischen 
Encbeinungen ,  welche  gewissen  pond eromotorischen  und  elektromoto- 
rischeD  Elementargesetzen  entspringen-  Jenes  erste  Gesetz  bestimmt  die 
S^nseitige  Wirkung  zweier  elektrischer  Massen,  welche  sich  in  Ruhe 
befinden,  die  letzteren  die  Wechselwirkung  zweier  Stromelemente. 

Wilhelm  Weber  ist  es  gelungen,  beide,  das  Coulomb'sche  wie  die 
elektrodynamischen  Gesetze  in  Ein  allgemeines  Grundgesetz  zu  vereinigen, 
welches  daher  beide  Classen  von  Erscheinungen  umfasst.  Nach  seiner 
Anschauung  müssen  zwei  elektrische  Massenpunkte,  sobald  sie  in  Bewegung 
iind,  in  anderer  Weise  auf  einander  wirken,  als  wenn  sie  sich  in  Ruhe 
befinden,  oder  genauer:  das  Coulomb'sche  Gesetz  ist  nur  das  erste  Glied 
in  der  Formel  für  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  elektrischer  Massen- 
punkte,  indem  noch  andere  Glieder  hinzutreten,  welche  von  den  Beweg- 
QDgsxQstSnden  der  Punkte,  von  ihren  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen, abhftngen  und  die  mithin  für  ruhende  El ektrici täten  verschwinden. 

Du  so  vervollständigte  Gesetz  ist  nach  den  Untersuchungen  W.  Web  er^s 
«inrcb  die  Formel 

S^ben,  wo  SR  die  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  stattfindende 
^lüiive  Wirkung  der  beiden. Massen theilchen  m  und  fi,  r  den  Abstand 
dieier  letzteren ^  /  die  Zeit  und  c  eine  dem  Web  er* sehen  Gesetze  eigen* 
tbilfflUeh  lugehörende  Constante  bedeutet. 
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In  vorliegender  Abhandlung*  wird  auf  Grund  dieses  Gesetzes 

1.  die  Einwirkung  einer  ruhenden  Kugel fl&che  auf  einen 
in  beliebiger  Bewegung  begriffenen  Punkt, 

2.  die    Einwirkung    einer    rotirenden    Kugelfläche    auf 
einen  in  beliebiger  Bewegung  begriffenen  Punkt  und 

3.  die   Einwirkung   zweier   rotirender   Kugelflächen    auf 
einander 

ermittelt,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  zu  betrachtenden 
Kugelflächen  gleichmässig  von  elektrischer  Materie  durchdrungen  und  mit 
derselben  starr  und  unlöslich  verbunden  sind. 


I. 

Die  Einwirkung  einer  ruhenden  Rugelfläehe  auf  einen  in  beliebiger 

Bewegung  begpriffenen  Punkt 

§1. 

Das  Fundament  der  Lösung  bilde  folgende 

Transformation  des  W eber'sclien  Gesetzes.** 
Setzt  mau  in  dem  Ausdrucke  für  die  Kraft  3{  zur  Abkürzung 

so  läBst  sich  Ot  auch  daistolleu  durch  die  Formel 

da  ferner 

ii^yr  _^      1      /'''•y  ,  _1_  ''^'• 

also 


so  ist  auch 


oder 


l 

und  dieser  Ausdruck  nimmt  durch  die  Substitutionen 


*  Zu  welcher  dem  Verfasser  —  wie  zu  vielem  Ad  dem  —  von  seiuem  hochver- 
ehrten Lehrer,  Herrn  rrofessor  Dr.  C.  Neumann,  die  Anregung  zu  Theil  wurde. 
**  C.  Neumann:   „Ueber   das  von  "Weber  für  die  elektrischen  Kräfte  auf- 
gestellte Gesetz".   Leipzig  1874,  S.  88  flg.,  imd  „Die  Principien  der  Elektrodynamik". 
Tübingen  1868. 


die  Form  an 
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rfl 


m 


'^  \       ilr  dr        dl*   / 


oder  «ndlich 


«=-(-^'+^^t:S)- 


wobei  nnter  9  nnd  1^  Functionen  von  r  zu  verstehen  Bind,  welche  zwar 

für  beträchtliche  Entfernungen  mit   —  und  j/r  übereinstimmen,  für  sehr 

kleine  Entfernungen  hingegen  von  noch  unbekannter  Beschaffenheit  sind, 
da  wahrscheinlich  für  solche  auch  das  Web  er' sehe  Gesetz  gewisser  Mo- 
difieationen  bedarf. 

Sind  nun  x^  y,  z  und  £,  17,  {;  die  Coordinaten  resp.  von  m  und  fi, 
u^  Vj  w  die  Richtungswinkel  ihres  Abstandes  r,  so  besitzen  die  Oompo- 
oenten  X,  ^,  3  der  von  fi  auf  m  ausgeübten  Kraft  9t  die  Werthe 


dicosti  3e=9i 


)l)  =  yirosv    oder     ?)  =  9i 
^=ytcosfv  3  =  9i 


r 

y-v 

r 


oder  infolge  der  Relation  r«=  («-|)*  + (y -ij)« +  (?-{;)« 

^"«fc'   »  =  »a7.   3  =  4:. 

d.   i.   nach  2) 

Auch    diese  Ausdrücke   3)   lassen   sich  noch  in  eine  andere  und  für  das 
Folgende  geeignetere  Oestalt  überführen.     Beachtet  man,  dass 

dr  ___      dr        dr  dr        dr  dr 

äi"""ai'    d^^'^fii'    dl^'Ti' 

d^      d%if  dr  d^      //i/;  dr 

dx'^Ti^  d^'  ""  ^^j^r^'  •••' 

also 
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die"'    Jl'  dy  d^'         äl    """"    äf' 

dx^^      dxc^^     dxdy  dxdtj*     dx  dz"      dxd^^   *  *' 

sowie  dass 

d.  1.  auch 

oder,  wenn  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  Accentc  angedeutet 
werden , 

dr       dr  dr     ,  dr     ,      . 

80  erhält  man 

a— 

_ax_£^^  .       ^  av  ^. , 
dl  "dx^    '^  "'^  dxdv     ^"'  *" 

oder 

80  dass  5)  und  6)  die  Relation  liefern 

<// __  ax 

Differentiirt  man  jetzt  4)  nach  x\  ...,  so  ergiebt  sich 
dt      dip 


dx'     a  o- ' 


•  » 


multiplicirt  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  2  — ,  so  erhält  man 


(?)• 
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■.J"^^  *  ,»  ^^^M^^<r»^«i»  ^.^^  A  *  *  AXw 


da  aber 


\     dt  dx)  rfr/;    d  2tC  ,  «'''ij'   d^i) 


so  bat  man  mit  Hilfe  von  7)  und  8) 

rf/      dx'     "■     aa;      "^     rf/2  ao;'  *" 
nnd  gewinnt  die  für  unsere  Transformation  massgebende  Beziehung 


^dil;  d^tlf  _         \dl)        ä      \di) 


dx  dl*  dx       '  dl      dx      '   •  •' 

mnltiplicirt  man  noch  mit  2A^  und  setzt 

so  ergiebt  sieb 

fd^d!*it> du      d  dw 

dx  liÄ  ^~dx^dt  dx-  ■■■' 

und  die  Ausdrücke  3)  erbalten  die  endgiltige  Form 

^  r     d(<p  +  ü)      d  dal 

*  =  '"''L d^  +  Tid^-i' 

Hierin  nennt  man  ans  leicht  ersichtlichen  Gründen  nifiq)  das  elektrosta- 
tische und  mfico  das  elektrodynamische  Potential. 

§2. 
Die  Glelchimgen  des  Problems. 

Sei  K  die  Kugelschale,  da  ein  Flächenelement  und  x  die  elektrische 
Dichtigkeit  desselben,  U  das  elektrostatische  und  P  das  elektrodynamische 
Potential  der  ruhenden  Kugelfläche  K  auf  den  in  Bewegung  begriffenen 
Pankt«  welcher  die  Masse  m  und  die  Coordinaten  or,  y,  z  besitze;  alsdann 
lassen  sich  zufolge  der  Formeln  10)  die  Componenten  3E,  ^j),  B  ^^^  ^^ 
Sachenden  Wirkung  9t  darstellen  wie  folgt: 

d{u+p)    d  ap 

*""  dx      '^dldx" 


n)  ?)  =  "^-^^^^^  +  T,o..o 


d{U+P)      d   dP 
Jl       ^didy 


3=_^l^'!)+^^ 


dP 


dz  dt  dz" 

Hierbei  sind  ü  ond  J*  deßairt  durch  die  Gleichungen 
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12)  U^mj  jipKdö^      P  =  ml  jcSKdö, 

die  Integration  ausgedehnt  über  alle  Elemente  da  der  Kugelfläche  K.  Falls 
nun    der  Punkt  m   derselben   nicht  zu  nahe  liegt,   so  erhalten  q>  und  tf; 

resp*  die  Bedeutungen  ~  und  j/r^  und  man  hat,   mit  Rücksicht  auf  9), 

worin  £,  17,  S  <^i^  Coordinaten  eines  Elementes  fi  (=Kda)  der  Kugelflttche 
K  reprftsentiren.  Die  Geschwindigkeiten  ^^  ri\  ^  der  Masse  |ii  sind  null 
vermöge  der  im  Eingange  gemachten  Voraussetzung.  Somit  gehen  die 
Gleichungen   11)  über  in 

wo  übrigens  x  als  Constante  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  werden  darf. 

§3. 

AuftfUhrnng  der  Integration  in  den  für  ü  und  P  erhaltenen  Werthen. 

Ist  a  der  Radius,  C  das  Centrum  der  Kugelfläche  K,  ferner  %•  der 

Winkel,  welchen  der  Radius  C^»,  mit  der  Centrale  R{m^)  bildet,  und 
q>  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  mC'fi  mit  einer  beliebigen  festen, 
durch  Cm  gehenden  Ebene  einschliesst,  so  wird  das  FIftchenelement  de 
bekanntlich  dargestellt  durch  die  Fonfiel 

da^^a^ sind-  d&  dq>y 

und  für  das  Dreieck  mC^i  gilt  die  Relation 

r«  =  a«+Ä«  — 2aÄco5^. 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  O,  so  erhält  man 

r  dr=i  aR  sind'  dd 

und  ist  vermöge  dieser  Beziehung  im  Stande,  in  dem  Ausdrucke  für  da 
die  Variable  d  durch  r  zu  ersetzen.     Die  Integrale 


Z/^"""'*//'"'"'*'' 


welche  sich  beide  über  die  Fläche  K  hinerstrecken  sollen ,  werden  daher 
durcli  die  Substitutionen 

da      adrdq)  ar^drdq> 

zu 


-^  j  j  d^  d^    ^"<1    ~p  I  I  ''^  ^^  ''^• 


Liegt  der  indicirte  Punkt  m  innerhalb  der  Kugelfläche  K,  so  ist  R^a^ 
liegt  er  ausserhalb  derselben,   so  ist  /^>a.     Die  hierdurch  bervorgem- 
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fene  Verschiedenheit  der  Grenzen   erheischt  daher  im  weiteren  Verlaufe 
der  RechnoDg  die   gesonderte  Behandlung  der   beiden  genannten  Fälle. 
Man  findet 

a)  far  einen  Punkt  innerhalb  K: 
15) 


//^•=¥//--". 


0   a-B 

worin  Me=  4na*x  die  Gesammtbelegung  von  K  repräsentirt ,  und 

0    a-B 

Differentiirt  man  15)  und  16)  nach  den  Coordinaten  x^  y^  z  des  Punktes 
«.  80  ergeben  sich  die  Werthe  andeier  Integrale,  welche  uns  in  der 
weiteren  Bearbeitung  wiederholt  entgegentreten.  Man  erhält,  falls  der 
Anfingspaokt  des  Coordinatensystems  mit  dem  Centrum  C  der  Kugel- 
schale K  coincidirt,  in  der  angegebenen  Weise  aus  15) 

Qnd  ans  16),  durch  zweimalige  Diiforentiation ,  mit  Hilfe  von   15) 


19) 


//" 


r3 


^D  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

f')  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 

2«  B-^a 

und 

2»  B+a 

21)  j'ß--'"  =  "iff''''-"'P  =  '^{^  +  Q- 

0  Ü-a 
Infferentiirt  man   auch    diese  Gleichungen    wie   in    a)  nach    a-,  //,  2    nnd 
^l^tet,  daas 

^<HwfcUfl  /,  MätkmmMÜk  n.  Phjtik  XXV,  3.  VI 
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80  findet  man  ans  20) 

nnd  ans  21) 


23) 


m 


-D* 


M«* 
3Ä»' 


§4. 
Ermittelang  der  Kräfte  X,  0,  3** 

Dnrch  die  Substitutionen  18),   19),  24),  25)  geben  die  Wertl 
U  und  P  in   14) 

a)  für  einen  Punkt  innerbalb  K 
über  in 

26)  t/=— ,      />=^'"^  a'«+y^  +  2'* 


a  2  Sor 


so  dass 


d X         '      dx         '      3a:'         3 «        '      dl  dx  3a 

und  daber 

27)  3E  =  -  o  -     ^  '     ?1  =  -^ —  //  .     ^  = 


*>  • 


er  o «  Ja 

Hieraus  folgt  der  von  Helmboltz**  zuerst  ausgesprocbeno  Satz: 


♦  C.  Nenmann:   ,, Ueber  das  von  Weber  für  die  elektrischen  Kräl 
gestellte  Gesetz.*' 

**  Helmholtz,  Bordi  Journal,  Hd.  75  S.  48-r>4. 
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***■■■  ■■^^***^^*  ^^i>  m^^m^m  ^^^^^^^^^  ^  ^  ^^^^  *  ■■*rf^v*^lni^^JnJ^u^^J^^J^JnJ^^f^J^^i^J^r^J^.^»J^.^^ 


Die  Componenten  der  von  einer  Kugelfläche  auf  einen 
innerhalb  befindlichen  Punkt  ausgeübten  Kraft  sind  pro- 
portional den  Beschleunigungen  des  Punktes. 

b)  Für  einen  Punkt  ausserhalb  K 

kt  man 

mM 


17  = 


P  = 


28) 


1 


so  dlS8 


oder,  weil 
Ä*=  «*+>*  + 2*  und  ÄÄ'e=  J?a?'+yy'+ tz', 


P  = 


ittM 


^r 


^-o^+<'-Ä^^-"^<'-+.-/' 


+*'*)...., 


2«         2       f 


■•"3/?» 


•» 


«■■-'(■-Ä)^"+=('-f.)'^ 


and  man  erhält  nach  gehöriger  Reduction 

_iyiM.r       A^mU  IZlf  J.?^  - /"^^M 


29) 


?)  = 


mMy   ,  M^mU  iF.y   ,  2 


Ä» 


+ 


ä3 


mMz       ^^wM  JF.z      2 
^""     Ä»    "*"      2       )  /i»  ■•■    3 


3    rf/\W|' 
3    (//VWj' 


wobei  /"  die  Bedeutung  besitzt 

1 

X      u       z 
^   D»    D»  "d   die  Richtungscosinus  der  Centrale  ä  bezeichnen,  da  ferner 

Ä       n       /i 


—  /-— j  =  — ßT"»  •••»  ®®  erkennt  man,  dass  die  resultirende  Wir- 
kung 9i  einer  gleichmässig  mit  Eiektricität  belegten  ruhen- 
den Kugelfläche  auf  einen  Punkt  ausserhalb  nur  theilwciso 
in  der  Richtung  der  Centralen  stattfindet,  während  ein  an- 
derer Tbeil  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit   V  und  ein 

dritter    proportional    der    Beschleunigung    nngYe\{t^    ^^^^\ 

12* 


180     lieber  die  Einwirknng  ruhender  u.  rotirender  Kngelflächen  etc. 


r^rv^^^^^» 


noch  mit  einer  gewissen  Potenz  der  Entfernung  7^  oder  ihrer 
Differen tialquotienten  {JK  and  R')  nach  der  Zeit  behaftet. 
Ist  m  in  Ruhe,  so  verschwinden  a',  y\  z\  R\  R"  und  nur  der  erste  Term 
bleibt  bestehen ,  das  bekannte  Theorem  repräsentirend : 

Die  Wirkung  einer  unendlich  dünnen  homogenen  Kugelschale  auf 
einen  Punkt  ausserhalb  ist  genau  dieselbe,  als  wenn  ihre  Masse  im  Cen- 
trum vereinigt  wäre. 

§5. 
Andere  Lösung. 

Die  jetzt  folgende  Lösung  ermittelt  direct  die  Kräfte  3£,  ?),  3i  ^^^ 

zwar  werden  zuvörderst  die  Ausdrücke  ( -;- )    und  r —-r  oder  r'*  und  rr' 

\dl/  dt^ 

berechnet   und,    nach  Substitution  der  erhaltenen   Werthe  in  die  Formel 

des  Web  er' sehen  Gesetzes 

die  sich  darbietenden  geometrischen  Beziehungen  zur  weiteren  Rechnung 
verwendet. 

Die  Durchführung  derselben  gestaltet  sich  für  den  Fall  n)  wie  folgt : 
Sind  wiederum  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  sollicitir- 
ten  Punktes   m    und    S,  »],  f   die  eines  Elementes  |ü  (==  x  </<y)  der  Kugel- 
fläche K,  so  erhält  man  durch  Differentiation  des  Ausdruckes 

r*  =  (*-!;» +  (»-n)*+(j-t)* 
nach  der  Zeit  /  die  Beziehung 

30)  rr'=(x-.S)a:'+(y-t?)y'+(t-J:)t', 

da  wegen  der  Unbeweglichkeit  der  elektrischen  Materie  auf  der  Kugel- 
schale §'=0,  i^'=0,  f'=0.     Schreibt  man   1)  in  der  Form 

r== x  + 'y'\ z, 

r  r  r 

so  erkennt  man  in  Coefficienten  von  x\  // ,  z'  die  Richtungscosinus  der 
Geraden  r;  bildet  dieselbe  also  mit  den  Coordinatenaxen  resp.  die  Winkel 
M,  r,  w,  so  ist  auch 

r  =  X  co$  M  +  y'  cos  y  +  2'  cos  w. 

Bedeutet  nun  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  und  »/,  f>\  n-'  ihre 
Richtungswinkel,  so  hat  man 

a:'=  Vcosu\     y  ^  Vcosv\     2'=  V  cosrv 

und  durch  diese  Substitutionen 

/==  F  (cos  u  cos  u  ^  cos  ü  cos  V  +  cos  fv  cos  fv) 

oder,  wenn  ^  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  r  nnd  V  mit  einander 
einschlieasen , 
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^^^^^^^  ^^^^■^•^^^.^'^  ^■^■^■^ 


31)  r'=  Vcos^. 

Dnitb  nochmalige  Differentiation  von  1)  nach  der  Zeit  ergiebt  sich  weiter 

r'«  +  rr''=;r'»  +  y'»  +  z'2  +  (a:-|)a;"+(y-iy)y"+(2-£)^" 
oder,  mit  Hilfe  von  2)  nnd  der  Relation    F*  =  a:'*  +  y'*+2'^, 

32)  rr"^  F«5m«^  +  (^-öa:"+(y-i?)/+(t-f)2". 

Doreh  EiDfÜhrang  der  Werthe  31)  and  32)  nimmt  daher  das  Weber'sche 
Gesell  die  Form  an 

Zar  Vereinfachnng  zerlege  man   diese  Kraft  9t   in   zwei  gleichgerichtete 
Krifle  %  and  O  so,  dass 

vobei 

• 

Dm  die  Sammimng  dieser  Ausdrücke  über  die  Kugelfläche  zu  bewerk- 
stelligen, denke  man  sich  m  (Fig.  1)  als  Mittelpunkt  unendlich  vieler  und 
uendlich  schmaler  Doppelkegel,  welche  die  Kugelschale  K  in  Paare 
nendlich  kleiner  Flächen elemente  zerlegen.*  Sind  e/a  und  d^^  zwei 
nummengehörige  Elemente  mit  den  bezüglichen  Entfernungen  r  und  r^ 
▼on  ffi,  und  construirt  man  um  m  als  Centrum  drei  Hilfskugeln  resp.  mit 
den  Radien  1,  r,  r^,  so  schneidet  der  Doppelkegel,  welchem  </<t  und  do^ 
tngehören,  aus  der  Kugel  vom  Radius  1  ein  Element  f/co  (die  Kegelöffnung) 
and  ans  den  beiden  anderen  Hilfskugeln  mit  den  Radien  r,  resp.  r^  die 
Elemente  d$^  resp.  d%^^  und  es  gelten  die  Relationen 

33)  d5  :  (/«  =  r*  :1,       d^j  :  dw  =  rj*  :  1. 

Beteichnet  ferner  g>  den  Winkel,  welchen  r  oder  r^  mit  dem  zu  d^  oder 
d0|  gehörigen  Radius  o  der  Kugelschale  K  einschliesst,  so  ist 

34)  ds  =  da  cosq)y  ds^  =  dG^cos  q>y 

Ukd  durch  Combination  der  übereinanderstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich 

r*flfa>  .  r,*da) 

.    dö  = ,  d<y  =-i . 

cosq>  *        costp 

^  aber  die  Elektricitätsmenge  auf  K  gleichmässig  vertheilt  ist,  so  hat 
°^  für  die  auf  do  und  dCy^  vorhandenen  elektrischen  Theilchen  fi  und  ^».^ 

li  =  xday  (i^^Kda^ 

oder 

X  da}    ^  X  doD 


r« 


cosg>  *       cosq) 

80  dau 


*  VergL  den  Aufsatz  von  C.  Neumann  in  Pogg.  Aunaloa,  Bd.  100  Jahrg.  1^60. 
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a^tf; d^if       a^t^  _  __  a»t^       a«ip 8»^ 

aa:^~      dxc^^     dxdy  dxdtj*     dx  dz~~      dx  d^^   '"' 

sowie  dass 

dr  ^dr  dx      dr  dy  dr  d^ 

It'^dx  Tt^dy  Tt'^'  '^dl  Tl' 
d.  i.  auch 

Ti'^Kdl      JtJdx'^Kdl      dl/dy'^Kdl      Jl)dz 

oder,  wenn  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  Accentc  angedeutet 
werden , 

dr       dr  t'\  t  ^^ /  '       *\  \  ^^  t  '     >f\ 

_=_(^-|)+-(y_,)  +  ^V*-£'), 

80  erhält  man 

oder 

80  dass  5)  und  6)  die  Relation  liefern 

^Hf     ,a^ 

dl  _    dx 

'J^^'dT'  ••• 

Differentiirt  man  jetzt  4)  nach  x\  ...,  so  crgiebt  sich 

«^ 
dt      dip 


dx'       ä  a;  * 


•  > 


niultiplicirt  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  2—,  so  erhält  man 


m 


^  '"    __tx^^     dx 

'^         dx      "    "di  ~dT 
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•^^.«•.^  ^J»^.*^.»#»^J»^^^^r^^^  -»  ^  A^w 


da  aber 


\     dl  dx)  flrf}    d  ^if»  ,  q'/'tf'   ?rt> 


so  bat  man  mit  Hilfe  von  7)  und  8) 


and  gewinnt  die  für  nosere  Transformation  massgebende  Beziehung 

dxdJ"  ex     '^d'l      dx'     '  ••■' 

mnltiplicirt  man  noch  mit  2i^^  und  setzt 

so  ergiebt  sieh 

^a^  d*ip da       d  dd 

'^  dx  (ii^  ^"dx^didx""' 
ond   die  AnadrUcke  3)  erbalten  die  endgiltige  Form 

*  =  '"'*[ ä^^  +  ^/ä^'J' 

^^>  ^^='"^1: — d^+dtd^'\^ 

3=='"'*L d^^dtdV]' 

Hierin   nennt  man  ans  leicbt  ersichtlicben  Gründen  mfiq)  das  elektrosta- 
tiacbe  nnd  mficJ  das  elektrodynamiscbe  Potential. 

§2. 
Die  Glelchnngen  des  Problems. 

Sei  K  die  Kngelscbale,  da  ein  Fläcbenelement  und  x  die  elektrische 
Dichtigkeit  desselben,  U  das  elektrostatische  und  P  das  elektrodynamische 
Potential  der  ruhenden  Kugelfläche  K  auf  den  in  Bewegung  begriffenen 
Pnnkt,  welcher  die  Masse  m  und  die  Coordinaten  or,  y,  z  besitze;  alsdann 
lassen  sich  zufolge  der  Formeln  10)  die  Componenten  X,  ^^,  3  ^^^  ^^i 
snchenden  Wirkung  9t  darstellen  wie  folgt: 

d{U+P)      d   dP_ 
*  dx      '^dtdx" 

u)  a(^;+/>)    d  ap 

d{U+P)      d   dP 
^  'dz       "^d/  dz" 

Hierbei  sind   U  and  /'  definirt  durch  die  Gleichungen 
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I  l^>/w»»^<^>l/^^^^v^^v^'^l^^WV^l^^»<%^>*^^^^^<^ 


80  wird 


und 


oder 


a:o= -r^a?=-^a:  und  Q  +  Qi=^2acosq>, 

X  —  Xq^ ^^2 —  ^ 

cos  H  +  COS  Uq  = ^  X 

cos  n  +  cos  M^j  =  -^  cos  q> 


R 
45)  {   und  analog 

ro^p  +  cosv^  =  -^  004' <jp,     cosrv  +  cosw^,  =  -^  cos*p. 

ti  Jti 

Durch  Kinführung  dieser  Werthe  erhält  man 

Ti  (^0  ^^^ "o  +  y  0  ^^* ^0  +  ^0  ^05 Wo)*}  Ä  rf »,    ... 

Infolge  der  Werthe  des  §  7: 

a*2;jxrfw  =  2a*7cx  =  ^M,    2j  005*1/^^0  =  J«,  ...,  2^  costig co* »01/00  =  0,  ...» 

findet  man  die  goßammten  Kräfte  $«)  welche  auf  m  ausgeübt  werden ,  in 
dem  Ausdrucke 

worin  noch  x\^  \j\^  z\  durch  x\  y\  z    zu  ersetzen  sind;   dies  geschieht 
durch  Dififorentiation  der  Gleichungen 

a*  a*  _  a* 

nach  der  Zeit,  mit  Berücksichtigung  der  Werthe 

&  =  x^+y^  +  z*  und  i?o*  =  V+»o*  +  *o*. 
falls   man  nämlich   den  Anfang   des  Coordinatensystems  in  das  Centram 
der  Kugel  fallen  lässt;  in  solcher  Weise  ergiebt  sich 

«^    .     2a*a:^        ,        a^  ,     2««^  ^        «^  ^     2a«z 


o:  ^  =  rri»  a:  — 


/_«     /     t^_y_T^      ^'— _^'     ^^^  TT 


also,  nach  gehöriger  Reduction,  mit  Hilfe  des  Werthes  RS^=xx'+yy  +  zz 

^\ + y\  +  ='*o  =  ^  (*'*+y'*+  *'*) , 

und  daher  endlich 

46)  i<p,  =  mM|3+wM^(x'«+ »'*+*'»): 

analog  ergeben  sich  £^y  und  i^^z. 

Um   die  Componente  ZCla-  der  Oesammtwirkung  zu  erhalten,    d.  b. 
den  Ausdruck 
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+  2 J? BV (^'o  ^0^ %  +  y'o ^^'^ «'o  +  ^0  ^ö5 W(,) 
+  ^8(2Bir'-ir«)}  cosu  .xfio) 

+  jp^^^^     {-  2  i?  ^1  {x\  cos  Uq  +  y\  cos  v^  +  z\  cos  w^) 

—  2BRqi {x'q  cosUq  +  y\  cos v^  +  Zq cos w^) 

Aber  die  Halbkugel  vom  Radins  1   zu  sammireD,  bemerke  man,  dass 


COS\ 


r  r^  rr, 


welcher   Werth  darcb  die  Sabstitationen 

R  R 

übergeht  in 

cosu  —  C08U.  = ^-^-^^ \^       o        ^ ; 

da  aber  ^^|  die  Potenz  des  Punktes  m^,  also 

femec 

i?  — a^  a  2a* 

X— «0  =  — gä— X  und  e-^i  =  ^(r-ri)=  — co5t^ 

—  wenn  t(;  den  Winkel  (^,  Äq)  bezeichnet  — ,  so  ist  definitiv 

2a/  X  \ 

cosu  —  co^Wj  =  —  I  005  Uq  —  —  C05 t/;l 

und  analog 
47)  J  2a/  y         A 

-^  A        C05t;  —  CO*Pj  t=  —  I  CO^t'o  —  —  C05t^  j, 

2«/  z  \ 

CO*W  —  COSW^  =  —  I  CO* Wq  —  ~  COS^If  j  , 

45)  ond  47)  ergeben  alsdann 

X                a                 ax 
cosu  =  -;r  C05<p  +  —  cosUq -5  cost/;, 


-co*9  +  ^co5«;o  --^ 


C05  9  =  —  cosip  +  "is"  co^y^  —  -^  co^if;, 


48) 


z  ,    a  o2 

00511^  c=  _C059  +  -^COSWq —  -^  C051^; 

Ä  Ä  n 

X  a  ax 

cos Mj  =  —•  C05  9  —  -^  C05tlQ  +  --g  cos  t^, 

Ä  R  R 

y  ^  .  ^y 

cosv^  =  —  cosq>  —  —  cosvq  +  -^  cos^f^ 
z  a  ,    ccz 
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^^"^^^^^  ^  ^  ^^ 


und  der  zu  behandelnde  Ausdruck  geht  durch  die  betreffenden  Snbstita- 
tionen  über  in 

(O  +  O  Jx  =  ^^  1 2 /?2  (p  -  Pi )  (x"o  C05  M^,  +  y"o  CO*  ^0  +  s'>os  w o) 

+  2  A  R\q  —  Q^  U'q  cos  Uq  +  y\  cos  v^  +  z\  cosw^) 

+  ^j^^^|^  |2ä«(^  +  ^i)(x"o  rosi/o  +  y"o  cosv^+ z'^cosw^) 

+  2RR\q  +  Qi)  (a-'o  cos Uq  +  //'o  cos Vq  +  Zq  coswq) 

+  (2  Ä  Ä"-  «•«)  ((.«  -  p,«)  [  g  ro5  «0  -  ^  C05 1^ J  X  rf  « ; 

da  aber  2  a« 

^  — ^,  =-^ro5t^  und    ^  +  ^,  =  2«  eosip, 


also 


p« + Pi*  =  2  a«  (^COÄ-*  ^  +  ;^  005«  tp  j  , 


und  wegen  ,.  « 

-; —  =  —  oder  ros^  <r  =  1  — -7^5  51/1*  t^ 

p«+ ?,»  =  2  „«  (l  -  ^,  +  ^  cos«  1^) , 
80  ergiebt  sich  nach  leichter  Umformung 

+  2  J?  if  I  j'o  cos  Mj,  +  y 'jj  C05  Vq  +  Zq  cos  Wq  I  cos  M„ 

+  { 2  E  B"- E'«  j  .  ^  ros  t/;  ro5  I/o]  X  rf  (0. 

Die  Integration  gelingt  mit  Hilfe   der  Formeln  des  §  7,  nach  welchen 
a«2^jX</(»  =  ^M,     £^  cos^ ti^^  (i a  =»  ^ 7t  y     ..,     2^^  cosm^  cosp^  rf»  =  0,    ..., 

£i  cos  ^f  cos  iif^  d  (o  =  —   —  ,    ..., 
wodurch  man  erhält 

worin   noch  x'^  und  x''^  durch  ar'  und  x"  zu  ersetzen  sind;  da  nun 

so  gewinnt  man 

und  in  gleicher  Weise  2JQy  und  2')Qs.. 
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Die  ComponenteD  X>  ^,  B  ^^'^  GeBammtwirkung  sind  aber 
d.  i.  nach  46)  und  49)  schliesslich 

J==|-'+^|^[^""-+'-+'"'+»«"('-Ä-«'('-73] 

oll} 


wie  S.  179. 


,  2a«  (i  fx\i 


m 


Dritte  Lösung. 

Ungleich  einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  man  die  Kräfte 
indirect  mit  Hilfe  der  Potentiale  g>  und  co  ermittelt.  Nach  den  Formeln 
10)   des  §  1  lässt  sich  das  Web  er 'sehe  Gesetz  auf  das  Potential 

reducireuy  welcher  Werth  durch  die  Substitutionen 

1  •       4  {dj/ry       1    r'« 

übergeht.     Die  Rechnung  selbst  aber   nimmt  für  beide  Fälle  {a  und  h\ 
die  wiederum  gesondert  behandelt  werden  mögen,  folgenden  Verlauf: 

a)  Der  Punkt  m  innerhalb  K. 

_^*  r»  =  (X  -  D«  +  (y  -  n)«  +  (?  -  i)*, 

so  wird 

r  r  r 

and,  infolge  der  Bedeutungen 

=  C08Uy   ...,     x'=Vcosu\   ...,    r=zVcos^, 

r 

wenn   9  den  Winkel  ( F,  r)  bezeichnet.     Mithin  ist  auch 


^=a(.+I!|ff»). 


Zerlegt  man  wieder  in  bekannter  Weise  die  Kugelfläche  K  in  unend- 
lich viele  Elementen  paare  fi{d0)  und  (ii(dai)y  so  erhält  man  das  Poten- 
tial eines  der  unendlich  schmalen  Doppelkegel 


*  Die8  von  C.  Neumann  eingeführte  Potential  ist  seiner  Definition  nach 
verschieden  TOn  dem  von  Weber  bemerkten,  welches  durch  den  Ausdruck 
Mfi(9— fli)  dargesteUt  ist  (vergl.  Poggendorffs  Annalen,  Bd. lä). 
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^^>k^s^  ^>>*^>>Ä^,^^^^^  ^^•^  f  ^  /sx'.<v««y<»>w»^^^'»^  *^^^^^^^^> 


da  ros»(l80  — ^)  =  co5*0.     Nach  §  5,  35)  ißt  aber 

—  ^ r   und    —  = r,    und  ausserdem   -=2«, 

r       rosqp  r^       cosq>  cosq> 

so  dass  schliesslich 

Das  Potential  der  ganzen  Kugelschale  ist  daher 

=  2ma(2J'jX</cö  +  -2-2J'j  {xcosu  +  //Voäp  +  rVo5»»)*x  <#oi  j  , 

51)         ^i^=-(l+       %V     )• 
Dieser  Ausdruck  vereinigt  die  Potentiale  ü  und  /^: 

und   liefert  durch  die  in  §  1,  10)  oder  §2,  11)  angezeigte  Behandlun( 

die  Componenten 

2mM    ,.      ax_2mM    ,.      o_2wM   ., 

*~'3^c^^'     ^~3^^'     '^•"3^«'- 

A)  Der  Punkt  m  ausserhalb  K. 
Durch  die  Einführung  des  Poles  m^  (Fig.  3)  erhält  man 

a  er 

oder,  weil  (>'=^o^^*^0) 

und  das  von  |k  (^a)  auf  m  ausgeübte  Potential  wird 

Da   ferner   ro5(180  — O)  =  —  ro5^Q,    so   übt   der    Doppelkegel    ((ifM^)   dai 
Potential  rz>'     •    nr/         a  is 

,r+  ;r.  =  ^  f  .1  +  ?ii  +  ü  t« «"  +  ^/ » ''iliM* 

auf  den  Punkt  m  aus,  welcher  Ausdruck  durch  die  Substitutionen 

a       X  (io)         u,       X  (/q) 

—  = 9,     -= Pi 

p       costp         Q^       cvsq) 

nnä  Jurch  Zerlegung  der  Binome  p^+^i*^  und  q^  —  Qi^  übergeht  in 
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0 


hierin   ist  '' 

COS(p 

und«   als  Potenz  von  m^  in  Bezug  auf  die  Kugel  K, 

femer  ergiebt  sich,  mit-BUcksicht  auf  die  Relationen  -Bo^^ '''(*+yo*+*u"> 

und    dieser  Ausdruck  nimmt  durch  die  Werthe 

-^ = ' -=COSUq^     ... 

Q  Qi 

oder 

S  +  Si  =  ^^0  -  (q  —  Qi)  c^s^i     V  +  Vi  =  ^yo-  (q-Qi)  ^^s%f 
und 

die   folgende  Gestalt  an: 

so  dass 
und 

Da  nun   LCfim=^iif^  und  r  sowie  r,  symmetrisch  zu  i?  liegen,  so  hat  man 

r  —  r^=  zacosifß  und  daher  p  — Pi  =  ül*"""^! )=="»" ''^•''"'''» 
ao  das«  schliesslich 


^^+«^.  =  ''^'"(l+;^g(ü*-«*)ü- 


4  a'  i?'2 

+  4 «* Rcos  1^ (.t'q  cos Hq  +  y'o  ros r^  +  z'q  cos w^y) 
+  IP  (x'q cos m^  +  i/'q  cosCq  -|-  z'j,  ros w^^Y  Vixda}. 
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9  ^-^^^i^^'«^>^N^  •^  ^^^^  < 


Z,  cos ^  cos Mq  rfw  =  —   ^  ,    .  .  ., 


Das   Gesammlpotential   ff^m   wird  durch  die  Integration  dieses  Aus 
druckes  über  die  Halbkugel  vom  Radius  1  erbalten  mit  Hilfe  der  in  §  7 
enthaltenen  Berechnung  von 
a*i^jX^a>=  JM,     £^cosUq^  d(o  =  ^7t^   ...,     2^  cosuQCosv^^f^(oe=0^    ..., 

2it  .r, 

dnrch  welch«  Werthe  sich  die  Integrale 

£^  cos  ^/(Xq  cos  Uq  +  y^  cos  p^  +  »j  cos  Wj)  d  m 

-i« ^ _i«i<o-^-, 

m  roÄ  t^  (x'q  cos  Uq  +  y'^  costq  +  j'^  cosWq)  da 

—  da  üo-K=^ü^'o  +  yüy'o  +  ^o2'oi  -^«  =  ;b  ^°^  ^*^®^  B'o=--jp2f  — , 

2:^  (ar'o  ros  w^  +  y'^  cosr^  +  z'o  cosw^)^ 

ergeben. 

Nach  Einführung  dieser  Werthe  und  gehöriger  Reduction  findet  man 

und  hieraus,   mit  Berücksichtigung  der  Bezeichnungen   U  und  P  für  da« 
statische  und  das  dynamische  Potential 


[( JJ*  -  ««)  iJ'*  +  y  (^'*+y'*+ «'»)] 


—  welche  Scheidnng  in  jedem  der  voran fgehenden  Ansdräcke  fQr  ff'  klar 
zn  Tage  tritt  — ,  die  Componenten  der  Kraft  9t  nach  §  2,   11): 


mMy     mUTF.y     2«»  rf /y  Xl 
^'~    22»    "'"  c«   L  if»  "•■  3    dAüvJ' 

wobei  f  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde  für  2RK'  i  1  —  -pjj  —  i2'*(  1 =tj  | 

§7. 

Berechnung  der  in  den  §§  5  und  0  auftretcndon  Integrale. 

Die  ErmittHnng  der  Summen  2^,  cfKs^it  r/o),  . . .  und  ^j  costi  cosv  //a>,  ... 
wird  wesentlich   erleichtert  durch  die  Homorknng/  dass  man  die  Werthe 


Von  E.  Lbhmann.  193 


cosu^  cosiff  eo$w  mls  die  relativen  Coordinaten  eines  Elementes  flo}  der 
Kagelfltche  Tom  Radins  1  betrachten  kann.     Setzt  man  daher 

g  s=3  cos  tl ,       fl  =  COSVj       {;=  COSWy 

so    gehen    bebpielaweise    die    Summen    Z^cos^udo}    und   £iCosucosvdm 

^^^  *^  2:j«</a)  und  S^^fjda.' 

Da  rieh  sn  jedem  Oliede  ^dn  ein  gleiches,  nämlich  ( — $)'  f^co,  und  ebenso 
zu  jedem  Term  Jijrfo)  ein  gleicher,  nämlich  (— ö(— i?)rfö>,  vorfindet,  so 
beatehen  die  über  die  ganze  Kugelfläche  hinerstreckten  Integrale  ^o^^r/co 
nnd  J^Q^tidm  ans  paarweise  gleichen  Gliedern,  so  dass 

2^?  </a)  =  42:^8  rfj^^     2^)  Jiy  rfo  =  -Si  ^fi  dm. 
Ans  der  Symmetrie  der  Kugel  folgt  aber 

ist  daher  /  der  gemeinschaftliche  Werth  dieser  Summen,  so  hat  man 

da  S*  +  i?*  +  {?  =  l,  and 

In  Bezug  auf  das  Integral  I^Q^tida  ist  zu  bemerken,  dass  neben  jedem 
Gliede  |iy//a)  noch  ein  ihm  gleiches  und  entgegengesetztes  (— |i}  dco)  auf- 
tritt, und  mau  erkennt,  dass  sich  die  Glieder  der  Summe  £^y^f|dM  paar- 
weise zerstören,  und  dass  somit  auch 

2)    Zj  rosu  cosv  dco  =  0,    2^  cos v  cosw  den  =  0,    E^  cosw  cosu  </a)  =  0 
irt. 

Zur  Ermittelung  der  Integrale  2*1  co^t/;  cos t/ flfco,  Z^  cos 'p  cosv  d(o  und 

^^my^  cosw  dm  hat  man  cosu^  rosvy  cosw  durch  die  Integrationsvariab- 
len —  die  Kugelcoordinaten  t/;  (die  Poldistanz)  und  %  (die  Länge)  —  aus- 
xadrüeken : 

Sind  Y^^  Y^f  Ys  ^^^  Richtungswinkel  der  Centrale  R  der  Kugel  K 
«nd  der  Kugel  vom  Radius  1,  ferner  d|,  ^2^  ^s  ^^^  Winkel,  welche  die 
Ebenen  (U,  y)  und  (iJ.  ^),  {R,  z)  und  (-B,  rr),  (jB,  a?)  und  (JB,y)  der 
Beihe  nach  einschli essen,  und  sind  endlich  %^y  Xi^  Xs  ^^^  Winkel,  welche 

die  Ebene  (12,  r)  resp.  mit  den  Ebenen  (12,  o;),  (12,^),  (12,  c)  bildet,  so 
gelten  för  die  sphärischen  Dreiecke  (12,  r,«),  (12,r,y),  (12,r,  z)  die  Formeln 

cos  u  =  cos  Yi  cos  t^  +  sin  y^  sin  1^  cos  %^ , 

cos  V  =  cos  yj  CO«  V'  +  ^'^  Xj  *''"  ^  <^o^  %2  > 
roiP  w  =  C05  yj  co5 1^  +  51/1  yg  «i n  ij;  co5  5^3 , 

«od  für  die  rechtseitig  •  sphärischen  Dreiecke  (12,  y,  z),  (12,  z,  a;),  (12,  rr,  y) 
htt  man 
foidj  es:  —  cot Y%  ^oty^ ,     f 05 dj  =s  —  co/yg  ro/yj ,     co5  dj  =  —  ^^ö/y^  co/y, , 

vid  hierans,  nach  leichter  trigonometrischer  Umformung  nnd  Berücksicli- 
ägiuig  der  Relation  cos^y^  +  cos^y^  +  ^««^y^  =  1 1 
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.   •  ±^OÄyj  .  ±cosy^  j.         ±co8rt 

*      «ny,  smyg  '       siwyj^iiiyi  *      ^^yt*^y% 

Ausserdem  liefert  Fig.  4  unmittelbar  die  Besiehangen 

Hit  Hilfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Werthe  der  bereits  oben 
berechneten,  sowie  die  der  übrigen  Integrale  dieser  Abhandlang  ohnt 
Schwierigkeit  ermitteln. 

Das  Element  d  co  der  Eugelfläche  vom  Radius  1  l&sst  sich  ausdrfickeii 
durch 

dio=^  sinil/  dij;  dxi  oder  =  sintlß  dij;  di^  oder  =«t>i^d^rfxs» 

und  man  findet  beispielsweise 

n   n 

1 )  2,  cos^  li  dm  =  I  I  cos^ u  sin  q>  dtlß  d^i 

0    0 

TT    n 


=  11  i^osy^  cos rjß  +  sin y,  sin  ^  cos XiY  sin  ^  f/  (^  //ji 


0   0 

X  n 


=  cos^y^  j  I  cos^^  sintif  dt^f  d^i 
0  0 

+  2  sin  y j  cos  y i  /  /  sin^  tf;  coä  t^  n)5  Xi  ^  ^  ^  Zi 


0  0 

7C  9r 


+  sin^y^  j  I  sin^rl;  cos^Xi  d^  di^ 

0   0 

n  n 

=  n  cos^y^  {  I  sin'tlf  d'ilf  ^  I  sin^tifdil^l 


0 

7t 

0 

+  i 

Ti;  sin^  yj  /  .vi>r 

>l/t/;, 

f 

K 

weil  j  dxi 
0 

=  ;r, 

TT 

,  J  rusxidxi  = 
0 

=  0, 

U 

f  cos^Xi 
0 

^Zl  = 

i" 

71 

—  n  coi 

'^Yi 

•l  +  i^ 

Ä/V/^yj  , 

4 
IT» 

weil    f  sin\ 

M/Tp 

-2, 

/  sin^  tl; 

(Ixlt 

=-4. 

0 
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n  n 


2)  £^  cos  u  eoBv  dm  c=  cos y^  cos Y%\  \  cos^  rj;  siri'ti)  dtlfd  x^ 

0  0 

n  n 


0   0 


n  n 

da  die  übrigen  Glieder,  wegen  j  cosiidx^^=^  j  cosx^(lx^  =  (S^  verschwinden, 

0  0 

s=  cos  Yi  cos  Yi  I  I  ^ö**  ^  *"*  ^  ^'*P  f^X\ 


0  0 

9r  9r 


+  sin  YiSmy^  j  j  sin^  '^d^  (cos  Ö^  cos^  Xi  +  *'"  ^3 
0  0  XsmxiCosxt)dXij 

weil  xi— 2«=«*si 

=  2n  cos y ,  cos yj  —  J «  ''os yj  cos ^2  +  f- ^  *'w Xi  *»w  Y2  (*os i^ , 

?  =0, 

da     /  sin  Xi  ^o*Zi  '^  Zi  ~  ^   ^^^   ^^*  ^a  =  "~"  ^^^Yi  ^^^Yi  • 

o 

In    ähnlicher    Weise    erhält    man    das    noch    erübrigende    Integral 
2^  cos^  cosu  dat: 


n  n 


3}  £gCos^cosudm=iCosy^  j  j  sini^  cos^i\)  dy\}  dxi 


0  0 

K  n 


+  «wy^  1   /  sin^^f  cosi\}  di\)  cosxi  ^Xi 


0   0 


m  n 

=  cösyj .  TT  I  *fw  t^  rfi^  —  C05yj .  n  1  sitt^  t/;  rf t^ 

0  0 

Ä  2  «  cos yj  —  j^n  cosy^ , 

=  1^5, 

da  >^],  y2«  7t  ^^^  Richtungswinkel  der  Geraden  R  vorstellen.     Ans  der- 
«elben  Quelle  fliessen  die  Werthe 

JSj  cos^  cosv  da  =  ^n  ^^     2^  rost(;  cos w  da)  =  i^-ß- 

(SohloM  folgt.) 


\a 
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ZVI.    lieber  die  Eigenscliaften  der  Bincmialcoeffloienten,  welche  mit 
der  Anflösimg  der  trinomisohen  Oleichung  zusammenhängen. 

Die  sehr  gründliche  und  anerke.DDenswerthe  Arbeit  des  Herrn  Hans 
von  Mangold t  („Ueber  die  Darstellung  der  Wurzeln  einer  dreiglied- 
rigen algebraischen  Gleichung  durch  unendliche  Reihen,  Inauguraldisser- 
tation, Berlin  1878**)  hat  mich  doch  in  einigen  Hinsichten  noch  unbefrie- 
digt gelassen.  In  dem  rechnenden  Theile  der  Arbeit  nftmlich  möchte  ich 
an  die  Stelle  mancher  kunstvollen,  aber  umst&ndlichen  Transformationen 
des  genannten  Verfassers,  welche  doch  von  ziemlich  speciellem  Charakter 
zu  sein  scheinen,  eine  Herleitung  aus  allgemeineren  Gesichtspunkten 
treten  lassen  —  eine  Herleitung,  welche  die  Resultate,  wie  man  sehen 
wird,  nicht  nur  mit  der  denkbar  grössten  Leichtigkeit  liefert,  sondern 
dieselben  anch  sogleich  in  ihrer  einfachsten  und  elegantesten  Gestalt  her- 
vorspringen lässt,  in  welcher  sie  in  der  genannten  Schrift  nicht  immer 
zu  erblicken  sind. 

Mein  Hauptbeweggrund  zu  der  gegenwärtigen  Veröffentlichung  ist 
aber  der  umstand,  dass  bei  der  gedachten  Behandln ngs weise  die  so  merk- 
würdigen Relationen  der  Binomialcoefficienten,  auf  welche  das  Problem 
hinführt  und  deren  Aufstellung  auch  ein  Theil  der  v.  Mangold  tischen 
Schrift  gewidmet  ist,  sich  in  ungleich  grösserer  Fülle  —  ich  möchte  sagen 
vollständig  —  unmittelbar  ergeben,  so  dass  ich  glaube,  gerade  die  all- 
gemeinsten und  übersichtlichsten  dieser  weiter  unten  dedncirten  Relatio- 
nen als  neu  bezeichnen  zu  dürfen. 

In  Bezug  auf  die  Literatur  des  Problems  (von  welcher  mir  übrigens 
nur  noch  die  Arbeit  von  Westphal  zugänglich 'gewesen  ist)  verweiseich 
auf  die  Anmerkung  am  Schlüsse  der  genannten  Schrift;  dem  dort  gegebe- 
nen Verzeichnisse  werde  ich  nur  in  §  3  unter  32)  Etwas  beizufügen  haben. 

In  §  1  recapitulire  ich  zunächst  aus  den  Arbeiten  der  Vorgänger  das 
zur  Einführung  in  die  ganze  Untersuchung  Erforderliche. 

§1. 

Die  allgemeine  trinomische  Gleichung 
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P'V^S^V%/'</.^*/^N*    < 


in  welcher  z  mU  die  Unbekannte  gilt  und  die  Potenzen  von  z  als  deren 
Friacipilwerthe   eindeutig  erklärt   sein  sollen,    enthält  drei  Coefficienten 

«nd  drei  Exponenten,   welche   sechs  Parameter  beliebig   gegebene   com- 

plexe  Zahlen  voistollen  mögen. 

Unter  einem  leicht  zu  discntirenden  Vorbehalt  lässt  diese  Gleichung 

lieh  in  der  nur  vier  Parameter  enthaltenden  Form  anschreiben : 

ud  diese  geht  (desgleichen)  durch  die  Substitution 

2=r^M+*'.t/,   wenn   a.ß    ^+y  =  y 
Kfine  halber  genannt  wird ,  über  in 

3)  tif»  +  ''-yM*'- 1=0 

—  eine  Oleichong,    in    welcher  nur   mehr   ein    Coefficieut,    aber   noch 
sweierlei  Exponentenparameter  vorkommen. 
Wenn  jedoch  endlich 


oder  aber  '^  =  l"~')    I    gesetzt  und  "v-  =^ 
gMchrieben  wird,  so  lautet  die  zu  erfüllende  Gleichung: 

Dieselbe  enthält  auch  nur  mehr  einen  Exponenten  und  zeigt  die  Anzahl 
der  Parameter  jetzt  auf  zwei  herabgesunken. 

Die  mit  dem  CoefBcienten  y  zugleich  verschwindende  Wurzel  w  dieser 
Gleichang  4)  kann  nun  nach  dem  Btirm an  naschen  Theorem*  in  eine 
ueh  Potenzen  von  y  fortschreitende  Reihe  nicht  nur  selbst  entwickelt 
Verden,  sondern  auch  eine  beliebige  um  den  Nullpunkt  herum  sjnektiscbe 
Fonction  derselben,  z.  B.  die  natürliche  Potenz  w'^.  Unschwer  findet 
■ui  auf  dem  angedeuteten  Wege 

lad  noch  allgemeiner 


a 


a=aD 


6)  ^*=^  — («^)«-*-y*» 

vofern  wir    uns    für  die   Binomialcoefficienten   der   Schlö milch* scheu 
°^«iehnnng8weiie  bedienen. 

BesQglich  der  Convergenzbedingungen ,  sowie  bezüglich  dessen,  wie 
^f  die  Entwickelung  5)  in  allen  Fällen  die  vollständige  Auflösung 
^^Gleichungen  1)  bis  4)  zu  gründen  ist,  sei  auf  die  citirte  Schrift 
^*  Mangoldt^s  verwiesen. 


*  Veigi.  etwa  des  üeraasgebers  Coinpendium,  Bd.  2. 
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§2. 

Wir  geben  jetzt  die  im  Nachfolgenden  zur  Geltung  kommenden  m. 
gemeinen  Gesichtspunkte,  was  als  ein  kleiner  Beitrag  zum  polynomisclK 
Satze  betrachtet  werden  mag. 

Wenn  überhaupt 

7)  p^y.Pa 


eine  für  hinreichend  kleine  z  zulässige  Bntwickelung  einer  Function  P(tJ 
oder  P  nach  den  natürlichen  Potenzen  von  z  Torstellti  so  iSsst  sich,  fällig 
Pq  nicht  0  ist,  auch  die  beliebige  Potenz 

8)  P*  =  V  Pi"^  «• 

für  ein  hinreichend  kleines  z,  also  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
entwickeln,  und  letzteres  deckt  sich  sogar  mit  dem  Convergenzbezirk  Ton 
7) ,  sobald  der  Exponent  x  =  A:  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Wenn  dagegen  /o  =  0  ist,  so  ist  eine  Bntwickelung  von  der  Form 
8)  nach  ganzen  Potenzen  von  z  nur  für  einen  natürlichen  Exponenten 
x  =  A:  möglich.  Jedoch  auch  wenn  der  Exponent  %  eine  beliebig  com- 
plexe  Zahl  ist,  kann  man  wenigstens  nach  steigenden  Potenzen  von  \ 
alsdann  entwickeln. 

Um  diesen  Fall  auf  den  vorhin  betrachteten  zurückzuführen ,  nehmeo 
wir  an,  dass  /V  der  erste  von  0  verschiedene  von  den  Coefücienten  P^ 
sei ,  dass  also  P^  =  P^  e=  . . .  =  />^  _  j  =  0. 

Dann  kann  man  setzen  Ps=:z^Q^  wo  Q  eine  Reihe  von  der  Form  7] 
mit  nicht  verschwindendem  Absolutglied  vorstellen  muss.  Da  hiernacl 
f«=:2«''.  Q*^  so  erkennt  man,  dass  jetzt  eine  Entwickelung  von  der  folgen- 
den Form:  «=• 

9)  P^=:y  Fl%^z^''+' 


allein  möglich  ist.     Für  r  =  0  geht  diese  in  8)  über. 

Die  Eu t Wickel ungscoefficienten    der  Potenz  F"  nach  steigenden  Po 

tenzen   von  z  sind  also  jetzt  für  alle  Fälle  —  in  Gestalt  von  PJ,"^  und, 

in  allgemeinster  Weise,  von  Prtl^a  —  dnrch  die  getroffenen  Festsetz 
ungen  erklärt. 

Für  die  so  definirten  Entwickelungscoefficienten  lassen  sich  einige 
allgemeine  Sätze  aussprechen,  von  welchen  die  drei  nächstfolgenden  fÜ 
uns  von  Wichtigkeit  sind. 

Erstes  Theorem.     Aus  der  Differentialformel 
10)  a;,./>»+i  =  (x+l)/>«.a.P 

ergiebt  sich  durch  Einsetzung  der  Reiben  7)  und  8),  Entwickelung  dei 
beiden  Seiten  nach  Potenzen  von  z  und  Gleicbsetzang  der  Coefficientet 
von  z**"^  mit  Leichtigkeit  die  Relation 
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11)  »fS'+»>=(»+l)'~2''  '(n-a)P,.„Pl'\ 

dirch  welche  unsere  Coefficienten  auf  solche  mit  nm  1  vermindertem 
Exponenten  surttckgefübri  werden. 

Man  kann  aber  diese  Formel  noch  verallgemeinem,  indem  man  den 
in  ihr  ntgesprocbeBen  Satz  —  statt  auf  die  ursprüngliche  Keihe  P  selbst  — 
nf  deren  beliebige  Potenz  P^  anwendet. 

Didareh  ergiebt  sich 

ind  wenn  wir  bierin  y  für  «  setzen,  sodann  x  mit  X  und  a  mit  n  —  a 
▼erttoschen, 

a  =  0;l 

Sollten  hierin  x  und  X  beliebig  complex  sein,  so  müsste  Pq  noch  ungleich 
0  Tonnigesetat  werden.  Geht  man  aber  von  da  nach  der  oben  angedeu- 
teten Methode  zu  dem  allgemeinsten  Falle  über,  so  folgt  als  der  all- 
gsmeinate  and  eleganteste  Ausdruck  des  ersten  Theorems 

'J  n^f^rr^  +  n^    y,  —  iru  +  a  ^rl  +  H—a- 

X  +  A  ^U    X 

Wir  werden  hiervon  nur  ftir  r=^0  oder  für  r  =  1  Gebrauch  zu  machen 
heben. 

Zweites   Theorem.     Die  Differentialformel  10)   für  x-- 1  in  An- 
ipnieh  genommen  und  mit  P  multiplicirt: 

13)  P,d^P*:=^%P*.d:,P, 

giebt  (zunächst  unter  der  Annahme,  dass  P^  ungleich  0  sei)  durch  Coeffi- 
eientenvergleichung  die  bekannte  Kecursion 


1!)  «*;^«"+*'=(x+A)   yaPJ^'^P^ 


a=M 


14)  0  =  V  [(«  -  a)  X  -  a]  /»,  _,  /^„*\ 

velehe  dazu  dient,   die  Coefficienten  P„     das  polynomischen  Satzes  für 
uuner  grössere  Indices  n  successive  zu  berechnen. 

Diese  Recursion  Iftsst  sich  nun  ebenso,  wie  11)  verallgemeinern.    Mit 

8*^icht  darauf,   dass    P"  die   y*®  Potenz   von    P^   ist,    muss   nämlich 
>odi  sein 


«==« 


15)  0  =2  [(«-«)*-«  A]  Pi"'  Pi'la, 

vnd  wenn  wir  von  da  zu  dem  allgemeinsten  Falle  übergehen,  wo  Pr  der 
^^  nicht  verschwindende  von  den  Coefficienten  der  Reihe  7)  ist,  er- 
hdteniri^ 
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a=H 


II)  0  =  V  [{n-a)x-al]  pW+<.  PJ-'i+n-a, 

worin  man  statt  der  eckigen  Parenthese  anch  [{rX  +  n  —  a)%  —  {rn+a)k'] 
schreiben  und  so  hinbringen  könnte,  dass  die  Indices  der  P  selbst  als 
Factoren  in  ihr  auftreten. 

Für  X  =  x  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung  II)  leicht  direct  einzu- 
sehen, wie  denn  überhaupt  identisch 

16)  0=V(«-2a)/>,/>,_. 

sein  muss,  welches  auch  die  Bedeutung  der  Grössen  P  sein  mag;  man 
zeigt  dies  durch  Vertauschung  von  a  mit  n  —  a  unter  Beachtung  der  Zer- 
legung n  —  2a  =  (n  —  a)  —  a,  woraus  erhellt,  dass  die  Summe  ihrem  ent- 
gegengesetzten Werthe  gleich  ist. 

Aber  auch  für  beliebige  x  und  A  lässt  sich  das  Theorem  II)  direct 
durch  I)  verificiren,  da  man  die  von  Minuend  und  Subtrahend  in  der 
eckigen  Klammer  herrührenden  beiden  Summationen  nach  letzterem  aus- 
führen kann. 

Drittes  Theorem.  Da  P*+^=:/^.P*  ist,  so  folgt  auf  demselben 
Wege  —  zunächst  für  ein  von  0  verschiedenes  Pq  —  die  Relation 

17)  /';r+''=2^'*'^"-" 

a  =  0 

welche  wir  „das  Additionstheorem  der  Exponenten  bei  den  Co- 
efficienten  des  polynomischen  Satzes**  nennen  werden,  in  Anbetracht, 
dass  sie  lehrt,  den  P- Coefficienten  für  die  Summe  zweier  Zahlen  im 
Exponenten  auszudrücken  durch  lauter  solche  P-Coefficienten,  deren 
Exponenten  die  einzelnen  Glieder  jener  Summe  sind. 
Für  den  allgemeinsten  Fall  ergiebt  sich  hieraus 

o  =  w 

III)  '  rM-^rX-k-n^y    /^r«  +  a  '  r2  +  n  — a  . 

Auf  I)  und  III)  ist  durch  Zerlegung  der  rechten  Seite  leicht  noch 
der  Satz  zurückzuführen: 


rn  +  rX  +  n    ,n+X)        ^^^_!^  pin)       M 

X  +  A  ^       ^         ^^         X 

welcher  als  eine  Modification  des  ersten  Theorems  zu  bezeichnen  ist. 
Dieselbe  ist  für  r  =  0  mit  I)  identisch;  auf  sie  führt  auch  12)  bei  gan- 
zen positiven  Zahlen  x  und  A,  wenn  man  die  Glieder  aus  der  Summe 
fortlässt,  die  0  werden. 

Viertes    Theorem.      £^    sei  mir  gestattet,    noch   einer  weitertr 
JBi^enscbaft  unserer  Entwickelungscoefficienten  Erwähnung  zu  thuiiy  w< 
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<,»^,o»>««<'<«***^*>^'^^-»  ^^^■^^^  ^^»^,^i<WV>  ^  ' 


gleich  ich  von  derselben  hier  keinen  speciellen  Gebrauch  machen  werde 

-  ichon  weil  ich  an  dieselbe  eine  kritische  Bemerkung  zu  knüpfen  habe. 

Es  lassen   nämlich   (wenn   zunächst  P^   ungleich  Null  gedacht  wird) 

aosere  Coefficienten  Fn  für  einen  beliebigen,  etwa  complexen  Exponen- 
ten s  sich  ausdrücken  durch  lauter  solche  Coefficienten  P»  ,  deren  Ex- 
ponent a  eine  natürliche  Zahl  ist,  und  zwar  nach  dem  Schema 

18)  i'i''=2(«)-(''-'')— «'-"• 
Desgleichen  gilt  für  den  allgemeinsten  Fall 

Der  analoge  Satz  ^ 

19)  f{x)  =2  W«  (''  -  ^)n-  a  f(a) 

gilt  fiherhaupt  für  jede  ganze  Function  /'(j^),  welche  vom  (höchstens) 
M*^  Grade  bt,  und  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  weiter  Nichts,  als  eine 
Spedalisirong  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  —  ihre  Anwen- 
dug  anf  diese  Function ,  die  man  sich  durch  ihre  n  + 1  Werthe  für  die 
iqnidistanten  ganzzahligen  Argumente  .T  =  0,  1,2,  . . . ,  n  gegeben  denkt. 
Speciell  ist  z.  B.  auch  für  jede  natürliche  Zahl  k<^ni 

a=n 


10)  **=y(«),(«-^),-«.«» 


—  eine  merkwürdige  Relation  von  Binomialcoefficienten. 

Dui  nun  in  18)  P»  eine  ganze  Function  /i'^"  Ortfdes  von  x  sein 
BUS,  igt  schon  aus  der  Recnrsion  14)  mit  Leichtigkeit  zu  folgern,  und 
versteht  sich  darnach  auch  das  Theorem  IV)  gewissermassen  von  selbst. 

Aus  dem  Bildungsgesetz   für   die  Derivirten   einer  Potenz  ist  sofort 

«TOchtlich,  dass  auch  y"~*^?(y*)  eine  ganze  Function  w'*'"  Grades  von  x 
Min  miiss,  and  es  erscheinen  demnach  die  directen  Beweise  des  zuerst 
^on  Hoppe  ausgesprochenen  Theorems,  welches  die  Anwendung  der 
^^grange* sehen  Formel  19)  auf  ebendiese  Function  uns  nun  unmittel- 
w  liefern  würde  —  wie  scharfsinnig  sie  sind  —  als  überflüssig.  Vergl. 
^i^  Aufsätze  der  Herren  Götting  und  Hoppe  in  Bd.  2  und  3  der  Math. 
Pönalen  und  die  daselbst  citirte  Schrift  des  Letzteren  —  in  welchen 
^^  die  Beziehung  des  gedachten  Theorems  zu  Lagrange's  Formel 
Bicht  bemerkt  zu  sein  scheint. 

§3. 

Auf  nnsem  Fall  der  Gleichungen  5)  und  6)  angewandt,  liefern  uns 
■•o  die  ftr  r  fi=  1  in  Anspmch  zu  nehmenden  Theoreme  I),  II),  III)  und 
1&)  des  vorigeo  Paragraphen  folgende  Binomialcoefficiententelaüoii^Ti; 
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^  ^.^  o^  o^^^  ^^^^.A^^^  f  f  ^^^  "  A  A^^ 


a=:if 


21) 


2" .-T^^''+''^^- r+öi^i^, »*+("-")•«— 


<f=ü 


7} 


X  +  A  +  7/  ^ 


|)c  +  A  +  /i^U, 


X 


22)  0=V[(/2-«)x-./A].— —   tx  +  ./^!«.— — _|A  +  (n-«)eU.., 

^  X  +  '/^  A+(W— «)^ 

— — — — |x  +  A  +  n^}„ 
x  +  i  +  wp  ^  ' 

23)  1       'Vei      X  A 

a=n 

X 


x  +  </^  A  +  («  — ö)p 

24)  [K  +  A+fi^}„  =  y  — ^!x  +  «c.U.|A+(/i-«)^U-.. 

Bezüglich  der  Herleitung  ist  hervorzuheben ,  dass  die  citirten  Gleich- 
ungen I)  etc.  hier  nur  für  ganze  positive  Exponenten  x  =  Ar,  X  =  /in  An- 
spruch genommen  werden  dürfen  und  einfach 

25)  Pi"  =  ^("e),-*  oder   i>i*>.  =  ^  {(A  +  „)p}. 

darinnen  einzusetzen  ist. 

Hiernach  aber  kann  man  bemerken ,  dass  zu  beiden  Seiten  der  Re- 
lation ganze  rationale  Functionen  von  k  und  /  begrenzten  Grades  stehen, 
welche  für  unendlich  viele  Werthe  dieser  Grössen  (nämlich  für  alle  natür- 
lichen Zahlwerthe)  als  einander  gleich  bewiesen  sind.  Dieselben  müssen 
daher  durchaus  übereinstimmen,  identisch  einander  gleich  sein,  und  ist 
OS  deshalb  gestattet,  wenn  etwa  jetzt  A-()  =  x,  /^  =  A  gesetzt  wird,  diese 
Grössen  x,  A,  p  als  von  einander  unabhängige  beliebige  compleze  Zahlen 
zu  betrachten. 

Führt  man  die  Abkürzung  ein 

)( 

26)  -j- —  tx  +  «^|a  =  po(x), 

SO  Stollen  sich  unsore  Rolatioiien  in  der  concisesten  Weise  wie  folgt  dar: 

27)  y.  -(?«(h)  (.»(*)=  4-1 9- («+*)' 

28)  0  =  ^  (ix-«A)ea(«)9»(i), 

29)  en(»+A)=2'p«Wp»(^)' 

30)  -— ^„  (x  +  X)  =  ^    — qh  \Pi  Qa  W- 

Die  Gleichung  29)  geht  für  p  =  0  in  das  „Additionstheorem  für  die 
Exponenten  bei  Binomialcoefficienten"  über,  nämlich  in  die  bekannte 
Belation 
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»^i^i^^i^^Mw»>w<^/>»^<^^^^^v*>^/>^>*">^*»»>^^ 


31)  .(*  +  *)»='  ^    (*)a(A)6, 

welche  aus  der  Identität  (1  +  a:)*,  (l+«)^=  (l  +  ar)*+^  durch  Coefficien- 
tenvergleichiing  hervorgeht.  Ich  schlage  vor,  jene  Gleichung  einfach  „die 
VeraUgemeinemng  des  Additionstheorems  für  die  Binomialcoefficienten'' 
n  Dennen. 

Nimmt  man   d*a8elb6t  x  =  A  =  9   an ,   so   folgt  die  symmetrische  Re- 
lation 


0=n 


3,^       ^, {(«  +  !)»}.   |(»-a+l)p}.-._     2     .,,^s. 


Ebendiese  Relaüon  geht  auch  hervor  aus  der  Vergleichung  zweier  Auf- 
litie  inGranerfs  Archiv  (Bd.  1  8.  193  —  204  und  Bd.  2  8. 117—122) 
▼OD  Ornnert,  resp.  Teilkampf,  welche  sich  mit  der  zuerst  für  einen 
Spedilfill  (ftir  »1  =  3)  von  Eni  er  gestellten,  von  Pf  äff  dann  verallge- 
neiDerten  Aafgahe  beschäftigen:  die  Anzahl  der  Arten  zu  ermit- 
teln, auf  welche  sich  ein  gegebenes  fi-Eck  durch  Diagonalen 
in  Unter  m-Ecke  zerlegen  lässt.  Soll  dies  überhaupt  möglich  sein, 
10  mn88  n  von  der  Form  sein :  n  =  (9  +  l)m  —  2^,  wo  die  natürliche  Zahl 
9  dtnn  die  Anzahl  der  Diagonalen  bedeutet,  welche  die  Zerlegung  be- 
wirken. Hernach  ist  die  gesuchte  Anzahl  der  möglichen  Zerlegungsweisen 
gieieh 

^:p|("+^-i), -^^ . 

Ene  erete  (recurrente)  Lösung  vorstehenden  Problems  ist  an  (l,  c.)  an- 
gefahrtem Orte  von  Fuss  gegeben,  welcher  auch  bereits  den  Zusammen- 
iMDg  der  Ergebnisse  mit  der  Auflösung  der  trinomischen  Gleichung 
zf^"^  =  r  —  1  erkannt  hat. 

Auf  die  erwähnte  Art  zeigt  sich  die  Relation  32)  zwar  direct  auf 
eombmatorischem  Wege,  jedoch  zunächst  allerdings  nur  für  eine  natür- 
liche Zahl  q  bewiesen;  sie  muss  dann  aber  auch  identisch  gelten. 

Da  in  32)  die  vom  Anfang  und  Ende  gleichweit  abstehenden  Terme 
der  Summe  einander  gleich  sind,  so  kann  man,  diese  zusammenfassend 
und  die  Fälle  eines  geraden  w  =  2m  und  eines  ungeraden  w  =  2m  +  l 
unterscheidend 9   daraus  auch   noch  die  beiden  Summenformeln  ableiten: 


«=i 


ii  ifi  — a  +  1  m  +  a  ~  2m+l  ' 


a=in 


{(m--a  +  l)g|„„a    |(m  +  fl+l)(>|„,^, 
0  ix  I      j^  m  —  fl  +  1         '  m-J-a-|-l 

{2(m+l)pUn.       ,r{(m  +  l)gL-|g 
2(m+l)  *L       ^'+1       J' 

^log  SU  32)  folgt  noch  aus  30) 
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35)  V^^|^"{(«-a+l)el»-«  =  l("  +  2)pU, 

Qnd  hieraus ,  sowie  aus  32)  ergiebt  sich  für  q^=cx> 

36)  ^{'>)a{'<+i)''-'{n-a+l)'-'      =(n+2)-. 

o=ü 

37)  V(«)a(a+l)«-'(n-a  +  l)»-»-'=2(n+2)— ', 

a=0 

zwei  Formeln ,  welche  mit  von  v.  Mangoldt  abgeleiteten  cor- 
verwandt  sind. 

Durch    beiderseitige    Anordnung    nach    Potenzen    oder    ' 
Binomialcoefficienten  der  willkürlichen  Zahlen  x,  A,  ^  und  C 
vergleichung  würden   sich  noch   viele   Relationen   aus  den   1 
gegenwärtigen    Paragraphen    deduciren    lassen,    zumeist   zur 
interessanter  Doppelsummen  dienlich.     In  einem  Theile  derh> 
die   Facultätencoefficienten    eine   Holle,    wie    denn    eigentlic; 
Relationengruppe  in   die  Facultätentheorie   gehört.     Ich  will 
hier  mit  dem  blossen  Hinweis  auf  diese  Thatsache  begntiger 

§4. 

Auf  Orund  der  Darstellung  6)  von  n^  lassen  alle  synekt- 
tionen  von  w  für  gewisse  zugehörige  Gebiete  auch  nach  Poii 
sich  entwickeln.     Ist  k_^^ 

f(nj)  =  ^  ökfv'', 

so    braucht  man    zu   dem  Ende    nur   den  Werth    6)   zu  su^ 
nach  Potenzen  von  y  anzuordnen  —  selbstverständlich  unto 
Beachtung  der  Convergenzregeln. 

Die  Coefficienten  dieser  neuen,   nach  Potenzen  von  ; 
den  Entwickelung   prftsentiren   sich   aber,   durch   die  ik  ^ 
Gestalt  von  einfachen  Summen,   und  es  erscheinen  diejei 
merkenswerth ,  wo  diese  Summationen  nach  einfachem  G^' 
führen  lassen. 

Ein   solcher  Fall    ist  der  von  log{\  +  w)^  für  welch p- 
mische  Reihe  zur  Verfügung  steht.    Bemerkt  man  nur,  das« 
ist,    80    fällt    die   hier   auszuführende  Summation   unter   -^ 
Paragraphen    erwähnte  Additionstheorem  31)    der  Expoii-* 
mialcoefficienten  und  ergiebt  sich  sofort 

/Q<y(l+;r)  =  ^~  («^  — l)a-iy*, 

oder  wegen  (a— 1)«- i  =— (^U  noch  eleganter: 

ö 
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••Ni^'^.rf'^.^v 


a=aD 


Mit  Bfleksicbt   darauf,   dasa  logu^ — r-'^^(l  +  ^)   »«*  (▼©rgl«  §  1)» 

itimint  dieses  ErgebDiaa  mit  dem  darch  Anfstellang  and  Integration  einer 
Diffnentialgleichnng  zweiter  Ordnung  sehr  umständlich  gewonnenen  Ro- 
flüUte  Y.  Mangold t* 6  überein. 

Eine  sweite  Function  derart  ist  die  beliebige  Potenz  (1  +  ^)'- 
Wendet  man  eine  Umformang  nach  dem  Schema  m(0)m  =:  a(0—  lU-i 

an,  M  Ilsst  sieb  das  ebenerwähnte  Additionstheorem  31)  wiederum  an- 

vendea,  und  ergiebt  sieb  sofort 

Q 


a=l 


oder  eleganter 

39)        ('-+«')•  =2  ^p  (•+ ''?).y'=y'*«(«)  •  ^ 

a=0  ^  a=ü 

1  X 

Nimmt  man  speciell  a  = ,  i-esp.   — ; —  ao,  so  fliesst  hieraus  die  Ent- 

vidLelaog  der  Wurzel  ti(=l  +  <^)  der  Gleichung  3)  nach  Potenzen  ihre« 
Coefficicnten  y,  resp.  die  Entwickelung  der  beliebigen  Potenz  w*  =  (1  +  ")*» 
wie  sie  v.  Mangoldt  und  dessen  Vorarbeiter  aufgestellt  haben,  und 
twtr  jene  in  der  übersichtlicheren  Gestalt: 

Nan  kann  man  allerdings  auf  das  Ergebniss  39)  wiederum  die  (dies- 
mtl  für  r=0  in  Anspruch  zu  nehmenden)  Theoreme  I).  II),  III)  des  §  2 
uwenden,  indem  hier  eine  beliebige  Potenz  einer  Function  1+w  ent- 
^ckelt  gegeben  ist,  für  die  man  selbst  in  Gestalt  der  für  <r  =  l  sich  er- 
gebenden Reibe  die  Entwickelung  kennt. 

Hin  findet  jedoch  so  die  alten  Relationen  wieder,  und  zwar  sogleich 
iB  ihrer  vollen  Allgemeinheit,  d.  h.  ohne  dass  man  genöthigt  wäre,  erst 
^**  der  Gleichheit  der  ganzen  Functionen  für  natürliche  Zahlwerthe  auf 
deren  Deberein Stimmung  für  beliebige  Argumente  zu  schliessen. 

We  Fragen,   welche   die  Convergenz  der  hier  gegebenen  Entwickc 
wogen  betreffen,  sind  im  Wesentlichen  (7.  c.)  erledigt. 

Debrlgena  kann  38)  durch  den  bekannten  Grenzübergang 


*»A  bequem  aus  39)  abgeleitet  werden. 
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§5. 

Ich  gehe  jetzt  über  zur  Betrachtung  der  v.  Mangold  tischen  Bi- 
nomialcoefficientenrelation  und  zur  Darlegung  ihres  Zusammenhanges  mit 
den  in  §  3  von  uns  aufgestellten  Identitäten. 

Zunächst  muss  ich  in  Bezug  auf  die  von  y%  Mangoldt  gegebene 
kunstvolle  Herleitung  seiner  Relation  bemerken,  dass  diese  Herleitung 
noch  ziemlich  vereinfacht  —  namentlich  das  unbequeme  Eingehen  anf 
die  combinatorischen  Summen  (vergl.  /.  c.)  ganz  vermieden  —  werden 
könnte  durch  Benutzung  der  für  k  =  l  (und  r  =  l)  in  Anspruch  genom- 
menen Theoreme  I)  und  III)  des  §  2. 

Im  Uebrigen  erweist  sich  diese  von  v.  Mangoldt  späterhin  noch 
weiter  specialisirte  und  für  Vervielfältigung  der  Consequenzen  in  ver- 
schieden  er  Hinsicht  verwerthete  Relation  (/.  c,  S.  5,  Gleichung  14  f^gg*) 
als  eine  complicirte  Folgerung  aus  unseren  einfachen  in  §  3  gegebenen 
Identitäten. 

Wenn  —  um  dies  darzuthun  —  noch  x  für  geschrieben  wird, 

stellt  sich  die  v.  Mangel  dt*  sehe  Relation,  in  unsere  Bezeichnungsweise 
umgeschrieben,  wie  folgt  dar: 

a  ^  +  ^        ,     ,  /     ,  IX    *  («  — 2^  +  l)«--2x 

^  =  x+(.  +  i),'"+^"+^)^>"+^+ ;^:{^, 5^  +  ''^^- 

und  erscheint  dieselbe  dadurch  bemerkenswerth,  dass  sie  als  (quadra- 
tische) Recursion  zeigt,  wie  die  Grössen  {a  +  ngln  oder  auch,  wenn 
man  will,  die  ^n(x)  für  immer  wachsende  n  successive  berechnet  wer- 
den können. 

Bequemlichkeitshalber  schreiben  wir  die  Gleichung  41)  so: 

a=l  "■ 

woraus  die  Bedeutung  von  ^,   ^,   C  durch  Vergleichung  erhellt. 

Wir  dehnen  nun  die  Summe  von  1  bis  fi  aus,  indem  wir  das  damit 
hinzugeschlagene  Glied  beim  mittleren  Term  /?  wieder  in  Abzug  bringen. 
So  kommt 

Die  letzte  Summe  rechter  Hand  ist  aber  nach  dem  für  A  =  x  in  Anspmch 
genommenen  Theorem  24)  geradezu 

a— I 
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Vi»  min  erkennt,  indem  man  die  Summe  von  0  an  nimmt  und  das  An- 
fingsglied  wieder  in  Abzug  bringt;  folglich  können  wir  schreiben 

Der  vom  Subtrahenden   herrührende  Theil   der  Summe   ist,   wie   vorhin 
eTilurt: 

■mtbio  allein  noch  die  Gleichung  zu  beweisen 


=  ^^2h_p+i  j2^+„p|„  +  (^»p+i)(;,  +  i)  y 


a  =  0 

Dvth  eine  Umformung  des  einen  Binomialcoefficienten  nach  dem  Schema 
— j(a)ai  =--— (<j  +  l),„^i  lässt  sich  die  letzte  Summe  so  darstellen: 

y_2_  ^"-yU  +  ^pU  N^g+i  +  (^+i-«)pin+i-a 

^n  —  a  +  1     ^j     x  +  ap    '         »  — P+ 1  +  ("+ 1  — fl)p 

t=0  a=ü  s^    •        •    \      •  js 

Dehnt  man  dieselbe  bis  a  =  ;j  +  l  aus  und  bringt  den  überzähligen  Term 
Btehher  in  Abzug,  so  lässt  sich  nach  dem  für  n-^-l  und  für  A  =  x~p  +  1 
in  Anipmch  genommenen  Theorem  23)  die  Summation  ausführen,  und  folgt 

V        g       ^2x~p  +  l    |2x-p  +  l  +  (;i  +  l)p|n+i 
^n-a  +  1       x(>c-p  +  l)'       2H-p  +  l  +  (/i  +  l)p 

1  U+(^»  +  l)p|n-^i 

x-p+r    x+(«+i)p 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  erhalten  wir  aber  die  Identität 

^OQJt  Alles  bewiesen  ist. 

Ob  sich  auch  umgekehrt  aus  der  v.  Mangoldt^schen  Relation  41) 
^^^  Beziehungen  des  §  3  ableiten  lassen,  möchte  ich  bezweifeln. 

Karlsruhe,  im  October  1879.  Ernst  Schröder. 


XVII.   üeber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle. 

(Hierzu  Taf.  lU  Fig.  l-ö.) 

iHe  graphische  Darstellung  der  Wellenfläcbe  geschieht  am 
^^D  mit  Hilfe  der  sphärischen  und  ellipsoidischen  Curven,  deren  Gleich- 
ungen ich  in  meinem  früheren  Aufsatze  in  dieser  Zeitschrift  (Tbl.  XXIV 
^•400)  angegeben  habe  und  welche  ich  hier  reproducire: 
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1) 


^'    +    y*    =1    _^_+_5!_=i 

i 1 =  1 


«^  ^■^— ^-      a« 


a-*  V*  -  a:*  ,  2* 


2) 


rt«c«  r«-6«    •    a^ö«  r«  — c* 


r*     Q^ — b^         r*     a*  —  c* 

a>6>c  sind  die  Halbaxen  des  Ergänzangsellipsoids,  aus  dem  die  Wel- 
lenfläche  abgeleitet  ist,  und  r^a^c  ist  der  Halbmesser  einer  (veränder- 
lichen) Kugel,  welche  für  r>6  den  äussern  Mantel  in  einer  sphärischen 
Curve  schneidet,  z.  B.  AC^  ÄCf  (Fig.  1);  die  äusserste  dieser  sphärischen 
Curven  ist  der  Kreis  B B\  Sie  liegen  auf  Kegeln,  deren  Spitze  0  ist 
und  welche  den  innern  Mantel  in  ellipsoidischen  Curven  ex 7,  ay\  ... 
schneiden.  Wenn  r<6,  so  wird  der  innere  Mantel  in  sphärischen  Cur- 
ven 'fy^  ^^^'  geschnitten,  die  ebenfalls  auf  Kegeln  liegen,  welche  den 
äusseren  Mantel  in  ellipsoidischen  Curven  C^C\  D^  D'  schneiden.  Die 
letzte  dieser  sphärischen  Curven,  für  r=c',  ist  der  Kreis,  in  welchem 
der  innere  Mantel  der  Wellenfläche  die  a;y- Ebene  schneidet;  ihre  ent- 
sprechende ellipsoidische  Curve  ist  die  Ellipse  (ciH)^  in  welcher  der 
äussere  Mantel  die  o:^- Ebene  schneidet. 
Nun  bestehen  die  Identitäten 


»  1.«  -8  *  »  -8  ^8     •  _«  .8  ^  » 


c2  —  ^2   •      ./>«— (?2 


rt2  — -;-.     «2 


4) 


fl2g»  ;.2_52  a2^2^2_^2 

r*    a*— 6*         r*    a* — c*  


e2— 62     •       .&«  — c* 


a«!,,—!  «2 


i,2_6«  a«-c« 
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KjkB   diesen  Gleicliaiigen  folgt  für  die  Projection  in  der  xz  Ebene  (Fig.  1), 
dmse,  wenn  man 

tnnimmt,  diese  Strecken  die  Halbaxen  einer  Hilfsellipse  sind,  welche  die 
Eigenschaft  hat,  dass  die  Coordinaten  OA'"  und  OD^  irgend  eines  Punktes  !H 
derselben  die  Halbaxen  einer  Ellipse  sind,  welche  die  Projection  sowohl 
einer  sphärischen,  als  auch  einer  ellipsoidischen  Curve  vorstellt.  A'"D" 
iit  eine  sphärische  Cnrve  und  D"D^  eine  ellipsoidische,  beide  auf  dem 
iassern  Mantel.  A"E  und  Ey^  sind  I^rojectionen  D  von  einer  sphäri- 
icheu  nnd  einer  ellipsoidischen  Curve  des  äusseren  Mantels  und  stellen 
sogleich  die  Grenzlinien  des  innern  Mantels  auf  der  orz- Ebene  dar. 

Wenn  man  also  die  Wellenfläche  mit  diesen  Curven  für  das  Ellipsoid 
('t^iO  construiren  will,  so  bestimmt  man  nach  5)  die  Werthe  von  OX 
Ofid  OZy  .und  zeichnet  eine  Schaar  von  Ellipsen,  deren  Axen  in  die  Rich- 
tungen Oä  und  OZ  fallen  und  welche  die  Gerade  ÄZ  berühren,  mittelst 
^€r  Hilfsellipse  XMZ.  Unter  diesen  Ellipsen  giebt  diejenige  mit  den 
Halbazen  c  und  a  (in  der  Figur  Ä'EC'C^)  und  der  Kreis  B  D'y^^  dessen 
Halbmesser  =6  ist,  den  Durchschnitt  der  Wellenfläche  mit  der  xz- 
Ebene  an. 

Die  Fignr  ist  so  gezeichnet,  dass  man  von  dem  äussern  auf  den 
laQem  Mantel  sehen  kann,  wobei  die  durch  die  confocalen  Kegel  erzeug- 
ten Scheidewände  als  undurchsichtig  angenommen  sind.  Die  Schraffirung 
d^a  sichtbaren  Theiles  von  der  einen  Hälfte  dieser  Kegelwände  auf  der 
linken  Seite  der  Figur  soll  die  Zeichnung  plastisch  machen. 

Um  die  Projection  in  der  x^- Ebene  (Fig.. 2)  zu  zeichnen,  macht  man 


6) 


^i^d  betrachtet  diese  Strecken  als  die  Halbaxen  einer  Hilfshyperbel  und 
^mcr  Hilfsellipse;  nimmt  man  auf  ersterer  einen  Punkt  M  an,  so  sind 
^*«  Coordinaten  OA  und  OD  die  Halbaxen  einer  Ellipse,  die  Coordinaten 
^-^und  OD'  eines  Punktes  M'  auf  der  Hilfsellipse  dagegen  sind  die 
ö^^lbuen  einer  Hyperbel. 

Verändert  der  Punkt  M  seine  Lage  auf  der  Hilfshyperbel,  so  erhält 
""^^ß  eine  Schaar  von  Ellipsen;  unter  denselben  ist  ein  Kreis  CC\  dessen 
***lbme«ser  =  c,  welcher  der  Durchschnitt  der  Wellenfläche  mit  der  xy- 
^bene  ist.  Jeder  ellipsoidischen  Curve  AD  des  äussern  Mantels  ent- 
'PHcht  eine  sphärische  ad  des  innern,  welche  mit  ihr  auf  Einem  Kegel 
*^gt  nnd  deren  Projection  innerhalb  des  Kreises  CC'  fällt. 

Verändert  der  Punkt  M'  auf  der  Hilfsellipse  seine  Lage,  so  entsteht 
^>ite  Schaar  von  Hyperbeln :  jeder  sphärischen  Curve  A^E  auf  dem  äussern 
^^td  entfpricbt  eine  ellipsoidische  at  auf  dem  innern. 

^litMkrift  L  MM*b*auMk  u.  Pbjraik  XXV,  3,  U 
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Bei  einem  aus  zwei  Paaren  sphärischer  und  ellipsoidi- 
scherCnrven  auf  der  Wellen  fläche  gebildeten  Viereck  sind 
die  Abstände  einer  Hauptebene  von  den  vier  Ecken,  sowie 
auch  von  den  Durchdringungspunkten  von  je  vier  Tangen- 
ten mit  einer  andern  Hauptebene  in  Proportion.  Es  lassen 
sich  in  den  vier  Ecken  im  Ganzen  acht  Tangenten  ziehen ,  von  wel- 
chen je  vier  zu  zwei  Gegenseiten  gehörige  zu  nehmen  sind. 

Ueber   die  Projectionen   der  sphärischen  und  ellipsoidischen  Curven 
der  Wellenfläche  auf  den  Hauptebenen  lässt  sich  noch  weiter  bemerken: 

1.  Diejenigen  auf  der  xy-  und  ^z -Ebene,  welche  ans  einem  System 
von  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  nach  den  Regeln  der 
Transformation  proportional  getheilter  Coordinaten  abgeleitet  sind, 
können  als  krummlinige  Coordinatensysteme  betrachtet  werden  und 
zur  Bestimmung  von  Punkten  u.  s.  w.  in  der  Ebene  dienen ,  wie 
dies  bei  den  confocalen  Kegelschnitten  oder  bei  den  elliptischen  Co- 
ordinaten der  Fall  ist.  Sie  theilen  mit  denselben  alle  diejenigen 
Eigenschaften ,  welche  bei  der  Transformation  ungeändert  bleiben. 

2.  Die  Projectionen  der  Krümmungslinien  eines  Ellipsoids,  sowie  der 
confocalen  sphärischen  Kegelschnitte  (Durchdringungen  einer  Kugel 
mit  confocalen  Kegeln)  stimmen  vielfach  mit  den  Projectionen  der 
Curven  auf  der  Wellenfläche  überein;  letztere  können,  wenn  man 
jede  Hauptebene  für  sich  betrachtet,  einzeln  als  Projectionen  von 
ellipsoidischen  Krümmungslinien  angesehen  werden. 

Für  die  plastische  Darstellung  der  Wellenfläche  öder  die  Con- 
struction  des  Modells  geben  die  sphärischen  und  ellipsoidischen  Curven 
in  mehrfacher  Hinsicht  Anhaltspunkte.  Aus  den  Projectionen  in  Fig.  1 — 3 
lassen  sich  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  Durchschnitte  und  Profile 
in  wahrer  Grösse  zeichnen,  nach  welchen  die  Schablonen  angefertigt 
werden  können.  Wenn  nun  das  Modell  zwar  an  und  für  sich  schon 
geeignet  ist,  eine  Anschauung  von  der  Form  der  Fläche  zu  geben,  so 
erscheint  es  doch  wünschenswerth  und  namentlich  für  Unterrichtszwecke 
förderlich,  auch  Curvensysteme  auf  den  Flächen  des  Modells  anzubringen, 
und  zu  diesem  Zwecke  empfehlen  sich  die  genannten  Curven  vorzugs- 
weise darum,  weil  der  von  mir  in  meinem  ersten  Aufsatze  angegebene 
Satz  ein  Mittel  darbietet,  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  auf  der  Fläche 
selbst  und  unmittelbar  zu  controliren ,  ohne  Hilfe  der  Projection. 

Um  diese  Curven  zu  zeichnen,  ist  es  rathsam,  nicht  das  Modell  der 
ganzen  Fläche,  sondern  nur  einen  Octanten  zu  wählen,  weil  an  dem- 
selben die  Beziehungen  zwischen  dem  innern  und  äussern  Mantel  der 
Fläche  am  leichtesten  zu  erkennen  sind.  Man  beginnt  damit,  den  Halb- 
kreis zu  Belehnen,  in  welchem  die  durch  XZ  (Fig.  1)  senkrecht  smr  xz* 
Ebene   gehende  Ebene   den  äussern  Mantel  berührt;    der  DarchmMUMr 
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Si«tes  Halbkreises  ist  die  Gerade   B'G  =  —  ]/a^  —  6*  ^b'^  —  c*;    G   ist  der 

fteiübniD^pankt  auf  der  Ellipse  Jt'EC^.  Von  denjenigen  Carven ,  welche 
ficieii  Kreis  schneiden,  lassen  sich  die  Dnrchschnittspnnkte  auf  dem 
Modell  leicht  bestimmen.  Will  man  nnn  irgend  einen  weiteren  Pnnkt, 
I.  B.  V  anf  der  Fläche  finden  oder  den  Durchschnitt  der  Curven  -/"Z>^ 
ui  iC\  so  gieht  man  zunächst  diese  vier  Punkte  auf  dem  Modell  an, 
bdchreibt  hierauf  von  C^  ans  mit  der  vom  Modell  direct  abgenommenen 
Estferonng  IfiC  und  von  demjenigen  Punkte  der  Fläche,  welcher  sich 
b  0  projicirt,  mit  der  ebenfalls  vom  Modell  abgenommenen  Entfernung 
//^Kreisbögen,  so  schneiden  sich  dieselben  in  D\  Dieser  Punkt  lässt 
iKb  aber  noch  ani^  zwei  weitere  Arten  controliren ,  da  die  Entfernungen 
fä  imd  .//)"  einander  gleich  sind,  sowie  auch  C b'^*  und  ED\  Es 
iit  nimlich  E  der  Endpunkt  der  secundären  optischen  Axe  als  Durch- 
lebitt  des  Krebes  B'f  und  der  Ellipse  A"  C^^  somit  bilden  die  Bögen 
C^fiind  Elf"  (beide  in  der  0:2- Ebene),  ferner  WD'  und  C'D'  (auf  der 
Fliehe)  ein  Viereck,  in  welchem  die  Entfernungen  der  Gegenecken  ii\  l)'" 
ud £, P' einander  gleich  sind.  Es  ist  also  die  Entfernung  irgend 
einet  Punktes  der  Fläche  vom  Endpunkte  der  secundären 
optischen  Axe  gleich  derjenigen  der  Dnrchschnittspunkte 
▼o&  den  beiden  durch  ihn  gehenden  Curven  (einer  sphäri- 
eehen  und  einer  e  11  ipsoidischen)  mit  der  Ebene  der  optischen 
Axen. 

Nachdem  die  Curven  des  äussern  Mantels  bestimmt  sind,  zieht  man 
b  den  Hauptebenen  die  Geraden  Cy,  C'y\  ...,  Au^  Ä€t\  ...,  /^^  und 
ttbllt  dadurch  anf  den  Begrenzungslinicn  des  innern  Mantels  die  Punkte 
7,/,«,  a',  6^,  ...,  von  welchen  aus  sich  irgend  ein  weiterer 'Punkt  ö  oder 
f  ebenso  bestimmen  lässt,  wie  beim  äussern  Mantel. 

Es  ist  schon  oben  auf  eine  Analogie  zwischen  den  sphärischen  und 
eDipioidischen  Curven  der  Wellenfläche  und  den  Krümmungslinien  des 
GOipsoids  aufmerksam  gemacht  worden;  eine  weitere  Beziehung  ist  die 
Gleichheit  der  Entfernungen  der  Gegenecken  in  einem  Krümmungslinien- 
▼unek  auf  dem  Eliipsoid,  welche  bei  der  Constructiou  dieser  Curven 
auf  dem  Modell  der  letzteren  Fläche  in  derselben  Weise  verworthet  wer- 
den i[ann,  wie  es  soeben  für  die  Wellenfläche  angegeben  worden  ist. 

Eine  neue  Serie  der  mathematischen  Modelle  aus  der  Verlagshand- 
lan^  von  L.  Brill  in  Darmstadt  wird  unter  anderen  auch  ein  Modell 
der  Wellenfläche  enthalten,  wo  die  Curven  nach  meiner  Constructiou  auf 
cuem  Octanten  eingezeichnet  sind. 

Beatlingen,  im  October  1879.  Dr.  O.  Bökl£n, 
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XVnL   Beziehung  zwischen  den  Kriimmnngsradien  collinearer 

Gnrven. 

(Hierzu  Taf.  III  Fig.  6.) 

Im  6.  Hefte  des  XXIV.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift*  wurde  eine 
Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender  Punkte  in 
affinen  Curven  entwickelt,  deren  Erweiterung  auf  collineare  Gebilde  im 
Folgenden  mitgetheilt  werden  soll. 

In  Fig.  6  seien  k^  und  k^  zwei  collineare  Curven  in  perspectivischer 
Lage;  0  sei  das  Collineationscentrum,  g  die  Collineationsaxe.  Den  un- 
endlich nahen  Punkten  A^^  B^^  C,  in  k^  entsprechen  J^y  B^^  C^  in  Ar^. 
Ferner  bedeuten  q^^  dto^^  ds^=^  A^B^^=  A^C^  den  Krümmungsradius,  den 
Contingenzwinkel  und  das  Bogendifferential  der  ersten,  g^t  dai^^  ds^=A^B^ 
=  A2C2  die  entsprechenden  Grössen  für  die  zweite  Cnrve. 


Es  ist  ^j  =  — i-,    tfQ>i=  .    2    '    ,   daher 


rf©/         "  ds 


1 
ds,^ 


^{A,B,C\y 

Die  Sehnen  A^  D^  und  A^  B^  mögen  sich  in  T),  die  Sehnen  A^  C^  und 
A^C^  in  @  schneiden.     Es  folgt,  die  Strecken  A^^  und  A^^  mit  i^  und 


t^  bezeichnend: 


^K«.C.)=^^-'-,-^,   daher   9.=^:jfj^y 

t  *.  ds 
Ebenso  ergiebt  sich  g^  =     ^  .  ^  ,    und  hiermit  folgt 

Q^"  jIa,:^)^)'  t^^'  ds^^  '^  A/ 1^^'  ds^' 
Nach  dem  Satze  des  Ptolemaeos,  angewendet  auf  Dreieck  .<^, //g  S), 

und  OB^B^  als  Schnittgerade  betrachtend,  ist   T^  =  7r7«~>  demnach 


ds^      OA2   «2 


Der   Quotient    ,,    '  '  ,,  --    ist   ein   für  alle  Punkte   der   Collineation 
^  OA^.'äA^ 

constantes  Doppelschnittsverhältuiss,  welches  sich  am  einfachsten  mit 
Hilfe  eines  der  Gegenpunkte  in  091  ausdrückt.  Demnach  ergiebt  sich 
der  Satz: 

2)     Das  Verhältniss   zwischen    den  Krümmungsradien   ent- 
sprechender Punkte   in   zwei   perspectivischen  CQTTe{ii 


*  Geisenheimer,  Die  Bildung  affiner  Figuren  durch  ähnlich-veränderliolit 
Systeme,  8.  867. 
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ist  gleich  dem  Cabns  aus  dem  Verhältnisse  der  bis  znr 
Collineationsaxe  verlängerten  TangentenstreckeD, 
mnltiplicirt  mit  einem  für  alle  Punkte  der  durch  die 
Curven  gebildeten  Collineation  constanten  Doppel- 
schnittsverhältnisse. 

Für  affine  Systeme  wird  ---^  =  1,   - — -  der  reciproke  Werth  des  Affi- 

BilitSTeThäUnisses.     Hiermit  ergiebt  sich  der  früher  entwickelte  Satz: 

3)  Das  Verhältniss  zwischen  den  Krümmungsradien  ent- 
sprechender Punkte  in  zwei  affinen  Curven  ist  gleich 
dem  Cnbus  aus  dem  Verhältnisse  der  entsprechenden 
Tangentenstrecken,   dividirt   durch  das  Affinitätsver- 

hältnisa. 

OA  ,%/4 
Für  involutorische  Systeme  wird  das  Doppelschnittsverhältniss  y     J 

gleich  —1.      Sehen    wir   von    der  Richtung   der  Krümmungsradien   ab, 
M  folgt: 

4)  Das  Verhältniss  zwischen  den  Krümmungsradien  ent- 
sprechender Punkte  in  zwei  involutorischen  Curven 
ist  gleich  dem  Cubus  aus  dem  Verhältnisse  der  bis  zur 
Involutionsaxe  verlängerten  Tangentenstrecken. 

Die  Anwendung  des  letzten  Satzes  auf  Kegelschnitte  lautet: 

5)  Das  Verhältniss  zwischen  den  Krümmungsradien  zweier 
Punkte  eines  Kegelschnittes  ist  gleich  dem  Cubus  aus 
dem  Verhältnisse  der  bis  zum  Durchschnitt  verlänger- 
ten Tangenten  dieser  Punkte. 

Ttrnowitz  in  Schlesien.  Dr.  L.  Geisenheimbr. 


XIX.   Einige  Notizen  über  das  PaBcarBclie  SechBeck. 

Sind  123456  die  Ecken  eines  gegebenen  PascaTschen  Sechsecks, 
also  12,  23,  34,  45,  56,  61  dessen  Seiten,  so  sind  auch  für  die  drei 
folgenden  Seiten  folgen 

12,  23,  61,  45,  56,  34, 

12,  56,  34,  45,  23,  61, 

12,  56,  61,  45,  23,  34 

^  eutsprechenden  Sechsecke  Pascal* scher  Sechsecke.  Die  resp.  Ecken 
u^Q  daher  immer  auf  einem  Kegelschnitte;  diesen  vier  Sechsecken 
witiprechen  also  vier  Kegelschnitte. 

In  meiner  Dissertation  „Der  PascaPsche  Satz*S  Bern  1879,  habe  ich 
S^sogt,  data   einem   gegebenen  PascaT sehen  Sechseck  180  Secb^^ck^^ 
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»^.y"^^^  ^  ^  Ä-^^^^>^,/^.*^^^,.^»•^  ^  ^  ^^^  .^-^»^^.^•»^^  ^- 


resp.    Kegelschnitte    entsprechen,    welche    wie   die   drei   obigen   gebildet 
sind.     Ans  diesen  180  Sechsecken  können  wir  ebenso  uene  ableiten. 

Die  180  Kegelschnitte,  welche  man  so  von  einem  und  demselben 
Pa sc aT sehen  Sechsecke  ableiten  kann,  schneiden  sich  zu  je  zwölf  in 
zwei  Eckpunkten  des  gegebenen  PascaT sehen  Sechsecks,  oder  die  180 
entsprechenden  Ptisca loschen  Sechsecke  haben  mit  dem  gegebenen  Sechs- 
ecke zu  zwölf  zwei  Eckpunkte  gemein.     (Siehe  meine  Dissert.  S.  23.) 

„Die  180  Sechsecke  schneiden  sich  ferner  zu  je  60  in  einem  und 
zu  je  12  in  zwei  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnittes.^* 

„Die  180  Kegelschnitte  haben  zu  je  16  eine  Ecke  gemein,  welche 
nicht  Ecke  des  gegebenen  Sechsecks  ist.  Von  je  16  solcher  Sechsecke 
haben  je  acht  noch  eine  „folgende"  Ecke  gemein,  die  auch  nicht  Ecke 
des  gegebenen  Sechsecks  ist/* 

„Je  16  Sechsecke  gehen  also  durch  den  Durchschnittspunkt  zweier 
nicht  auf  einander  folgenden  Seiten  der  gegebenen  60  Pascal' sehen 
Sechsecke;  von  diesen  gehen  je  acht  durch  eine  Ecke  des  gegebenen 
Sechsecks,  welche  Ecke  nicht  auf  den  Seiten  liegt,  die  sich  in  dem  be- 
treffenden Punkte  schneiden,  und  zu  je  vier  durch  eine  Ecke  des  gegebe- 
nen Sechsecks,  welche  auf  einer  jener  beiden  Seiten  sieh  befindet." 

,,Je  zwei  Sechsecke  haben  im  Allgemeinen  zwei  Ecken  gemein,  die 
keine  Ecken  des  gegebenen  Sechsecks  sind." 

„Die  180  Kegelschnitte  schneiden  sich  zu  je  zwei  in  vier  Punkten, 
von  denen  zwei  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  liegen." 

,,Je  drei  der  180  Sechsecke  haben  mit  dem  gegebenen  Sechseck  die- 
selben Pascal* sehen  Punkte,  resp.  dieselbe  Pascal' sehe  Linie. 

„Je  zwölf  dieser  Sechsecke  besitzen  einen  gemeinschaftlichen  Pas- 
caT sehen  Punkt.  Haben  zwei  Sechsecke  zwei  PascaTsche  Punkte 
gemein,  so  haben  sie  auch  den  dritten  PaseaT sehen  Punkt  gemein." 

Diese  Sätze  kann  man  auch  auf  das  Brian chon^sche  Sechsaeit 
tibertragen. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  und  ihr  Zusammenhang  mit  der  sogenann- 
ten Hesse'schen  Tafel,  und  Erweiterungen  der  Sätze  von  Kirkmann, 
Salmon,  Cayley  etc.  in  Bezug  auf  das  System  der  180  Sechsecke 
werde  ich'  später  in  einer  grössern   Abhandlung  mittheilen. 

Dr.  Friedrich  Gbaefr, 

Dooent  a.  d  UnWenität  Bern. 


XI. 
Btttrtge  mr  geometrischen  Behandlung  der  Mechanik. 

Von 

G.  IIklm 

in  Dresdeu. 


Uicizu  Tiif.  IV  Fig.  1    9. 


Mobias  hat*  nachgewiesen ,  dafls  die  Bahn  eines  hewegten  Punktos 
ib  rine  Seilcurve  betrachtet  werden  kann.  Bei  der  Bedeutung,  welche 
du  Krlftepoljgon  für  die  Untersnehnng  des  Seilpolygons  erlangt  hat, 
liegt  es  nahe,  die  Cnrve  aufzusuchen,  welche  zur  Bahn  in  derselben  Be- 
ndiiiDg  steht,  wie  das  Kräfte-  zum  Seilpoljgon.  Im  Folgenden  wird 
Hehieigen,  dass  diese  Curve  der  Uodograph  Hamilton's  ist  und  dass 
■u  die  Dynamik  des  Punktes  im  Wesentlichen  aus  den  Beziehungen 
dicier  Cunre  zur  Bahn  entwickeln  kann.  Es  soll  dabei  unmittelbar  von 
den  Grundlagen  der  Dynamik  ausgegangen  werden ,  dem  Satze  vom 
Behtmingsvermögen  und  dem  Satze  von  der  Zusammensetzung  der 
Bewegungen,  Sätze,  aus  welchen  folgen  wird,  dass  die  Dynamik 
ait  Geschwindigkeiten  operiren  kann,  wie  die  Statik  mit 
Krifteo. 

1.  Es  bewege  sich  (Fig.  1)  ein  Punkt  gleichförmig  mit  der  Geschwin- 
digkeit 9^  in  der  Geraden  Bq  B^,  Im  Punkte  /?|  wirke  auf  ihn  ein  An- 
trieb, der  —  wenn  das  Mobil  in  fi^  geruht  hätte  —  es  zu  gleichförmiger 
Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  p^  nöthigen  würde.  Dann  wird  der 
bewegliche  Punkt  sich  mit  der  aus  v^  und  p^  zusammengesetzten  Ge- 
KbwiDdigkeit  v,  längs  der  Geraden  B^  B^  gleichförmig  bewegen ,  bis  zu 
einem  Punkte  B^^  wo  ein  Antrieb  p^  ablenkend  wirke,  der  sich  mit  v^ 
iir  neuen  Geschwindigkeit  r^  zusammensetzt,  u.  s.  w. 

Macht  man  nun  die  vom  beliebigen  Punkte  P,  dem  Pole,  ausgehen- 
den Geschwindigkeitsstrahlen  /'^i,  PB^^  .  .  nach  Grösse  und 
Ricbtnng  der  Reihe   nach   gleich  v^^  v^^  ...,  Beziehungen,   welche   durch 

PH^  =  Pj ,     PH^  =  ''a  >  •  ■  • 
M>S^rfickt  werden  sollen,  so  ist  auch 


*  Mabiui,  Lehrbuch  der  Statik,  1837,  Theil  II  Cap.  7. 

lÜteMft  t  Matlitaifttik  v.  Fbjtlk  XXV,  4,  \^ 
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und  diese  Strecken  H^H^^  H^H^^  ...  bilden  ein  Polygon  i7,  welches  der 
Hodograph  des  von  den  Punkten  ß^B^B^..,  gebildeten  Babnpolj- 
gons  B  beissen  soll.  Die  Strecken  p  sollen  Geschwindigkeita- 
änderungen,  ihre  dnrcb  die  Punktet  gebenden  Geraden  Bescbl  en- 
nignngsstrablen  genannt  werden.  Endlich  soll  die  eben  bescbriebene 
Lage  des  Hodogvapben  gegen  die  Bahn  seine  Parallel  läge  beissen  zum 

7t 

Unterschiede  von  einer  nur  bei  ebenen  Bahnen  anwendbaren,  nm  -^  ge- 
drehten Lage,  der  Normallage,  bei  welcher  die  Geschwindigkeits- 
strahlen senkrecht  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Bahnpolygons  stehen. 

Denkt  man  sich  unter  B  einen  biegsamen ,  unelastischen  Faden ,  unter 
den  Strecken  p  auf  denselben  wirkende  Kräfte,  so  stellen  bekanntlich  die 
Strecken  +v  die  Fadenspannungen  dar  und  das  Polygon  H  heisst  alsdann 
Kräftepolygon. 

Es  möge  an  dieser  Stelle  ein  Blick  geworfen  werden  auf  die  Ueber- 
einstimmung,  welche  zwischen  den  statischen  Operationen  mit  Kräften 
am  starren  Körper  und  den  dynamischen  Operationen  mit  Geschwindig- 
keiten eines  Punktes  stattfindet. 

Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  v  durch  eine  Strecke  dargestellt, 
deren  Anfangspunkt  der  bewegte  Punkt  ist,  so  kann  man  sagen,  dass 
sie  sich  —  wenn  keine  Geschwindigkeitsänderung  stattfindet  —  in  einer 
Geraden  verschiebt.  Analog  kann  man  am  starren  Körper  die  Kraft  in 
einer  Geraden  verschieben. 

Tritt  in  einem  Punkte  der  Geraden  eine  Geschwindigkeitsänderung 
p  ein,  so  setzt  sich  v  mit  p  zu  einer  resultirenden  Geschwindigkeit  F 
zusammen,  als  wären  v  und  p  Kräfte.  Es  bind  v  und  p  äquivalent  P, 
aber  auch  —  v  und  V  äquivalent  p  u.  s.  f.  Die  Ablenkung  in  eine  die 
ursprüngliche  Gerade  schneidende  Gerade  wird  also  durch  eine  Strecke, 
die  Geschwindigkeitsänderung,  die  durch  den  Schnittpunkt  gebt,  dar- 
gestellt. 

Die  Ablenkung  in  eine  parallele  Gerade  lässt  sich  immer  durch  eine 
Bewegung  in  einer  die  ursprüngliche  Gerade  und  die  Parallele  schnei- 
denden Linie  bewirken  und  erfordert  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ge- 
schwindigkeitsänderungen, die  in  verschiedenen  Geraden  liegen  —  ein 
Geschwindigkeitspaar.  Analog  wird  eine  Kraft  in  eine  Parallele 
durch  ein  Kräftepaar  verlegt.  Für  beide  Streckenpaare  gelten  die- 
selben Sätze.  Hiemach  hat  es  nun  einen  bestimmten  Sinn,  Geschwin- 
digkeiten in  andere  Geraden  zu  verlegen,  Geschwindigkeiten  mit  Aen- 
derungen  zusammenzusetzen,  die  sie  kreuzen  u.  dergl.  —  die  Analogie 
zur  Statik  des  starren  Körpers  ist  eine  so  vollkommene,  dass  eine  ein* 
lebendere  Angabe  des  bezügliclien  Verfahrens  unnöthig  wird. 


ig  tilhlan  ist,  «ndlich  ß^  mit  B^  durch  einen  Linienang  sn  verLinden, 
t  Bruchstellen  in  dieBcn  BeHchleunignngHHtrnhlen  liegen  und  dessen 
piid«  Tlieildiacke  bes.  parallel  /'Ä,,  PfJ\,  ...,  l'B'„,  /'ff,+i  sind.  l>a 
toUüio  ff,//'.  ...  ff'„/y„+i  ganz  willkürlich  zwischen  //,  nnd  //„+,  Hegl, 
Et  Zahl  ihriT  Bruchstellen  //'  ins  Unendliche  wachsen  lassen, 
oknr  dass  irgend  eiuep  der  binherigen  Sälae  nngiltig  würde.  Das  Be- 
Khlmnigangspolygon  wird  dann  eine  Corvo,  der  Geschwindigkeitsände- 
mgun  erbült  man  unendlich  viele  unendlich  kleine,  doch  bleibt  deren  Ko- 
nliiDle  immer  endlieh,  nimlich  gleich  H^H^+f  Llie  Bahn  wird  eine 
Omt«,  deren  Elemente  die  Richlnngen  der  entsprechenden  Geschwindig- 
ktiUilrablon  I'H  haben. 

Ut  daher  die  Bahn  eine  CnrTe£(Fig.4),  in  deren  Punkten  £„  1{^,B^,.}. 
du  beweglich»  Punkt  die  Gi-schwindigkeiten  p,  ,  r^,  P3,  ...  besitzt,  welche 
W  gleich  den  Geschwindigkeitssirahlen  PH^,  Pff^,  PH^,...  sind,  si> 
liliJfQ  die  Tnngenlen  der  krummen  Bfthn  in  den  genannten  vier  Punk- 
I  gebrnchene  Bahn  ^yB^B^B^  ....  deren  TheilstQcke  mit  jenen 
Gueliwiniiigkciten  (»iC,  ...  durchlauTcn  werden  worden,  wenn  statt  der 
Ottchwindigkeitsänderungen,  welche  die  krumme  Bahn  hervorrufen,  und 
0  itnrcb  Hie  Elemente  des  Hodngrapben  gemessen  werden,  deren  Ke- 
MhulMi  wirken  würden,  welche  durch  die  Sehnen  //,Ä,,  ff^H^,  ff^ff^  ... 
leuMa  werden  und  durch  B,,  B,,  B^  ...  gehen.  Wählt  man  als«  anf 
H»r  beliebigen  ebenen  Bnlin  beliebige  Punkte  und  auf  dem  Hudngraphen 
Ji«  entaprecbenden  ,  so  bt^stimmen  die  Tangenten  in  jenen  ein  der  Bahn 
MKbn'ebeiies  Polygon  und  die  Hodographenpunkte  ein  dem  Hudographon 
«V«hiiebencs  Polygon:  jenem  umschriebenen  Polygon  als  Bahn 
frhSrt  dieses  eingeschriebene  als  Hodograph  zn;  die  Gescbwin. 
lifktitcu  im  UEDSchrl ebenen  Polygon  stimmen  mit  den  Geschwindigkeiten 
W  gugebenen  Bahn  in  den  Beriihrungspuukten  Uberein,  die  Geschwin- 
^ktitsindetnngen  eind  die  Resulianten  ans  den  Aendemngnn,  die  in 
'n  gngflbeoen  Bahn  zwischen  den  benacbbarten  Berährnngnpnnkten  siatt- 
tadta. 

I  gitüh  (Hg.  4)  AUS  den  Tangenten  einer  ebenen  Bahn  eine  be- 
^K«,  «.  U.  die  in  B,  beröhrende  1-^  heraus  und  betrachte  ihre  Schnitt- 
te F    mit    allrn    anderen   Tangenten.     Wirkt   auf  einen    litngs   der 
rpttle  f-f  bewegt  gedachten  Pnnkt  im  Punkte  A',  die  ResaltontB  //j//, 
doijenigen    Acndeningen,    welche    die  Geschwindigkeit   des    in    der 
Mck   wirklich    bewegenden  Punktes  nuf  dem  Wege   ll^B^  erleidet, 
tird  jener   in   ß',  in  die  Richtung  der  Tangente  A,  übergeben.     Die 
iiktrubn  B'   ist  demnach  so  beschsfTen ,    dass  in  jedem  Punkte  dersel- 
n  der  Deberf;nDg  in  die  durch  ihn  gehende  Tangente  durch  eine  Aeu- 
«rang    KU    bewirken    ist,    welche    als    Resultante    wirklich    anftretender 
domb    oinen    Strahl    des    Uodographen    nach    Grösse    and 
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Richtung  bestimmt  ist.  Diese  Strahlen  bilden  ein  Büschel  aus  H^.  Der 
Punktreihe,  welche  von  den  Bahntangenten  auf  einer  von 
ihnen  ausgeschnitten  wird,  ist  hiernach  ein  Strahlbüschel 
zuzuordnen,  dessen  Strahlen  die  Punkte  des  Hodographen 
mit  einem  yon  ihnen  verbinden.  Diese  Strahlen  messen  die  Ge- 
schwindigkeitsänderungen, welche,  in  den  Punkten  jener  Punktreihe 
wirkend,  die  Ablenkung  in  die  dort  schneidende  Tangente  zur  Folge 
haben. 

(Die  beiden  zuletzt  abgeleiteten  Sätze  lassen  die  Giltigkeit  zweier 
ihnen  reciproker  Sätze  vermuthen.  Solche  reciproke  Sätze  gelten  aber 
nur  in  speciellen  Fällen,  z.  B.  wenn  die  Beschleunigungsstrahlen  durch 
einen  Punkt  gehen.  In  dem  unten  folgenden  Beispiele  findet  Recipro- 
cität  zwischen  Hodograph  und  Bahn  statt.) 

Beide  vorstehende  Lehrsätze  können  zur  näherungsweisen  graphi- 
schen Herstellung  der  Bahn  und  des  Hodographen  angewendet  werden* 
Ist  nämlich  die  Anfangsgeschwindigkeit  PH^  und  die  Anfangslage  B^ 
(Fig.  4)  des  beweglichen  Punktes  bekannt,  dazu  die  Resultante  der  in 
der  ersten  Secunde  stattfindenden  Geschwindigkeitsänderungen,  so  ergiebt 
sich  PH^  aus  der  Grösse  und  Richtung  B^H^  der  Resultante  und  die 
Linie  BiB^i  welche  die  Bahn  am  Beginne  der  zweiten  Secunde  berührt, 
aus  dem  Schnittpunkte  B^  der  Resultanten  mit  der  Anfangsgeschwindig- 
keit. Die  Construction  Iflsst  sich  fortsetzen,  wenn  nun  für  die  zweite 
Secunde  die  Resultirende  der  Aenderungen  bekannt  ist,  und  liefert  dann 
lauter  genaue  Tangenten  der  Bahn.  Durch  Verkleinerung  des  Zeitintervalls 
vergrössert  man  die  Anzahl  der  bekannten  Bahnelemente  beliebig. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  oben  zurückgestellten  Falle,  dass  die 
Bahn  und  der  Hodograph  uneben  sind.  Es  mögen  jetzt  (Fig.  S)^^^^ 
und  ^4^5  zwei  gegebene,  im  Allgemeinen  sich  kreuzende  Gerade  vor- 
stellen ,  die  durch  ein  unebenes  Polygon  B^,. ,  B^  als  Bahn  verbunden 
sind.  Die  Geschwindigkeitsstrahlen  PH^  welche  dieser  unebenen  Bahn 
entsprechen,  werden  daher  auch  nicht  in  der  Ebene  PB^B^  des  ersten 
und  letzten  Geschwindigkeitsstrahles  liegen. 

Ist  nun  die  erste  Geschwindigkeit  PB^  gegeben,  so  erhält  man  den 
zum  vorgelegten  Bahnpolygon  gehörigen  Hodographen  folgend erpasseu. 
Durch  PB^  legt  man  eine  Ebene  parallel  B^B^B^^  zieht  B^B^  parallel 
dem  in  B^  wirkenden  Beschleunigungsstrahl  und  P^^  II  ^i^2*  Durch  PB^ 
legt  man  dann  eine  Ebene  parallel  B^B^B^^  zieht  B^B.^  parallel  dem 
Beschleunigungsstrahl,  der  in  B^  wirkt,  und  PB^:\B^B^  u.  s.  f.  Lässt 
man  nun  das  Polygon  Bq  .. ,  B^  durch  Verkleinerung  der  Geschwindig- 
keitsänderungen und  Vermehrung  ihrer  Anzahl  in  eine  doppelt  gekrümmte 
Carve  übergehen,  so  wird  auch  der  Hodograph  eine  solche,  die  Ebenen 
iweier  Geachwindigkeiten  und  einer  Aenderung  werden  die  Schmiegungs- 
''^eii  der  Bahn  und  aus  obiger  Construction  folgt  i  dass  sie  parallel 


Kigni  den  entsprecheDden  Tangential  ebenen   des  Kegels,   Jen   die  Ge- 
jchviiidigkeitastralilen  bilden. 

Es  erscheint  nun  (Fig.  4)  die  Gescb windigkeit  c^,  mit  der  sieb  der 
Putit  iu  der  Tangente  b^  in  B^  sclilieselicb  bewegt,  als  die  Hesiiltante 
•ein»  Anfangsgeschwindigkeit  p,  längs  ^^^i  ""''  '^^^  Aeiidcrungon,  die 
Mf  dem  Wege  ß^  B^  gewirkt  liaben  und  durcb  die  Eteincute  des 
BixingniplieD  ff,/Ir,  gemosseu  sind.  Dif^se  sich  krnuxenden  Geacbwin- 
digheiUaiidurangen  lassen  sieb  im  Allgemeinen  nnr  zu  einer  Strecke 
einem  Streckenpaar  vereinigen;  erstere  wird  durcb  f/if/^  geraessen 
«Qtdr,  obne  dau  l'aar  in  einem  beliebigen  Punkte  X  der  Geraden 
tt,B,  wirkend,  dort  den  beweglichen  Punkt  in  die  Richtung  der  Tan- 
guU  65  ablenken;  das  Paar  ist  nöthig,  um  diese  Bewegung  an  den 
Puikl  ß^  selbst  zu  verlegen,  hat  also  zam  Moment  daa  Product  aus  i'^ 
h  ii«D  Abstand  des  Punkten  .1'  von  der  Geraden  t'^  und  liegt  in  der 
Ebene  dieser  Geraden  und  des  willkur'.icb  gewählten  Punktes  Ä'.  Die 
inilogii!  mit  der  Statik  Hegt  auch  hier  so  klar,  dnss  ein  weiteres  l^iii- 
fehnn  auf  dieses  Verfahren  nonüthig  scheint. 

Der  Uebergang  vom  Babnpolygtin  zur  Bahncurve  ist  in  allen  Fällen 
U  lue  Vurstelinng  geknüpft,  dasü  die  vorher  tn  vereinzelten  Geraden 
virkfDiien  Aenderuugen  dichter  zuflammcu rücken  und  endlich  iu  einander 
b(li«big  nahen  Geraden  Aenderungcn  stattfinden,  welche  alle  —  bis 
nf  reroinxelte  Auanaljmen  —  unendlich  klein  sein  müssen.  Sind  nun 
«Aendemngeu  stetig,  d.h.  sind  die  während  eines  sehr  kleinen  Zeit- 
UinlcbeDt  wirkenden  nach  Grösse  und  Kicbliiag  unendlich  wenig  verscbie- 
ita.  «twa  alle  gleich  p,  so  liefern  sie  eine  Rrsnltante,  die  dae  Sovielfaehe 
nn  p  ist,  als  einzelne  Aeuderungen  in  diesem  Zeittheilcben  erfolgen. 
Vu  wird  /•  messbnr  gemacht,  indem  man  sich  den  während  jenen  Zcit- 
sUtlfindenden  Zustand  auf  eine  Secunde  ausgedehnt  denkt. 
WSnl«i  in  der  Secunde  dann  h  Aenderoagen  stattfinden,  so  ist  np=f 

i  Beichleuuignng   und    die    Geschwindigkeitsändorung   ist    ;<=/'- 

l'itt,  tobnld  H  ins  Unendliche  wächst,   dl  gegen  Null  abnimmt.     Geo- 

■MftKh  «erden   die  Geecbwindigkeitsändeningen   p  durch  die  Elemente 

iladngniphen  gemessen,  die  Beschleunigungen  /' aber  durch  Vielfache 

*t  (Hemente    auf    den    Tangenten    dea   Hodograpben,    gleichwie   die 

C*K)iirindigkeit«n    v    durch    Strecken    auf    den    ßahntangenten    daratelt- 

W  liüd. 

eiapiel.       Uio    Wnrfbewegung.      (Fig.  5.)      Der  Hodograpb 
Ü  \an  ein«    verticale  Gerade.     Der  Abstand  des  Pols  P  von  derselben 
die    HuTtBuntBlcomponeute    der    Geschwindigkeit,     die    nlso    con- 
bleibl,     Ist  daher  {Ol)  die  Horizontalprojection  der  Bahn  während 
•*  aaten    8«caDde,    (/  II)    die    während    der   zweiten  Secunde    der  Be- 
Jl,  >o  irt  (07)  =  (//i)=  ....     Die  anendlicb  kleiüA  Q«- 
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Bchwindigkeitsändemngen ,    die    w&hrend    der    einseinen   Momente   eines 
jeden   dieser  Intervalle   stattfinden,   liefern  als  gleiche,   parallele  nnd  in 
gleichem  Abstände  liegende  Strecken  Resultanten,  die  durch  die  Mitten 
Gj,  G^y  ...  der  einzelnen  Intervalle  gehen  nnd  dnrch  die  gleichen  Strecken 
(0, 1),  (1,2)  ...  =^   des   Hodographen   gemessen   werden.      Die   Anfangs- 
tangente der  Bahn  wird  von  ihrer  Tangente  hy  sur  Zeit  1  in  einem  Punkte 
n   geschnitten,    dnrch   den   die  Resultante   aller  Aenderungen  der  ersten 
Secunde ,  also  die  Verticale  ^|  in  G^ ,  hindurchgehen  mnss.     Die  Resultante 
aller  Aenderungen   der  ersten   beiden  Secnnden   liegt    in  der  Verticalen 
^Y  durch  /und  muss  dnrch  den  Schnittpunkt  b  der  Anfangstangente  mit 
der  Tangente  zur  Zeit  2  gehen.     Die  Punktreihe  0,a,  6,  r,  il,  ...   ist  also 
ähnlich   der   Reihe  0,(^^,7,^2,//,....     Dasselbe   gilt   von   einer   Punkt- 
reihe,  welche  von   den  Tangenten   der  Bahn  auf  irgend  einer  anderen 
unter  ihnen  (in  der  Figur  der  Tangente  sur  Zeit  4)  ausgeschnitten  wird ; 
daher  schneiden   die  Bahntangenten  auf  je  zweien  nnter  ihnen  ähnliche 
Tunktreihen   aus   und   umhüllen  deshalb  im  Allgemeinen  eine  Parabel. 
Im   vorliegenden  Falle  kann  man  die  Natur  der  Bahn  anch  anf  re- 
ciprokem  Wege  erkennen ,  nämlich  dnrch  Betrachtung  der  beiden  Büschel, 
die  irgend  zwei  der  Bahnpnnkte  (in  der  Figur  den  Anfangspunkt  0  und 
den   Ort  ^ly   sur  Zeit   4)   mit  allen   anderen   verbinden.     Statt  die  Ge- 
schwindigkeitsänderungen der  ersten  Secunde  su  einer  susammenzusetzen, 
kann  man  sie  zu  zweien  vereinigen,  deren  eine  in  O^  deren  andere  in  ^j, 
dem  Ort  zur  Zeit  1 ,  wirkt«     Die  erste  lenkt  die  Bewegung  aus  der  An- 
fangsrichtung nach  OBy  ab,  die  zweite  aus  dieser  Richtung  in  die  Tan- 
gente  ^i   des   Punktes    ^i.     Jede    dieser  beiden    Geschwindigkeitsände- 
rnngen  ist  gleich  |y,  da  beide  wieder  ^  in  der  Geraden  g^^  zur  Resultante 
haben  müssen.  Hiernach  hat  OBi  die  Richtung  des  Geschwindigkeitsstrahles 
(Z',  ^).     Ebenso  hat  0  Bn  die  Richtung  (/^,  1),  weil  eine  Bewegung  längs 
0  Bjx  hervorgebracht  werden  würde,    wenn    in  0   die  Hälfte  der  auf  die 
beiden    ersten    Secnnden   entfallenden    Geschwindigkeitsänderungen    ver- 
einigt wäre.     Das  Büschel  aus  0  kann  also  zur  Deckung  gebracht  werden 
mit  dem  Büschel ,  das  P  mit  den  Punkten  | ,  1 ,  | ,  ...   des  Hodographen 
verbindet.     Entsprechendes  gilt  von  dem  Büschel  ans  ^rv*     Um  die  Be- 
wegung längs  der  Tangente  ^rv  des  Punkte«  ^ly  z.  B.  in  die  Richtung 
^11  ^rv  zurückznlenken,  bedarf  es  der  Hälfte  der  von  der  zweiten  bis  zur 
vierten  Secunde  wirkenden  Geschwindigkeitsändemngen  in  negativer  Rich- 
tung oder  der  Strecke  (4,  3).    So  wird  anch  das  Büschel  aus  ^iy  congment 
einem   aus  P,     Die   beiden  Büschel   aus  P  sind  aber  projectivisch ,  denn 
ihre  Strahlen  gehen  nach  Punktreihen,  die  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  weil  sich  die  Punkte  einer  jeden  im  Abstände  \g  folgen.    Femer 
hmben  die  Büschel  aus  P  den  Strahl  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
feaeiii.    Das  Gleiche  gilt  daher  Ton  den  ihnen  parallel  gelegenen  Büscheln 
"IS  Inlnd  ^iy;  diese  sehneiden  sich  daher  im  Allgemeinen  in  einer  ParabeL 
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4.  Das  Prinoip  der  Projection.  Indem  man  eine  beliebige 
Bewegwig  ^0  mit  einer  geradlinigen  Bewegung  von  beliebiger  Richtung 
i^  KsamiDensetst,  erhält  man  eine  neue  Bewegung  ßy  deren  Punkte  mit 
im  eotipreehenden  von  Bq  auf  Parallelen  von  der  Richtung  R  liegen 
nd  deren  Geschwindigkeiten  und  Geschwindigkeiteänderungen  die  Ro- 
nltanten  der  entsprechenden  Strecken  in  den  Bewegungen  B  und  R  sind. 
Am  letiterem  Grunde  liegen  auch  die  entsprechenden  Hodographen punkte 
uf  Parallelen  von  der  Richtung  R.  Umgekehrt  kann  man  auch  sagen, 
die  Bewegung  B  lasse  sich  in  eine  Bewegung  B^  und  eine  Bewegung 
liigsJ?  serlegen.  Die  Bewegungen  Bq  und  B  sollen  Projection en  von 
eiainder  heissen,  genommen  nach  der  Richtung  R,  Sind  die  Bahnen, 
to  siod  auch  die  Hodographen  Projectioneu  von  einander  nach  derselben 
ffichtiug. 

Ans  einer  bekannten  Bewegung  lassen  sich  beliebig  viele  neue  durch 

Projection  herleiten ,  d.  h.  durch  Zusammensetzung  mit  einer  willkürlichen 

geradlinigen  Bewegung.     So  lässt  sich  bekanntlich  die  harmonische  Be- 

iregmig  sehr  einfach  aus  der  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise  durch 

f*r«jeetion   herleiten.     Insbesondere  kann  das  Princip  der  Projection  zur 

Aeitimmung  der  Zeit  dienen. 

Das  Durchlaufen  von  Bewegungen,  welche  Projectioneu  von  ein- 
^vidcr  sind,  erfordert  nftmlich  gleiche  Zeit.  Denn  wird  in  der  Bewegung 
-^o  d>c  Strecke  Sq  mit  der  Geschwindigkeit  r^,  in  der  Bewegung  B  die 
^imtspreehende  Strecke  s  mit  der  Geschwindigkeit  v  durchlaufen,   so  ist 

die  Zeit  —  ss-^  wegen  der  proportionalen  Theilung  durch  Parallelen.    Die 

r      r^ 

Strecken  Iq,  r^  fallen  ja  in  dieselbe  (gerade,  sowie  die  Strecken  s^v  und 

die  Anfangs-    und   Endpunkte    der    entsprechenden   Strecken   liegen   in 

I^anllelen  von  der  Richtung  7?.     Da  dies  nun  für  beliebig  kleine  Wege 

S^i^  bleibt,  so  werden  überhaupt  beliebig  entsprechende  Stücke  von  /^^ 

v&ad  B  gleichxeitig  durchlaufen. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Methode  zur  graphischen  Darstellung 

der  Zeit,  die  zur  Durchlaufung  der  Bahn  ß  nöthig  ist.     Man  beschreibe 

^ise  Kugel  (in  der  Ebene  einen  Kreis),  deren  Radius  die  Geschwindig- 

^titieinheit  darstellt.     Der  Mittelpunkt  derselben  heisse  p.     Ist  wie  früher 

^  der  Pol  des  Hodographen,   so  projicire  man  den  Punkt  N  des  Hodo- 

Snphen   in   der   Richtung   Pp   auf  die   Kugel.     Die   Projectioneu    h   bo.- 

*ä^Ben  mit  dem  Pnnktepals  Pol  den  Zeithodographen,  d.i.  den  Hodo- 

P^phen   f&r  eine  Bewegung  mit  der  cunstanten  Geschwindigkeit  1.     Zu 

^iCKm  Hodographen   construirt   man    durch  Parallelenziehen    eine  Bahn, 

dttea  Puikte  6  man  so  wählt,  dass  sie  mit  den  entsprechenden  Punkten 

'  ^^  gegebenen  Bahn   anf  Parnllflen   zu  Pp  liegen.     Dann   giebt   die 

^^Cealinge    f    der    Bahn    //    die    zum    Durchlaufen    des    entsprechenden 

^^m  s  Mmt  ß  erforderliche  Zeit  an,  denn  es  folgt  aus  ähnlichen  Drei- 
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talo  HP  durch  Q  pasairt,  nämlich  v^=OQ,y    ^^.     Der  Halbkreis  über 


8      t 
ecken  für  die  geradlinigen  Elemente  ^,   dass  —  =  — .     Die  Bahn  b  heisst 

Zeitcnrve.  -Die  Kugel  vom  Radius  1  muss  so  gewählt  werden,  dass 
die  Projicirenden  Pp  sie  sämmtlich  treffen.  Ist  dies  nicht  erreichbar,  so 
kann  man  den  Radins  /r-mal  grösser  wählen  und  erhält  dann  nach  dem 
obigen  Verfahren  das  k  -  fache  der  Zeit.  Am  einfachsten  lässt  man  p  nach 
P  fallen;  dann  ist  die  Projectionsrichtung  willkürlich. 

Beispiel  zur  Zeitbestimmung.  Das  Cycloidenpendel.  (Fig.  6.) 
Bewegt  sich  ein  anfangs  ruhender  Punkt  aus  der  Horizontalen  0  A^  in 
die  NP  unter  dem  Einflüsse  der  Schwerkraft,  so  erlangt  er  die  Ge- 
schwindigkeit 9  =  r  2^0iV,  wenn  ON  die  Fallhöhe  bedeutet.  (Das 
Energiegesetz,  aus  welchem  dieser  Werth  folgt,  wird  unten  geometrisch 
abgeleitet  werden.)  Liegt  daher  Q  in  einem  Halbkreise  über  der  vor- 
läufig beliebig  langen  verticalen  Strecke  OBy  so  ist  0 0  proportional  der 
Geschwindigkeit  v,  mit  der  ein  ans  OA^  kommender  Punkt  die  Horizon- 

• 

OB 

OB  wird  dem  Hodographen  der  Bewegung  ähnlich,  wenn  die  Strecke 
OQ  auch  noch  unter  constantem  Winkel  gegen  das  Bahnelement  bei  P  ge- 
neigt ist,  z.  B.  wenn  letzteres  normal  zu  00  liegt.  Ist  nun  A^P  Bogen 
einer  Cycloide,  deren  halbe  Basis  ^^qO  ist,  und  wählt  man  als  den  oben 
beliebig  gelassenen  Punkt  B  den  Scheitel  der  Cycloide,  so  ist  diese  Be- 
dingung erfüllt.  Denn  denkt  man  sich  den  Wälzungskreis  der  Cycloide 
in  dem  Moment,  wo  der  die  Cycloide  beschreibende  Punkt  desselben  das 
Element  bei  P  durchläuft  —  SIPQ  sei  die  Lage  einer  Hälfte  des  Wälzungs- 
kreises  in  diesem  Momente  — ,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Element  der 
Cycloide  bei  P  normal  zvl  SIP  liegen  muss,  aus  der  Erwägung,  dass  jetzt 
Sl  der  Pol  für  die  Bewegung  des  Wälzungskreises  ist.  Das  Element  bei 
P  ist  also  normal  zu  OQ^  und  OQB  ist  ähnlich  dem  Hodographen 
der  auf  der  Cycloide  stattfindenden  Fallbewegung  in  Normallage,  0  sein 

Pol.     Die   Dimensionen    des   wirklichen  Hodographen   sind    1/  -r-^  •  mal 

so  gross.  In  demselben  Verhältniss  erhält  man  die  Zeitcnrve  zu  gross, 
wenn  man  OQB  als  Hodograph  betrachtet. 

Um  nun  die  Zeitbestimmung  für  die  Fallbewegung  auf  der  Cycloide 
auszuführen,  hat  man  der  Regel  nach  den  Hodographen  auf  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  1  zu  projiciren.  Man  wähle  0  selbst  znm  Mittelpunkt, 
den  Radius  aber  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  dem  Radius  OAI=a  des 
als  Hodograph  betrachteten  Halbkreises  OQB.  Dann  wird  sich  auch 
die  Zeitcnrve  Oif- mal  sn  gross  ergeben.  Man  projicire  in  verticaler  Rich- 
tmig.  Bringt  man  abdann  den  neuen  Hodogpraphen  mit  dem  ursprünglichen 
Mmr  Deekmng  dmeb  Parmllelyeischiebung  in  vertioaler  Bichtung,  so  erkennt 


BU,  itat  der  Hklbkreiif  über  OB  «ncli  für  die  Ze Übest! mmiiiig  als  Zeit- 
liddograiib  dienen  kann,  wenn  mtm  nichts  findert,  &]s  i\ea  Pol,  nümlich 
SMüOmn  Pol  nimmt.  WKhreDd  h\boO0  die  Geechwindigkeit  im  Paukte 
Pitt  Babti  misst,  bcGtimml  .V  Q  dio  Geschwindigkeit  in  dem  /'  entsprecbcin- 
JinPaukle  der  Zeilcurre.  Ifie««  findet  man  durcb  Projpctiou  der  Bahn 
iD  briiODtaler  Richtung,  da  mnn  den  Ilodograph  iu  Normallags  durch 
ProJKtion  in  verticaler  IViuhtung  gewonnen  hat.  Da  das  Klement  der  Zeit- 
cnre  ferner  normal  zaJHQ  üegenmues,  so  zeigt  sich ,  dsss  der  Halbbrois 
ODStflbtldie  Zoitcnrvc  iat.  Der  Bogen  OQ  misst  die  zur  DurchlauTung 
ns  4,0  nöthige  Zeit.  Er  wUrdu  diese  Zeit  selbst  darstellen,  nenn 
mUu  die  Geschwindigkeit  dee  Zeithodogrnphen  gleich  1  statt  OM  gewählt 
«ord«D  wire  nnd  xweitcns  der  aU  Ilodograph  betrachtete  Halbkreis  nicht 


/H- 


gretfs  Ware.     Die  Zeit  ist  daher  wirklich 


„-0:o«f/^  =  „-0..n./j^  =  ^ 


OM 
(Zu  lifmselben  Resultat  führt  diu  Betrachtung  der  Dreiecke  {Ir^t^  O'^M.) 
Zum  Darchfalle»    der   halben  Cycloide   ^„8    ist  hiernach  die  Zeit  Döthig 

yg.OM        T       'J  r     9 

Duclinillt  der  Pnnkt  die  Hydoide  nicht  von  ihrer  Spilxti  .4^,  sen- 
un  TOD  dem  beliebigen  Punkte  A  aus,  ao  ermittelt  man  die  zum 
DnehlHfen  des  Bogens  J  l'  erfordertiche  Zeit  durch  Vergleichiing  mit 
MMijen,  dio  nötliig  IbI,  um  den  Bopen  A"  P'  einer  Cycloiile  zarUck- 
ulrgni,  dervn  halbe  Basis  Alt  in  der  Horizontalen  durch  J  liegt  und 
™a  Wilanngskreis  die  verticalc  Projection  0' ß  von  J  fl  xam  Durch- 
W«r  hal.  Die  im  gleichen  Horizonte  PN  liegenden  Elemente  /';i ,  f'u' 
^i«  Ourveu  werden  mit  gleicher  Geschwindigkeit  durchlaufen,  ihre 
'illmten  verhalten  sich  also  wie  die  Wege  Pp  und  P'p'  selbst.  Nun 
hfp^Qr  genkrechl  zu  OQ,  P'p'=\'f=0'r'  senkrecht  zu  0'Q\  daher 
Pp:P'p  =  itr:0'r  =  BQ:bQ'=  l/ÖB-.y&B. 

^Büo  die  Pallieit  aur.^ß  nach  Obigem  gleich  "Z'    g—  '8'.  8"  '»t  die 
'»ÜMit  ftir  AS  gleidi  '»jf'|^  =«/'-.    "lai   gleich  der  für  A^B  er- 


smu8    der    Cycloidenbewegung 


^rtedicbeo,    womit 
^•»liwn  i«u 

Beispiel.  (Fig.  1.)  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  APB, 
'n  sr  B«Bch)eunignngt!n  p  unterliegt,  die  nach  dem  Mittelpunkte 
in  Ellips«  gerichtet  sind.  Wie  gross  ist  p,  vorausgesetzt,  dass  es 
'TOB  dem  jeweiligen  Abstände  r  =  Of  des  Punktes  abhfingtV  —  Der 
tgh  kl  der  Ellipse  j)Pß  polar  verwandt  (2)  bets.  eines  Kreisoa 
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•  w«*-^  ■^  ^  ^N/-^-^^  -^  ^•N^^«^^*-.^-«r  ^ 


vom  RadiuB  /'ap^  nm  0,  wenn  a^=^OA  und  f^  die  Geschwindigkeit  in  A 
ist.  Der  Hodograph  ist  also  eine  ähnliche  Ellipse  AQ  B\  und  0  Q  stellt 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  l*  dar,  indem  sie  dieser  an  Grösse  gleicht 
und  au  ihr  normal  liegt.  v^^=iOA.  Das  FP  entsprechende  Element  Q Q' 
ist  gleich  pdL  Nun  denke  man  sich  die  Ellipse  A[QB'  von  einem  Punkte 
durchlaufen  unter  dem  Einflüsse  nach  0  gerichteter  Beschleunigungen. 
Diese  müssen  in  derselben  Weise  von  OQ  abhängen,  wie  p  von  OP=.i\ 
Für  die  fingirte  Bewegung  liefert  nun  der  Flächensatz 

40(/.  0^  =  ^!// oderp.ÖiV  =  ^, 

wenn  f  die  Fläche  der  Ellipse  ÄQß  und  7  die  Umlaufsaeit  ist;  und  für 
die  gegebene  Bewegung  ergiebt  derselbe  Sats 

1F 

w<^un  F  die  Fläche  der  gegebenen  Ellipse  darstellt.  Endlich  ist  wegen 
der  polaren  Verwandtschaft  der  beiden  Ellipsen  auch 

r 
Die  Substitution  liefert  ^  ^  ^ 

f         V         ^ 

wo  V  die  Geschwindigkeit  in  B  ist,  6  die  Strecke  0  B  bezeichnet 
und  die  letsten  Umformungen  w^en  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Ellipsen 
zulässig  sind. 

Die  zum  Durchlaufen  von  AP  erforderliche  Zeit  erhält  man,  wenn 
der  Kreis  um  0  mit  dem  Radius  OB  alsZeithodograph  (Geschwindig- 
keit V  statt  1)  und  der  mit  dem  Radius  OA  als  Zeiten rve  genommen 
werden ,  die  entsprechenden  Hodographenpunkte  (>,  q  aber  auf  Parallelen 
zu  OA  und  die  entsprechenden  Punkte  P^  p  der  normal  gelegenen 
Bahnen   auf  Parallelen   zu  0^   gewählt   werden.     Zum  Durchlaufen  von 

<^P  ist  die  Zeit  — j-  nSthig,  lum  Durchlaufen   der  ganzen  Ellipse  die 

Zeit    r=-   /— = ,   was  auch  aus  einer  der  oben  vom  Flächensatze 

1  ergeleiteten  Formeln  hervorgeht. 

5.  Massbeziehungen  an  Bahn  und  Hodograph.  Aus  der 
Betrachtung  des  Hodographen  ergiebt  sich  das  Princip  der  Energie. 
Im  At'Hkfik^i  desselben  (Fig.  1)  ist 

r^k^i^r^k+  ph  +  ^tüPk  cos  {v^pk) , 

wenn  unter  v  und  p  die  Maaszahlen  der  bezeichneten  Grössen  verstanden 

werden«    Ist  der  Hodograph  eine  Curve,  so  ist  pk  =  Pk^^  unendlich  klein 

nmi  f^  Teneliwindet  gegen  das  dritte  Glied  rechts,  falls  rkCos(vkPk)  nicht 

«M0dlieli  kkb  iat    Dies  Torauagesetst,  ist 
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^V^k-^i  —  ^V^k==  Vk.Pkt^i  'COS{Vk  Pk) 

oder,  wenn  pdis=d9^  dem  in  der  Zeit  dt  zurückgelegten  Wegelement  ge- 
teilt wird, 

^v^k-^\  '-^v^k^PkdSkCos{dsk,  Pk)* 

Weadet  man  diese  Formel  anf  alle  die  Zeitelemente  an ,  welche  während 
des  Deberganga  von  v^  in  9„  verstreichen,  so  folgt  durch  Addition 


i)  i «»'«  -  i  P^  =/^  rf*  cos  {ds,  P) 


iugeichlosaen    war  der  Fall,   dass  Vk  cos{9kPk)  anendlich  klein  ist.     In 
diesem  Falle  aber  lehrt  das  APBk^k-^-iy  dass 

Pk^'-VkCosPHkffk-^^i  +  Vk+iCosPffk^i^k 

nneodlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Die  obige  Gleichung  a) 
gilt  also  stets,  wenn  p  unendlich  klein  ist. 

Existirt  ein  Potential,  so  ist  hiernach  bei  gegebener  Anfangs- 
geBchwindigkeit  die  Geschwindigkeit  für  jeden  Punkt  des  Raumes  der 
Grösse  nach  bekannt.  Den  Niveauflächen  entsprechen  Kugelflächen  um 
den  Pol  dergestalt,  dass,  wenn  die  Bahn  eipe  Niveaufläche  passirt,  der 
Hodograph  durch  die  entsprechende  Kugelfläche  geht. 

Es  bezeichnen  (Fig.  8)   für  eine   ebene  Bahn  q  den  Krümmungs* 

Tidins,  dx  den  Winkel  zweier  unendlich  nahen  Tangenten  oder  Normalen, 

rff  das  Bogenelement ,   so  dass  d8=^v  dl.     Für  den  Hodographen  mögen 

in  entaprechenden  Punkte  q\  dx\  ds^^Pdl  die  analogen  Bedeutungen 

haben.    Dann  ist 

dt     ds  ,dt      ds       _ 

WO  /  die  Zeit  bezeichnet,  innerhalb  welcher  der  bewegte  Punkt  den 
betrachteten  Bahnpunkt  erreicht  und  zugleich  ein  auf  dem  Hodographen 
bewegter  Punkt  das  entsprechende  Stück  zurücklegt.    Ans  der  Construction 

«PS  Hodographen  folgt,  dass  —   die  Winkelgeschwindigkeit  des  Geschwin- 

digkeitsstrahles  PH  und  dass  —  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Beschien- 

»'Pingsstrahls  SB^r  ist*     Aus  den  Dreiecken  BSB'  und  NPH'  folgt 

dv^v8m(Pv)       dt  ^Psin(Pv) 

'^'ch  Vergleichung  erhält  man 

b)  O:  ''  '  ^' 


rsin{/'r)^     ^       vsw{ri')' 


♦  Vergl.  Pröllin  „Oivilingenieur»  1873,  S.  111. 
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Daher  ist  auch  die  Normalbeschleunigung  iV=  Psin  (Pp)  =  — .  Die  Formelii 

Q 

gelten   auch  für  unebene  Bahnen,  wenn  qq'  dann  die  Krümmungsradien 
in  den  betreffenden  Schmiegungsebenen  bedeuten. 

Sind  die  Beschleunigungen  nach  einem  Punkte  gerichtet,  so  gilt  der 

Flächensatz 

r  V  sin  (P,  r)  =  a , 

wo   a   eine  Constante  bezeichnet.     Für  Centralbewegungen   ist  also 

rv^        ,      Pr^ 

ß 
Beispiel.    Bei  Bewegung  nach  Newton^schem  Gesetz  P=^ 

{ß  Constante)  ist 

r^v^        ,      ß 

Die  letztere  Gleichung  besagt,  dass  der  Hodograph  ein  Kreis  ist.  Da 
aber  hier  Bahn  und  Hodograph  polar  verwandt  sind  (2),  ist  die  Bahn  ein 
Kegelschnitt.  Aus  der  Gleichung  für  q  folgt  durch  Multiplication  mit 
sm^(r,ds)  =  sin^{P,v) 

Q  sirfi(r,  ds)^j,     q  co$^{q,  0  =  J  • 

eine  bekannte  Eigenschaft  der  Krümmungsradien  in  Kegelschnitten. 

Eine  andere  Formel  für  q  erhält  man,  wenn  man  sich  zwei  Be- 
wegungen auf  demselben  Kegelschnitt  vorstellt  (Fig.  9) ,  nämlich  neben 
der  eben  betrachteten,  deren  Beschleunigungen  nach  dem  Brennpunkte  f 
zeigen,  eine  zu  ihr  symmetrisch  erfolgende,  deren  Beschleunigungen  nach 
dem  andern  Brennpunkte  F  wirken.  Für  die  letztere  Bewegung  sei  V 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  P,  der  Fahrstrahl  FP  sei  R,  die  Constan 
ten  or,  ß  sind  aber  dieselben,  wie  bei  der  zuerst  betrachteten  Bewegung. 
Also  besteht  neben  obiger  Gleichung 


auch  die  Beziehung 


daher 


9 

= 

9 

— 

n- 

— 

r»  ß»  tA  r 

i 

9 

a^ß^ 

Nun  ist  y=  FQy  ^'  =  fv  =  FQ\  wenn  FQ  und  ff/  normal  zur  Tan- 
gente in  P  stehen  und  0,  g  auf  den  zu  einander  symmetrischen  Hodo* 
graphenkreison    der  beiden    Bewegungen  liegen,    endlich    F()=\=fg  die 
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^«rlingemog  von  FQ  ist.     Bezeichnet  nnn  y^  den  absoluten  Betrag  der 
Motens  des  ersten  Hodographenkreises  im  Punkte  F^  so  ist 


V.v=FQ.FQ'=f  und   p  = 


("^) 


(Der  constante  Nenner  lässt  sich  noch  durch  die  Halbaxen  a,  h  des  Kegel- 
•cWittes  ausdrücken.     Man  hat,  weil  FA ,FX ^  FB.FY=^  t^. 


a^  o*        o 


''='"^-^^=/=7:iF^=65'  7="' 

iber  weil  FX==q'-  OF,  FV^  q+  OF,  ist  auch  (für  den  Fall  der  Ellipse) 
F^(p -  OF)  =  Fß{if'+  OF),     q{F^'--  FB)  =  0F{FA+  F H) , 


et  f  u* 


Bnd  ans  der  Gleichung  y*  =  —  OF'^  +  p'*   für  den   absoluten  Werth   der 
Poteni  folgt 


Die  Sobstitution  giebt  die  bekannte  Formel 

(r  /?)•/. 

Das  Vorzeichen  der  Potenz  des  Hodographenkreises  im  Brennpunkte 
eatieheidet  darüber,  ob  die  Bahn  Ellipse,  Parabel  oder  H/perbel  ist.) 

6.  Auch  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktes  auf 
gegebener  Flftche  wird  durch  die  im  Vorstehenden  dargelegten  Be- 
(nehtnngsweisen  erleichtert.  Dass  z.  B.  ein  nur  dem  Normaldrucke  der 
HXche,  nicht  ftusseren  Kräften ,  unterworfener  Punkt  sich  mit  constanter 
Geschwindigkeit  bewegt,  folgt  sogleich  aus  der  Construction  des  Hodo- 
gftphen,  der,  wenn  die  Beschleunigung  immer  senkrecht  zur  Geschwin- 
digkeit steht,  eine  sphärische  Figur  werden  muss.  Dass  dabei  die 
Sehmiegongsebenen  der  Bahn  durch  die  Normalen  der  Fläche  gehen ,  — 
diese  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  oben 
w)  gemachten  Bemerkung,  dass  die  Schmiegungsebenen  stets  die  Rich- 
^iig  der  Beschleunigung  enthalten. 

Eine  einfache  Anwendung  des  Princips  der  Projection  und  des 
*<>inenten8atzes  ist  folgender  Beweis  eines  Satzes  von  Clairaut*.  Im 
l^iinkte  0  einer  Rotationsfläche  sei  OP  die  Richtung  des  Parallelkreises, 
""  die  des  Meridians,    OC  die   einer  kürzesten  Linie  r,   OC  die  ihrer 


•  Uinwirea  de  VAead.  des  scietices  de  Paris,  173'i.    Vergl.  Schell,  Theorie 
dwBe^^jjniig^^,^  1870,  8.373. 
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Projection  auf  den  Parallelkrei» ,  ON  die  Flächennormale.  Man  projieire 
jetzt  die  kürzeste  Linie  c  rechtwinklig  anf  die  Ehene  E  irgend  einet 
Parallelkreises.  Die  Projection  c  wird  heschriehen  nnter  dem  Eioflnis 
von  Beschleunigungen,  welche  die  Projectionen  jener  in  den  Flichen- 
nonnalen  stattfindenden  Beschleunigungen  sind,  die  eine  Bewegung  Iftnga 
c  erzeugen.  Die  Beschleunigungen,  unter  deren  Einfluss  c  durchlaufen 
wird,  gehen  daher  durch  einen  Punkt,  die  Spur  der  Botationsaxe  in  der 
Ebene  £,  und  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  gilt  der  Flftchensatz.  Ist  e  die 
constante  Geschwindigkeit  auf  der  kürzesten  Linie,  also  vcot{COC^  die 
Geschwindigkeit  auf  der  Linie  c  in  der  Projection  O'  von  0^  ist  ferner 
r  der  Abstand  des  Punktes  O  von  der  Rotationsaze,  also  rcos{POC')  der 
Abstand  des  Elements  der  Curve  c  im  Punkte  0'  von  der  Spur  der 
Rotationsaxe,  so  muss 

vrcos{COC')cos{P0C')==vrcos{P0C)=::vrsm{M0C) 

eine  Constante  sein.  Für  jede  kürzeste  Linie  einer  Rotationsfläche  ist 
das  Product  aus  dem  Abstände  eines  Punktes  von  der  Rotationsaxe  und 
dem  Sinns  des  Winkels  zwischen  Meridian  und  kürzester  Linie  in  diesem 
Punkte  constant. 

7.  Zum  Schlüsse  dürfte  eine  Parallele  zwischen  der  geometri- 
schen und  der  analytischen  Behandlung  mechanischer  Probleme  von 
Interesse  sein.  Während  die  Aualysis  das  Problem  der  Bewegung  eines 
Punktes  im  Allgemeinen  auf  die  Auflösung  eines  Systems  von  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  —  bei  Grass  mann*  scher  Behandlung 
auf  eine  solche  —  zurückführt,  löst  es  die  geometrische  Methode  durch 
Construction  zweier  Curven,  der  Bahn  und  des  Hodographen.  Der  Hodo 
graph  dient  zur  geometrischen  Summation,  bez.  Integration  der  Geschwin- 
digkeitsänderungen,  deren  Summe  zur  Anfangsgeschwindigkeit  gefügt, 
die  Geschwindigkeit  zu  beliebiger  Zeit  liefert;  die  Bahn  vollbringt  als- 
dann die  geometrische  Summation  (Integration)  der  Wegändorungen,  die 
sich  aus  der  Geschwindigkeit  ergeben,  wie  die  Geschwindigkeitsändemngen 
ans  der  Beschleunigung,  nämlich  durch  Multiplication  mit  dem  Zeitdifle- 
rentiale.  Im  Allgemeinen  lassen  sich  diese  Curven  nicht  unabhängig  von 
einander  construiren.  Nachdem  nämlich  durch  die  Anfangsgeschwindig- 
keit und  den  Ausgangsort  das  cihte  Element  der  Bahn  gegeben  ist,  liefert 
die  Beschleunigung  des  ersten  Zeitelements  das  erste  Element  des  Hodo- 
graphen, durch  welches  nun  wieder  das  zweite  Bahnelement  bekannt 
wird  u.  s.  f.  Dem  Falle,  dass  sich  beide  Curven  unabhängig  von  ein- 
ander construiren  lassen,  entspiicht  in  der  Analysis  die  Zurückfährung 
auf  Quadraturen,  die  sich  geometrisch  (durch  umhüllende  Gerade)  wie 
analytisch  mit  beliebiger  Annäherung  ausführen  lässt.  Die  Polarverwandt- 
schaft zwischen  Bahn  und  Ilodograph,  die  für  Centralbewegungen  gilt, 
macht   nur   die  Constructiou  einer  der  beiden  Curven  nothig  und  leistet 


Von  O.  Hblm.  233 


*^**W«'W^<»WWS<^MVIrfMWW^»^>WN^<»«%^^  »  ^  ' 


alio  dimihe,  wie  der  Flftchensatz  der  Analysis:  Ensparniss  an  Integra- 

ttMM.    Daa  Energieprincip    lehrt  die  Geschwindigkeit  ihrem  absoluten 

Werfte  oaeh  kennen  und  führt  zur  Construetion  des  Hodographen ,  sobald 

seeli  die  einem  beliebigen  Bahnpunkte  entsprechende  Richtung  des  Ge- 

lekwiiidigkeitsstrahls  angebbar  ist,   also  z.  B.  bei  Bewegungen  auf  vor- 

feeebriebener  Bahn.     Als  eine  besondere  Methode  ist  oben  die  der  Pro- 

Jeetioa  herrorgehoben  worden.     Sie  wird  —  freilich  in  sehr  special isirter 

Form  —  in  der  Analysis  durchgehends  verwendet,  nämlich  um  statt  der 

SB  vntenuchenden  Bewegung  drei  simultane  geradlinige  zu  betrachten; 

aoeli  bei  Anwendung  des  FUchensatzes  benutzt  sie  der  Analytiker,  indem 

er  die  Bewegung  auf  drei  Ebenen  projicirt. 


ttUUMmsUä  u.  Ptfwlk  XXV,  4.  \^ 


XII. 

üeber  eine  Art  Curven,  deren  Bogen  durch  ein 
elliptiBches  oder  hyperelliptisches  Integral  erster 

Gattung  ausgedrückt  wird. 

Von 

Dr.  K.  Schwer]  NG 

In  Coesfeld. 


§1- 

In  einer  Abhandlang,  Crelle^s  Jonmal  Bd.  79,  S.  304  ff.,  hat  Herr 
Kiepert  eine  Reihe  Cnrven  mit  elliptischem  Bogenintegral  kennen 
gelehrt.  Die  Untersuchungen  des  Verfassers  über  eine  eigenthUmliche 
Deformation  der  Kegelschnitte,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Fhys.,  Bd.  25  S.  25, 
führten  dazu,  Curven  aufzustellen,  deren  Differentialgleichung  in  Polar- 
coordinaten  eine  sehr  einfache  Form  annimmt.  Es  lag  nahe,  meine 
Methoden  auf  jene  von  Kiepert  behandelten  Curven  anzuwenden,  und 
es  gelang  mir,  in  dem  ersten  Hauptfalle  die  allgemeine  Form  der- 
selben aufzufinden.  Ausser  diesem  an  sich  nicht  uninteressanten  Ergeh 
nisse  halte  ich  das  Folgende  deshalb  einer  Mittheilung  werth,  weil  die 
erforderlichen  Rechnungen  selbst  im  Falle  n  =  7  verhftltnissmäasig  leicht 
ausführbar  blieben  und  die  Ausdehnung  der  Methoden  auf  geradzahlige 
n  und  hyperelliptische  Bogenintegrale  vollständig  geglückt  ist. 

Wir  betrachten  eine  Curve,  deren  Gleichung,  auf  Polarcoordinaten 
bezogen,  eine  der  folgenden  ist: 

1)  ^"  .  51/1  w  qp  =  f\     Q^ .  costi  (p  =  Q  y  R, 

Dabei   sollen    P^  Qy  R    ganze  Functionen   von   q^  und   n   eine  ungerade 
Zahl  sein. 

Dann  hat  man 

2)  p2n^p2+^2/J^ 


3) 


,  -P.Q-P 

*^9     "        Üf/R    ' 


Es  lÄsst  sich  nun  zeigen,  dass  —P'g  —  P  immer  den  Factor  0  hat.    Denn 
wenn   ()  =  0,  so  wird  ^'"  — /*  nebst  seiner  Aliieitung  verschwinden;  also 


Deber  eine  Art  Carven  etc.    Vod  Dr.  K.  Schwbrinq.         235 


^^^<W<#>»MVMW^A^^^^^^M»^^>^»»^^>^^^^^^  '^^*'^^i^^S^i^^»^^>^iy^^^^>>^^ 


wild  f^*aP*  und  n.^^*"*  sa  P.  P'  sein ,  woraus,  weil  P  nicht  gleichzeitig 
▼enehwinden  kann,  sofort  folgt,  dass  nP=^QP'  sein  mnss.  Demnach 
dflrfen  wir  setzen 

4)  \p'q-P^{Aq^+Bq^+C)Q. 

n 

Dinn  haben  wir  also 


dS      j/R+(/lg*+  Bq^+O* 


^9  y'ä 

mi  Um  Integral  wird  ein  elliptisches  erster  Gattung,  wenn  wir  setzen 

Nehmen  wir  nun  an,  der  höchste  Term  in  P  sei  Op  -  p^^  und  in  0 
der  hSehste  6f.p'^,  dann  zeigt  Gleichung  2)  in  Verhindung  mit  5),  in- 
dem p>ii  angenommen  wird, 

aV  =  ^*9-^*.     2/)  =  2^ +  8. 
Di^n  lehrt  4),  dass 

Dieie  Oleichung  ist  mit  der  vorangehenden  nur  verträglich ,  wenn  p  =  n 
iBfeoommen  wird.  Hieraus  folgt  die  allgemeine  Form  von  P  und  (>, 
Dlalich 

Zar  Ausrechnung  der  Coefficienten  bedienen  wir  uns  nun  folgender 
Methode.     Sei 

7)^  +  P=^iro  +  ftQ+f,Q*  +  ^^.  +  rn-^2Q'"-^jHgQ  +  ^l?'+PQ'+C). 
Dtnn  ist 

Demnach  finden  wir  (über  die  Zeichenwahl  s.  weiter): 

In  der  Gleichung  7)  haben  wir  nun  die  n  —  l  Coefficienten  f  so  zu 
bestimmen,  dass  alle  ungeraden  Potenzen  mit  Ausnahme  der  n^^^  fort- 
fallen, wozu  n  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen.  Dadurch  werden  die 
Quotienten  der  ^  ferner  die  Grösse  g  und  eine  Relation  zwischen  den 
Grössen  J^  Ä,  C  gewonnen:  («  — 2)+l  +  l  =w.  Man  wird  bei  der  Aus- 
fllhnmg  immer  die  Relation  4)  parallel  nebenher  gehen  lassen,  um  so 
leieht  die  Coefficienten  der  geraden  Potenzen  in  P  zu  gewinnen  und 
eine  controlirende  Gegenrechnung  zu  haben. 

Wir  können  nun  noch  folgende  Bemerkungen  machen. 

1.  Der  Coefficient  /*n~3  in  0  ist  Null.  Denn  in  der  Entwicke- 
Ivng  Ton  (jF-i^P  kommt  als  Coefficient  von  ^""^  nur  das  eine  Glied 
S/li-l-/»    j.//vor.     Also  /i,-3— i>. 
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2.   In   der  £ntwickelung  Ton  P  verschwinden  die  Co  ^^  ^^ 
cienten  os«.}  und  02n~4. 

Denn  aus  Gleichung  4)  zieht  man 

8)  +..-/?). 

Der  höchste  und   niedrigste  Term  liefern  durch  ihre  Uebereinstimmut^  ^ 
mit  den  aus  2)  zu  ziehenden  Werthen  eine  Bestätigung  der  ZeichenwaK:^ 
bei  Q,     Nun  folgt  aus  8) 

•  «211-2  =  ^•/'iJ.i  +  ^  ^  • /"—^  • /"—^» 


n 
w-4 


.  02.-4= ^./,'^,  +  25./;-2./;-4+^(2/;-2.Ai.-e+/2-4). 


n 

Die  rechten  Seiten  gleichen  aber  auch,  wie  7)  beweist,  bezüglich  oj«-.} 
und  02«.  4.     Daher  verschwinden  beide. 

3.    Bestimmt  man  den  Coefficienten  a2ii-.6  aus  7)  und  8),  so  findet 

man  seinen  Werth 

3 

n 

Andererseits    lehrt    das  Verschwinden    des    Coefficienten    von   ^'"~'    in 

7),  dass 

2^./;.5  +  fl'./'n-2  =  0. 
Daher 

«211-6  =  —  3-^-/2-5- 

Weil  A^  /«— 2  und  g  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  so  kann  fn^h 
und  ebenso  wenig  02«- 6  im  Allgemeinen  Null  sein.  Die  aufgeschriebenen 
Gleichungen  ermöglichen  es,  die  Quotienten  Ai— 2*/n— 4:/«>  5:/«— 6  2u 
bestimmen  und  zwar  durch  lauter  lineare  Gleichungen.  Die  Quotienten 
der  f  erscheinen  also  als  rationale  Functionen  der  A^  B^  T,  g. 

Gehen  wir  nun  zu  den  Beispielen  über. 

1.     w  =  3. 
Aus  den  früheren  Beschlüssen  haben  wir  für  P  und  Q  sofort  die  Formen 

und  die  Gleichung  7)  wird 

Demnach  ist  auch  ^^  =  0  und  wir  finden 

^^  sm3(p  =  Ar^*Q\     g\  cos3(p  =  ^3  ^1  -  >iV/^. 
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Dubeaeliadet  der  AUgemeiDheit  können  wir  Af^^='\  setzen  nnd  erhalten 
10  ab  Gbiehang  unserer  Cunre 

9)  5f>i39  =  e' 

oder 

9t)  3ic»y-y»=(a?«+y*)^ 

Diooe  Carre  besitst  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  den  beiden 
tnendlich  fernen  Kreispunkten  im  Ganzen  drei  dreifache  Punkte^  wes- 
Iiilb  ihr  Rang  (Defect,  Geschlecht,  Riem  an  nasche  Zahl  p)  gleich 
Bbi  wird. 

2.     n  =  5. 
Hier  haben  wir 

^=«0+«l^  +  «S^'  +  «ß(>''>       -(>  =  (/o  +  /ie  +  /'3(>*)(^-A9-/'8(?')1 

finroer 

Am  den  beiden  Gleichungen 

sieht  man  die  Verhältnisse   der  /*,   und  durch  Einsetzen  in  die  folgende 

folffi 
10)  AAC=^iB*. 

Vergleicht  man  nun  in  der  obigen  Entwickelung  den  Coefficienten  von 
f  mit  Null,  so  bestimmt  sich  g,  nämlich 

So  ergiebt  sich  denn  als  Gleichung  der  Curve 

Diete  stimmt  für  B  =  ^2^  C=l  mit  der  von  Kiepert  a.  a.  0.  gegebe- 
nen Gleichung  überein ,  indem  ^  =  —  2 ,  i^  =  3  genommen  werden  muss. 
Kan  bat  in  diesen  Zahlwerthen 


l8^-cof59  =  (l  +  ^  +  3^»)(l-^-3^»)/49«-(3^*-29«  +  l)». 

Da  die  Curve  ftlr 

1  +  ^  +  39^  =  0,     cosbfp^O 

Doppelpunkte  erhält,  findet  man  deren  15.  Der  andere  Factor  von  Q 
liefert,  mit  Null  verglichen,  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  ^,  für 
welche  dann  11)  dem  8inbq>  den  gleichfalls  entgegengesetzten  Werth  der 
Einheit  ertheilt,  so  dass  keine  neuen  Doppelpunkte  rcsultircn.  Im  Un- 
endlichen besitzt  aber  die  Curve  je  zwei  fünffache  Punkte  in  den  imagi- 
nären Kreispunkten I  welche  also  20  Doppelpunkten  äquivaliren.  Da  nun 
36  die  Ifazimalzahl  dieser  Singularität  bei  einer  Curve  zehnter  Ordnung 
ift|  so  ist  untere  Curve  wieder  vom  Range  Eins. 
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3.     if  =  7. 
Hier  haben  wir 

Mit  dieser  Relation  geht  parallel  die  folgende: 

Die  Resultate,  welche  die  Ausrechnung  liefert,  sind  die  folgend 
Die  Grösse  g  bestimmt  die  Gleichung 

12)  3fig*^{4AC-3ß^C\ 
Die  Quotienten  der  f  haben  die  Werthe 

Zwischen  A^  B^  C  hat  man  die  Beziehung 

13)  45/?*-96^//C-.16^C«  =  0. 

Die  Gleichung  der  Curve  lautet 

1        ,     .  _  4C»       ,  ,  ,  3^  +  4^<;  4  ,  8^«C«  g 

^  \%A^(^  g      64^  j^ 


r«^^+ 


p 


27B*g*''  '  63 ^V 
Darin  ist  /*|  noch  völlig  willkürlich,  ein  unwesentlicher  Zahlfactor.  Ftthrt 
man  Parallelcoordinaten  ein  und  schneidet  die  Curve  mit  der  Geraden 
x^ yi^=sm^  so  erhält  man  nur  7  (imaginäre)  endliche  Schnittpunkte. 
Denn  ^'*=  (a:*+^*)^  =  m^(a;— -yi)^  u.  s.  w.  Demnach  sind  die  unendlich 
fernen  Kroispunkte  siebenfache  Punkte  der  Curve,  äquivaliren  also  su- 
sammen  42  Doppelpunkten.     Andererseits  liefern 

ö  =  0,     cos7(p  =  0 

35  Doppelpunkte,   und  somit   hat  unsere  Curve  14^'  Ordnung,  welche 

78    Doppelpunkte  höchstens  haben  kann,    deren   77;    sie  ist  also   vom 

Range  Eins. 

Es  wird  dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgangen  sein,  dass  diese 

Betrachtung  der  Singularitätenzahl  sich  sofort  verallgemeinem  l&sst.    Die 

Curve  2n**'  Ordnung 

Q^,  sinnq>=r  P 

hat   im    Unendlichen   zwei   /<•  fache    Punkte,    welche   zusammen    n{n  —  1) 
Doppelpunkten  äquivaliren.     Das  System 

liefert  dazu  n(n  —  2)  weitere,  so  dass  im  Ganzen 

2n«-3w 
vorhanden  sind,  d.  h.  einer  weniger  als  die  Maximaleahl 
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i(2;i-l)(2;i-.2). 

Daher  sind  unsere   Cnrven   vom  Bange  Eins  und  ihre  Coordinaten  als 
elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellbar. 

§2. 

In  den  vorigen  Beispielen  war  n  immer  eine  ungerade  2iahl,  und  in 
der  That  versagt  die  benutzte  Methode  den  Dienst,  sobald  man  gerad- 
zahlige n  einzuführen  versucht.  Indess  existirt  für  ^  =  2  ein  el^enso 
bekanntes,  als  unzweifelhaft  zur  betrachteten  Gattung  gehöriges  Beispiel, 
nfimlich  die  Lemniskate.     Ihre  Gleichung  lässt  sich  nämlich  schreiben 

15)  Q*.sin2g>^QK 

Versuchen  wir  demnach  für  ein  gerades  n,  etwa  für  fts=4,  die  Aufstel- 
lung der  Gleichungen  1),  so  gelingt  sofort  der  Beweis  der  Gleichung  4) 
und  mit  Hilfe  der  Coefficientenvergleichung  in  2)  kann  man  dann  die 
gestellte  Aufgabe  bezwingen.  Nach  6)  besitzt/'  nun  n-f-l,  0  n  — 1  und 
R  vier  Gonstante,  von  denen  eine,  da  in  2)  Q  mit  R  multiplicirt  erscheint, 
abzurechnen  ist:  bleiben  2fi-{-3  verfügbare  Gonstante.  Ihnen  stehen 
durch  2)  2n+l  Gleichungen  gegenüber.  Wir  werden  also  die  Coeffi- 
cienten  a^,  .■.,<!,  und  6^,  ...,  6a.2  und  g  in  J^  B^  C  ausdrücken  können 
und  dann  noch  zwischen  diesen  eine  Relation  bestehend  finden.  Dem- 
nach wird  das  Resultat  unserer  Rechnung  im  Allgemeinen  eine  mit  den 
in  §  1  gefundenen  Gurven  durchaus  analoge  liefern.  Die  hieran  erfor- 
derlichen Operationen  habe  ich  in  der  That  für  n  =  4  vollständig  durch- 
geführt, um  überhaupt  zunächst  einmal  zu  einem  Resultate  zu  gelangen. 
Indess  lässt  sich  glücklicherweise  eine  andere  Methode  angeben,  welche 
die  Rechnung  sehr  einfach  und  in  Kürze  mittheilbar  macht.  Diese  Me- 
thode beruht  auf  folgenden  Schlüssen. 

Da  die  Gleichung 

identisch  ist,  so  wird  auch  ihre  Ableitung  richtig  bleiben.   EjS  wird  also  sein 

2n.Q^'==2PP'Q  +  200'RQ  +  0*R'g. 

Also  wenn  man  den  Werth  p^"  der  ersten  entnimmt  und  beachtet,  dass  4) 

P'Q^nP=nQ{AQ^+BQ*+C) 
und  5) 

•o  kann  der  Factor  2  Q  abgesetzt  werden.     Die  übrig  bleibenden  Glieder 
haben  alle  den  Factor  Jq^+Bq^+Cj  ausgenommen  einzig 

Daher  maa  wmck  diaMr  A^     ■       4«fdi  J^  +  B^  -f  C  theilbar  sein. 
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^•^^■•^^/T^^WV»^^  ^^i^N^^^S^^^^^V%/\^\^«^  -^^•^^^^rf 


Man  bat  also  fttr  n  =  4  . 
161    I    9*^**"*9  =  '>o  +  ^t^  +  '^t9^ 

and  die  Bestimmangen 

Aus  der  ersten  von  beiden  folgt 

b^A  +  b^B  +  b^C^O,     b^A  +  h^  ^  =  0, 
ako- 

6, A       b^_AC''  fi^ 

6^""      B'    r^'^'~~ÄB~' 
Ans  der  zweiten  zieht  man 

nnd  hat  daher  angenblicklich  zwischen  A^  B^  C  die  Gleichung 

18)  iAC=^ZB\ 

Femer  liefert  16)   durch  Addition  nach  vorhergehender  Qaadrimng  in 
Verbindung  mit  der  ersten  17) 

Hieraus  bestimmt  man  durch  Vergleichung  des  Goefficienten  von  q*  etwa 
sehr  einfach  g.     Man  findet 

und  überhaupt 

BC^  4B^^  .-1« 

^o  =  — 2^^^•     ^i  =  — -;j^^»     «4  =  — y^- 

Nehmen  wir  z.  B. 

A  =  2,     C=3,     ^  =  —  2, 

so  ergiebt  sich  die  Gurve 

2/*^* .  sm  4 <p  =  3  - 169«  +  4^8, 


19) 


2/'9*.  co5  4g>  =  (-1  +  29«  +  2p^)  ^489«-  (2(»*-.  2(»«+  3)*, 

Die  Annahme  co$49>  =  0  wird  durch  vier  zu  Doppelpunkten  führende 
Werthe  von  g  erfüllt.  Für  jeden  erfolgt  sin4<p  =  l.  Man  erhält  also  zu 
jedem  dieser  vier  Winkel  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  g  und 
daher  acht  Doppelpunkte  im  Endlichen,  welche  alle  reell  sind.  Im  Un- 
endlichen haben  wir,  wie  früher,  zwei  vierfache  Punkte,  die  also  zwölf 
Doppelpunkten  ftquivaliren.  Die  Gurve  hat  12 -|- 8  =  20  Doppelpunkte, 
d.  h.  einen  weniger,  als  eine  Gurve  achter  Ordnung  überhaupt  haben 
kann.     Sie  ist  vom  Range  Eins. 

Zu  den  aufgeführten  Beispielen  ft  =  2  und  n  =  4  mag  noch  ein  drittes 

treten : 

;i  =  6. 
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Hier  haben  wir  die  Annahmen  zu  machen: 
5QX    1  e^.  «»69  =  ffo  +  «l (»*  +  ««(»*  + «3^^ +^7V^ 


^  folgen  die  Gleichungen 

Die  ente  liefert  alsbald  die  Verhältnisse  der  b^zb^ih^ih^.  Die  zweite  ist 
rar  f&r  die  Bestimmung  von  b^ :  b^  von  Belang.  Alsdann  lehrt  die  Goeffi- 
denteDTergleichung 

Die  beiden  letsten  geben  nach  Division  und  Ersetzung  der  Werthe  der 
ii,  «I  in  den  6  und  A^  B^  C  zwischen  letzteren  die  Gleichung 

21)  5^-12^^C+6  5«^«^«-2^C». 

Wir  haben  also  wieder  eine  Beziehung  zwischen  B^  und  A(\  diesmal 
aber  Tom  dritten  Grade. 

Die  weiteren  Ausführungen  ergeben 

6BC{2B^^3An    ,  C»(2^C— 3^«)      , 

.     4^CV2^r-3^«)   ^  g*    ^ 

f^ 5^3 -^^     «3=     2l.^- 

Den  Factor  b^  iSsst  man  zweckmässig  unbestimmt.  Erst  bei  Einsetzen 
wirklieber  Zahlwerthe  kann  er  Interesse  gewinnen.  Das  Hauptergebniss 
iBierer  Untersuchung  ist  offenbar  die  Gleichung  21).  Wenn  man  die- 
selbe durch  die  Cardanische  Formel  auflöst,  so  findet  man 

Ich  kann  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken ,  dass  ich  dies  Resultat  für 
d^io  einfach,  als  schön  halte. 

Ei  mögen  hier  kurz  die  gefundenen  Hauptgleichungen  mit  Ausschluss 

Fille  n  =  2  und  it  =  3  wiederholt  werden : 

«  =  4,  ...  3i9*  — 2^C=0, 

«  =  5,  ...  3^-4i4C=0, 

«  =  6,  ...  5^-12i9*^C  +  6^»^(7»-2^»C8«=0, 

«  =  7,  ...  45^-96^*^6-16^»C*  =  0. 


§3. 
Die  vorigen  Methoden  sind  selbstverständlich  auch   für  die  hyper- 
dliplisehen  Integrale  anwendbar.    Um  zunächst  für  die  einfachste  Classe 
dendben  einige  Beispiele  anzugeben,  haben  wir  zunächst  i^^^-f-^^'  +  ^ 
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durch  Aq>^  +  B(jl^  +  Cq*+  D  und  gr*^*  durch  (^i^  +  ^s^*)*  zn  ersetzen« 
Ferner  beweist  man  in  durchaus  analoger  Weise  wie  vorhin,  dass  a^^i 
und  a»~2  verschwinden.  Dann  lehrt  eine  Abzahlung  der  Constanten, 
dass  alle  Grössen  a^  b^  g  durch  A^  B^  C^  D  ausgedrückt  werden  können 
und  zwischen  diesen  zwei  Belationen  bestehen. 

Zur  factischen  Ausrechnung  bieten  sich  ebenso  die^analogen  Erleich- 
terungen dar: 

23)  1''q  ''nP=nO{AQ^+  Bq*  +  Cq*  +  D) 

und 

{9i  Q  +  9iQ')  («  0  -  Q^lf)  -  0(9,  ()  +  3SI,?») 
ist  entweder  selbst  oder  noch  mit  ^1^  +  ^39  multiplicirt,   theilbar  durch 
Aq^+Bq*  +  Cq^+D. 

Obgleich  fttr  n  =»  2  und  n  »  4  das  Integral  degenerirt ,  ist  die  Form, 
welche  das  Resultat  zeigt,  dennoch  für  rt  =  4  mittheilenswerth. 


24) 


«  =  4. 
Q*  .  sin  4v  =  a,  +  a^(f*  +  a^^ 

Man  hat  alsdann 


und 

Die  Coefficientenvergleichung  ergiebt 

''4  =  ^1^^,  Cq  =  Oj 

()^b^A  +  b,B,  -i^3'^i  =  'i'^. 

i)^b^B  +  b,C,  gs^b^^r.B, 

-2a,  =  i{b^C  +  b^D),  g,'b,  +  4g,g,b,^c,C\ 

—  o„==bQD,  ^gx^b^  =  c^D. 

Nach  Ausführung  derselben  hat  man  die  Resultate 

«4  =  — "^.«^0»     «i  =  — -2 .00,     «0  =  — ^-^0- 

Den    unwesentlichen   Zahlenfactor    b^    Ifisst    man   am   besten   einstweilen 
unbestimmt.     Ferner  wird 

g*==2^{JD-BC),    g*  =  Q{AD-BC) 

und  die  beiden  Relationen  zwischen  den  A^  B^  C^  i>,  die  uns  am  meisten 
interessiren, 

25)  B*=^AC,     4SABCD=^{3BC+ADy. 

Man  kann  der  letzteren  noch  die  Form  geben 
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Mag  jelst  gleich  zum  folgenden  Beispiel  übergegangen  werden : 

w  =  6. 
Hier  haben  wir  die  Annahme 

Dl«  Rechnungen  gestalten  sich  fnst  noch  einfacher,  als  in  dem  vorigen 
Beispiele.  Da  in  denselben  jedoch  kein  neues  Princip  hervortritt,  so 
Verden  wir  die  Ansftthmng  dem  Leser  Überlassen  dürfen.     Man  findet 

CD  C^ 

Eodtieh  findet  man  als  die  gesuchten  Endrelationen 

27)  J?  =  0,     9^/>«  =  -4(78. 

Die  letitere  Iftsst  sich  in  die  Form  setzen 

Die  Form  der  Endresultate  26)  und  28)  zeigt,  dass  in  beide  keine  andere 

IrrationalitSt,  als  yd  eingeht.    Nimmt  man  v^  =  — 3,  Z>  =  — 2,  so  erhält 
inu  die  Cnrve 

29)  8y2.Q^.sinb(p  =  2.bQ*+\0Q^-3Q'^. 

Dil  Bogenintegral  derselben  ist 


30) 


=,^/- 


und  dies  ist  in  der  That,  wenn  man  q^  durch  ^  ersetzt,   hyperelliptisch 

nod  xwar  erster  Glasse. 

£1  mag  schliesslich  bemerkt  werden,   dass  die  vorstehend  gegebene 

Aoidehnung  der  Resultate   auf  die  hyperelliptischen  Integrale  nicht  die 

eioxig  mögliche  ist.  Fortgesetzte  Untersuchungen  haben  mich  noch 
lodere,  zum  Theil  sogar  sehr  einfache  Curven  mit  hyperelliptischem 
Bogenintegral  finden  lassen. 

Coesfeld,  im  Dccember-  1879. 


XIII. 

üeber  die  Einwirkung  ruhender  und  rotirender  Kugel- 
flächen unter  Zugrundelegung  des  Weber'schen  Gtosetses. 

Von 

Ernst  Lehmann, 

Oberlehrer  am  Gymnaeiam  an  8t.  NikoUi  bu  Leipiig« 

(S  0  h  1  a  ■  1.) 


II. 

Die  Einwirkung  einer  rotirenden  Kngelfl&ohe  auf  einen  in  beliebiger 

Bewegung  begriffenen  Punkt. 

§1. 
Die  Oleichungen  des  Problems. 

Unter  Beibehaltung  der  im  Abschnitt  I  eingeführten  Bezeichnungi- 
weise  sind  ^  ^  r%  r% 

ü=:m  j  jflfKdif    und     P=m/  /uixrfa 

die  Potentiale  der  rotirenden  Kngelfläche  K  anf  den  indicirten  Punkt  m 
und,  nach  der  (I,  §  1)  durchgeführten  Transformation  des  Web  er' sehen 
Gesetzes,  d(U+P).   d    dP 

dx       '^dt  dx' 


1)  .|  =  .^i!iX^^  +  ^^^,, 


d{ü+P)      d   dP 
dy       ^dtdy 
d{ü+P)      d   dP 
^  dz       '^dtdz 


die  Componenten   der  gesuchten  Wirkung.     Nun  ist  (falls  nicht  etwa  m 
der  gegebenen  Kngelfläche  K  allzu  nahe  liegt) 

1  .      A^Jdry 

7^   "  =  2;U;' 


also 

da 


"-ff' 

p-  '^ffj  \^  K-  f  1 + '-^ "  y- ,) + i^'  [«•-  o)"  "-f , 

WO  wiederum  x^  y,  z  die  Coordinaten  von  m  und  $,  >?,  ^  die  eines  Flächen- 
elementes fi(dc)  der  Kugel  K,  hingegen  x  die  Flächen  dich tigkeit  der  mit 
K  btarr  und  unlöslich  verbundenen  eioktrischeu  Materie  vorstellt. 
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^^^0i^^0m0^0t^  •<#^.>^^^^rf^»^N^^^.^^ 


Siod  femer  a^  ßj  y  die  Bichtnngseosinns  der  Rotationsaxe  —  die 
Bit  einem  Dnrehmeaeer  der  Eagelfläcbe  K  coincidire  — ,  oo  die  Winkel- 
geidiviDdigkeit  der  letzteren,  so  gelten  für  die  Geschwindigkeitscompo- 
■eitea  eines  Punktes  ii{dc)  von  E  die  folgenden  Relationen: 

I)       r=«OJf-yi?),    V=«>(yS-«5)i    f=G>(«ij-^S). 

nd  der  Werth  ftir  das  elektrodTnamische  Potential  P  verwandelt  sich 
direb  diese  Substitutionen  in 

'•-^/T|^(«-l^f-yn]«)+^(y'-f)'l-«J;l") 

r  '       r 

oder 


'*  ^=^^{^*-2(?^+^«tx//a, 


.=(£ri«.+._=5,.+  lri,)'i, 


wobei 


UH=2.{^.'+^-^y+l^z'){'^m-y^-]  +  9-^[yi-.t\ 


+ 


z-i 


Du  elektrostatische  Potential  ü  wird  selbstverständlich  durch  die  Dreh- 
hewe^Dg  der  Kugel,  d.  i.  durch  die  Substitutionen  2),  nicht  irritirt. 


r 


§  2.       . 
iisfülining  der  Integration  In  den  für  U  und  P  erhaltenen  Werthen. 

Dt   die    über    K    auszudehnenden    Integrationen      /  Ifpxda    und 

er 

J  jC^nda  als  die  Potentiale  der  ruhenden  Kugelfläche  auf  den  Punkt 
"  erkannt  werden ,  so  erübrigt  noch ,  die  Werthe 

j  J2GH%da  und   jjff^xda 
u  ermitteln.     Zu  diesem  Zwecke  schreibe  man  2GJI  und  H*  in  der  Form 

+  l;(ay^ßx)] 
oder,  naeb  Potensen  und  Producten  von  $,  17,  t  geordnet, 
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ri/%^wvN^«'\A<>^^^^^w^  • 


+  ijtf  «y  -  /»«)»'+  «(«y  -  ß'W+  U(ßt  -  ry)  O 

und 

5)  +[2|ij(|S*-yy)(yar-at)  +  2ijJ(ya--«z)(«y-^x) 

+  m{»y-ßx)(ßt-Yy)-]\. 

Nach  I,  §  3  aber  hat  man  im  Falle  a) 

welche  AoBdrücke,   der  Reihe  nach   mit  x,  y,  z  mnltiplicirt  nnd  addiri« 
die  Gleichung 

«>  ''ff'-^'-{'fjh''+'fß'"+'fß'")-'> 

ergeben,  da  R*=^x*+y^+2ß.     Ist  oq  der  Radius  der  Kugelflüche  K,  so 
giebt  18)  des  I.  Abschnittes 

rri-r-^^.    rr(if-v\.   /•/•(^-?^',,   m 

80  dass  durch  Addition  dieser  Werthe 

da  noch  cf()^=  i^  +  ff+t*-     Die  Vergleicbung  von  6)  und  7)  liefert 

so  dass 

und  alsdann  aus  den  an  erster  Stelle  citirten  Gleichungen 

ferner  geben  8)  und  9)  in   Verbindung  mit  1,  18) 
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// 


6«     _,        M  Mx' 


ff, 


3«„       iro(Ä''-V)' 


r»"  3«,      «„(Ä» -«„«)' 

■nd  endlieh  gewinnt  man  ans  I,  19)  mit  Benutzung  von  II,  9) 


ff 


I«     _,  tixy 


// 


«,rf.  =  _        M:. 


In  aoleher  Weiae  findet  man  nach  gehöriger  Kednction 


//' 


2GHxdii  =  ^^\{ß2-Yy)x'+{rX-ax)y+{tiy-ßu-)t'] 


3«« 


und 

H**do  =  '^[(ßt- yy)«  +  (y X -  ««)»  +  (ay - /Jar)»J. 


//' 


Entnimmt  man  daher  ans  I  die  Werthe  D  nnd  P  ( =  /  1  P'xda),  so 
wird  schlieaalieh 

D= — , 

Dnreh  eine  vollständig  analoge  Behandlung  ergiebt  Bieh  im  Falle  b) 
mit  Hilfe  Ton  I,  22)  snccesaive 

da  iP  =  rr*-{-y'+2^  ^aIIb  wieder  der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
sjsteais  in  das  Centmm  von  K  fällt;  ferner  liefert  die  Addition  der 
Gleichungen  24)  des  I.  Abschnittes 

da  |'+^*+f  =  Ab^  nnd  durch  Combination  der  beiden  erhaltenen  Gleich- 
UDgen  ergiebt  sich 

15)  ^^,rf,  =  __^_, 

nnd  dnreb  diese  Substitution  aus  I,  22) 


• 
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// 


4x.«=   '''">'' 


«■(«"-•b')' 


fj 


ferner  ans  [,  24) 


// 


// 


^,,,  =  M^+      Mao^z. 


nnd  endlich  ans  I,  25) 


ff 


Kda  — 


Durch  Benutzung  der  Werthe  15)  bis  18)  in  Verbindung  mit  4)  un( 
5)  findet  man  nach  gehöriger  Umformung 

ff»*»  de     ^a^^[(ßz-yyy+{yx-azy  +  (ay-ßxn 

Da  auch  hier   /  JG^xda  und  £^  als  die  Potentiale  der  ruhenden  Kugel 

fläche  K  auf  den  Punkt  m  aus  I  entnommen  werden  können,   so  erhäl 
man  schliesslich 

Ä  • 

Die  Vergleichung  der  Weithe  12)  und  19)  mit  den  Resultaten  vo 
I  ergiebt,  dass  sich  die  Potentiale  elektrodynamischen  Ursprungs  (P)  de 
ruhenden  und  der  rotirenden  Kugelfläcbe  nur  durch  gewisse  Glieder  untei 
scheiden,  welche  zu  den  Geschwindigkeitscomponenten  des  Punktes  i 
hinzutreten.     Vergl.  Lösung  3)  dieses  Abschnittes. 
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^*****»*^^^*^^i^i^*^i^^^i^  ^i^^^^i^^^*^  ^  ^^  m^^^^  *M^M■■^<^w^v^^M^^^^^^J^\J%l-^^^J><^y^J■u^J■u^^y^■rLJ^^J*^^». 


§3. 
Ermitteluiig  der  KrSfte  X,  9^  8« 

Die  ia  §  1,  1)  angedeuteten  Operationen  ergeben 

n)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 

?7^  '•"'    3^  =  — e;; (/3t-yy  +  y[yar- a2]G)-/?[ay-/?ar]G)),  ..., 

M  dai8  mit  Bttcksicht  auf  die  Relationen 

o^+zP+y'ezsl,     ax  +  ßy  +  yz  =  Rcosd^ 

—  wobei  9  den  Winkel  der  Centralen  R  und  der  Rotationsaxe  bezoicb- 

Det  —  die  Formeln 

d(ü+F)      d  dP 

Ibetgeben  in  ^^  *"  ^*'' 

»)   X=  ^^^  {*"- m'(/Jj  -  yy)  - 2 « (/»*'-  yy')  -  »«(.r  -  «iJ  cosd)} ; 

dueh  eyklische  Vertansclmng  erhalt  man  die  Werthe  von  ^  nud  3- 

b)  Fttr  einen  Pnnkt  ansserhalb  K:  • 

3P_    mVLx 

Ix         TP    »  ••  ' 

+^([*'+(/»*-yy)'»]/J-|>'-(y*-«*)«])'){.  •  •. 


d/»     i^mM 


}^^' .  2iJü-;r  +  Ijja:'- »(/Jz  -  y.v)]j  . 


a*'      2     I 
£ay;_^mM)r5«o*     3 1    p,  „.       2 ( jj« - «„«) x 
<(äi'=-2-  )l'^~S"».r^^  •'+  —  7F — [Ji-«  --«"J 

■M  diher,  mit  Rflclisicht  anf  «*  +  /S*+y*=l,   nacli  geliöriger  Reduclion 

u.Pbj»lk  XXV,  4.  VI 
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-worin  wieder  d  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Centrale  R  mit  der 
Rotationsaxe  einschliesst  nnd  %  die  Bedeutung  besitzt 

5  =  ^* ([x-  wißt  -  yy)]*  +  [y'-  <o  {yx  -  az)]»  +  [z-  »(«y  -  ßx)]*) 


-^^«-(l-?^*)R'«  +  (l-^')2«fl". 


Die  Betrachtung  der  Ausdrücke  20)  und  21)  für  die  Com- 
ponenten  X,  ^i  3  ^^^  Wirkung  einer  rotirenden  Kugelfläche 
K  auf  einen  in  beliebiger  Bewegung  begriffenen  Punkt  lehrt, 
dass  diese  Einwirkung,  abgesehen  von  den  bereits  bei  dem 
Potentiale  wahrgenommenen  GeschwindigkeitsAnderungen, 
auch  von  der  Winkelbeschleunigung  oo^  dem  Quadrate  der 
Winkelgeschwindigkeit  co  und  von  dem  Winkel  0  der  Cen- 
trale gegen  die  Rotationsaxe  abhängig  ist.  —  Vergl.  hierzu 
I,  §  4. 

§4. 
Andere  Lösung. 

Während  das  Ergebniss  der  vorhergehenden  Paragraphen  als  voll- 
ständig auf  eigenen  Füssen  stehend  betrachtet  werden  darf,  stützen  sich 
die  beiden  folgenden  Lösungen  auf  die  Resultate  des  an  erster  Stelle, 
d.  i.  S.  172  —  195,  behandelten  Problems.  —  Die  sich  hier  anschliessende 
zweite  Lösung  bedient  sich  eines  zweiten  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  r«  V>  3*  welches  mit  der  Kugel  fest  verbunden  ist  und  mit  dem 
festen  Coordinatensystem  o?,  y^  z  den  Anfangspunkt  C  gemein  hat,  wel- 
cher wiederum  mit  dem  Centrum  der  Kugel  coincidirt.  Zwischen  beiden 
Systemen  bestehen  alsdann  die  bekannten  Beziehungen 

Ä^  =  a:«+y«  +  2*  =  X*  +  9*+a'» 
22a)  ar  =  flfir  +  flfj,^  +  (i3g,   y  =  ^r +  A2I) +  63J,    ^  =  c^x  +  c^\)  +  c^iy 

23a)    X  =  aiX+b^y  +  CiZ,    \)  =  a^x+ b^y +  c^z,    i=^a^cc+ b^y  +  c^z, 

worin  flu  ^ii  C|,  a^^  b^^  c,,  a^y  A3,  c^  der  Reihe  nach  die  Richtungscosinus 
der  Axen  X,  ?),  3  gög®^  ^i©  Axen  Ä\  F,  Z  bedeuten ;  ferner 

X  =  (cos  q>  cos  V^  —  sin  tp  sin  H>  cos  ^)  x  —  {sin  tp  cos  t/;  -|-  cos  q>  sin  t/;  cos  0)  \) 

+  sin  t/;  sin  0  J , 
22  b)  y  =  {cos q>  sin  t/;  +  sin  q>  cos tj;  cos^)  x  —  {sin  q>  sin  t^  —  cos q>  cos  t/;  cos &)\) 

+  cos^  sin^l^ 
z  =  sin (p  sin  O  T  +  cos(p  sin O  t)  +  cosd-  j ; 

X  =  {cos g>  cos  fff  —  sin  q>  sin  t/;  cos O) x  +  {cos  q>  sin  t/;  +  sin  q>  cos  tf;  cos  0)  y 

+  sin  <p  sin  0  «, 
23 b)  ^  = — {sin  ip  cos  ^  +  cos  <p  sin  ^  cos  0)x  —  (sin  <p  sin  ^  —  cos  g>  cos  ^ß  ro.v  0)  y 

—  cosg>  sin^  z, 
tsann^  sin^X  —  cos^  sin^y +  cos^  :; 
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^Wwa^^^WaWi  ■■■■■■■  «»^a^M  ^^^^^at^^li«    «W^^  mm^m^m,m,^^^..^^y^.^^^y^^^j.^j.^j.^^.^^^^j.^^^^^^..^^^j^^^ 


^^■■r-.^  ^^«^*^<* 


Uerin  bedestet  q>  den  Winkel  zwischen  der  Knotenlinie  (der  X  Y-  Ebene 
dei  festen  und  der  X^- Ebene  des  relativen  Coordinatensystems]  und  der 
poiitiTeD  {«Axe  des  letzteren,  femer  t/;  den  Winkel  zwischen  derselben 
KieCealiBle  nnd  der  positiven  A'-Axe  der  ersteren,  endlich  &  den  Nei- 
|[iogiwi]ikel  der  X^-Ebene  gegen  die  A' 7- Ebene,  in  demselben  Sinne 
gMOfflmen,  wie  eine  Drehung  von  der  positiven  Richtung  der  F>Axc. 
ueh  der  positiven  Richtung  der  Z-Axe;  die  hier  gewählten  Vorzeichen 
MtieD  fibrigens  zwei  eongruente  (nicht  symmetrische)  Coordinatensysteme 
Tonat  (Taf.  II  Fig.  5).  —  Die  Grössen  (jp,  tf;,  O  übernehmen  die  Rolle 
indflpendenter  Variablen,  und  zwar  ergiebt  die  Vergleichung  der  Rela- 
doDen32a)  und  23  a)  mit  22  b)  und  23  b)  die  Beziehungen 

Cj  s  CM  9  €08  ^f  —  sintp  sin  i/;  cos  ^,    0^  =  —■  sin  q>  cos  ^  —  cos  q>  sin  ^  cos  0, 

a^  z=  sin  ^  sin  0, 
14)  6j  =  cos  q>  sinrjf'^'  sin  <p  cos  if  cos  ^,    b^  =  —  sin  q>  sin  t/;  -|-  cos  tp  cos  ^  cos  O, 

63=  —  costp  sin&^ 
Cj  =:  xfit  9>  sin  d,     Cj  =  cos  g>  sin  &^     c^  =  cos  0. 

IHe  Richtungscosinus   o^yO^jO^y    ^it^g^^sf    <^it  <^2)  ^3    sind    endlich 
doreb  folgende  Gleichungen  unter  einander  verknüpft: 

^l*  +  '»2*  +  V  =  ^       ^l  \  +  ''2''2  +  «3^3  =  ^» 

'^i*  +  ^2*  +  ^3*  =  ^t     q«i  +  c^f^i  +  <?8«a  =  ^; 
*5b)  a^  +  ftj«  +  Tg«  =  1,     /7jÖ3  +  6^63  +  CgCg  =  0, 

a3*  +  V  +  V=^       «3''l  +  ^3^+^8^l   =ö; 

a,  =  fr,C3  — ftjTg,     flfg  =  f^3c,  — ^jTg,     Ö3  =  />irg  —  ft^r^, 

16)  ^  =  <?2«8  — ^8^»       ^2  =  ^3 «1—^1 ''s»       ^8  =  ^1^2  -^2''n 

^1  =  «2^8  ""^3^2»       ^2  =  ^8^  "■^l'^S»       ^3  =  ^1^2  ^ «2^' 

Dt  die  rotirende  KugelflHche  E  in  Bezug  auf  das  relative  Coordi- 
lAtensystem  beständig  in  Ruhe  verharrt,  so  gelten-  für  die  Componenteu 
^»  !)i  3  ^^^  Wirkung  der  Kugelfläche  auf  den  Punkt  m(a;,  y,  r)  nach 
<ka  augenblicklichen  Richtungen  der  Axen  (r,  ^,  l)  die  im  Abschnitt  I 
^^tenen  Formeln 

a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 


J7a) 


&)  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 
^""  Ä  '     ^"     2      )     Ä«      ^   +3;j3U  +9  +a  )|. 


27b) 
vorin      ^^  !(^ 


w 
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Die  gesuchten  Componenten  Xy  K,  Z  der  Wirkung  der  roUrenden 
Kugelfläche  K  stehen  aber  mit  den  Componenten  X,  ^,  3  ^^  demBelben 
Gonnex,  wie  die  absoluten  Coordinaten  mit  den  relativen,  so  dass 

Ar=aj3E +  «,?)  + «33,     F  =  Ä,X  +  6,?)  +  Ä33,     Z  =  c,I  +  c,?)  +  C33 

und  speciell  für  unser  Problem 

A   ffl  OL  .        t,  ,0  „^ 

^=-?— -Kr  +«2^  +fls«   )» 


3ot 

28a)   n)    F=^^(^,r"+6,t)''+/.3j"). 


3^0 

^=-«rKr  +  ''29  +  «8S)  +  — 2"  j^Ky  +  «'29  +  «3«) 

28b)   h)  2«  2  2«»Ä'  J 

^*  ^AäV^Ä^  V  "^^"j'   "   '  *°*^^S  findet  man   F  und  Z. 

In  diesen  Gleichungen  sind  jetzt,  mit  Hilfe  der  vorangestellten  Be 
Ziehungen,  die  relativen  Coordinaten,  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen des  indicirten  Punktes  durch  die  absoluten  zu  ersetzen;  Ana- 
loges gilt  betreffs  der  Ermittelung  der  Potentiale.  —  Zu  diesem  Behufe 
beachte  man,  dass  infolge  der  Festsetzung  der  Grössen  g>,  ^,  ^^  8.  251 
die  3*Axe  als  Rotationsaxe  und  der  Winkel  q>  als  Drehungswinkel  cha- 
rakterisirt  und  die  Richtungscosinus  (I3,  A3,  c^  mit  denjenigen  der  Drehungs- 

axe  identisch  sind,  in  Zeichen: 

dm 
yp  ^=z  consU ,     ^  =  const, ,     9'=  —  =  <»    und    a^  =  a,    63  =  j5,     c^  =  y. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  22  b)  und  23  b)  nach  der  Zeit  i 
ergiebt  sich  bei  geeigneter  Verwendung  der  Relationen  24)  bis  26) 

a:'=  {cos  (p  cos  ij;  —  sin  <p  sin  t/;  cos  0)  x' —  {sin  (p  cos  ^  +  cos  g>  sin  ip  cos  &)  ^' 
+  sin  tp  sin  0 1  —  [sin  <p  cos  xlf-i-  costp  sin  1/;  cos  O)  a>  r 

—  {cos  q>  sin  ip  —  sin  tp  sin  tp  cos  0)  a>t), 

29  a)   y'=  (ro5  g?  sm  ^  -|-  ^iw  <p  co5  ^  cos  0)  x'—  (^»w  <p  *»"  t/;  —  ro^  q>  cos  ip  ro5  d)t)' 

—  cos  i^  5IW  O  ^' —  (51«  cp  51«  rp  —  ro5  cp  ro5  tf;  ros  ^)  a>t 

—  (ro5  <p  sin  tp  +  5m  cp  co5  ip  co5  0)  o)  l), 

2'=  51/j  <p  sin  O  X '+  cosg?  5i/i  O  i/+  f05  0  3'+  cos  cp  5w  ^  o)  r  —  *»w  tp  sin  d  wt) 
oder     ^  ^ 

«*'=  «1  r'+  ffjt)  +  «3  j'+  0)  (fljj  r  —  «1 1)) , 

29 b)  y'=  //, r'+  frjjV)'+  ^33'+  0)  (Ajjr  -  />i  i}) , 

und  analog 
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oder 

S=a,ir'+6,y'+Cj2'—  m{a^x  +  b^y  -H  qt),     j  =  «30:'+  ^3^'+  c^z  . 

Duth  nochmalige  Differentiation  folgt 

«"=  (f  OÄ  9>  C05  ^  —  sin  <p  5tw  t/;  cos  &)  r'—  (*«n  g>  cos  ^ + stVi  9)  sin  ij)  cos  &)  tf' 
+  wi  ^  «n  O  j"—  2  («m  9>  cos  iff  +  cos  g?  sin  ^  co5  0)  co  r' 

—  2  (co5  g>  cos  ^  —  *ifi  g>  sin  ^  cos  ^)  co  \) 

—  (co5  9  cos  ^  —  sm  9  stn  tf;  cos  <&)  od'  r 
+  (stiig>  cos^  +  cos<p  sin^  cos '^)i»^t) 

—  {sin  ip  cos'ilf  H-  cos  tp  sin'tif  cos^)  10  x 

—  (jcos  q>  cos  ^  —  sinq>  sin  ijf  cos  &)  oj'^, 

>"«=  (cos  g>  sin  'ilf'\'Sinq>  cos  rff  cos  9)  r"—  {sin  (p  sin  ^^cosq>  cos  V  cos  ^)  ^^ 
31a)        —eos^sin^  j"—  2 (stn 9  sw if;  —  cosg>  cos -^  cos ^) m x' 

—  2  (cos g>  sin'^^  sin tp  cos tf;  cos^)  co^' 

—  (C0S9  Slh  V'  +  *«W  9>  cos Ijf  cos d)  OD* X 

+  (sfpig)  sm^  —  cos  ff  cos  ip  cosd)  od*^ 

—  (sin  <p  sinip^  cosq>  cos  iff  cosd)  oa'x 

—  {cosip  siniff  +  sing>  cosiff  cosd)  co'l), 

1"=  sin (p  sind  r"+  cos g»  sin -^ ^"+  cos d  j"+  2  cos g»  sin d  tax' 

—  stn g>  sin d  ö)^'—  sin 9)  sin d  (o^x  —  cos q>  sin 0*  10^ ^  -|-  cos g»  sin d  tax 
^ sin q>  sind  m^ 


X  s=  {cos  (p  cos  ^  —  sin  q>  sin  ip  cos  d)  x"-\-  {cos  tp  sin  ^  +  sin  q>  cos  tj;  cos  d)  y 
-|-  sm  9  stn  0  «"—  2  (sin  ^  cos  tf;  +  cos  g?  sin  tp  cos  d)  m  x 

—  2(sin9>  sin^  —  costp  cosip  cosd)  coy  +  2  cosq>  sindmz 

—  (sw  q>  cos  ^  +  cosg>  sin  'tp  cos  d)  a/x 

—  (stn  ip  sin  tt^  —  cos  q>  cos  tl;  cos  d)  a/u  +  cos  w  sin  d  to'z 


—  (stn  9>  sin  ^  —  cos  q>  cos  ip  cos  d)  a/y  +  cos  tp  sin  d  to 

—  {costp  cos'^  —  sin  <p  sin  ip  cos  d)  w*  x 

—  {cotfp  iinip  +  sintpcosip  cosd)m'*y  --sinq)  sind  i»*«^ 
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V  ^^^^  ^^  »■»..■.^».•-«»N.N/'^^^^^^.rfN^^S^^«  <%<N»>»»X^O^^\i»w%*'.^W»'V«». 


»/ 


t)"«»  —  {tin  qp  C05  if>  +  CO«  tp  sin  ^  co«^)  ap' 

—  {sin  tp  sin^-^  cos (p  cos ^  cos O) y"+  cos q>  sin d  j'' 

—  2  (ros  9  ros  i^  —  sin  fp  sin  ^  cos  d)  cd  x 

—  2  (cos  9  m  ^  +  sin  tp  cos  ^  cos  O)  tay 

32 a)  —  j^m fp  sin ^  o> t'—  {cos fpcos^-^-sin^p  sin ^  cos 9) tax 

—  {cos  9  sin  ^  4"  ^^^  9  ^^^  7  ^^^  ^)  c^V  —  ^7  ^^^  ^  <>i>'^ 
-|-  {sin  fp  cos  ^'^^  cosq)  sin  ^  cos  O)  od'  x 

+  (sin  ^  m  ^  —  cos q>  cos ^  cos^)  «*y  —  cos q)Cos^  rn^z^ 

j^ss  sm  ^  sin  d  x"—  cos  ^  sin  9  y"+  co5  ^  z" 
oder 

t"=  «,«"+  ^y''+  c,  s"+  2«(ii,u'+  /*jy'+  r^s')  —  cD*(/i,a  +/>,y  +  Cj :) 

+  m{a^x  +  b^y  +  c^z), 

32  b)  v"=  "»«"+  f»^  »/*+  ^j  :"—  2  ö)  (ff,  x+  Äj  y'+  Tj  :')  —  »«(n^a:  +  6gy  +  c,  z) 

—  »'(ai^  +  Z^jV  +  ^iS), 

j  «"a-^^  +^y  +^3^  • 

Mit  Hilfe  dieser  GleichuDgen  29)  bis  32)  ist  mmn  auf  doppelte  Weise  im 
Stande,  dio  Potentiale  und  Componenten  27)  nnd  28)  in  der  angezeigten 
Art  uminformen.     Man  bat  infolge  der  Relationen  29  b),  23  a)  und  26) 

+  [^r'+  6,r)'+  6,5'+  ß,(c3.r  -  a,:)]« 

und  infolge  ron  25),  26)  und  30  b) 

**  +  »•*+ •*•-^r'*  +  l>•*  +  5*  +  2«U^,:-c,y^  +  (c,a^-a,r)  +  (a3y-A3X)] 

-  m^yS^z  «  Cjy)«  +  (C3X  -  0,0*  +  ,«3^  -  b.xYl 
to  das« 

.3,       r"*+\>*+;'*-  i-i  -  m{h^z  -  035,^]^+  (y  -  «(CjX  -  a,z)]' 

welche  Relation  auch  direct  aus  30  b)  erhalten  werden  kann.  Femer 
gtebt  31  b> 

worin  infolge  tv^u  3t)  b*«  25)  und  26  ^ 

feittex  iufolge  tou  23  a)  und  26 

»^  «iX-<:,?  =  *5r-C3|r 

uud  eudlicli  ait  Z«KUfe«ahBe  ron  25 

:iiO  da»  auch  hierin  nur  uocb  die  t\^nuj^  *,,  .\,  r,  x^ben  den  aV<<>  Intcc 
i\H^i\)niate«  aux'lreten: 

+  •1  «j'+M' +  <"*•■: 
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•  X"^  ^^Sir■»^'W"^%^^>*\^•/^^•^•/^v>*>^^^r^rs^^^^\^■. 


<^iy  +^«^  +^35  =2  —  2c»(/i8y— *3^)--<»(''8y--^3^)"-«>^ 

Endlich  findet  man  ans  29  b)  mit  Hilfe  von  35) 

«1  T^'+  «2^'  +  ^3  h  =  ^'-  « (^3  ^  -  ''s  i^)  1 
37)  61  r^+  ^2  9'+  ^  8  =  y  —  m(c^x  —  a^z), 

^iT'+  ^,9'+  C3j'=  «'-  €i{a^y  —  ^jj?), 

und  die  Potentiale  und  CompoDenten  27)  und  28)  werden  durch  die 
Snbititotionen  22a),  33),  36)  und  37)  in  die  bereits  bekannte  Form 
ttogefthrt: 

•)ü= , 

OCfQ 

^'=^-r Jx"— oo'ijSc  —  yy)  —  2w(j5i'— yy')  — a)*(x— aÄcoÄ^)},    ...; 

OCfQ 

''=S^{3Lfi»-s*]fi'*+«o*CK-«»(^^-)'y)]''+[y'-"()'*-«^)? 

+  [z'-a,(«y-/S*)]«)|. 


dt  Ä» 


wie  8. 249. 


§5. 
Dritte  Lösung. 

1^10  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  der  Kugelfläche  K  und 
dem  indicirten  Punkte  m   erleiden   offenbar  keinerlei  Veränderungen, 
wenn  man  jene  in  Buhe  versetzt ,  zugleich  aber  dem  Punkte  m  zu  seiner 
tngenblicklichen    Geschwindigkeit    V   noch    eine  Winkelgeschwindigkeit 
snertheilt,   welche  ihn  im  entgegengesetzten  Sinne  um  die  Drehungsaxe 
der  Kogelfläche  zu  drehen  strebt  und  an  Grösse  der  rotatorischen  Cha- 
rakteristik 10  der  Kugelfläche  gleich  ist;   man  hat  alsdann  an  Stelle  der 
Conponenten  x\  y\  z    der  Geschwindigkeit  die  Werthe 

flp'— »(/Jt  — yy),    y'— c»(yx  — a«),     /— «(«y  —  jSaj) 

lo  die  Potentiale  der  ruhenden  Kugelfläche  zu  substituiren.     Durch  diese 
Deberlegmig  ergiebt  sich  somit  ohne  jede  Rechnung 
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a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 

«0 

—  was  übereinstimmt  mit  der  Formel  auf  S.  247  — ; 

6^  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 
m  M 

—  was  in  Einklang  ist  mit  der  Formel  S.  248  — ,  woraus  nach  Vorschrift 
des  §  1  die  bereits  auf  doppelte  Weise  gefundenen  Werthe  der  Compo- 
nenten  A^,  F,  Z  der  rotirenden  Kugelflftche  K  in  Bezug  auf  den  soUici- 
tirten  Punkt  m  hervorgehen: 

a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 
A'=^^|.t''-»'(/5t-yy)-2«(/5t'-.yy')-(o«(x-«Äro5^)},   ..   ; 

Otto 

b)  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 

worin 

8  =  ^([^-(i3^-yy)c^?  +  [y-co(ya-«.)P+[z'-.ai(ay-i3a:)]*) 


-2^^.«(l-'Wj;j.,^^1.^^^2Är. 


III. 
Die  Einwirkung  sweier  roürender  Kugelflftohen  auf  einander. 

Sin<i  K  und  AT  die  beiden  rotirenden  Kugelflächen  mit  den  Radien 
«0  und  Aq,  ferner  M  und  3f  die  Gesammtbelegungen  von  K  und  K  mit 
den  Flächendichtigkeiten  x  und  k^  und  endlich  a,  j3,  y  und  a,  6,  c  die 
Richtungscosinus  ihrer  bezüglichen  Rotationsaxen  mit  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten n  und  Wj  so  lassen  sich  nach  den  Resultaten  des  II.  Abschnittes 

die  Potentiale  üi  nnd  Fm^  welche  die  Kugelfläche  K  auf  ein  Element 
^(^tf»*)  d^  Kngelfliehe  K  ansttbt,  folgendermassen  darstellen. 
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'^v%^^^^ 


«0 


a)  Wenn  K  innerhalb  K: 


Otfo 


b)  wenn  AT  ansserhalb  K: 


K  _  m  M 

/»-  - ^^ t3[Ä*- «0*] Ä'"  +  «o'([^'- »(^* -  yy)]*  +  [y- «(y ^ - «*)]» 

+  K-«.(«y-^*)]»)t. 

Führt  man  ausser  dem  Co  ordinalen  System  {oc^y^t)^  dessen  Ursprung 
im  Centrum  C  von  K  liegt,  noch  ein  zweites,  dem  ersteren  paralleles 
Coordinatensjstem  ($,f7,i[)  ein,  dessen  Anfangspunkt  in  das  Centrum 
von  K  fHllt,  und  lässt  die  positiven  x-  und  |-Azen  mit  der  Richtung 
der  Centralen  E  der  beiden  Kngelflächen  coincidiren,  so  ergeben  sich  die 
Substitutionen 

V  =  l'+i?*+t*,      R'^x'+y'  +  z*  =  £'  +  iE^  +  a,\ 
durch  welche  die  Formeln  1)  übergehen  in 

^m  —  I 

l)a)  /^=^^^t[co(pt-y,y)-«,(H-ci,)]«+[a>(y[^+{]-a{:) 

-«'(c|-«f)F+[a)(«i2-i3[f+g])-«^(ai,-6|)P}, 


6ao 


+  [a>(y[Ä^+SJ-«t)-«'(c|-«{;)p 

+  [«(ai?-^[Ä+a)-;K«i?-6§)P)  . 

Die  Potentiale  der  wirkenden  Kugelfläche  K  auf  die  Kugelfläcbe  A^  werden 
durch  Summirung  der  gefundenen  Ausdrücke  über  alle  Elemente  171(^5) 
der  Kugelfläche  I^  erhalten.     Man  findet 

fi)  wenn  I^  innerhalb  K, 
indem  man  zuvörderst  nach  den  Integrationsvariablen  ||  171  {;  ordnet: 

**/J     +[,,(aY-wc)  —  t(mß  —  mß)y 


Of=~    I    Ikds, 
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A- 


80  wird 

Bezeichnet  c  den  WinHel  der  beiden  Rotatiooiax 
k(*l  der  Drehungsaze  von  K  gegen  die  Centrale  E 

aa-\' ßb'\'yc=:^coSi  nnd  a^=eo9 

lind  daher  schliesslich  aach 

3)  /'k  =  -^   -{--"«*+ «'"^-Swwco^fJ  +  c 

ba^     \    6 

worin  Esind'  den  Abstand  des  Kagelcentrams  (1^) 
(K)  reprftsentirt. 

Man  erkennt,  dass  das  Potential  einer  rotilrenii 
eine   io    ihrem   Innern  Hohlräume  befindliche 
^  ausser  von  den  elektrischen  Belegungen  M  und 
Entfernung  E  und   den  Winkelgeschwindigkeiten 
flftchen,    auch   noch   von    dem  Winkel  abhängig  is^ 
Rotatiousaxen  einschliessen,  sowie  von  dem  Winkel, 
axc  der  wirkenden  Kugelfläche  K  mit  der  Central 

Bewegen   sich   die  Kugelflächen    derart,   dasB 

Kotationsaxen  erhalten  bleiben,   so  lässt  sich  jede 
in  der  Richtung  der  Centrale  E  mit  Hilfe  der  in  I 

fcrentiationen  der  Potentiale  27a-  und  P/i  ermittel 

K  ___  d(ü^+Pf)      d  dPf 
'^^'^  dE        '^di  dE' 

d.  i. 

4)  5R  K  =- .,        w«  E  sin*  ^ : 

Die  Wirkung  St^-,  welche  eine  rotirc 
auf  eine  im  Innern  rotirendc  andere  Ku 
ist  eine  anziehende  (vcrgl.  S.  171),  und  7 
dircct  proportional  den  Massen  M,  ;X/,  der 
(Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  de 
und    dem  Quadrate  des  Sinus  des  Winke 
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Ui*i<)B8aze  derselben  Flftcbe  mit  der  Richtung  E  bildet,  bin- 
gegen  indirect  proportional  dem  Radius  dieser  Kugelfläcbe« 

DifiTerentiirt  man  die  Potentiale  1/k  und  Pk  in  gleicher  Weise  nacb 
dem  Drebnngswinkel  9,  sowie  nacb  tp   und  i^  so  erhält  man  —  in  Ana- 

TT 

bgie  in  dem  Newton* sehen  Potentiale*  —  das  Drebungsmoment  Dk 
durch  die  Formel 

/^U  — y.  --  — __ 

d.L,  weil  fp^sfVy 

worin  n  und  ro    die  Winkelbescbleunigungen  von  K,  resp.  k  bedeuten. 

Das  Drehungsmoment  D^  welches  eine  rotirende  Kugel- 
fliebe K  auf  eine  in  ihrem  Innern  rotirende  Kugelfläcbe  K 
tQiflbt,  ist  proportional  der  Differenz  aus  dem  Producte  der 
Winkelbescbleunigung  von  K  und  des  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  Rotationsazen  einscbliessen,  und  aus  der  Win- 
kelbescbleunigung von  K  selbst. 

Sind  die  Drebungsazen  einander  parallel ,  so  ist  das  wirkende  Dreh- 
ttogimoment  der  Differenz  der  Winkelbeschleunigungen  proportional.  — 
Sind  die  Azen  normal  zu  einander,  so  ist  das  Drebungsmoment  der  Win- 
Uheechleunigung  der  indicirten  Kugelfläcbe  proportional. 

h)  Wenn  K  ausserhalb  K: 

Ordnet  man  2)  nacb  den  Coordinaten  §',  171  ^  eines  Elementes  m{ds) 
der  Kugelfläcbe  AT,  so  erhält  man  für  die  Potentiale  der  Kugelfläcbe  K 
Mfdie  Kugelfläcbe  K  die  Ausdrücke 


-//i^ 


«0* 


+  [f(a>a  — wa)  —  J][c»y  — wc)  —  (oy^p)?Ä  ds. 


*  Bei  Zugrundelegung  des  New  tonischen  Potentials  erhält  man  bekanntlich 
das  Drehungsmoment  eines  Körpers  durch  Differentiation  des  Potentials  nach 
dem  Drehungtwinkel  9,  d.  h.  in  ähnlicher  Weise,  wie  man  die  Kraft  durch 
Diffezentiation  nach  einer  beliebigen  Richtung  x  findet:  dies  wird  hier  auch  fiir  das 
Weber* sehe  Potential  als  giltig  angenommen;  dabei  sind  an  die  Stelle  der  ein- 
fiicben  Differentiation  nach  9  die  angedeuteten  Differentiationen  nach  qp,  tp  und  t 
so  aetnn  [wergl.  die  Formeln  11)  S.  175J. 
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Die  jetzt  über  die  Kugelfläche  K  auszudehnende  Integration  wird 
durch  die  Bemerkung  wesentlich  erleichtert,  dass  in  dem  vorliegenden 
Falle  die  von  den  Kugelfläcben  K  und  K  aufeinander  ausgeübten  Poten* 
tiale  durch  vollkommen  symmetrische  Ausdrücke  dargestellt  sein  müssen, 
dass  also  z.  6.  in  dem  zu  findenden  Resultate  neben  Oq',  dem  Quadrate 
des  Radius  von  K,  auch  nur  noch  a^^  das  Quadrat  des  Radius  von  Ky 
auftreten  kann.  Man  sichert  daher  der  Lösung  volle  Genauigkeit,  wenn 
man  in  den  für  /{~'  und  Br^  sich  ergebenden  Reihen  diejenigen  Glieder  ver- 
nachlässigt, welche  höhere  Potenzen  von  a^  als  a^  in  das  Resultat  einführen 
würden.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Werthe  |=aQCo$'9',  t/ =  (i^  $t>i  0  co5 <p 
die  erste  Potenz  und  das  Flächenelement  ds^=  a^  sin^  d^  dfp  bereits  das 
Quadrat  von  a^  involviren. 

In  solcher  Weise  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  gedachten  Entwicke- 
lungen 

Ä-&  =  £-»  -1(2  El  +  a*)  E-i  +  M  (2  £1  +  a^^fß-^  -... 
die  gesncbten  Werthe 


•l*rf,= 

E* 

3*5' 

Rf,'"^"- 

Ma„i 
3£*' 

Die  directe  Berechnung  (ohne  Benutzung  der  angegebenen  Reihen) 
ist  bei  weitem  umständlicher.  Um  beispielsweise  /  /  -^kds  zu  ermit- 
teln., hat  man  folgendermassen  su  verfahren:  Man  stellt  if^  ds^  R^  als 
Fnnetionen  der  Kogelcoordinaten  9  und  ^  dar,  so  dass 
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2» 


0    0 


0 
QDd  führt  durch  die  Substitutionen 


sin^d^  = und  5m»0  =  ^ .—rrk jt 

wiederum  R  als  Variable  ein,  wodurch  man 


f  —  _      _ 


erhSit;  da  nun  /{  die  Grenzen  £+"0  '*'><^  £'"0  besitzt,  nnd 

2«„ 


so  ergicbt  sich  schliesslich  durch  leichte  Rechnung 


// 


jUlcds--"-^     d    i    -?^—     w   o 


Führt  man  die  gefundenen  Integralwerthe  in  die  Ausdrücke  für  die 

Potentiale  Ük  und  Pk  ein,  so  lassen  sich  dieselben  nach  gehöriger  Um- 
formung darstellen,  wie  folgt: 


+  W*  ( 1  —  3  rv>5^^j)  —  2  0)  w  (ro.^f  f  —  3  ros  d"  cos  ^j )](  ; 

Hierin  bedeuten  O  und  ^j  die  Winkel  der  Rotationsazen  von  K,  resp.  A' 
gegen  die  Centrale  E  und  c  den  Winkel  der  Drehuugsaxen  selbst  (Fig.  7). 
Man  erkennt,  dass  auch  das  Potential  einer  rotirenden  Kugelfläche  K 
auf  eine  ausserhalb  derselben  rotirende  Kugelfläche  A',  ausser  von  den 
Massen  üf,  M,  der  gegenseitigen  Entfernung  E  und  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten fio  und  n\  noch  von  den  Winkeln  abhängig  ist,  welche  die  Rota* 
tiousaxen  mit  der  Centrale  einschliessen ,  und  von  dem  Winkel,  welchen 
diese  Axen  mit  einander  bilden. 

Die  Kraft  SKj^f  welche  die  Kugelfläche  K  auf  die  KugelflKch^  AT  in 
der  Richtung  der  Centrale  E  ausübt,  erhält  man,  analog  wie  im  Falle  m)^ 
in  dem  Ausdrucke 
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+  w*(l  —  3  cos^^j)  —  2mtv{cos  b  -- 3  cos ^  cos ^M  : 

Die  Wirkung  SIe,  welche  zwei  sich  ansschliessende  roti- 
rendc  Kngelflächen  in  der  Richtung  der  Centrale  auf  ein- 
ander ausüben,  ist  eine  „anziehende**,  und  zwar  ist  ein 
Theil  dieser  Kraft  direct  proportional  den  elektrischen  Be- 
legungen JUf  M  und  indirect  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  beider  Kugelflächen;  dabei  ist  die  Kraft  „elek- 
trodynamischen Ursprungs**  noch  von  den  Radien,  den  Win- 
kelgeschwindigkeiten und  Ton  den  Winkeln  abhängig,  welche 
die  Rotationsaxen  gegen  die  Centrale  einerseits  und  diese 
Axen  andererseits  mit  einander  bilden. 

Endlich  ergiebt  sich  wie  in  a)  das  Drehungsmoment,  mit  welchem 
K  auf  Ä^  einwirkt,  in  dem  Ausdrucke 

8)  —  ca\cos  s  —  3  COS&  ros^j)]> , 

worin  (o  und  tv  die  Winkelbeschleunigungen  der  Kugelflächen  K  und  A' 
bezeichnen : 

Das  Drehungsmoment  />,  welches  eine  Kugelfläche  K  auf 
eine  andere  rotirende  Kugelfläche  K  ausübt,  ist  direct  pro- 
portional den  Massen  A/,  M  und  dem  Quadrate  des  Radius 
der  indicirten  Kugelfläche  K^  ausserdem  aber  abhängig  von 
der  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Kugelfläche,  den  Win* 
kelbeschleunigungen  und  der  gegenseitigen  Entfernung  bei- 
der, sowie  von  den  Winkeln,  welche  die  Rotationsaxen  mit 
der  Centrale  und  mit  einander  einschliessen. 

Sind  die  Rotationsaxen  parallel  gerichtet,  so  erhält  man 

Pk  =  ^^  !««>'  +  ^o'^')  «>''^  -  ^  (1-3  cos^O)  (o) - wA  , 

Sind  die  Rotationsaxen  parallel  zu  einander  und  normal  zur  Centrale 
der  Kngelflächen,  so  findet  man 


K_     A/M     A^M^ 
^^'^'"       ^         6 


3E 


{«'+3^(-'-«'')j. 
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.    Die  Polkreispaare  einer  Cycloide. 
(Hierzu  Taf.  IV  Fig.  10  - 12.) 

Nachdem  Herr  Prof.  Dar  ige  im  IX.  Bande  dieser  Zeitschrift  nach- 
gewiesen hat,  dass  die  sternförmigen  cjclischen  Cnrven  —  d.  h.  diejeni- 
pn  Cycloiden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  festen  Grundkreises 
gehen  —  mit  den  gemeinen,  Spitzen  bildenden  cjclischen  Curven  die 
merkwürdige  Eigenschaft  einer  doppelten  Erzeugungsweise  gemein  haben, 
dQr(U  die  Bemerkung  von  Interesse  sein,  dass  nicht  bloss  die  genannten, 
londera  alle  Cycloiden,  ohne  Ausnahme,  jene  Eigenschaft  haben. 
Et  IXsat  sich  nämlich  der  folgende  Satz  beweisen: 

Jede  cyclische  Curve  kann  auf  zweierlei  Weise, 
d.  h.  durch  das  Bollen  zweier  verschiedenen  Kreis- 
paare erzeugt  werden. 

Sind  R  und  Bi  die  Radien  der  beiden  festen  und  concentri- 
sehen  Kreise,  r  und  r^  die  der  rollenden  Kreise,  b  und  />,  die 
Entfernungen  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes  von  den  resp« 
Mittelpunkten  der  rollenden  Kreise,  endlich  (p  und  tp^  die  Winkel, 
welche  die  Centrallinien  beider  Kreispaare  mit  einer  gemeinschaft- 
lichen bestimmten  Anfangslage  einschliessen ,  so  gelten  die  Be- 
ziehungen 

Eins  der  beiden  fraglichen  Kreispaare,  die  ich  mit  Rücksicht  auf  die 
uneoiatiflche  Geometrie  Polkreispaare  nennen  will,  darf  beim  Beweis  dos 
^*^  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  dass  die  Existenz  des  zwei- 
^  Polkreispaares  zu  beweisen  bleibt. 

Die  Anfangslage  der  Centrallinie  sei  die ,  bei  welcher  der  die  Curve 
'^^'ckeibende  Punkt  auf  der  Centrallinie  liegt  und  zwar  nicht  durch  den 
^ittdpunkt  des  beweglichen  Kreises  von  dem  Berührungspunkte  beider 
K^  getrennt«  Die  positive  Richtung  in  Bezug  auf  jeden  der  Kreise 
*^  die  Richtung  von  dem  Mittelpunkte  desselben  zu  dem  Berührungs- 
Plakte  beider  Kreise,  und  der  positive  Drehungssinn  sei  dem  eines  Uhr- 
^^^pn  entgegengesetzt. 
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1.  KlnematiBcher  BeTfeis« 

Der  Mittelpunkt  des  gegebenen  festen  Kreises  Ä'sei  M  (Fig.  10  —  12), 
nnd  A  sei  der  Funkt,  in  dem  derselbe  den  rollenden  Kreis  k  berührt. 
0  sei  der  Mittelpunkt  des  letzteren  und  P  der  die  Cycloide  erzeugende 
Punkt.     Dann  ist 

MÄ  =  Ä,  ÜA  =  r,   MÖ  =  MA  +  AÖ  =  MA-ÖA  =  Ä-r,   ÖP  =  ^. 

Ist  die  Berührung  beider  Kreise  äusserlich,  so  ist  sowohl  r  als  auch  b 
negativ  zu  nehmen. 

Ich  will  annehmen,   der  bewegliche  Kreis  sei  so  weit  auf  der  Peri 
pherie  des  festen  Grundkreises  gerollt,  dass  er  denselben  nunmehr  in  B 
berührt;   er  nimmt  dann  die  Lage  k'  ein,    indem  sein  Mittelpunkt  nach 

0'  und  der  Radius  OPA  nach  O'P'A'  gelangt  ist.     Da  der  Kreis  k  auf 

K  rollt,  ohne  zu  gleiten,  sind  die  Bogen  Ao  und  AB  einander  gleich. 
Die  zugehörigen  Centriwinkcl  beider  Kreise  seien  tp  und  tf;,  nämlich 

Z.AMB  =  g>  und  Z.A'0'B  =  Z.AO(B)  =  t;;; 

dann  ist  r,^=i  R.tp, 

Die  beiden  Kreise  K  und  k  sind   unter  diesen  Umständen  als  das 

Polbahnen  paar  des  starren  Systems  O'P'  anzusehen,  von  dem  ein  Punkt 
0'  einen  Kreis   mit  dem  Mittelpunkte  M   und  ein  zweiter  Punkt  P'  die 

cyclische  Curve  beschreibt.  Durch  die  Bewegung  der  Geraden  O'P  ist 
das  Rollen    der  Kreise  völlig  bestimmt,   und  umgekehrt.     Ich  ziehe  nun 

durch  P'  eine  Parallele  zu  MO'  und  durch  M  eine  Parallele  zu  O'P'; 
beide  schneiden  einander  in  Q'.  Es  ist  klar,  dass  Q'  bei  der  angegebe- 
nen Bewegung  der  Geraden  O'P  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M 
beschreibt.     Q'P'  bleibt  constant  und   zwar  =M0',   und   während  O'P' 

die  vorgeschriebene  Bewegung  macht,  bewegt  sich  Q'P'  so,  dass  Q'  — 
wie  0'  —  einen  Kreis  um  M  als  Mittelpunkt  und  P'  die  cyclische  Curve 
beschreibt.     Der  Momentandrehpol   der  Bewegung  dieses  neuen  Systems 

QT'  ist  E,  der  Schnittpunkt  von  BF  und  MQ';  denn  BF  ist  die  Nor- 
male der  cyclischen  Curve  in  P'»  und  MQ'  ist  in  Q'  senkrecht  auf  den 
von  Q'  beschriebenen  Kreis. 

Da  nun  ME  constant  ist,  nämlich 


MB     ,^r^       R 


ME  =  ^^-.0'F=^/s 

OB  r 

so  ist  die  feste  Polbahn  dieser  Bewegung  ein  Kreis  DE  oder  h\  mit  dorn 
Mittelpunkte  M  und  dem  Radius  —  ./>;  und  da  ferner  Q'  einen  zu  die- 
sem concentrischen  Kreis  mit  dem  Radius  MQ'=6  beschreibt,  mit  anderen 
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VMMWWWWWW\»>^^V^'^>^^i^«Wi^%^< 


Worten:  da  die   aufeinander  folgenden   Moment ancentra   der  Bewegung 
liiDDtlich  die  Entfernung 

r  r 

TOI  Q' haben,   bo  ist   die  bewegliche  Polbahn    des   neuen  Systems   ein 

Kreli  uE  oder   k^  mit   dem  Mittelpunkte  Q'  und  dem  Radius  .b. 


DeDDtch  kann  die  Bewegung  von  Q'P  durch  das  Rollen  des  Kreises  k^ 
uf  dem  Kreise  K^  hervorgerufen   werden,   und   bei   diesem  Rollen   be- 
Kkreibt  P*  in   der  That  dieselbe  Cycloide    wie   bei   dem   Rollen   von   fg 
uf  if.    Damit   ist   der  Satz  bewiesen ;    denn  die  oben  angegebenen  Re- 
htiooen  ergeben  sich  jetzt  leicht.     Es  ist 

»4=Ä— r,     R^=:  —  o^     rj  = .0   oder  7?^  — rj=l jb  =  b 

ud 

Als  gegenüberliegende  Winkel  im  Parallelogramm  (rcsp.  deren  Neben- 
winkel) sind  Z-BO'P  und  Z-EQ'P  einander  gleich,  aber  von  entgegen- 
Kttetitem  Sinne,  d.  h. 

wennLEQ^P  mit  Jp^  bezeichnet  wird. 

Ans  der  Gleichheit  der  Bogen  DE  (mit  dem  Centriwiiikel  DME^gp,) 
wd  Öls  (mit  dem  Centriwinkel  D'Q'E  =  t;;i)  folgt 

>uIog  der  Gleichung  Rtp^^rtp,  Somit  ergiebt  sich  folgende  für  den 
BiaB  der  Bewegungen  und  deren  Verhältniss  massgebende  Gleichung: 

R  Ri 

r  ^1 

Der  soeben  bewiesene  Satz  giebt  Veranlassung  zu  einer  kinematischen 
l^nition  der  cyclischen  Curven ,  die  sich  etwa  folgen dermassen  aus- 
ipreehen  Iftsst: 

J  Rotiren  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  ebene  Systeme 
Bit  gleicher  Geschwindigkeit  um  zwei  Punkte,  welche  sich 
^ttfiwei  concentrischen  Kreisen  bewegen,  so  haben  die  bei- 
den Systeme  —  gleichförmige  Bewegung  vorausgesetzt  — 
*t0ti  einen  Punkt  miteinander  gemein,  dessen  Rollcurve 
^ineeycliache  Cnrve  genannt  wird. 

2.  Analytischer  Beweis« 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen  cyclischen  Curve  sind  unter  den- 
*AeD  Yoraiiiseisangen  wie  oben,  wenn  die  Anfangslage  der  Central- 
iiia  rar  dP  -Aze  gewählt  wird ,  folgende : 
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»•i 


1 )  x  =  (Ä  —  r)  ro5  9  +  6  cos 9,     y  =  {R  —  r)  sin  (p  —  b  sin <p. 

Daraus  folgt  durch  Quadrireu  und  Addiren 

ir«+y2  =  (Ä-r)2  +  6«  +  26(Ä-r)cos -  g>, 

r 

Diese  Oleichung  ist  identisch  mit  der  folgenden: 

a^  +  y*  =  (Äi-r,)«  +  V  +  2^(Äi-rj)co5^lg,„ 

wenn  gesetzt  wird 

1.    (Äi-rJ«  +  6,«  =  (Ä-r)«  +  6«, 

Ergeben  die  Gleichungen  2)  ein  Werthsystera  R^y  fj,  fe,,  "gp^,  welches  von 
Rj  r^  bj  (p  verschieden  ist  und  den  Gleichungen  1)  genügt,  so  bestimmt 
dasselbe  offenbar  ein  neues  Polkreispaar  der  durch  1)  dargestellten  Cy- 
cloide. 

Aus   den   ersten    beiden  Gleichungen  2)  folgt  durch  Eliminiren  von 

^1  ~  ''i  {R-  r)«  (6^«  -  6«)  =  Ä^«  (61«  -  6«) , 

also  entweder     6j*=6^        und        (^i  — ^1)*  =  (Ä  — r)* 
oder  6j2  ^  (/?  -  r)«  und  (Ä^  -  r^)«  =  b\ 

Die  einzige  Lösung  dieser  Gleichungen,  welche  die  Gleichungen  1)  und 
die  dritte  Gleichung  2)  befriedigen,  ist 

6j  =  jR  — r  und  R^  —  r^^zb. 
Setzt  man  nämlich  diese  Werthe  in  1)  ein,  indem  zugleich  (p  = -<p^ 

R-r 
und  also  9>  =  "-9^i   gesetzt  wird,   so   gehen  die  Gleichungen  1)  in 

Gleichungen  von  derselben  Form  über,  nftmlich  in 


la) 


Da  nun  aus 


die  Relation 


R  — r 
X  =  (Äj  —  r,)  cos  (f^  +  b^  cos  -  ' 9, , 

Ä  — r 
y  =  (Äj  —  rj  5i>i  q>i  —  ft^  sin  -^ ^  qo, . 


'•i 


7>  = ~-^<Pi   und   qPi  = 


^1  '• 
^ oder  ^  +  -^  =  1 


r 


1 


Ä-r  •    Ä    '  Äj 


folgt,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Die  Gleichungen   einer  cjclischen  Curve  verwandeln  sich  mit  Hilfe 
der  gefundenen  Beziehungen  in  die  folgenden: 

««  (Ä— r)  €08^  +  (^t  —  rj  cosfp^ ,    ^=:{R^r)  $inq>  +  (Ä^  — r^)  fm^j 
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o; BS  6j  cos ^  +  6  cosfpi ,     y  =^b^  sin (p  +  b  sin tp^ , 

Aiuser  /?— r  oder  b^  und  Ri-^r^  oder  b  mnss  allerdings  zur  vollstän- 
digen Bestimmung  der  Cycloide  das  Verhältniss  der  beiden  Winkel  tp 
md  fPi  bekannt  sein. 

Iftftcs:/?  — r,  80  sind  die  cycliscben  Curven  sternförmige  Curven. 
Die  Bedingungen,  denen  die  beiden  Polkreispaare  einer  solchen  stern- 
ftnnigen  Cycloide  unterworfen  sind,  lauten: 

Iit  6s=r,|So  sind  die  cycliscben  Ourven  spitze  Curven,  deren  beide 
Polkreispaare  einen  gemeinschaftlichen  festen  Polkreis  haben.  Die  zwi- 
Kben  ihnen  bestehenden  Relationen  lauten : 

Äj  =  Ä  =  r  +  r.  und  -=-^.** 

Auf  den  Umstand,  dass  nach  dem  Vorstehenden  jede  cyclische  Curve 
ivei Polkreispaare  besitzt,  muss  sich,  wie  ich  glaube,  eine  naturgemässo 
tnd  zngleich  praktische 

Clasfldifioimng  der  eyolischen  Curven 
piloden.  • 

Man  theilt  jetzt  vielfach  mit  Weissenborn***  die  cycliscben  Cur- 
^  in  Hypocycloiden ,  Epicycloiden  und  Pericycloiden  ein,  je  nachdem 
icr  feste  Grundkreis  von  dem  rollenden  Kreise  innerlich  berührt  wird, 
<^er  beide  Kreise  einander  äusserlich  berühren ,  oder  der  rollende  Kreis 
▼on  dem  festen  innerlich  berührt  wird. 

Diese  Eintheilung  gründet  sich  ganz  auf  die  zufällige  Kenntniss  des 
^m  der  beiden  Polkreispaare  einer  Cycloide  und  führt  deshalb,  wie 
^  leieht  ergiebt,  zu  inneren  Widersprüchen. 

Im  Falle  der  Hypocycloiden  ist  nach  der  genannten  Eintheilung  r 
poiiti?  and  r<jR,  für  die  Epicycloiden  ist  r  negativ,  und  fttr  die  Peri- 
Vdoiden  ist  r  positiv  und  r>R, 

bt   r  positiv  und   kleiner   als   /{,    so  ist,    wie  aus   der  Gleichung 

''     r 

J+jj:*  =  l  ohne  Weiteres  hervorgeht,  r^  positiv  und  kleiner  als  Ä.     Ist 

''  i^Qgitiv,  80  ist  Tj  positiv  und  grösser  als  jR,  und  ist  schliesslich  r  posi- 
tiT  ond  grösser  als  /?,  so  ist  r^  negativ. 

la  Worten  heisst  das  nichts  Anderes,  als  dass  eine  Curve,  welche 
^  Besag  auf  das  eine  ihrer  Polkreispaare  als  Hypocycloide  erscheint« 
*4eh  besfiglich  des   zweiten  Polkreispaares   eine  Hypocycloide  ist,   dass 


•  Vergl.  Durdge,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.»  Bd.  IX  S.  011. 
••  VergL  Euler,  Acta  ac.  scient.  imp.  Fetrop.,  Jahrg.  1781  S.  48. 
***  Wtissenborn,  Die  cyclischen  Curven.    Eisenach. 
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dagegen  eine  Cycloide,  die  rttcksichtlich  des  einen  Polkreispaares  nach 
obiger  Eintheilung  Epicjcloide  genannt  werden  mnss,  zu  gleicher  Zeit 
in  Bezug  auf  das  zweite,  bei  der  Classificirung  der  Cycloiden  jedenfalls 
gleichberechtigte  Polkreispaar  als  Pericjcloide  zu  betrachten  wäre,  und 
umgekehrt.  Der  Unterschied  zwischen  Epicjcloiden  und  Pericjcloiden 
erscheint  somit  als  illusorisch,  und  ich  schlage  vor,  für  diese  Curven  die 
ältere  Bezeichnung  Epicycloiden  beizubehalten,  so  dass  nur  Hjpocyc- 
loiden  und  Epicjcloiden  unterschieden  werden,  je  nachdem  die  festen 
Grnndkreise  von  den  rollenden  Kreisen  innerlich  oder  äusserlich  berührt 
werden. 

Jeder  Punkt,  welcher  nicht  auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises 
liegt,  beschreibt  eine  sogenannte  allgemeine,  nicht  spitze,  cjclische 
Gurre.  Diese  allgemeinen  Cycloiden  pflegt  man  durchweg  in  zwei  Gruppen 
einzutheilen ,  indem  mau  unterscheidet,  ob  der  die  Curve  beschreibende 
Punkt  ausserhalb  (6>r)  oder  innerhalb  (6<r)  des  rollenden  Kreises  liegt. 
Beide  Gruppen  sind  mitunter  direct  entgegengesetzt  bezeichnet  worden, 
und  dies  erklärt  sich  wieder  leicht  aus  der  oben  bewiesenen  Existenz 
zweier  Polkreispaare  einer  Cycloide,  wie  folgt. 

Durch  die  Relationen  Äj  — r,  =  6  und  Ä— r  =  ftj  geht  die  Gleichung 
1  +  5^=1  über  ia 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  ^i>'*i.  ^i  =  ''i  oder  ^i<r,  ist,  wenn 
resp.  ^<r,  fe  =  r  oder  6>r  ist.  Jede  cyclische  Curve,  deren  erzeugen- 
der Punkt  nach  dem  Vorstehenden  stets  innerhalb  des  einen  und  ausser- 
halb des  andern  der  beiden  rollenden  Kreise  liegt,  ist  demnach  den  beiden 
Gruppen  allgemeiner  Cycloiden  beizuzählen;  die  genannte  Eintheilung 
kann  also  unmöglich  beibehalten  werden. 

Kommt  man  dagegen  Überein,  bei  der  Classificirung  der  cyclischen 
Curven   stets   dasjenige   der   beiden   Polkreispaare   zu  Grunde   zu   legen, 

r 
dessen  Radien verhi^tniss  -^  das  kleinere  von  beiden  ist,  so  gelangt  man 

zu  einer  wirklich  natürlichen  Eintheilung  der  allgemeinen  Cycloiden. 
Alle  Curven,  deren  erzeugender  Punkt  ausserhalb  des  so  definirten  rol- 
lenden Kreises  liegt,  sind  von  den  anderen,  deren  erzeugender  Punkt 
innerhalb  desselben  liegt,  ganz  charakteristisch  verschieden.  Jene  bilden 
bei  jeder  Umdrehung  der  rollenden  Kreise  eine  Schleife  oder  Schlinge, 
diese  dagegen  haben  mehr  oder  weniger  die  Gestalt  einer  zwischen  zwei 
concentriscben  Kreisen  verlaufenden  Wellenlinie.  Geeignete  Bezeich- 
mmgen  für  diese  beiden  Arten  allgemeiner  cyclischer  Curven  scheinen 
odr  die  Mameo  ««YerBchlangen''  und  „gedehnt"  zu  sein,  welche 
^iüAar  hier  und  da,  allerdingB  nicht  genau  für  dieselben  ClaMen 
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von  Cjcloiden  angewendet  wurden;  sie  erinnern  zugleich  au  jene  wich- 
Vigen  geometrischen  Eigenschaften. 

Abgesehen  von  einigen  Grenzfällen,  zerfallen  nach  dieser  Einthei- 
luig  die  cyclischen  Curven  in  folgende  sechs  Classen : 

I.  Hypooyclische  Curven. 

(ä^^'    ä,^^'    Ä^V' 

1.  Verichlungene  Hypocycloiden  (b7>r^  ^i<''i)« 
1  Spitze  Hypocycloiden  (A  =  r,  Aj  =  rj). 

3.  Gedehnte  Hypocycloiden  (J><.r^  ^i>''i)« 

il.  Epicyclische  Curven. 

4.  Verichlungene  Epicycloiden  (Ä>r,  Äj<;r,). 

5.  Spitze  Epicycloiden  (Ä  =  r,  6j==rj), 

6.  Gedehnte  Epicycloiden  (A<r,  ^i>rj). 

Die  erwähnten  Grenz  fälle  sind  folgende: 

A.  GreDzfälle  der  verschlungenen  und  gedehnten  cyclischen  Curven. 
ff)  Im  Falle  der  hypocyclischen  Curven. 

Die  rollenden  Kreise  sind  halh  so  gross,  als  die  festen  Grundkreise, 

vnd  die  cyclischen  Curven  sind  in  diesem  Falle  hekanutlich  Ellipsen,  die 

nur  för  6=  r  =  6j  =  rj  in  gerade  Linien  degeneriren.     Die  Ualhaxen  der 

BKpieii  sind 

rj  +  ^j  =  r  +  6   und  Tj  — ft,  =  6  — r. 

ß)  Im  Falle  der  epicyclischen  Curven. 

r^  Tj Ä  =  Ä,    r  =  — 00,    b  =  —  oo  — «  =  — oo; 

R         ^'   ÄJ"""^^'       Äj=Ä,  rj  =  +  a),  6,  =  +  oo  +  a  =  +  a). 

Die  festen  Grundkreise  sind  einander  gleich  und  concentrisch,  d.  h. 
*^  ftllen  losammen.  Die  rollenden  Kreise  sind  heide  unendlich  gross, 
^*k*  es  sind  gerade  Linien,  welche  ebenfalls  zusammenfallen.  In  Wirk- 
'^^Ueit  existirt  also  nur  ein  Polkreispaar.  Die  cyclischen  Curven  sind 
^^fiehlnngene,  gewöhnliche  oder  gedehnte  Kreisevolventen,  je  nachdem 
die  lie  beschreibenden  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen 
^  der  Klein 9  oder  auf  der  Geraden,  oder  auf  der  dem  Kreise  gegen- 
^''^riiegenden  Seite  der  Geraden. 
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B.  (irenzfälle  der  hypocyclischeo  and  epicydisehen  Ciirven. 

R     "'   R,       ' 
Es  sind  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

a)   Der  Radius  R  sei  endlich;  dann  muss  r  =  0  sein. 
Ä=Ä,     r  =  0,  6  =  6; 

Äj  =  cx>,    r,  =  oo  —  6  =  00,    6j  =  Ä. 

Wenn  der  eine  bewegliche  Kreis  unendlich  klein  ist,  so  kann  offen- 
bar von  einem  Rollen  desselben  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Dagegen 
wird  ein  Punkt,  welcher  mit  ihm  fest  verbunden  ist,  um  ihn  als  Mittel- 
pnnkt  einen  Kreis  beschreiben,  welcher  als  cyclische  Curve  dieses  Punktes 
zu  betrachten  ist.  Das  zweite  Polkreispaar,  durch  dessen  Bewegung 
dieser  Kreis  ebenfalls  entsteht,  wird  von  zwei  unendlich  grossen  Kreisen 
gebildet,  deren  Mittelpunkte  im  Endlichen  liegen.  Jene  kreisförmige 
cyclische  Curve  entsteht  also  auch,  wenn  —  man  gestatte  mir  diese  Aus- 
drucksweise —  ein  Kreis  mit  dem  Radius  oo— 6  auf  der  Innenseite  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  oo  rollt;  vorausgesetzt,  dass  die  Mittelpunkte 
beider  Kreise  im  Endlichen  liegen.  Kinematisch  erklärt  sich  die  Erzeu- 
gung jener  kreisförmigen  Cycloidc,  wie  folgt. 

Wenn  von  zwei  beweglichen  ebenen  Systemen  das  eine  um  einen 
seiner  Punkte  0  rotirt,  während  alle  Punkte  des  zweiten  in  demselben 
Sinne  Kreise  mit  dem  Radius  b  beschreiben,  so  haben  beide  Systeme 
stets  einen  Punkt  mit  einander  gemein,  der  sich  auf  einem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  O  und  dem  Radius  h  bewegt. 

Für  6  =  0  wird 

Die  beiden  Kreise  des  zweiten  Polkreispaares  einer  solchen  punkt- 
förmigen cyclischen  Curve  —  denn  die  cyclische  Curve  des  Punktes 
(6  =  0)  ist  der  Punkt  selbst  —  sind  demnach  zwei  gleich  grosso  concen- 
trische  Kreise  von  unbestimmtem  Radius. 

ß)  Der  Radius  R  sei  unendlich. 

Ä  =  00,    r  =  r^    b  =  h, 

Soll  nicht  die  ganze  Curve  im  Unendlichen  liegen,  so  muss  der 
Mittelpunkt  des  festen  Kreises  und  der  Cycloide  im  Unendlichen  liegend 
angenommen  werden.  Der  feste  Grundkreis  ist  dann  eine  Gerade  und 
die  cyclische  Curve  ist  eine  gemeine  Cycloide;  sie  ist  verschlungen,  spitz 
oder  gedehnt,  je  nachdem  6>r,  6  =  r  oder  6<r  ist. 

FtLr  6sr   fällt  die  Gerade,   welche   den  zweiten  unendlich  grossen 

Qrnndkreifl  repräsentirt,   mit  der  gegebenen   zusammen,   und  der  zweite 

bevegliehe  Polkreis  ist  eine  zu   dieser   parallele  Gerade,   welche  durch 

'm  exMiigendeii  Punkt  geht.    Die  Bewegung  derselben  geht  so  vor  sich| 
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«  %-  «*w  -'»^^.  *--.^*^  r   -^^-' 


ali  ob  rie  in  einem  ihrer  Punkte  mit  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
gegebeDen  rollenden  Kreises  fest  verbunden  wäre.  Dies  zweite  Polkreis- 
paar  der  gemeinen  spitzen  Cycloide  ist  offenbar  nicht  geeignet  zur  mecha- 
niichen  Erzeugung  oder  Construction  derselben.  Ebenso  wenig  oder  noch 
weniger  das  zweite  Polkreispaar  einer  verschlungenen  oder  gedehnten 
geBeinen  Cycloide;  denn  dasselbe  wird  aus  zwei  unendlich  grossen  Krei- 
fen' gebildet,  deren  Mittelpunkte  und  Peripherien  im  Unendlichen  liegen. 
Ift  P  der  die  Cnrve  beschreibende  Punkt ,  so  wird  die  Bewegung  der 
Ebene  des  zweiten  Polkreises  bestimmt  durch  die  Bewegung  einer  durch 
P  gehenden»  mit  ihm  fest  verbundenen  Geraden,  welche  bei  der  Be- 
wegung des  Punktes  P  stets  parallel  bleibt  zu  der  Geraden,  auf  welcher 
der  gegebene  bewegliche  Polkreis  rollt. 

In  Formeln  ist  für  /{  =  qo,  r  =  r  und  6  =  6: 

Äj  ^  —  00  =  00,     Tj  =  —  00  —  o  =  00,    0|  =  00 —  f  =  00. 
T  T 

Wiesbaden.  Alwin  Vietob. 


SIL  üeber  eine  Methode,  die  Intensität  des  horizontalen  Theiles 
dei  Erdmagnetismus  in  absolutem  Maasse  nur  mittelst  Schwingungs- 

beobaohtongen  zu  bestimmen. 

Gauss  hat  in  seiner  Abhandlung  ,jInteti$Uas  m  magneticae  terrcstris 
Qd  mensuram  absolutam  revocaia^''  eine  Methode  zur  absoluten  Messung  der 
horiiontalen  Componente  des  Erdmagnetismus  angegeben  und  befolgt, 
Solche  im  Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  mittelst  Schwingungsbeob- 
Kktongen  die  Grösse  AfT  —  d.  i.  das  Product  aus  dem  magnetischen 
Momente  des  schwingenden  Stabes  in  die  horizontale  Componente  des 
Erdmagnetismus  —  und  durch  Beobachtung  der  Ablenkung,  welche  der- 
Mlbe  Stab  in  einer  bestimmten  Lage  einem  andern  ertheilt,  das  Verhält- 

BUS  7p  m  bestimmen  und   hieraus   durch  Elimination  von  iff  T  in  ab- 

lolotem  Maasse,   d.  h.  nach  Art  irgend  einer  bewegenden  Kraft  vermit- 
telst der  elementaren  Einheiten  der  Masse,  Lftngc  und  Zeit  auszudrücken. 
Gauss   erwähnt  in  dem  Vorwort  zur  genannten  Abhandlung,    dass 

*^  aneh  jener  zweite  Theil,  die  Bestimmung  von  =^  mittelst  Schwing- 

^pbeobachtnngen  ausfahren  lasse;  dass  Poisson  diese  Methode  schon 
^orgeiehlagen  habe  und  dass  nach  derselben  ausgeführte  Beobachtungen 
^  üitgetheilt  worden  seien,  die  jedoch  entweder  ganz  erfolglos  geblie- 
Mi  wiren  oder  nur  eine  sehr  rohe  Annäherung  gegeben  hätten. 

Ans  den  kurzen  Bemerkungen,  welche  Gauss  dieser  zweiten  Methode 
*>dmet  and  in   denen  er  ausdrücklich  von  der  Anwendung  nur  zweier 
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Magoetstäbe  spricht,  geht  hervor  —  wie  ich  später  nachweisen  werde  — , 
dass  dabei  doch  noch  eine  Ablenknngsbeobachtang  hat  angestellt  werden 
müssen,  um  das  Verhaltniss  der  von  der  Torsion  des  Anfhängefadens 
herrührenden  Kraft  zu  der  Kraft  «^.T  zu  finden.  Aber  gerade  die  Ablen- 
kungsbeobachtungen bilden  eine  hauptsächliche  Fehlerquelle,  da  es  sich 
bei  diesen  immer  nur  um  minimale  Grössen  handelt,  so  dass  der  kleinste 
Beobachtungsfehler  schon  eine  merkliche  Störung  des  Resultats  hervor- 
bringen kann,  während  dies  bei  der  Rechnung  mit  der  Schwingungsdaner 
nicht  in  demselben  Maasse  der  Fall  ist.  Dazu  kommt  noch,  dass  wir 
die  Schwingungsdauer  durch  einfache  Fortsetzung  der  Beobachtungen  bis 
zu  einem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  bestimmen  können;  dass  diese 
Beobachtungen  sehr  bequem  auszuführen  sind,  da  man  nur  von  Zeit  zu 
Zeit  Ablesungen  zu  machen  hat,  und  dass  eine  Aenderung  der  Dcclina* 
tion  während  der  Beobachtung,  die  naturgemäss  nur  klein  sein  kann,  das 
Resultat  bei  Weitem  weniger  beeinflusst,  als  bei  einem  Ablenkungsver- 
suche. Wollte  man  daher  darauf  ausgehen,  andere  Methoden  aufzufinden, 
nach  denen  man  jene  Bestimmung  bewerkstelligen  könnte,  so  würde  man 
von  vornherein  nur  von  einer  solchen  einen  praktischen  Nutzen  erwarten 
dürfen,  bei  der  man  jeder  Ablenkungsbeobachtung  überhoben  ist. 

Eine  solche  lässt  sich  nun  in  der  That  angeben;  ich  werde  dieselbe 
im  Folgenden  entwickeln  und  die  Resultate  meiner  nach  dieser  Methode 
angestellten  Beobachtungen  angeben.  Auch  nach  der  von  Gauss  erwähn- 
ten Methode  habe  ich  Beobachtungen  angestellt  und  es  hat  sich  gezeigt, 
dass  —  wenn  man  nur  in  den  Ausdrücken  für  die  Kraftcomponenten 
noch  Glieder  mit  dem  Factor  R"^  berücksichtigt  —  die  Resultate,  zu 
denen  man  auf  den  verschiedenen  Wegen  gelangt,  von  einander  nicht 
viel  mehr  abweichen,  als  die  von  Gauss  angegebenen  Beobachtungsresul- 
tate selbst,  so  dass  ich  seine  Bemerkung  über  die  Unbrauchbarl^eit  jener 
Methode,  über  die  er  sich  meines  Wissens  nirgends  des  Näheren  aus- 
gelassen, nicht  für  gerechtfertigt  halte. 

Ich  werde  mich  der  von  Gauss  in  der  genannten  Abhandlung  an- 
gewandten Bezeichnungen  bedienen,  soweit  diese  für  die  veränderte  Auf- 
gabe anwendbar  und  ausreichend  sind. 

Den  die  schwingende  Magnetnadel  (I)  beeinflussenden  Stab  (II)  lege 
ich  so,  dass  seine  Axe  in  die  Verlängerung  der  von  I  in  ihrer  Ruhelage 
im  magnetischen  Meridian  fällt,  und  setze  fest,  dass 

für  ^  >  0    E'^O 

seil  wenn  II  seinen  Nordpol  nach  Norden,  dagegen 

für  ^^0   E^O, 

****  «emen  Nordpol  nach  Süden  kehrt. 


.d 
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Ftlr  die  Eiowirkung  des  beeinfiasseDden  auf  den  schwingenden 
Magneten  ergeben  sich  dann  zwei  Werthe,  die  den  beiden  Fällen  ent- 
sprechen, dass  der  Nordpol  von  II 

1.  nach  Norden. 

2.  nach  Süden 

gekehrt  ist,  in  denen  —  unter  Voraussetzung  einer  symmetrischen  Ver- 
theilang  des  Magnetismus  in  den  Stäben  —  die  beiden  Doppelfälle  ent- 
halten sind,  dass 

1.  II  <       -     ,    >  von  I,  Nordpol  II  gen  Norden, 

2.  II  j  g^^^J^^^I  von  I,  Nordpol  II  gen  Süden 

liegt.  —  Es  ergeben  sich  dann,  wenn  ich  ausser  den  von  Gauss  an- 
gewandten und  erklärten  Bezeichnungen 

ZA^E^a^,     2AB*E=nß\     £AC*E=y^ 

setze,  für  die  Componenten  der  magnetischen  Kräfte,  die  auf  das  Ele- 
ment (?(a,  6,  c)  wirken,  die  Gleichungen 

„      _     )     3yilf      nxyM{ 

^=  +  ^|— äT W 

wo  in  den  Doppelzeichen  die  obengenannten  beiden  Fälle  angedeutet  sind. 

Zu  diesen  Kräften  kommt  nun  noch  die,  welche  von  der  Torsion 
des  Aufhängefadens  auf  die  schwingende  Nadel  ausgeübt  wird  und  die 
wir  als  ein  auf  das  feste  System  in  geeigneten  Punkten  wirkendes  Kräfte- 
paar auffassen  können. 

Der  schwingende  Stab  kann  nur  eine  Drohung  um  die  2-Axe  aus- 
führen. Bezeichnen  wir  den  variablen  Winkel  zwischen  seiner  Axe  und 
deren  Ruhelage  im  magnetischen  Meridian  mit  m,  nennen  den  Torsions- 
coefficienten  des  Fadens  (9,  das  Trägheitsmoment  des  aufgehängten  Systems 
ft,  setzen  ferner  4j^8__.^ 

und  berücksichtigen,  dass  ß*  und  y^  sehr  klein  sind  gegen  a',  so  erhal- 
ten wir  als  einzige  Differentialgleichung  der  Bewegung  nach  einigen  Um- 

Hieraus  folgt  aber  für  die  Schwingungsdaner  t 


2Ariii .  «^ 


'j[/mT  +  e+?|?± 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Schwingnngsdaner  für  die  Falle  1  und  2 
mit  dem  entsprechenden  Index,  so  ergiebt  sich  hieraus 

/i"  ^     ^    B^         B^         /./  R^         E^ 

Bedienen  wir  uns  zur  Bezeichnung  entsprechender  Grössen  für  beide 
Stäbe  derselben  Buchstaben  des  kleinen,  resp.  grossen  Alphabets,  so 
können  wir  für  den  Fall,  dass  umgekehrt  der  $tab  II  unter  dem  Einfiuss 
von   I  schwingt,  sofort  die  Gleichungen  hinschreiben 

Für  den  Fall,  dass  I  oder  II  unbeeinflusst  von  einander  schwingen, 
ergeben  sich  hieraus ,  indem  wir  22  =  00  setzen ,  die  Gleichungen 

Aus  diesen  Gleichungen  können  wir  nun  dadurch,  dass  wir  die  Trägheits- 
momente um  bestimmte,  selbstständig  messbare  Grössen  x  ändern  oder  22 
variiren,   beliebig  viele  neue  Gleichungen  herleiten,   deren  Repräsentant 

diese  sei:  (m  +  h).«_^  mt  ^f^M^'^'^U'^^ 

In  allen  diesen  Gleichungen  kommen  die  8  Unbekannten 

fi,  M,  m,  e#,  G),  5i,  O,  T 
in  den  7  Complexen 

mT  +  e,    UTT+Ö,    mJi,    mSl,    .^w,    |u,    M 

vor,  80  dass  —  wenn  wir  diese  Complexe  als  einheitliche  Unbekannte 
auffassen  —  unser  System  von  Gleichungen  deren  nur  7  enthält.  Zur 
Bestimmung  von  7  Unbekannten  gehören  aber  7  und  nur  7  unabhängige 
Gleichungen.  Wenn  es  uns  als  gelingt,  mit  Hilfe  von  7  unserer  Gleich- 
ungen diese  Unbekannten  zu  bestimmen,  so  sind  nur  die  beiden  Fälle 
denkbar,  dass  entweder  alle  übrigen  Gleichungen  nach  Einsetzung  jener 
Lösungen  identisch  erfüllt  werden,  oder  dass  sie  den  benutzten  wider- 
sprechen. Der  letztere  Fall  ist  aber  hier  ausgeschlossen,  da  alle  unsere 
Gleichungen  Lösungen  ein  und  derselben  Differentialgleichung  und  als 
solche  gleichberechtigt  sind  zur  Lösung  des  physikalischen  Problems; 
dieselben  müssen  also  —  die  Beobachtungen  als  absolut  genau  und  unsere 
Voraussetzungen  als  vollständig  erfüllt  angesehen  —  durch  die  Lösungen 
der  7  gewählten  Gleichungen  erfüllt  werden,  d.  h. :  sie  sind  eine  Folge 
derselben.  Wir  haben  somit  unter  allen  aufgestellten  Gleichungen  höch- 
stens 7  unabhängige  und  diese  reichen  zur  Bestimmung  der  8  Unbekann- 
ten, insbesondere  von  T  nicht  hin,  folglich  lässt  sich  mit  Hilfe  der  bis- 
hm  Angegebenen  Anordnungen  des  Versuchs  unser  Problem  überhaupt 
Bhl  Usen. 
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fis  fragt  sich  niin,  ob  die  beschriebeneu  alle  möglichen  oder  alle 
hnsehbaren  Anordnungen  sind?  Wir  haben  die  Stäbe  I  und  II  uiibcein- 
flont,  hierauf  I  unter  Einwirkung  von  II,  und  II  unter  Einwirkung  tou 
Ii  sowohl  bei  natürlicher,  als  umgekehrter  Lage  des  beeinflussenden 
Blaktt  schwingen  lassen.  Es  bleibt  daher  nur  noch  die  Anordnung  des 
Vonehes  übrig,  dass  man  den  schwingenden  Stab  umkehrt  und  seine 
Lip  darch  den  Einfluss  des  andern  Stabes  zu  einer  stabilen  Gleich- 
gitiehtslage  macht.  Dieser  Anordnung  entsprechend,  würde  man  Gleich- 
iBgen  erhalten,  in  denen  noch  die  Combinationen  —nf£-^ß  und  —  «^T^  6 
Toikommen.  Aber  der  praktischen  Verwerthung  dieser  Anordnung  stellen 
neh  grosse  Schwierigkeiten  entgegen;  denn  um  zu  bewirken,  dass  die 
ugekehrte  Lage  des  aufgehängten  Stabes  eine  stabile  Gleichgewichtslage 
werde  —  was  unbedingt  erforderlich  ist,  wenn  mau  denselben  Schwing- 
vogenwill  ausfahren  lassen  — ,  mtisste  man  den  beeinflussenden  Magnetstab 
10  Dthe  heranbringen,  dass  man  den  Abstand  12  ihrer  Mittelpunkte  nicht 
Bwhr  ik  sehr  gross  gegen  die  Dimensionen  der  Nadeln  ansehen  könnte; 
MB  mftsste  dann  von  vornherein  auch  solche  Glieder  mit  in  Rechnung 
neben,  die  höhere  als  die  fünfte  Potenz  von  B  im  Nenner  enthalten, 
ind  man  würde  dann  gar  nicht  auf  eine  Gleichung  kommen,  die  den 
TOD  QDS  aufgestellten  entspräche;  es  würde  vielmehr  die  Difl'erential- 
gleichnng  der  Bewegung  so  complicirt  werden,  dass  wir  sie  für  unsern 
Zveek  gar  nicht  brauchen  können.  Diese  Anordnung  dos  Versuches  ist 
^emnich  als  eine  unbrauchbare  auszuschliessen  ,*  und  wir  haben  somit  in 
d«D  vorher  aufgestellten  Gleichungen  wirklich  alle,  die  wir  überhaupt  für 
die  Schwingungsdauer  mit  Nutzen  aufstellen  können.  Da  wir  nun  gc- 
Mko  haben,  dass  wir  mit  diesen  das  Problem  noch  nicht  lösen  können, 
M  dürfen  wir  daraus  nunmehr  den  Schluss  ziehen :  Bei  Anwendung  von 
nr  iwei  Magnetstäben  reicht  die  Beobachtung  der  Schwingougsdauer 
■nein  nicht  aus,  um  die  unbekannten  Grössen,  insbesondere  T  zu 
beitiiDiiien. 

Wenden  wir  dagegen  statt  zweier  drei  Magnetstäbe  an,  so  gclangtm 
^  mm  Ziele.  Haben  wir  drei  Magnetnadeln  I,  H,  III  und  wir  machen 
B>t  je  zweien  dieselben  Operationen ,  die  wir  bisher  angegeben  haben, 
M  erhiUen  wir  jetzt  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Combinationen 
der  Unbekannten,  um  diese  daraus  selbst  zu  finden.  Bezeichnen  wir 
jede  dieser  Grössen  mit  der  Nummer  des  Stabes,  auf  den  sie  sich  bezieht, 
A  Index I  so  sind  die  elf  Unbekannten  des  Problems: 

**n  ^8»  ^1  »"i»  ^"xt  '«3»   <»i>   «2»  «^a»   ®  u"^    I' 

**^  es  liefern    uns    unsere   Gleichungen    die    Werthe   der  zwölf   Com- 
pkxe: 

^■|*l)l  («imj)»    (»"«'«s)»    ("«l»»)!    ('WlW.Oi    ('^8«!)»    {^%^?)>    (»"sWi),    (^3©^), 

(m/r  +  e),  KT  +  öj,  KT +  61) 
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und  der  Unbekannten  f(|  fi^fi^.  Hieraus  aber  ergeben  sich  alle  Unbi 
ten  selbst  und  wir  erkennen  somit  die  Möglichkeit  der  L{>6nng  n 
Problems. 

Um  wirklich  zu  derselben  zu  gelangen,  schlagen  wir  folgendei 
ein:  Nachdem  wir  die  Trägheitsmomente  auf  die  von  Gauss  ange^ 
Weise  berechnet  haben,  stellen  wir  die  Gleichungen  auf: 

aus  denen  wir  leicht  finden 

Auf  ebendieselbe  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Stäbe  I  und  11 
I  und  III,  resp.  III  und  II  ersetzen. 


'»s'w« 2(2J»-2J'*)  ■"    *"* 

Hieraus  folgt  aber 

'".=+/%^,  '»»=+//%^.  •»=.=+7/%-^ 

Ferner  erhalten  wir  ohne  Weiteres  aus  unseren  Gleichungen 

«1  —  "2  =  ('"1  -  '"2)  '^'»     ''1  —  ^'3  =  ('"1  —  '"3)  '^\     '^a  —  «3  =  ('"2  —  '"3 
und  daher  ist 


m^  —  mg      »ij  —  7/ijj      m^  —  1/13 


Meine   nach    dieser  Methode  in  der  magnetischen  Warte  zu  L 
angestellten    Beobachtungen    ergaben    nun    für    die   auf  unendlich 
Schwingungen  reducirten  Schwingungszeiten  der  Stäbe: 

I  unter  Einfluss  von  II  in  einer  Entfernung  7^  =  1500°»"  ^jg  =  22 


III 
I 
I 

III 


»»  ?'  ?« 

»>  '»  »> 

»»  ??  ?' 

?'  ?»  >? 


in  „    .. 

B-150() 

r.,  =  22 

II  ..    .. 

ie  =  i5(io 

?■«  -  n 

II ..    ., 

j;'=17()0 

r.,=  2? 

III ,.    ,. 

R—\  800 

r\3_25 

II  „    ,. 

ü'-177!t 

7"«=  1' 

Ferner  war 


I  uubeeinflusst  /^  =  22,226, 

II  „  ^2  =  1^^)449, 

III  „  ^3  =  17,564. 


i 
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^,  =  4989928000,  ^^  =  5723 1 96526,  fig  =  5576576390, 
ud   hieimoi  folgt 

a,=   99680739,  ^^  =  149328240,  «3=171410782; 

^„=  100945279.  A^^  =  101616779,  ^^3,  =  175928380; 

y„  =  100726000,  J',8  =  100954395,  y/'g^  ^  174084333. 

Kaeh  Einsetznog  dieser  Werthe  in  unsere  Formeln  ergiebt  sieb  aber 

w,  ^  51534782,  m,  =  7941 1373,  m^  =  91771000 

md    hieraus   erhalten  wir  endlich  gemäss  unseren  drei  obigen  Formeln: 

(1,2):  T  =  l,78115;     (1,3):  T  =  l,7839;     (2,3):   T  =  l,786; 

Berthe,  denen  lu  Grunde  liegen  als 

Einheit  der  Masse:  das  Milligramm, 
„  „     Länge:  das  Millimeter, 

v  „     Zeit:  die  Secunde  mittlerer  Zeit. 

Will  man  nun  mit  zwei  Magneten  auskommen ,  so  bleibt  Nichts  übrig, 
Am  dts  Verhältniss  der  Torsionskraft  (9  zu  den  magnetischen  Kräften 
diaveh  einen  Ablenkungsversuch  zu  bestimmen.  Es  ist  aber  nach  der 
(3- a^ms'schen  Bezeichnung 

Tm      r  — ti* 

Ige  ich  diese  Gleichung  noch  unserem  früher  besprochenen  System  von 
»1>en  Gleichungen  hinzu,  so  kann  ich  nunmehr  die  acht  Unbekannten 
!*>  -  ..T  bestimmen. 

Bei  meinen  nach   dieser  Methode  angestellten  Beobachtungen  habe 

icl  es  nichtsdestoweniger  vorgezogen ,  auch  hier  drei  Magnetstäbe  anzu- 

'wcndeD,    jedoch    lediglich,    um    eine    intensivere    Einwirkung    auf   den 

Mkwingenden  Stab  zu  erhalten.     Ich  beeinflnsste  den  schwingenden  Stab 

gleichseitig  durch  zwei  Stäbe  II  und  III,  von  denen  ich  den  einen  nörd- 

\ieh,  den  andern  südlich  in   der  früher  angegebenen  Weise  anbrachte, 

vnd  die   dann   zusammen   wie   Ein  Magnet   von   grösserer  magnetischer 

Vift  wirkten.     Für  diese  Anordnung  des  Versuches  besteht  dann  (wenn 

. ,  II 

>«^  illgemein   =  «  und    l  +  aj  =  Cj,    l  +  a2  =  c^,    l  +  «3  =  r3    setze, 

^VNrdem   beide  Stäbe    in   gleichem  Abstände  B,  auf  die   schwingende 
Kdd  wirken  lasse)  die  Gleichung 

/4W«                         2mi(r/i2  +  W3)      m/f?i±3l 
^»  =  -yT~  =  ^i^iT  + ^j + —^ 

^  Dich  verändertem  B, 

jf  _#*!»*_  ^  „  m  i^'^iK+'^s)  .  >w^(a)g+Q)3) 

™*M  und  aus  den  Gleicbongen  für  die  unbeeinflusst  schwingende  Nadel 
%aber 


'■■^^»^■^^^»^»^^^i 


ii«n 


roi^Bdi 

^   -• 

•«-      f.-.-.  ■ 

Z*^  ann 

V  m 

f. 

lüC. 

«1  i>riait)Bi  vir  ärmno» 

jiiiilich 


wir  mir   f  tjuL   t   Ha  Entnscaiiii^   u»j«u^m  T!»iifltRirhie 


lAT  jaeagCHchen    4t.*  im  Fidimjkrefix  oaeaeiatfii    je  iflciiiiinii  snni  i«ii 
T  irsiniiükn^  uxi  -^  r*  viai*r  —  r*  ^«uxcm;  lac    Twia   iffln .  welcher  bm  dmr 

tarn    jcaaii.    ^mi  3ifr  -  iin.  AbstBoa.  ier  Scalm  ▼on  iier 


UTKhnn^msj^.  ja  •srhaitani  wir  <n»  Groami  «^ ms  iur  F»nn»»I 


Em  w:ir  San   ile  5«iiwxiiirci^suiia<r  v^a  I  tnosr  i»*m  Elndmaie  i»*r  Xatitfln 
rr  -nui  m  sä  •Hnor  KaeiDiULksseiKcrentiii^ 

L'!»*  AJttHikain*sv »aücae  -sr^-iiiiRi  r-lr  •  =  !•>'  -taä    •  —  illJ  *™ 

^  =  IST.  '1 .  =  I^T. 

ffiiHsuu  :iil^  aber 

al»i  «nuiliea 

T  =  I.S4H5T. 

DiR9«»r  W-^räi  wocxic  tjhl  hsn   loen  5eria»ienea  lüer-iinfC»  -»cvitf  3i«*ar  ab» 

pt^Bbenea  Booiiiiif  ■f^iimifrafi  n.  —  *hi£  «»r  Tiacii  jein*;r  M-;t3uue  ^ru- 

i.  •&  ier  «isc%«ft  ^etcfi  kuminiiii .  ja  ^u«K9ie  a«i€b 
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iNir  IQ  Tenrerfen ,  vielmehr  derselben  als  gleichberechtigt,  ja  die  erstere 
•ogir  Dich  dem  auf  S.  272  Gesagten  —  vielleicht  als  zu  genaueren  Ke- 
nlttten  befähigt  an  die  Seite  zu  setzen  sind. 

Weidebrann.  Dr.  A.  Pfannstirl. 


XZH  Ueber  die  Aehnliohkeitspunkte  der  Kugeln  einer  Dapin'sclien 

Xngelschaar. 

Untersachnngen  über  die  Lage  der  Aehnlichkeitspunkte  von  drei  und 
^^  beliebigen  Kngeln   sind   in  allgemeinster  Weise   durchgeführt;   man 
««»det  lie  in  6 eiserne  „Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie**,  V  §  17 
•'Od  in  Reye's  „Synthetischer  Geometrie  der  Kugeln**  §  13. 

Die  Configuration  der  Aehnlichkeitspunkte  von  mehr  als  vier  belie- 
^^^  Kugeln  bietet  wenig  Interesse ;  dagegen  scheint  mir  die  Anordnung 
^^r  Aehnlichkeitspunkte  der  Kngeln  irgend  einer  Kugelschaar  einer  Unter- 
'ttelrang  werth  zu  sein.  Im  Folgenden  soll  eine  Dupin^sche  Kugelschaar 
iintersaeht  werden,  d.  h.  die  Schaar  der  Kugeln,  welche  drei  gegebene 
Kugeln  berühren.  (S.  Dupin*s  ^^Applications  de  geomelrie  elc.'\  Paris  1822, 
8.  200.) 

Alle  Kngeln  einer  Dupi naschen  Schaar  haben  eine  gemeinschaft- 
licle  Durchmesserebene;  wir  werden  also  die  uns  vorgesetzte  Aufgabe 
iolgendermassen  fassen :  Es  sind  zwei  Kreise  in  einer  Ebene  gegeben  und 
Alle  sie  berührenden  Kreise  einer  Schaar;  die  Anordnung  ihrer  Aehnlich- 
keitipunkte  soll  untersucht  werden. 

Wir  be«chrftnken  uns  auf  folgenden  Fall: 

Die  beiden  gegebenen  Kreise  schliessen  einander  ein  und  die  bo- 
^^reiiden  Kreise  schliessen  den  innem  Kreis  aus.  Die  Berührungspunkte 
^loes  veränderlichen  Kreises  mit  den  beiden  festen  Kreisen  liegen  mit 
dem  innem  Aehnlichkeitspunkte  der  festen  Kreise  stets  in  gerader  Linie 
l^ie  bekannt);  denn  jeder  äussere  Aehnlichkeitspunkt  dreier  Kreise  liegt 
'^t  den  beiden  ihm  nicht  zugehörigen  inneren  in  einer  Geraden. 

Die  Indices  1,  2,  3,  4  mögen  sich  beziehen  resp.  auf  die  beiden 
'^cn  Kreise  und  zwei  dieselben  berührende  Kreise;  A  bezeichne  einen 
^^Mem,  J  einen  innem  Aehnlichkeitspunkt. 

Die  vier  Berührungspunkte  je  zweier  Kreise  mit  den  festen  Kreisen 
^i^d,  wie  bekannt,  Punkte  eines  Kreises;  also  ist  ^i^^u^f'iz'f^i  ein  Kreis- 

Die  Verbindungslinien  A^^  A^^  und  /^s  «^84  schneiden .  sich  in  einem 
^'iukte  der  Potenzaxe  der  beiden  festen  Kreise ,  denn  A^^  A^^  X  A^^  A^^ 
^^  ^M'^M^  '^t4"^t3  drückt  die  Gleichheit  der  Potenzen  des  gedachten  Schnitt- 
Punktes  in  Bezug  auf  die  festen  Kreise  aus.     (Keye  a.  a.  0.  §  15,  139.) 

Dieser  Seknittpunkt  ist  aber  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  der  be- 
'^^krenden  Kreise  3  und  4;  denn  A^  muss  erstens  mit  ^^^und  '<^^4iu  elaet 
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Geraden  liegen,  weil  die  äusseren  Aelinlichkeitspunkte  dreier  Kreise  in 
gerader  Linie  liegen;  zweitens  mnss  j1^  mit  /^s  ^°^  -^84f  nämlich  mit  den 
beiden  nicht  zugehörigen  inneren  Aehnlichkeitspunkten  in  gerader  Linie 
liegen. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspnnkte  je  zweier  Kreise,  welche  zwei 
gegebene,  sich  einschliessende  Kreise  so  berühren,  dass  der  innere 
Kreis  ausgeschlossen  wird,  liegen  auf  der  Potenzaxe  der  beiden  festen 
Kreise. 

Um  nun  über  die  Lage  der  inneren  Aehnlichkeitspnnkte  Aufschluss 
zu  erlangen,  halten  wir  einen  der  berührenden  Kreise  fest  und  sehen 
zu,  was  für  eine  Linie  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  für  diesen  festen 
und  einen  veränderlichen  Kreis  beschreibt. 

Der  sich  fortbewegende  Mittelpunkt  C^  beschreibt  eine  Ellipse,  deren 
Brennpunkte  C^  und  C^  sind  und  deren  grosse  Aze  gleich  ist  der  Summe 
der  Radien  der  festen  Kreise.  Nun  sind,  nach  der  Definition  der  Aelin- 
lichkeitspunkte,  C3,  C^,  J^y  A^^  vier  harmonische  Punkte.  Da  nun  (\  ein 
fester  Punkt  einer  Ellipse,  C^  ein  variabler  derselben  ist  und  A^  eine 
Gerade  beschreibt,  so  muss  der  variable  Punkt  J34  auf  der  Polare  des 
variablen  Punktes  J^  in  Bezug  auf  die  genannte  Ellipse  liegen.  J^  ist 
also  der  Schnitt  zweier  entsprechender  Strahlen  projectivischer  Strahlen- 
büschel,  von  denen  der  eine  C^  zum  Mittelpunkte  hat  und  der  andere 
den  Pol  der  Potenzaxe  der  festen  Kreise  in  Bezug  auf  die  Ellipse.  (Vergl. 
einen  allgemeinen  Satz  in  Reye's  „Geometrie  der  Lage",  1  S.  84.) 
C^  selbst  ist  einer  der  inneren  Aehnlichkeitspuukte. 
Wir  können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspuukte  je  zweier  Erzeugungskugeln  der 
ersten  Art  einer  Dupin'schen  Ringcyclide*  liegen  auf  der  äusseren 
Potenzaxe  derselben,  und  die  inneren  Aehnlichkeitspunkte  erzeugen 
eine  Schaar  von  Ellipsen,  welche  in  der  einen  Symmetrieebene  der 
Cyclide  liegen,  alle  durch  einen  Punkt  gehen  und  die  Ellipse  der 
Kugelmittelpunkte  in  je  einem  Punkte  berühren. 

Für  den  Fall  der  Ringfläche  erbält  man  eine  Scbaar  congruenter 
Kreise,  welche  sich  im  Mittelpunkte  der  Fläche  schneiden. 


*  Die  Cyclide  ohne  Knotenpunkte  und  ohne  Cuspidalpuukt. 
Strassburg  i.  E.  Dr.  Kröbbb. 


XIV. 
üeber  einige  Eigenschaften  des  Cylindroids. 

Von 

Dr.  J.  B.  GoEBEL. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1-7. 


In  meiner  DissertatioD  „Die  wichtigsten  Sätze  der  neueren  Statik*'* 

"U  eioige  Anwendungen  mechanischer  Principien  anf  geometrische  Pro- 

^hiDe  enthalten ,   die  sich  auf  eine  gewisse  Fläche  dritter  Ordnung,  das 

"/lindroid,  beziehen.     Im  gegenwärtigen  Aufsätze  sollen  —  theilweise 

^b  derselben  Methode,  die  jenen  Entwickelungen  zu  Grunde  gelegen  — 

^oife  Beiiehnngen    abgeleitet    werden,    die  einestheils   für   die  Curven 

'Leiter  und  dritter  Ordnung,  welche  auf  dem  Cylindroid  liegen,  anderer- 

^ta  fflr  manche  Aufgaben  der  Statik  von  Wichtigkeit  sind. 

Damit  die  Arbeit  als  unabhängiges  Ganzes  erscheine,  dürfte  es  sich 
^»ipfehlen,  eine  kurze  Erläuterung  einiger  der  vorkommenden,  nicht  aller- 
^Erts  gebräuchlichen  Begriffe  vorauszuschicken.  Namentlich  wird  es  auf 
die  Definitionen  ankommen,  welche  S.  10  der  citirten  Schrift  gegeben  sind. 

nWir   nennen    die    Vereinigung  ««Wir    nennen    die    Vereinigung 

«iver  Einzelkraft  von  der  Richtnngs-  einer  gleichförmigen  Rotationsbewe- 

\\jk\t  a  und   eines   Kräftepaares  in  gung   um    eine    feste  Gerade  A  mit 

der  Normalebene  dieser  Richtungs-  einer    gleichförmigen    Translations- 

Ainie  einen  Win  der.  bewogung    parallel   dieser  Geraden 

eine  Windung. 

Die  Rieh  tun  gslinie  a  der  Einzel-  Die  feste  Gerade  A,   um  welche 

knft  heigit  die  Axe  des  Winders.  die  Rotationsbewegung  erfolgt,  heisst 

die  Axe  der  Windung. 

^  Verhältniss  p  des  Moments  Das    Verhältniss    q    der    Trans- 

^  ^tt  Kräftepaares   zu   der  Inten-  lationsgeschwindigkeit   u  zur  Rota- 

***^  «  der  Kraft   nennt  man    den  tionsgesch windigkeit**  /  nennt  man 

Pfeil  des  Winders.  den  Pfeil  der  Windung. 

*  Verlag  von  Meyer  &  Zeller,  Zürich, 
p.    **  Die  BotationBgeBchwiDdigkeit  ist  in  Theilon  eines  Kreisbogens  vom  Radius 
^■"  «Umdrucken. 
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den  Winkel  9,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Cylindroids  in  der 
Form 

Für  den  Pfeil  p^,  welcher  einer  Axe  g  der  Fläche  entspricht,  ergiebt 
sich  die  Relation 

4)  Pq  =  Pa  co^  q>+Pfi  sin^tp , 

welche  n.  A.  ersehen  lässt,  dass  je  zwei  Azen,  die  symmetrisch  (also  in 
gleichen  Abständen  +z)  zur  x-  und  ^-Axe  liegen,  der  gleiche  Pfeil  zn- 
geschrieben  werden  mnss. 

Die  Axen  der  beiden  Winder  a  und  ß  nennen  wir  die  Haupt* 
axen  der  Fläche.  Dass  wirklich  die  Zusammensetzung  je  zweier  Win- 
der anf  ein  Cylindroid  führt,  zeigt  man  dadurch,  dass  man  für  solche 
zwei  Winder  die  Existenz  jener  beiden  Hauptaxen,  d.  h.  der  Fläche 
nachweist. 

Das  Princip  der  Mechanik,  dass  die  Arbeit  der  Resultirenden  gleich 
der  Summe  der  Arbeiten'  der  Componenten  ist,  führt  zu  dem  wichtigen 
Satze : 

„Kine  Schraube  A,  welche  zu  zwei  anderen  Schrauben  or,  und  a^ 

reciprok   ist,   ist  zu  allen  Schrauben  dos  durch  a^  und  a^  bestimmten 

Cylindroids  reciprok/* 

Die  Axe  einer  solchen  „zum  Cylindroid  reciproken*'  Schraube  A,  die 
den  Pfeil  p  haben  möge,  wird  die  Fläche  im  Allgemeinen  in  drei  Punk- 
ten —  d.  h.  drei  Cylindroidaxen  —  schneiden.  Wird  der  Pfeil  einer 
solchen  Axe  a  mit  9,  der  Winkel,  unter  welchem  dieselbe  gegen  die  Axe 
k  geneigt  ist,  mit  00  bezeichnet,  so  kann  die  Reciprocitätsbedingung  hin- 
sichtlich der  beiden  Schrauben  a  und  A  geschrieben  werden 

(p  +  g)costüi=0. 

Die  Gleichung  lässt  ersehen,  dass  die  Axe  jeder  zum  Cylindroid  reci- 
proken  Schraube  stets  eine  Axe  der  Fläche  rechtwinklig  und  ausserdem 
—  im  Falle  dreier  reellen  Schnittpunkte  —  zwei  Axen  gleichen  Pfeils 
schneidet. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  zunächst  zur  Betrachtung 
der  anf  dem  Cylindroid  liegenden  Curven  zweiter  Ordnung  über- 
gehen. 

Da  das  Cylindroid  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  so  muss  jede 
Ebene,  welche  die  FlMche  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  auch  eine 
Erzeugende  (Axe)  des  Cylindroids  enthalten.  Denken  wir  uns  nun  durch 
die  Ersengende   a**   eines   gegebenen  Cylindroids  eine  Ebene  E  gelegt, 

*  Der  Factor  p  kann,  wie  es  im  Ferneren  geschieht,  ohne  dass  die  Allgemein- 
heit der  Betrachtungen  beeinträchtigt  wird,  stets  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 
*^  Wir  wollen  im  Femeren  diejenige  Erzeugende,  welche  mit  der  o;- Axe  den 
Wmkel  a»  regp,  180 -i-a  bildet,  kurz  als  „Erzeugende  «**  bezeichnen;  nur  daim, 
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f^^~s^'.'^^  W*v^W^  W^^V^ 


fo  berührt  dieselbe  die  Fläche  in  einem  leicht  angebbareo  Punkte  der 
Geraden  a.  Schneidet  nämlich  die  Ebene  E  die  Erzeagende  180  —  a 
(gleichen  Pfeils)  im  Punkte  ^j,  und  legt  man  durch  diesen  Punkt  eine 
Normalebene  N  zur  Erzeugenden  a,  so  schneidet  die  Ebene  iV  die  Er- 
zeugende a  im  Berührungspunkte  A  der  Ebene  B* 

Der  Neigungswinkel  der  Ebene  E  gegen  die  z-Axe  sei  mit  fi  be- 
zeichnet, lieber  den  Sinn  desselben  wollen  wir  später  Festsetzung  treffen. 
Vorläufig  möge  unter  ft  einfach  der  spitze  Winkel  gedacht  sein,  unter 
welchem  die  Ebene  E  gegen  die  z-Axe  geneigt  ist.  Berücksichtigt  man 
nun,  dass  die  (in  der  z-Aze  gemessene)  Distanz  der  Erzeugenden  a  und 
180  —  a  (Fig.  1)  zufolge  Gleichung  2)  durch  p  sin2a  ausgedrückt  werden 
kann,  so  bt  ersichtlich,  dass  das  (im  Grundriss  gemessene)  Stück  AJ^ 
zwei  Werthen  gleichgesetzt  werden  darf: 

j4j4^  =  Oi#|  sin2a=p8in2a  tg^, 
woraus  folgt 

OAi=ptgii, 

Nun  muss  jede  Gerade,  welche  den  Punkt  A^  der  Erzeugenden 
180  — a  mit  irgend  einem  Punkte  der  Erzeugenden  a  verbindet,  offenbar 
auch  einen  Punkt  der  Schnittcurve  der  Ebene  E  mit  dem  Cjlindroid  ent- 
halten. Erinnert  man  sich  aber,  dass  jede  solche  Gerade  —  da  sie  zwei 
Axen  gleichen  Pfeils  schneidet  —  als  Axe  einer  zum  Cjlindroid  recipro- 
ken  Schraube  betrachtet  werden  kann  und  also  noch  eine  weitere  Cjlin- 
droiderzeugende  (in  einem  Punkte  der  gesuchten  Schnittcurre)  recht- 
winklig schneiden  muss,  so  sieht  man  sofort,  dass  der  Grundriss  jener 
Schnittcurve  ein  über  der  Strecke  OA^^  als  Durchmesser,  stehen- 
der Kreis  ist. 

Unseren  Zwecken  dienlich  ist  es,  hier  die  Bemerkung  zu  machen, 
dass  der  Winkel  AOA^  höchstens  gleich  90^  sein  kann. 

I.  Es  werden  demnach  die  Grundrisse  der  Punkte  A  und  Ai  durch 
die  X'  oder  die  y-Axe  getrennt  sein,  je  nachdem  die  Erzeugende 
a  (also  auch  die  Erzengende  180—«)  mit  der  x-  oder  mit  der 
y-Axe  den  kleineren  Winkel  bildet. 

Wir  wollen,  ehe  wir  die  Polargleichnng  jenes  Kreises  anschrieben, 
noch  die  bezüglich  des  Sinnes  des  Neigungswinkels  ^  nöthiga  Untenehei- 
dnng  treffen. 

Es  ist  nützlich ,  zunächst  mit  Hinsicht  auf  den  Neigungswinkel  einer 
beliebigen  Geraden  gegen  die  z-Axe  die  entsprechende  Unterscheidung 
festsnstellen. 


wem  eine  Untencheidung  geboten  erKheint,  soll  Ton  „Badien  vectoren  m  und 
180-}-«^  die  Bede  sein. 

*  Man  weist  nämlirii  leicht  nach  —  indem  man  die  Gerade  ÄAi  als  Axe 
ener  am  Cjündroid  xecp  "^«klei  ^,  dMs  diese  Qesade  die 

»che  im  Pnkto  ii  I 


Vorliii6g  geDttgt  n,  den  Betrag  des  spitzen  Neigungswinkels  der 
betreffenden  Geraden  gegen  die  i-Äxe,  nacb  Massgabe  folgender  Ent- 
scheidung, positiv  »der  negativ  in  dip  Rechnung  PtnsnfSliren, 

Um  einen  An hftltH paukt  xa  haben,  Tassen  wir  denjenigen  Sinn  der 
(ieraden  ins  Äuge,  in  welchem  dieeelbe  durch  eine  im  poEitiven  (in  Fig,  | 
nngedealeten)  Sinne  nm  die  :-Axe  sich  drehende  Ebene  beschrieben  i 
Je  nachdem  nun  in  der  Geraden  dieser  Sinn  mit  dem  Sinni 
senden  poeitiven  i  -  Coordinaten  Ubereinetintait  oder  demselben  entgi 
gesetzt  ist,  soll  die  Gerade  positiv  oder  negativ  g 
;-A!<e  geneigt  heisson. 

AU  leicht  xa  beweisende  Folge  dieser  Feststellnng  führen  v 

Eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  der  FIKche  verbindet,  deren 
Grandrisse  durch  die  x-Axe  getrennt  sind,  ist  positiv;  eine  Gerade 
dagegen,  welche  durch  zwei  FUchenpankte  gebt,  deren  Grundrisse  dant 
die  ^-Axe  getrennt  sind,  ist  negativ  gegen  die  ;-Ase  geneigt, 

und  als  wichtige  Speciaüsirnng  hiervon: 

II.  Geraden,    welche    Punkte    von    Aien    gleichen    Pfeils    verbinden, 

haben  positive  oder  negative  Neigung  gegen  die  :-Aze,  je  ns 

dem  die  Grundrisse  der  betrefienden  beiden  Punkte  dnrch  die 

oder   durch  die  y- Axe  getrennt  sind.     (Vergl.  Anmerk.  "  S.  28^ 

Es  ist  also  z.  B.  die  Gerade  AJ,  (vergl.  I,  S.  285)  positiv 
negfltiv  gegen  die  ^  -  Axe  geneigt,  je  nachdem  die  Axe  a  mit  der.r- 
mit  der  jr-Axe  den  kleineren    \Vinkel  bildet. 

Im  Anschlnsa    hieran  lässt  sich  auch  für  d 
Schniltebene  E  die  erforderliche  Unterscheidung 

Da  nämlich,   wie  mnu  leicht  erkennt,   alle 
ebene   liegenden  Geraden,    welche  den  gleichen  Radius  vector  a  (aUo 
nicht  lSO-{-ii)*  schneiden,    in  gleichem  Sinne  gegen  die  :-Axe  geneigt 
sind,   so   kann    man    die    in  Bede  stehende  Festsetzung  folgendermaa 
treffen : 

Die  Scbnittebeno  E  soll  mit  Bezog  auf  de 
ihres  Berührungspunktes  A  positiv  oder  negativ  gegen  die  :-Axa 
geni-igt  beissen,  je  nachdem  irgend  eine  in  der  Ebene  liegende,  den 
Radius  vector  a  schaeidende  Gerade  positiv  oder  negativ  gegen  die  :-Aie 
geneigt  ist. 

Eine   solche  Gerade  ist  z    B.   .4.4^.     Mit  Berficksicfaligting  der  oben 
angeführten ,    für   deren    Neigung  massgebenden   Unterscheidung   gelai 
man  an  dem  Resulut: 

Die  Schnittebene  E  ist  mit  Bezug  auf  den  Radina  veeq 
a   ihres   Berilhrungspnnktaa   poaitiv  oder   negativ   gege 


1 

len, 
ich- 

i 


eigungswinkel  fn  der 
innes  leicht  angeben. 
Her  solchen  Schnitt' 


geneigt 

masa^H 

ctor^ 


*  Die  Qeraden  der  Ebene  E,  welche  den  Hadina  vector 
ijad  m  entg^engwatetem  ffiaite  gegen  die  i-Aie  geneigt. 


■Axt  gADPigt,  jn  nHcbdem  die  Axe  n  mit  der  x-  oder  mit  der 
^xfl  den  kleineren   Winkel  bildet. 

Die  Polargleichnog   des   oben   erwAhnten    GrandriBakreises    ermittelt 
».n  leicht  sU 
5)  r=ptgncos(<p  +  a), 

tin  r  der  UndiQS  vecttiT  (0  als  Uraprung  angeaommeQ)  eines  beliebigen 
rispanktee  und    9    der  Winkel    ist,    welchen  jener  Radius   vectoi*  mit 
positiven  x-Axe  elnecbüesst. 

Nnr  für  die  Wectlie  0  und  x  für  Igti  findet  ein  Zerfallen  der  Subnilt- 
▼e  etnti;  im  ersicren   Falle  vertritt  die  Doppelgerade  des  Cylindroids 
i«ren   Stelle,    im   andern  Falle   kommen   die  Erzengende  90  — o  und  die 
aendlich  ferne  Gerade  des  Cylindroids  in  Betracht. 

Den  gewonnenen  Resnltate  iHsst  sich   folgende  allgemeinere  Fassung 

Die    auf    dem    Cylindroid   liegenden    Kegelschnitte   sind 
ipaen.      Jeder   Kreiscy  Hn  der,    welcher   die    üoppelgerade 
ieaOylindroids  als  Erzeugende  enthält,  schneidet  dieFUche 
iner  solchen  Ellipse. 

Wir  werden  im  Ferneren  die  an  irgend  einer  »uf  dem  Cylindroid 
Siegenden  Ellipse  n  gehörige  Schnittebene  £  knrs  als  „Kbene  k"  nnd 
den  BQgehSrigen  Grnndrisskreis  als  „Kreis  x"  bei^eichnen. 

Ua  jede  Gerade  ^r  mit  dem  Cylindroid  mitideslens  einen  reellen 
ikt  gemein  hat  (der  etwa  in  der  Ersengenden  q>  liege),  so  ist  es  eine 
«tets  anwendbare  Methode,  die  Gerade  g  in  Bezug  anf  das  Cylindroid 
festliegen,  wenn  ansser  dem  Grnudriss  derselben  noch  diejenige  Ebene 
I  gegeben  wird,  welche  dnrch  die  Gerade  g  nnd  die  Erzeugende  rp  geht. 
Diese  Ebene  ist  aber  durch  den  zugehürigen  Kreis  k  vollkommen  bestimmt. 
Eine  Gerade  g  ist  demnach  als  gegeben  eu  betrachten  durch  ihren 
Grnndriss  und  einen  Kreis  x. 

Wenn  der  Kreis  x  mit  dem  Grnndriss  der  Geraden  g  zwei  reelle 
Punkte  gemein  hat,  so  entsprechen  diesen  offenbar  zwei  reelle  Schnitt- 
pankte  der  Geraden  g  mit  dem  Oylindroid.  Die  Gerade  schneidet  also 
in  diesem  Falle  die  Fläche  in  drei  reellen  Punkten. 

Die  den  beiden  Kreispnnkten  entsprechenden  FlSchenpunkte  seien 
(Kig.  2)  mit  P^  nnd  /*,,  der  dritte  Punkt  (in  welchem  die  Gerade  g  die 
In  der  Ebene  x  gelegene  Cylindroiderzengeude  schneidet)  sei  nunmehr 
mit  F,  bezeichnet.  Die  Erzeugenden,  auf  welchen  die  Paukte  /*,,  P^,  P, 
liegen,  seien  resp.  q), ,  ^,,  y^.  Denkt  man  sich  nun,  die  Gerade  g 
bewege  sich  in  der  Ebene  x  parallel  sich  selbst,  so  wird  sie  innerhalb 
Orenzlsgen  m  nnd  11,  wo  ihr  Grundriss  den  Kreis  x  beziehungsweise 
in  den  Punkten  !U  und  ^'  berührt,  stets  die  Fläche  tn  drei  reellen  l'unk- 
schneiden.  Für  jede  dieser  parallelen  Lagen  der  Geraden  sind  ofl'en- 
bar   (Im  Gtuadriss)    die  Kreisbogen    AfP,    nnd  JVP^   oder  auch  NP^  und 
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iVPg  einander  gleich.  Es  sind  demnach  auch  z.  B.  die  Winkel  MOP^ 
und  MOP^  einander  gleich.  Sollen  diese  Gleichheiten  durch  die  Winkel 
^,  und  (jpg  Ausgedrückt  werden,  so  muss  insbesondere  die  specielle  Lage 
o  der  Geraden  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  der  Grundriss  derselbea 
durch  den  Ursprung  0  geht.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  innerhalb  des 
Bereiches  mo  *  o  ivi  jm 

und  innerhalb  des  Bereiches  on 

ist.  Es  ist  also  die  Summe  9>i  +  9>8  im  Allgemeinen  constant;  dieselbe 
differirt  jedoch  für  solche  Geraden  ^,  welche  durch  die  Gerade  o  getrennt 
sind,  um  180 ^ 

Berticksichtigt  man  nun,  dass  für  ebensolche  Geraden  auch  der  dem 
Punkte  P^  entsprechende  Winkel  9^3  um  180^  differirt,  so  ersieht  man, 
dass  die  Summe 

9^1  +  <]Pa  +  9^3 
für  alle  Geraden  g  constant  ist.  Diese  Summe  kann  aber  leicht  bestinimt 
werden.  Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  die  Lage  gr  der  Geraden  (Schnitt- 
punkte: P^*^  P^^  P^)  betrachten,  in  welcher  der  Grundriss  derselben 
durch  den  Endpunkt  P^  des  Durchmessers  geht,  über  welchem  der  Kreis 
X  steht.  Der  Winkel  q>^  ist  in  diesem  Falle  gleich  180  — 93,  der  Radius 
vector  ^,  fällt  mit  der  kürzesten  Entfernungslinie  der  2-Axe  und  der 
Geraden  gr  zusammen.  Bezeichnen  wir  demnach  etwa  den  Winkel,  wel- 
chen die  der  Geraden  gr  zugeke'hrte  Normale*  mit  der  positiven  or-Axe 
bildet,  mit  a,  so  besteht  die  Relation 

Die  Summe  9>i  +  9>2  +  9>3  ist  also  in  diesem  Falle  durch  den  Betrag  des 
Winkels  dargestellt,  welchen  die  der  Geraden  gr  abgekehrte  Normale 
mit  der  positiven  x-Axe  bildet.  Offenbar  ist  in  analogen  Fftllen  die  der 
Geraden  gr  zu-  oder  abgekehrte  Normale  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Grund- 
risse der  Punkte  P^^  und  P^  durch  die  x-  oder  durch  die  y-Axe  getrennt 
sind,  d.  h.  (vergl.  II,  S.  286)  je  nachdem  die  Gerade  gr  positiv  oder  ne- 
gativ gegen  die  z-Axe  geneigt  ist.  Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  der 
Geraden  gr  zugekehrte  Normale  für  irgend  eine  der  Geraden  g  zu-  oder 
abgekehrte  Normale  ist,  je  nachdem  diese  Gerade  mit  der  Geraden  gr 
gleiche  oder  entgegengesetzte  Neigung  gegen  die  z-Axe  hat,  so  folgt 
ganz  allgemein: 

Als  der  Wink elsummc  g>i  +  qp2  +  <r3  entsprechender  Radius 
vector   kommt   die   der   betrachteten    Geraden    g  zu-  oder  ah- 


*  Wird  mit  d  die  kürzeste  Entfernungslinie  der  Geraden  (j  und  der  j-Axe 
bezeichnet,  so  wollen  wir  fernerhin  unter  der  „der  Geraden  g  zugekehrten  Nor- 
malen" den  der  Geraden  g  zugekehrten  Radius  vector  (/  verstehen. 
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gekehrte    Normale    in    Betracht,    je    nachdem    die    Gerade   g 
positiT  oder  negativ  gegen  die  z-Axe  geneigt  ist. 

Wir  wollen  nun  (Fig.  3)  mit  r^,  r^,  r^  die  den  drei  Punkten  ^1,^2»  ^8 
entfprechenden  Radien  vectoren,  mit  ä  den  kürzesten  Abstand  der  Ge- 
raden g  Ton  der  z- Aze  und  mit  e  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen 
die  z*Aze  bezeichnen.  Wird  nunmehr  allgemein  unter  a  der  Winkel 
▼erstanden ,  welchen  die  der  Geraden  g  zugekehrte  Normale  mit  der  posi- 
tiven :t-Axe  bildet,  so  ergeben  sich  sofort  die  Relationen 

6)  rf  =  Tj  cos (<F  —  g)i)  =  Tg  COS (a—  9j)  =  Tg  cos {c — 9j) , 

worin  a  gleich  fPi+fp^  +  ff^  oder  9i  +  92"l"9^3""^^^  *^  setzen  ist,  je 
nachdem  der  Neigungswinkel  e  positiv  oder  negativ  ist.  In  dieser  Gleich- 
angsreihe  ist  beispielsweise  die  Relation  enthalten 

worin  offenbar  von  dem  Doppelwerth  der  Grösse  a  abgesehen  werden 
kann.  Es  ergeben  sich  demnach  (wenn  0  etwa  gleich  9>i  +  9>2+9's  gesetzt 
wird)  die  allgemeinen  Beziehungen 

r\^_cos(^j^+^       r^  ^cos {fp^+ (p^)       r^  ^cos{q>^  +  q>^) 
r,       cos(q>^+(p^y      Tj       cos((Pi  +  q>^)'      Tj       cos  (q>^  + (pi)' 

Wird  nun  etwa  mit  d^^  der  Abstand  der  beiden  Erzeugenden  q>i  und 
^2  bezeichnet,  so  kann  z.  B.  das  im  Grundriss  gemessene  Sttick  PiP^ 
(Fig.  3)  auf  zweierlei  Art  ausgedrtlckt  werden: 

^  ^  *•"  (<Pi  —  <P«) 

=  P  «'» (9^1  -  ^'a)  cos{<p^  +  q>2)tgi,* 
woraus  folgt 

A)  r^^p  tgs  cos((pi  +  (p^)  cos  (a  —  q>^),  *♦ 

Hierin  ist  cos{ö  —  q>2)^=i^cos{(p^'{-(pQ)  zu  setzen,  je  nachdem  b  positiv 
oder  negativ  ist.  Man  kann  demnach  zur  Berechnung  der  Radien  vec- 
toren  die  drei  gleichgebanten  Ausdrücke  benützen: 

''i=P^9^  cos  (<pi  +  9g)  cos  (<P8  +  q>j) , 
r^  —  P^9^  cos  (g)g  +  93)  cos{fp^  +  q>^ , 
r^-^pigi  cos {q>^  +  9 J  cos (<P2  +  9)3) , 
worin  jedoch  e  in  allen  Fällen  positiv  zu  nehmen  ist. 

Setzt  man  in  Gleichung  A)  für  r^  den  aus  der  betreffenden  Gleich- 
ung  6)   hervorgehenden  Werth  ein,   so  entsteht  die  allgemeine  Relation 


*  Es  ergiebt  sich  nämlich,  wie  man  leicht  mittelst  Gleichung  2)  herleitet,  für 
dit  der  Wertii  painipx  -92)«>«(qp, +<p,\ 

**  Offenbar  existirt  auch  die  gleichbedeutende  Relation  r,  =  ptghcositp^-^tpz) 
COH  («  -  tpi). 
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worin  nalttrlich  e  nieder  mit  d^m  ealBprediendea  Zeicbcn  eiDiafHhr«n  ist. 
Ein    besonderes    Interesse    bal    die    durch   Gleichung  Ä)   dargeslellle 
Deziehung  dadurch,    dasn  mittelst  derselben  die  Gleichung  gewisseT.  anf 
ilera  Cjlindroid    liegender  Curven  dritter  Ordnung  leicht  abgeleitet  wer-  - 

Denkt  man  sich  nämlich  zu  den  beiden  Ercengenden  a  und  ß  de«« 
Cylindroids  diejenigen  Transversalen,  welche  einer  gewiesen  Ebene  *^3 
parallel  sind,  sr>  bilden  diese  TrAuaversalen  die  Erzeugenden  eines  Pars — 
boloids,  welches  mit  dem  Cylindrnid  die  Ergeugenden  a  und  ß  und  eiuer^ 
unendlich  ferne  Gerade,  und  folglich  im  Allgemeinen  noch  eine  Gurren 
dritter  Ordnung  gemeiu  hat. 

Der  dem  Berührungspunkte  der  Ebene  x  entsprechende  Uadiu^ 
v.^ctor  bilde  mit  der  positiven  x-Axe  dtn  Wintel  y,  dor  NeigungawinVeW 
der  Ebene  x  gegen  die  :-Axe  sei  fi.  Man  zeigt  nuu  leicht,  dass  fäis 
irgend  eine  a:nr  Ebene  x  parallele  Gerade  j?,  welche  gegen  die  i-Ai«S 
um  den   Winkel  f  geneigt  sei,  die   Besiebnng  gilt 

worin,  wie  oben,  o  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  der  Gttradeu  ^ 
BUgekehrte  Normale  mit  der  positiven  jr-Axe  bildet.  In  der  Gleichung 
A)  ist  für  den  Fall  der  erwähnten  Transversnlen ,  als  der  das  CylindroiS- 
schneidenden  Geraden,  <p^  etwa  gleich  tx,  ip^  gleich  ß  zusetzen.  Lasseik 
wir  noch  überall  die  Indices  Eins  weg,  so  entsteht  —  bei  Berttcksichti — 
gnng  des  obigen  Werthes  für  Igt  —  die  Gleichung 


Hierin   kann,    unbeschadet   der    Doppelwerthigkeit   von    a,    diese    Grüsi 
gleich  u+ß-i-ip  gesetat  werden  und  es  erginbt  sich 

8}  rc-.s{a  +  ß-y  +  q^)=ptg^cos{,j>  +  <,)cosi.v  +  ß)- 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  in  Rede  stehende  Gurre  dritter  Ordnunj 
welche  in  den  Erzeugenden  90— □  und  90  — ß  die  Dnppelgerade  des 
Cylindroids  schneidet  —  im  Gmndriss  also  den  Punkt  0  xam  Doppel' 
punkt  hat  — ,  vollkommen  bestimmt.  Der  unendlich  ferne  Punkt  dersel- 
ben liegt  in  der  Erzengenden  <p  =  SU  — o  — ß  — )'.  Wir  werden  später  auf 
die  anf  dem  Gylindroid  liegenden  Curven  dritter  Ordnung  zurückkommen. 
Bevor  wir  zur  Entwickelnng  weiterer  Beziehungen  fibergehen,  wird  es 
zweckmässig  sein,  einige  Feststellungen  zu  treffen,  welche  inr  Bestim- 
mung des  Sinnes  des  Winkels  nothwendig  sind,  unter  welchem  irgend 
eine  Gerade  g  des  Raomes  gegen  irgend  eine  Erzeugende  ip  dw  Cylin- 
äroidi  geneigt  ist. 


1 
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Jedem  Avr  Kadien  \ 
■r  übprhaaiil  olle  die  ; 
ae  Äxo  gelbeill  weH? 
1    hetreffeDden  Rodins 

iblickender    Beobachter 


pctoTPti ,  in  welche  die  Cylin 
■  Axe  senkrecht  echneideniipi 
1,  EulireibeD  wir  denjenigen 
'eclOT  ala  Drehnngsaxe  an 
in  in  der  positiven  Kichtung  des  Radiu 
als    Drehungsainn     dfs    Uhrzeigers    e 


Unter  den  Grzeagenden  der  Flüchu  ist  mit  Hinsicht  anf  eine  gegebene 
irsde  ff  diejenige  von  besonderer  Wichtigkeit,  welche  mit  der  Geraden 
•inen  rechten  Winkel  bildet.  Uiexelbe  soll  im  Ferneren  nU  „Erzea- 
inde  o"  unterschieden  werden,  wobei  u  den  Winkel  bezeichne,  welchen 


juuige  Radii 
d«t,  der  von 
iniuen  wird. 
Wir  legen 
'•kben  eine  ii 


s   veclor   (der  Erxeugeuden  d)    mit    der   positiven   :(' 
der  küraesten  Bntrernnngslinie  der  Geraden  g  nnd  ( 


einer  Geraden  g  diejenigen  Sinn  als  (insi ti ven  bei, 
deruelbeo  gedachte  Kraft  haben  milaele,  um  hinsichtlich 
M  sngebörigen  Kadias  vector  o  --  dem  oben  detinirten  Drehuugssinne 
unXsa  —   ein   positiyes  Moment  zu  erzeugen. 

Ea  sollen  nnn  einige  Relationen  zwischen  den  Uestimmungsstücken 
iner  Geraden  g  abgeleitet  werden,  welche  das  (.'y"'"''''*''^  '"  '^^''  ^^^'' 
Iraeagendeu  i;p[ ,  tp^  und  rp^  durchdringe,  und  zwar  zunKchst,  indem  die 
fink«!  6,,  i)j,  dj  eingeführt  werden,  unter  welchen  die  Gerade  g  bezieh- 
icb  jene  drei   Erzeugenden  schneide. 

Als  positiven  Sinn  einer  t^rzeugenden  ip,  die  im  I'nnkte  P 
»n  der  Geraden  g  geschnitten  werden  mfige,  nehmen  wir  den  positiven 
Binn  des  Radius  vector  an,    auf  welchem  der  Punkt   P  liegt. 

Der   Wintel    i,    unter    welchem    die    Gerade    g    die    Erzengende    ip 
■ehneide.   kann   nunmehr  ansreichcnd  als  derjenige  Winkel  definirt  wer- 
m,    welchen    die    positiven  Richtungen    der  Geraden  g  nnd  <p  mit  ein- 
der  bilden. 

Diese  üeänition  Ubertrttgt  man  aucb  leicht  auf  den  Winkel  6',  wel- 
en  die  Grundrisse  der  beiden  Geraden  g  und  qp  einschliesseu. 

So  ist  X,  B.  in  Fig.  4  der  positive  Sinn  der  Geraden  g  (und  ihres 
roDdriases)  als  derjenige  angenommen,  in  welchem  die  Gerade  g  (und 
r  Grnndrisa]  von  einer  im  positiven  Sinne  uro  die  i-Axe  sich  drehen- 
in  Ebene  besehriebeTi  werden.  Wird  wieder  mit  c  der  Winkel  bezeich- 
it,  welchen  die  der  Geraden  r/  zugekehrte  Normale  mit  der  positiven 
■Axe  bildet,  so  erhält  man  in  unserem  Falle  beispiilaweise  für  den 
iakel  d',  den  Zasammeubang 

-)',  =  90 +  <.-?*,. 
Weiter  besteht,  wie  leicht  ersicbtlich,  die  Relation 
coiSi  =  ro*d',  tini  =  —  sin  (o  — y,)  smt, 


worin  wieder 
bedeutet,    der 


i   den    Noigangs Winkel    der  Geraden   g   gegen    die    z-Axe 
jedoch    in    der  Toratehenden    Beziehung    stets    poeiti 


Wird  der  Gewden 
ala  positiver  beiigelegt,  % 
werden  roflsBen 


entgegengesetzte  Sinn 
3  Besiehaiig  offeabar  geschrieben 


n(ö- 


P,)  ^' 


£Q  setzen,  je  naclidem  der  positivi 
in  welchem  die  Gerade  von  einei 
sieb    drehenden  Ebene   beschriebeo 

migegetigesetKt  ist. 


J 


Es  ist  also  c(W^,=  +  sf>i{(j— T,)  si""f 
Sinn  der  Geraden  g  mit  dem  Sinne 
im  positiven  Sinne  ntn  die  :  -  Axe 
wird,  üb  e  rein  st  i  mm  t  oder  demselben 

An  dieser  Stelle  erscheint  es  zweckmässig,  die  frühere  DeGuitiim  deM^ 
Winkels  t  (S,  2H6)  dorcb  eine  schärfere,  die  Uebersicht  erleichternde  tcw 
ersetzen. 

Es  sei  wieder  die  Linie  der  kürzesten  Entfernung  der  Geraden  fe. 
von  der  :-Axe  mit  d  hezeicbnet.  Wir  denken  uns  nun  dte  Gerade  ^ 
ans  einer  Anfangslage  g',  die  parallel  der  z-A^\a  sei  nnd  mit  der  Gi 
laden  g  einen  und  denselben  Punkt  der  Linie  d  gemein  haben  möge,  ui 
die  kürzeste  Entfernungslinie  d  in  die  wirkliche  Lage  herausgedreht.  De 
positive  Sinn  jeuer  Anfangslage  stimme  mit  dem  Sinne  der  wjicbsondei 
positiven  z  überein. 

Uas  Maass  des  Winkels  i  sei  nun  der  Betrag  desjenigen  DrehnngB  -^ 
Winkels,    welcher  beschrieben   werden  muss,  damit  die  An  fang«  gerade  g' 
nach  Sinn    und  Richtung  mit  der  Geraden  g  znr  Deckung  kommt.     Di« 
Urehang   der  Geraden    mnss   hierbei  in  dem  der  kürzesten  Entfernungs 
strecke  d  entsprechenden   positiven   Drehnngusinne  erfolgen. 

Wird    der  Winkel   £  dies<<r  Art  gezählt,    so  können  die  beiden  obi- 
gen,   durch    das    Vnrseicbcn    sich    unterscheidenden    Formeln    zusammen 
gefasst  werden  in  der  Gleichung 

Bei  Berücksichtigung   der   annlogen  Ansdrilcko    für   vi'si,   and  coiif 
ergiebt  sich  hier  anch  die  allgemein  gütige  Gloichnngereihe 

Nunmehr  kann  in  sehr  einfacher  Weise  für  die  kürzeste  Entfernni 
('  der  Geraden  g  von  der  erwähnten,  zu  ihr  normalen  ,, Erzeugenden  < 
ein  Ansdrock  abgeleitet   werden,    welcher   durch   eine    gewisse    Analogie 
rait  dem  Ausdrucke  für  die  Distanz  ri  (Gleichung  7)  charakteristisch  ist, 
Zu    diesem  Zwecke    mögen    die  Erzeugendeu    0,  ip,,  qp,   als  Axen    dreier 
Winder  angesehen  werden.  Als  solchen  können  denselben 
Intensitüten  n,  o, ,  n^  beigelegt  werden,  zwischen   welchen  jedoch   — 
den   Fall   de«   Gleit bgewichta   —   die   bekannte,    durch   das  GesMs 


I 


mer  gewisse  ^^H 
loch   —  fOr^^H 

GesMBdgd^H 
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Parallelogramms  der  Intensitäten  begründete  Relation  bestehen  muss.  Wir 
denken  (Fig.  5)  den  Winder  a  als  den  resnltirenden  der  beiden 
Winder  q>i  und  9>2*  ^^®  ™^^  leicht  erkennt,  können  in  jedem  Falle 
für  zwei  der  drei  Winder,  also  z.  B.  für  o  und  <p^^  positive*  Intensitä- 
ten gewählt  werden.  Wird  nnn  anch,  wie  in  unserer  Fignr,  die  Inteu- 
flität  a^  negativ,  so  besteht  doch  immer  die  Relation 

'  a       sm  (9j  —  qpg) 

Die  Pfeile  der  Winder  qf^  und  (p^  seien  resp.  p^  und  Pj* 
Die  Gerade  g  betrachten   wir  als  Axe  einer  Windung  und  legen 
derselben  den  Pfeil  —  p^  und  eine  (sonst  beliebige)  Translationsgeschwin- 
digkeit bei,  deren  Sinn  mit  dem  positiven  Sinne  der  Geraden  g  über- 
einstimme. 

Setzen  wir  nun  die  mechanische  Arbeit,  welche  der  Winder  o  gegen- 
über der  Windung  g  verrichtet,  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  der 
Winder  qp^  und  q>2  derselben  Windung  gegenüber,  so  entsteht  die  Relation 

ae  =  a^{p^'~P2)  cosd^,'^'^ 

Mit  Berücksichtigung  der  hier  direct  anwendbaren  Formeln  9)  und  B) 
geht  diese  Gleichung  über  in 

worin  natürlich  der  Betrag  des  Winkels  s  der  neuen  Definition  zufolge 
bestimmt  werden  muss  und,  wie  leicht  ersichtlich,  <r  =  9>|  +  9^2 "l" ^s  g®^^^^^ 
werden  darf. 

Mit  Hinsicht  auf  Formel  4)  weist  man  leicht  die  Beziehung  nach 

Pi  —  Ps  =  -  P  wVi  (g>j  +  qp,)  5IW  (g>j  r- g>,) , 

vermöge  welcher  der  Ausdruck  für  die  Entfernung  e  geschrieben  wer- 
den kann: 

10)  e=p  sin  c  sin {tp^  +  tp^)  sin (qpg  +  tp^)  sin {(p^  +  q>^). 

Eine  weitere  Anwendung  des  Princips  der  Summation  der  mecha- 
nischen Arbeiten  wollen  wir  zum  Zwecke  der  Lösung  der  für  die  Statik 
wichtigen  Aufgabe  machen: 

Zu  einer  beliebigen  Schraube  l  vom  Pfeil  k  die  auf  einem  gegebenen 
Cylindroid  liegende  reciproke  Schraube  zu  finden. 

Es  sei  auch  hier  diejenige  Cylindroidaxe,  welche  zur  Axe  X  recht- 
winklig ist,  mit  a  bezeichnet.  Der  Pfeil  derselben  sei  p.  Femer  sei  a 
diejenige   Axe   des    Cylindroids,    welche   zur   Axe   o   rechtwinklig   (d.  h. 


*  D.  h.  Kräfte,  welche  ihre  in  der  xr-Axe  zu  denkenden  Angriffispunkte  nach 
der  Qeraden  g  hinzubewegen  trachten. 

^  Es  sind  nämlich  die  virtuellen  CoefGcienten  für  die  Schranbenpaare  (g^  #), 
{9i9t)y  (^i9t)  beziehungsweise  gleich  e,  {Pi-Pt)cas9i  und  Null  (vergl.  8. S82). 


Ueber  pinige  EigenietiaftPa  des  Cyli 

par»ttel  inm  OrandrUse  der  Gtrmden  l)  ist, 
DenkcD    wir  die  Schraubeu  a  und  a    als  Wind 
etia^   und   sinjp,    den  resQUiienden   Windcr  ^    ti 
Af.  a  den  —   im  Sinuc  positiver  Drehung  um  < 


~  Winkel    1^    bilden    wird)    dabei 
Scbranbe  i,  deren   Axe  am  den   Winkel  f 
als  Windung   (vom  Pfeil  A),    bezüglich 
Voraoseetzangen  getnacbt  werden,  wie  obe: 


der  Pfeil  derselben, 
von  den  IntenaitUeD 
^  {dessen  Axe  also  mit  df<r 
im  die  :-Axe  rd  zählenden 
r  Intensität  Eins,  Teruer  die 
gegen  die  £-Axe  geneigt  »ei, 
reicher  sonst  wieder  dieselben 
füT  die  Windung  g,  so  ergiebl 


sich  bei  der  Annahme,  dass  die  Schraube  jenes  resnltiri 
zur  Schraube   l    reciprok  sein  soll,    dnrcb  eine  der  vorige] 
Wendung  dea  Arbeitxprincipa  die  Bediugungsgleichung 

co»V-c  +  ""V|(p'+A)s.»(  +  rf<o»(I  =  0. 
wenn  hierin,  wie  früher,  e  und  d  die  kUrzeafen  Entfernun 
von  den  Axen  <s  und  a  resp.  bezeichnen  Der  Winkel  t  ist,  wie  u&n 
leicht  erkennt,  der  Definition  S.  292  gemfiss  aneunebmen.  Der  Winkel 
1(1  und  hiermit  die  zur  Schraube  )•  recipruke  Cjlindroidsch raube  ist  i 
nach  beslimmt  vermittelst  der  Formel 


'nden  Winders  q 


I  der  Azi 


II) 


ltl^  = 


Hat  die  Schraubt 


(p'+*)  »(«■  +  (/ co»t' 
I  Pfeil  k-=—p',  Bo  wird 


leln  7)  c 


id  10)  die  betreifendni 


oder  auch,  wenn  wir  aus  den  Fi 
fUr  «  und  ä  entnehmen, 

'3*  =  -  tgifi  +  Vt)  '?(Vs+Tt) '?(?>» +  9'ä)- 

Für    den   speciellen  Fall  einer  Schraube  A  vom  Pfeil  ~p'  XHaa 
übrigens  daa  Resultat  einfacher  in  folgender  Weise  direct  ableiten. 

Wir  wollen   diejenige  Parallelehene  zur -ry- Ebene,  welche  durch  die 
(zur  Axe  K  gehörige)  Erzeugende  o  geht,  kurzweg  als  „Höhenebei 
den  Punkt  sodann,  in  welchem  die  Aie  i  die*e  Ebene  schneidet,  mit  f 
bezeichnen.     Offenbar  kOnnte  die  Axe  k  auch  dadurch  gegeben  sein,  di 
die  ihr  entsprechende  Erzengende  a,  der  Neigungswinkel  t  und  der  Pm 
Q  als  bestimmende  Elemente  bekannt  wären. 

Die  Windung  k  vom  Pfeil  —p  denken  wir  uns  zerlegt  nach  z< 
Windungen  i.^  und  k^  von  demselben  Pfeil  — p',  deren  A: 
Axe  k  durch  denselben  Punkt  0  gehen  —  derart,  dass  i-twa  die  Axe 
zur  i-Axe,  die  Axe  A,  snm  Grundrisse  der  Axe  k  parallel  ist.  Die 
Schraube  der  Windung  A,  ist  zu  iweien  (o  und  o")  und  daher  zu  allen 
Cjlindroidschranben  recipruk.  Es  luuss  demnach  die  Kur  Schraube  l 
reciproke  Cyliudruidschraube  aucli  zur  Schraube  k^  (als  der  Schraube  dl 
andern  cornpunircndeu  Windung)  reciprok  sein.  ErwSgt  man  nun.  di 
die  Axe  it, ,  da  ai«  sur  i  -  Axe  parallel  ist ,  eine  gewisse  Cjlindroidi 


I 


i  die  Scbranba  rl,  xnr  Cjlindroid- 
I  sofort  die  Richtigkeit  der  Foi- 


f  rtehtirinklig  Bebaeidet,   d. 
•ehriMtbe  p  reciprok  ist,  so  erkennt  ■ 
pirong: 

Der  Gmndriss  des  Pnoktes  Q  iit  ein  Pnnkt  des  GrandriBBeH  der 
Axc  der  zur  Schraube  i  reciproken  Cylindroidscbraubp.  —  Alle  zur  sel- 
bfu  Erzeagenden  o  gehörigen  Schrauben  vom  Pfeil  —  p,  deren  Axeii 
dorch  denselben  Punkt  Q  der  Höheuebene  ff  gehen,  habeo  dieaclhe  Cy- 
lindniiddchTaube  zur  reciproken. 

Leicht  kann  der  allgemeine  Fkll  auf  den  behandelten  speciellen 
EQrÜckgefuhrt  werden.  Es  haudelt  sich  uHmlich  nur  darum,  für  die 
Schraube  A  des  (beliebigen)  Pfeils  *  irgend  eine  andere  Schranbe  l,  des 
Pfeits  — p  zu  sabstituiren,  welche  mit  der  Schraube  1  die  gleiche  Cylin- 
droidschranbe  znr  reciproken  hat.  Die  Axe  der  Schranbe  1,  schneidet 
die  UChenebene  a  in  einem  Pnnkte  E,  dessen  Grundriss  offenbar  ein 
Punkt  des  Grundrisses  der  gesuchten  Cylindroidsxe  ist.* 

Sclilieselicb  soll  es  noch  unsere  Aufgabe  sein,  zu  zeigen,  wie  mit 
Benutzang  einiger  der  vorgekommeneu  SHtze  nnd  Begriffe  die  Gurven 
dritter  Ordnung,  welche  auf  dem  Cylindroid  liegen,  allgemein  constrnctiv 

I bestimmt  »erden  können.     An  der  Hand  der  allgemeinen  Theorie  weist 
nan   leicht  nach: 
1.  Die    Uoppelgerade    (;-Axe)  ist  eine   Secante   zn   allen   auf  der 
FUche  liegenden  Kaumcurven   dritter  Ordnung. 
2.  Jede  solche  Raumcurve  C,  hat  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt. 
3,  Durch  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Cnrve  C^  mit  dem  nnendlicb  fernen  Pnnkte  der  Dop- 
pelgeraden  verbindet,    ISsst   sich    ein    Paraboloid   legen,    dessen 
'  eine    Regelschaar    aus   lauter    Secanten    der    Curve    C^    (darunter 

auch  die  Doppelgerade  des  Cylindroids)  besteht.  Unter  den  Er- 
sengenden der  andern  Regelschaar  wird  also  noch  eine  Cylin- 
droid erzeugen  de  sein. 
Wir  wollen  dies  für  die  Curve  C^  charakteristische  Paraboloid  dem 
Cytindroid  gegenüber  durch  entsprechende  Bestimm nngselemenle  des 
Nsheren  fiiiren. 

Rs  sei  zunächst  die  Axe  o  des  Cylindroids  als  die  den  beiden 
PUlchen    gemeinschaftliche    Erzeugende   gegeben.     Diese    Ertengende   — 


*  Die  Substitution  ist  auf  unendlich  viele  Aiteo  möglich.  Wir  wollen  ein 
piel  für  dieselbe  hier  andeuten.  Sei  wieder  Q  der  Scbuittpankt  der  Axe  >■  mit 
'  B^ibenebene  a.  Wir  suchen  xu  einer  gewissen  Schraube  l,  vom  PreÜ  —p, 
3  Axe  durch  den  Punkt  Q  geht  und  zum  GrundrJSE  der  Axe  1  parallel  ist,  auf 
m  durch  die  Schritaben  k  und  It  beGtimmten  Cjlindroid  die  andere  Schraube  Jlt 
I  ffeila  —p'.  Diesetbe  hat  die  verlangte  Eigenachafl.  Die  Entfe^ung  des 
*uaktM  H,  in  welchem  die  Axe  derselben  die  BOhenebene  a  schneidet,  vom  Punkte 
"        B  der  Oleichimg  V-ß^  !;»'+*)  'Jf-     iVergl  Ol.  IT.  der  Diasert.) 
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sowie  sämmtliche  mit  ihr  znr  selben  Regelschaar  gehörigen  Paraboloid- 
erzengenden  —  werden  von  sftmmtlichen  Erzengenden  der  andern  (ans 
lauter  Secanten  der  Cnrye  C^  bestehenden)  Schaar  geschnitten. 

Von  vornherein  gegeben  ist  als  Erzengende  der  letzteren  Schaar  die 
Doppelgerade  des  Cylindroids.  Werden  demnach  etwa  noch  zwei  andere 
Erzengende  derselben  (Secanten  -)  Schaar  gegeben ,  so  ist  das  Paraboloid 
▼ollständig  bestimmt  Als  die  eine  dieser  beiden  Erzeugenden  wählen 
wir  diejenige,  die  der  Grundrissebene  parallel  ist,  und  bezeichnen  die* 
selbe  mit  h\  die  andere  sei  durch  die  unendlich  ferne  Gerade  einer 
gewissen  (durch  die  Axe  a  gehenden)  Ebene  x  (S.  2S7)  repräsentirt.  Die- 
jenigen Transversalen  zur  :-Aze  und  zur  Geraden  A,  welche  zur  Ebene 
X  parallel  sind,  werden  demnach  die  Cylindroidfläche  in  den  Punkten  der 
gesuchten  Curve  C,  schneiden. 

Um  den  auf  irgend  einer  Erzeugenden  fp  liegenden  Curvenpunkt  P 
zu  constmiren,  kann  man  folgendermassen  verfahren. 

Es  seien  mit  M  (Fig.  6)  der  in  der  Doppelgeraden ,  also  in  der  Axe  or, 
mit  Pje  der  in  der  Erzeugenden  ^  liegende  Punkt  der  Ellipse  x  bezeich- 
net. Wir  ziehen  nun  (in  der  Höhenebene  or)  durch  den  Punkt  M  eine 
Parallele  zur  Axe  9)  und  verlängern  dieselbe  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte 
P,  mit  der  Geraden  h.  Legt  man  dann  durch  den  Punkt  P|  eine  Paral- 
lele {PiP)  zum  Strahl  M P^^  so  ist  dies,  wie  leicht  ersichtlich,  diejenige 
der  in  Rede  stehenden  Transversalen,  welche  die  Erzeugende  ^  in  dem 
gesuchten  Curvenpunkte  P  schneidet. 

Als  Folge  der  Gleichheit  der  Parallelogrammseiten  M Pn  und  P^P 
ergiebt  sich  auch  die  Gleichheit  der  entsprechenden,  im  Grundriss  gemesse- 
nen Strecken  und  hieraus  leitet  sich  eine  sehr  einfache  Construction  des 
Grundrisses  C\  der  Curve  C^  ab. 

Als  gegeben  mögen  etwa  vorausgesetzt  werden  der  Grundriss  der 
Ellipse  X  —  als  durch  den  Ursprung  gehender  Kreis  x  —  und  der  Grund- 
riss K  der  Geraden  h  (Fig.  7). 

Ist  tp  der  Grundriss  der  Erzeugenden  gp,  für  welche  ein  Curven- 
punkt P  bestimmt  werden  soll,  und  sind  M\  P'^,  P\j  P'  die  Grundrisse 
der  in  Betracht  kommenden  Punkte  M^  P«,  Pj  und  P,  so  braucht  man 
nur  in  der  Geraden  fp  die  Strecke  des  Radius  vector  M' P\  des  Kreises 
X  vom  Punkte  P\  aus  —  in  dem  durch  den  Radios  vector  M* l*\  reprä- 
sentirten  positiven  Sinne  —  aufzutragen,  um  den  betreffenden  Punkt  P' 
als  Endpunkt  jener  derart  verschobenen  Strecke  zu  erhalten. 

Wir  wollen  den  Punkt  P'  der  Curve  ^'3  und  den  Kreispuukt  P',, 
welche  auf  einer  und  derselben  durch  0  gehenden  Geraden  g)' liegen,  als 
«»entsprechende  Punkte^*  bezeichnen. 

Legi  man  durch  den  Punkt  0  eine  zur  Geraden  h'  parallele  Gerade 
'^bt  MOMU  Bofortf  daas  die  Benktecbteu  Abstände  der  Punkte  der 
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Carre  C\  tod  der  Geraden  h'  gleich  sind  den  senkrecbtcn  Absläudon 
der  entoprechenden  Punkte  des  Kreises  x  von  der  Geraden  fr*. 

Es  sollen  weiterhin  auch  solche  zwei  zn  h'  parallele  Geraden  g  und 
g*  als  entsprechende  bezeichnet  werden,  welche  beziehungsweise  von  den 
Geraden  h'  und  h*  in  gleichem  Sinne  gleichweit  abstehen.  Dann  kann 
man  allgemein  sagen: 

Die  senkrechten  Abstände  entsprechender  Punkte  von  entsprechen- 
den  Geraden  sind  gleich. 

Es  sei  nun  der  zur  Geraden  h'  parallele  Durchmesser  des  Kreises 
X  mit  a*y  die  demselben  mit  Hinsicht  auf  die  Curve  (/^  entsprechende 
Gerade  mit  a  bezeichnet.     Man  findet  dann  weiter: 

Je  swei  Punkte  der  Grundrisscurve  C\y  welche  aus  dem  Punkte  0 
anter  einem  rechten  Winkel  projicirt  werden,  haben  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Abstände  von  der  Geraden  a.  Da  nun  die  zu  solchen 
zwei  Grundrisspunkten  gehörigen  Cylindroidpunkte  auch  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Abstände  von  der  o?^- Ebene  haben,  so  ist  ersichtlich ,  dass 
<)ie  (in  der  o:^- Ebene  liegende)  Gerade  a  die  Axe  des  elliptischen  Cylin- 
^era  ist,  durch  welchen  die  Curve  t\  aus  ihrem  unendlich  fernen  Punkte 
projicirt  wird. 

Wird  mit  v  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  P'  der  Curve  C'j  von 
der  Geraden  «,  mit  v*  der  Abstand  des  entsprechenden  Punktes  P'x  von 
"Gr   Geraden  a*  bezeichnet,  so  ist  also 

v  =  V*. 

Sind  (Fig.  7)  A  und  B  die  Endpunkte  des  Durchmessers  a*  und  ist 
^'   der  Mittelpunkt  des  Kreises  x,  so  kann  offenbar  gesetzt  werden 

v  =  CP'nSinACP'^. 

Der  Sinn,  in  welchem  die  positiven  Abstände  v  von  der  Geraden  n 

^08  aufzutragen  sind,   ist  durch  den  positiven  Sinn  des  der  Geraden  a* 

angewandten   und   zu  derselben  normalen  Radius  vector  dargestellt.     Es 

ist  hiemach  in  der  letzten  Gleichung  der  Radius  CP'm  immer  als  positive 

^r5sse  einzuführen. 

Die  Ebene  x  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  etwa  festgesetzt  wird, 
dass  der  Berührungspunkt  derselben  (mit  dem  Cyliudroid)  auf  dem 
Radius  vector  a  liege  und  dass  mit  Hinsicht  auf  diesen  Radius  vector  der 
Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die  z- Axe  gleich  ft  sei.  Werden  ferner 
mit  J  und  90  +  |  die  Winkel  XO.i  und  ÄOP,  mit  a  derjenige  Winkel 
bezeichnet,  welchen  die  dem  Durchmesser  a"^  zugekehrte  Normale  mit  der 
positiven  a:-Aze  bildet,  so  besteht  die  Relation 

worin    (da  o  constant  gedacht  wird)    a'  gloicli  a  oder  180  +  ^  zu  setzen 
iM,  je  nachdem  der  Neigungswinkel  fi  (in  Bezug  auf  den  Radius  vcclot  a\ 
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positiv  oder  negativ  ist.  Berücksichtigt  man  nun,  dass,  wenn,  wie  oben, 
der  Winkel  XOP'  mit  q>  bezeichnet  wird, 

gesetzt  werden  kann,  so  ergiebt  sich  schliesslich,  als  zur  Sabstitntion 
geeignet,  das  Resoltat 

/.  yrf  6'i>',  =  90  -  (a  -  o  -  2  g>). 

Erinnert  man  sich  dann  noch  der  Relation  CP'u  =  ^p  igii  (S.  285),  so 
gelangt  man  zn  der  Gleichung 

worin  jedoch  der  Winkel  fi  stets  positiv  einzuführen  wäre.  Soll  auf  das 
Zeichen  von  fi  Rücksicht  genommen  werden,  so  hat  man  in  der  Formel 
einfach  die  Grösse  a  durch  die  Grösse  a  zu  ersetzen.  Wie  man  leicht 
erkennt,  kann  in  der  nunmehr  allgemeinen  Formel 

12)  v  =  ^p  igficos{G  —  a  —  2(p) 

der  Winkel  o  auch  als  derjenige  aufgefasst  werden,  welchen  die  der 
Geraden  a  zugekehrte  Normale  mit  der  positiven  or-Axe  bildet.  Dann 
ist  aber  vorausgesetzt,  dass  der  Sinn,  in  welchem  die  positiven  Abstände 
f>  —  von  der  Geraden  a  aus  —  aufzutragen  sind,  durch  den  positiven 
Sinn  des  der  Geraden  a  zugewandten  und  zu  derselben  normalen  Radius 
vector  repräsentirt  ist. 

Für  die  beiden  Punkte  P,  und  P^,  welche  auf  den  Radien  vectoren 
tp^  und  (p^  liegen,  erhält  man  die  Abstände 

f)j  ==  ^ ;;  /y |Li  cos (ö— «  —  2<p,),      v^  z=  ^ f,  Uf  ^  nts (ö  —  a  —  2 qp^)- 

Wir  berechnen  hieraus 

v^^v^  =  p  tfi  fA  sin  (ö  —  a  —  qpj  —  (p^)  sin  {(p^  —  g>^). 

Der  parallel  der  r-Axe  gemessene  Abstand  der  beiden  Oylindroidpnnkte 

Pj  und  P^  ist 

^/,2  =  p  cos((p^  +  rpg)  siti  ((jp,  —  (p^) 

Die  Tangente  des  Neigungswinkels  v  (gegen  die  r  -  Axe)  derjenigen 
Ebene,  welche  die  beiden  Punkte  P^  und  P^  aus  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Curve  63  projicirt,  ist 

</,2  *'OS{(p^  +  (p^) 

Um  den  früheren  Regeln  gemäss  den  Sinn  des  Winkels  v  zu  bestim- 
men, denken  wir  uns  zu  der  fraglichen  Ebene  die  Parallelcbene  x.  Die 
Cylindroiderzeugende,  welche  in  dieser  Ebene  x  liegt,  wird  durch  die 
r-Axe  in  die  Halbstrahlen  0  — 90  und  a  +  90  getheilt.     Wir  wählen  etwa 

ö-90  =  /3 
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als  Radins  vector,  in  Bezog  aaf  welchen  der  Winkel  v  berechnet  werden 
soll.     Dann  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

igv  =  tg^K ^ — ^— — ^. 

cos  (9j  +  (p^) 

Setzen  wir  qpj  s=  g^^  =  «p,  so  gilt  der  Ausdruck  für  die  Parallelebene 
X  sn  derjenigen  Ebene,  welche  den  die  Curve  C^  projicirenden  ellipti- 
schen Cylinder  in  der  Erzeugenden  desselben,  welche  durch  den  auf  der 
Cylindroidüxe  q>  liegenden  Curvenpunkt  geht,  berührt  — 

cos2fp 

Für  den  Neigungswinkel  v  der  Schmiegungsebene  der  Curve  C^ 
im   unendlich  fernen  Punkte  derselben  ergiebt  sich  die  Gleichung 

cos(a  +  ß) 
lyv  =  lgn.  . 

cos  Zp 


iö* 
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Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  reeiproker, 
eoUinearer  und  inverser  ebener  Curven. 


Von 

Dr.  L.  Geisenheimer 


in  Tamowits. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  8-  12. 


Darch  mehrere  in  dieser  Zeitschrift  erschienene  Veröffentlichungen 
warde  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  Untersuchung  der  Bewegung  ähn- 
lich-veränderlicher Systeme  sich  für  die  Erkenntniss  der  bei  dieser  Be- 
wegung auftretenden  Curven  fruchtbar  zeigt.  Besonders  wurden  für  die 
Krümmung  der  bei  dieser  Bewegung  auftretenden  Curven  Gesetze  und 
Constructionen  gefunden;  so  eine  einfache  Construction  für  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  centralen  Kegelschnitte;  ferner  eine  allgemeine, 
durch  Construction  leicht  darstellbare  Beziehung  zwischen  dem  Krümmungs- 
radius in  einem  Punkte  einer  Curve  und  dem  Krümmungsradius  im  ent- 
sprechenden Punkte  der  zugehörigen  Fusspunktcurve;  endlich  eine  Be 
Ziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender  Punkte  in  affinen 
Curven,  welche  später  für  collincare  Curven  erweitert  wurde.* 

Von  derselben  Grundlage  ausgehend,  also  mit  Uilfe  der  Betrachtung 
ähnlich -veränderlicher  Systeme,  werden  im  Folgenden  die  Beziehungen 
zwischen  den  Krümmungsradien  rociproker,  collinearer  und  inverser  ebe- 
ner Curven   hergeleitet  werden. 


§1.  ^ 

Die  Bewegung  einer  ähnlich- veränderlichen  ebenen  Figur  in  ihrer 
Ebene  besteht  in  der  gleichzeitigen  Aenderung  der  Lage  und  Grösse  der 
Polcurvenebene  gegen  die  feste  Polbahnebene.  Kino  beliebige  feste  Strecke 
der    Polbahnebene    nimmt    während    der  Bewegung   von    der  Bewegungs- 

*  Vergl.:   Die  Bildung  alliner  Figuren  durch  rihulich   venliulerlicbe  Systeme, 
ZeitMhr.  f  Math.  n.  Thys.,  Bd.  XXIV  S.  3r>7.     Ferner:  A.  a.  0  ,  Bd.  XXV  S.  214. 
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pbiue  «bhSDgige  LaigoD  und  OrdHenverh&UniBse  gegen  irgend  eine 
8jateiDg«rit(l(>  der  Pol cnrven ebene  an.  llenkt  man  sich  diene  Ebene  der 
l'olcnrve  in  irgend  einer  Pliase  eretarrt  und  nun  dtP  l^bonu  der  Pnlbahn 
glMchseilig  sn  bewegt  und  geändert,  dasB  1.  die  sieb  jetat  bewegende  nnd 
ünderndu  Strecke  der  Pulbabnebene  gleiche  Lngnn  und  GrÖBaeuverliiLlt- 
nisee  gegen  die  jetst  foite  Strecke  in  der  Pulcurvenebcne  annimmt  wie 
Tgrtiin,  2.  sicli  die  Dimensionen  der  Pelb&hiiebene  proportional  der 
SttecJta  in  dieser  Bbene  Andern,  an  bfeilaeo  jetzt  die  Punkte  der  Pol- 
baliDebene  eine  äbulicb-veranderliclio  Itewegung,  wtdube  wir  die  U  m- 
kehrnng  der  erst  betracbtetcn  Bewegung  nennen  wollen.  Die 
kla  erEtarrt  gewSblte  Plmse  der  Polen rvi^n ebene  beiase  die  Anagangs- 
pbase  der  Umkebrnng. 

M«n  ereiebt  sofort,  daüs  nnr  die  Dimensionen,  nicbt  die  Form  der 
bei  der  umgekehrten  Bewegung  bescbriebeoen  Bahnen  von  der  Ansgangs- 
phaSfl  der  Umkehrung  abhängt.  Bei  starren  Systemen  sind  diese  BAbncn 
Tür  beliebige  Änsgangephasen  einander  congruent. 

Die  Polcurve  einer  Bewegung  ist  der  geometrische  Urt  derjeuigeu 
Systempunkte,  deren  Geschwindigkeit  einmal  verschwindet.  Demnach 
wird  bei  Umkebrung  der  Bewegung  die  Polbahn  zur  Pokurve;  bei  Um- 
kebrnng der  Bewegung  vertausehen  sich  also  Polbabn  und 
Polearve.  Wird  die  momentane  Drehung  tlQ  bei  der  umgekflirten 
Bewegnng  ura  den  momentanen  Pol  nach  gleiclier  Kichtuug  wie  hei  der 
dir«cten  Bewegung  ausgoführt,  so  miissou  sich  die  Dimensionen  in  nm- 
gekehrter  Weise  wie  vorhin  Hndern.  Ist  ^i  der  nugenhlickücbe  GoBthwin- 
■tigkeita Winkel ,  so  betrügt  bei  der  directen  Bewegung  di«  momentane 
Ur«rgr&sserung  der  Längeneinheit  —  ci'/ijij>.rfO.  Für  die  Umkebrnng  der 
lewrguug  ist  daher  statt  tp  ISO-ip  und,  wie  auch  schon  die  Anscbau- 
tsg  ergicbt,  statt  der  anl'  der  Polcurve  abgerollten  Hirecke  du  —du, 
pemuBch  auch  elalt  de.i  Winkels  i/x,  unter  welchem  •in  vom  bewegten 
fyatt-mpunkte  aus  erscheint,  — lix  isn  setzen.  Hieraus  folgt  mit  Hilfe 
'  fllr  die  Durchmesser  doe  Wende-  und  Bdiikkehrkreises  gelVindcnen 
IfciutdrÜcke  der  bereits  in  einer  früheren   Arbeit  erwHhnto  Sats*: 

Wird    die    Bewegung   eines    äh  nticb-veränderlich«n 
Systems  umgekehrt,  so  das»  die  ähi.lich-veränd  erlicho 
Pnlbahtt   anf  der   fest  bleibenden   Polcurvu    rollt,    ver- 
tauücbon    sich    Wende-    und    KUckkehrk  reis;     der    ans- 
geseichneto  ICreiK  bleib!  ungoäodert. 
Im  Polgend'^n  fassen  wir  den  Fall  ins  Angi^,  bei  welchem  die  i'unkle 
IS  BimlicU '  verKnderlichen  System»  sffiriu  '['rajecturien  boschreibcn.    Der 
pTenilekreiii  iet  dann  ein  Syiitemkreis  dos  ühulicb-vorfiiiderlicbcD  Systems. 


•  Vergl,:  Untursuulmnjfiler  l^^!w^lglnli;illlllb(;il-VL■ri^ndl■rllulJer>^y^tüml,'.  Zeitatbr, 


Der  Kflckkelirktefa  der  amgekebrten  Bewegung  wird  dcronacli  ein  l^r  alli 
Iliasen  der  Bewegung  fester  Kreis.  Die  bei  der  directen  Itewegniig  * 
den  Punkten  des  Wendekreiuea  besubriebetien  geraden  Linien,  welche  in 
dem  Affin itätspole  S  der  affinen  TrnjectorJcn  convergiren,  drehen  eich 
bei  der  Umkehrung  der  Bewegung  nlle  mit  gleicher  W inkel geschwind ig- 
keit  am  ihren  zweiten  Schnittpunkt  mit  dem  festen  BUckkehrkriüse  r,-a 
wahrend  der  frühere  AffioilHtspo)  S  selbst  den  Umfang  d<'B  UüekkebT'' 
kroises  ilnrcbläall.  Die  Pnnkte  dieses  Kreises  besilaeu  Geschwindigkei- 
ten, welche  momentan  stets  durcb  .S'  gehen;  denn  im  Oleltiinnktc  kann 
eine  Gerade  unr  eine  in  Kicbtung  dieser  Geraden  fallende  Geschwindig- 
keit Imbcn. 

Es    seien    (Fig.  8)   g^    und  g^  zwei  beliebige  bewegte  Geraden  einer 
derartigen  umgekehrten  Bewegung.     Aus  dem  Punkte  S  legen  wir  Paral- 
lelen ZD  denselben,   welche  den  KQckkehrkrciB  zam  zweiten  Male  in   fi, 
und    R^    schneiden.      Die    von   R,    und  H^    anf  g,    bezüglich  g^   gefällten 
Senkrechten  trefien  diese  Linien  in  0,  und  Pj,.     Da  Ä[  p,  und  Äj(l,  Ab- 
stünde   paralleler    Geraden    des    bewegten    Syülemg.    ist    da«   Verhältuiu  | 
ftiQi-f'tOi   constant;   und    da    forner  R^Q^    mit  KQ^   einen  nnverändeF^B 
liehen  Winkel   bildet  und  diese  Linien  durch  die  festen  Punkte  B,  iiii44 
ü^  gehen,  sind  die  von  (J,  und  (Jt  heschriehonen  Curven,  also  die  Fuss- 
panktcurven    der   zu    ^^  nnd  y^  gehörigen  Enveleppen,    und  daher  diese 
Gnveloppen   selbst  einander   ähnlich.     Um   den   Aehnlichkeitepol    /'^  der 
beiden  Euveloppen  zu  erhalten,  verbinde  mnn  den  Schnittpunkt  C  von  y, 
nnd   g^    mit    5;    der  Schnittpunkt   f^    der  Verbindungslinie  GS  mit   dem 
K Uckkehrkreise  r  ist  der  gesuchte  Aehnlichkeitspnnkt.     Denn  die  von  f'^ 
anf  !7,    und   g^   gefällten    Senkrechten    stehen    in    dem    festen    VerhÜltniM    ' 
HjOi-ftyQt,  nad  P^  bleibt  während  der  Bewegung  in  nnveiHudcrter  Lag«.  I 

Die  Trajectorie  de»  von  9,  nnd  g^  gebildeten  Schnittpunktes  G  i»t  1 
eine  Curve,  welche  zu  der  Fnespunklcurve  vun  y,  oder  ?,  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspol  P^  ähnlich  ist.*  Die  Euveloppen  aller  ein  Strahl- 
biischel  G  bildenden  Geraden  beüitzen  einen  gemeinschaftlichen  Acbnlich- 
keitspol  /'^,  und  die  Fnsspunklciirvc  einer  beliebigen  dieser  Euveloppen 
in  Bezug  auf  den  Punkt  P,,  ist  zur  Trajectorie  des  Punktes  G  ähnlich. 
Uierans  folgt,  dass  die  Trajectorie  eines  beliebigen  Punktes  zur  Fuss- 
punktcurve  der  Enveloppe  einer  lieliehigeu  Geraden  ii 
bestimmten  Punkt  der  Ebene  ähnlich  ist. 
folgender  Sata; 
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den    festen,    mit    der    Polbahn    der    umgekehrten    Be- 
wegung zusammenfallenden  Kuckkehrkreis.   Die  durch 
den  früheren  Affinitätspol  laufenden  geraden  Linien 
drehen   sich  um  Punkte  dieses  Kückkehrkreises;    alle 
anderen    geraden    Linien    beschreiben    ähnliche    En- 
veloppen,  deren  Aehnlichkeitspol  auf  dem  Rückkehr- 
kreise   liegt.      Jeder    Punkt    durchläuft    eine   Trajec- 
torie,    welche   zu    einer  Fusspunktcurve   einer  belie- 
bigen dieser  Enveloppen  gleichwendig  ähnlich  ist. 
Die  im  Vorstehenden  betrachtete  Bewegung  ist  durch  drei  Geraden, 
welche  ähnliche  Enveloppen  umhüllen ,  bestimmt.    Denn  werden  die  Ecken 
des   durch  dieöe  Geraden  in  irgend  einer  Phase  gebildeten  Dreiecks  mit 
den   entsprechenden   Aehnlichkeitspolen    der  Enveloppen   verbunden,   so 
schneiden   sich   diese  Verbindungslinien   in  einem  Punkte  (S)  des  durch 
die  Aehnlichkeitspole  gelegten  Kreises.  "^    Demnach  drehen  sich  drei  durch 
S  laufende   Geraden    um   feste  Punkte,    ist  also   der  Rückkehrkreis   der 
Bewegung  fest. 

Schneidet  eine  vierte  Gerade  g^  das  aus  den  bestimmenden  Geraden 
Qy^  g^  und  ^3  gebildete  Dreieck  bezüglich  in  (7, ,  G^^  G^^  so  hängt  der 
Winkel  der  Geraden  SG^^  SG^^  SG^  mit  gfj,  ^g,  ^3  und  g^^  und  hiermit 
auch  die  Dimension  der  von  g^  umhüllten  Enveloppe ,  nur  von  der  Lage 
ab,  welche  g^  gegen  ^^,  g^^  g^  einnimmt.     Hiermit  folgt: 

2)  Umhüllen  drei  Geraden  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  ähnliche  Curven,  so  sind  die  Enveloppen 
aller  Geraden  einander  ähnlich.  Werden  die  drei 
bestimmenden  Curven  eines  derartigen  Systems  so 
verschoben  oder  gedreht,  dass  die  gegenseitigen  Win- 
kel ungeändert  bleiben,  so  wird  die  Enveloppe  einer 
andern  Geraden  nicht  geändert,  sondern  nur  um  den- 
selben Winkel,  wie  die  bestimmenden  Geraden,  ge- 
dreht. Bei  Umkehrung  der  Bewegung  beschreiben  die 
Systempunkte  affine  Trajectorien. 

In  Fig.  9  seien  k  und  k^  die  beiden  affinen  Gruudcurven  eines  ähn- 
lich-veränderlichen Systems,  in  welchen  sich  die  Punkte  Aj  B^  ...  und 
il|,^i,...  entsprechen.  Die  Bewegung  werde  umgekehrt  und  diejenige 
Phase,  in  welcher  die  Verbindungslinie  zwischen  den  homologen  Punkten 
auf  k  und  A-^  die  Lage  A A^  annimmt,  sei  die  Ausgangsphase  der  Um- 
kehrung. Um  die  Enveloppe  (,  welche  eine  Gerade  a  bei  Umkehrung 
der  Bewegung  umhüllt,  zu  construiren,  stellen  wir  die  Gerade  AA^  in 
einer  beliebigen  Phase   f^  H^  der  dirccten  Bewegung  dar.     Eine  Phase  a^ 


*  Vergl.:  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich- veränderlicher  Systeme.  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  PhyB.,  Bd.  XXIV  S.  136. 
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von  a  bei  der  umgekehrten  Bewegung  muss  dann  gegen  J  A^  gleiche  Lage 
haben,  wie  a  gegen  BB^,     Es  ist  also  ß B^an^  JA^a^. 

Es  werde  a  als  die  A'-Axe  eines  die  Grundcurven  Ar  und  Ar^  bestim- 
menden rechtwinkligen  Goordinatensystems  betrachtet;  die  Coordinateu 
von  k  seien  x,  y^  von  k^  ^x «  ^i  •  ^^^  Lage  der  Geraden  a^  werde  durch 
den  reeiproken  Werth  |  des  von  a^  auf  A  A^  gebildeten  Abschnitte«  A  M^ 
und  durch  den  reeiproken  Werth  ri  des  Abschnittes  AN^  welchen  a^  auf 
einer  zu  AA^^  in  A  errichteten  Senkrechten  abschneidet,  bestimmt. 

Da  k  affin  zu  Ar^,  finden  die  Gleichungen  statt: 

x^^a^x  +  b^y  +  c^,     yi  =^  a^x  +  b^y  +  c^ , 

wo  die  Oonstanten  a^,  b^^  c,,  a^,  b^j  c^  durch  die  Lage  der  selbstcut- 
sprechenden  Geraden  gegen  das  Coordinatensystem  und  durch  die  Ver- 
hältnisse bestimmt  sind,  nach  welchen  die  Ausgangsphase  AA^  durch  diese 
Geraden  getheilt  wird. 

Aus  der  Figur  ergiebt  sich: 

1    _  y  —  yi       J___^II5l 
AM''  AA^.y'    ~ÄN'~  AA^.y 
oder 

^  AA^.y  '     "^       '  AA^.y 

Nach  diesen  Gleichungen  ist  die  Enveloppe  f  zur  Trajectoric  A  reci- 
prok,  und  zwar  derart,  dass  die  einander  entsprechenden  Elemente  A 
und  a  involutorisch  liegen.  Denn  wird  A  zum  System  der  Cnrve  t  ge- 
rechnet, so  folgt  {  =  00,  1^  =  00,  und  hiermit  als  entsprechende  Gerade 
im  System  der  Curve  k  die  A'-Axe  a  (y  =  0). 

Wird  5^0,  i?  =  0,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  j  =  j*,  , 
^  =  yj.  Demnach  fällt  der  Affinitätspol  der  Curven  k  und  Aj  mit  dem 
Pol  der  unendlich  fernen,  zu  f  gerechneten  Linie  im  System  der  k  zu- 
sammen. 

Die  für  |  und  i]  gefundenen  Gleichungen  stellen  die  allgemeinste 
Art  reciproker  Verwandtschaft  dar.  Denn  in  zwei  reeiproken  Systemen 
k  und  f  findet  sich  stets  mindestens  ein  Paar  involutorisch  lii^geuder 
Elemente  Ä  und  a.  Wird  A  zum  Anfangspunkte  der  die  Geraden  de« 
Systems  f  bestimmenden  Coordinatcn  |i?,  a  zur  .\'-Ax.c  des  die  entspre- 
chenden Punkte  in  k  bestimmenden  Coordinateusystems  xy  gewählt,  S(> 
nehmen  die  l  und  A  verbindenden  Gleichungen  die  obige  Form  au. 
Hiermit  sind   folgende  Sätze  gefunden : 

3)  Wird  die  Bewegung  eines  ä h  n  1  i  c  li  -  v  e  r  H  n  d  e  r  11  c  h  e  u 
Systems,  in  welchem  die  Sys  tcmpu  iikte  affine  Tra- 
jectoric n  beschreiben,  umgekehrt,  so  umhüllen  die». 
S  y  s  t  e  m  g  e  r  a  d  e  n  e  i  n  a  n  d  (».  r  ä  h  n  l  i  c  h  e  E  n  v  e  1  o  p  p  o  n ,  welche 
den  T  r  a  j  e  c  t  o  r  i  (i  n  der  d  i  r  e  c  t  e  n  Bewegung  r  o  c  i  p  r  o  k 
sind.     Und  umgekehrt: 
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4)  Wird  die  Bewegung  eines  ähnlichen  Systems,  dessen 
Systemgeraden  ähnliche  Enveloppen  umhüllen,  um- 
gekehrt, so  beschreiben  die  Systempunkte  einander 
affine  Trajectorien,  welche  den  Enveloppen  der  dir ec- 
ten  Bewegung  reciprok  sind. 

5)  Zu  zwei  einapder  reciproken  Curven  lässt  sich  stets 
die  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  Systems 
finden,  welche  eine  Curve  (k)  als  Trajectorie  eines 
Systempunktes  bestimmt  und  deren  durch  die  anderen 
Systempunkte  beschriebenen  Trajectorien  hierzu  affin 
sind,  während  die  andere  Curve  (f)  der  umgekehrten 
Bewegung  als  Enveloppe  einer  Geraden  angehört. 

Falls  die  reciproken  Curven  k  und  f  die  involutorischen  Elemente  J 
und  a  nicht  enthalten,  kann  man  k  durch  eine  beliebige  gerade  oder 
krumme  Linie  mit  A  in  Verbindung  setzen  und  so  diesen  Punkt  in  sich 
aufnehmen  lassen. 

Die  im  letzten  Satze  hervorgehobene  Bewegung  ist  bestimmt,  sobald 
aus  k  und  t  die  zu  k  affine  Curve  Ar,  gefunden  ist.  Zu  dem  Zwecke 
wählen  wir  im  System  der  k  ausser  dem  involutorisch  liegenden  Punkte 
J  zwei  weitere  B  und  C\  welchen  im  System  der  reciproken  t  die  Geraden 
b  und  c  entsprechen  mögen;  nehmen  weiter  Punkt  A^  beliebig  an  und 
bestimmen  die  Pnukte  Z^,  und  C\  derart,  dass 

Indem  das  so  erhaltene  /\A^I\C^  dem  /\AbC  affin  zugeordnet 
wird,  ist  k^  bestimmt. 

Der  Wendekreis  der  durch  k  und  k^  gegebenen  Bewegung  geht  durch 
die  Aehnlichkoitspolü  zwischen  A  A^  und  BB^,  A  A^  und  CC^^  also  durch 
die  Aehnlichkeitspole  der  einander  als  ähnlich  zugeordneten  Systeme  A  b 
und  /^a,  At  und  6'a.  Da  der  Wendekreis  auch  den  Affinitätspol  S 
enthält,   folgt: 

6)  Ilaben  in  zwei  beliebig  gelegenen  reciproken  Syste- 
men k  und  l  die  Elemente  A  und  a  in volutorische 
Lage,  80  liegen  die  Aehnlichkeitspole  der  einander 
als  ähnlich  zugeordneten  Systeme  i^,b  und  i^,a  auf 
einem  Kreise,  der  durch  den  Pol  (S)  der  zum  System  l 
gerechneten  unendlich  fernen  Linie  geht. 

Die  bisherigen  Entwickelungen  gelten  für  beliebige  reciproke  Systeme ; 
im  Folgenden  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Curven  A  und  f  involuto- 
risch c  Lage  haben,  so  dass  für  den  Punkt  A  ein  beliebiger  Punkt  in  k 
gewählt  werden  darf.  Die  Tangente  von  k  (Fig.  10)  in  diesem  Punkte  A 
sei  </,  der  Schnittpunkt  zwischen  a  und  a  sei  G,  der  Berührungspunkt 
von  a  auf  f  sei  %.  Da  .7  7j  Ansgangsphase  der  Umkehrung,  so  enthält 
der   durch  ^,  0   und  %   gelegte  Kreis  «ausser  dem  AehnlicUkeiU^olQ  ty^ 
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Ql.Qi  —  SA.S'i\.-T-^^ 


51«*  « 


Der  in  der  Directrix  der  Involution  (Fig.  10)  nach  Richtung  SA  fal- 
lende Halbmesser  sei  gleich  d,  der  zu  d  conjugirte,  also  mit  a  parallele 
Halbmesser  sei  cfj;  der  nach  Sil  fallende  e,  der  hierzu  conjugirte,  parallel 
mit  a  laufende  e^ .  Ferner  sei  Z.  (e/,  a)  =  v,  Z.  (^ ,  «)  =  Vi ;  die  halben  Haupt- 
azen  der  Directrix  seien  a^  und  6q. 

Die  auf  SA  und  S%  durch  die  involutorische  Heciprocität  hervor- 
gerufenen Involutionen  liefern  die  Gleichungen 

5111 V  stn  Vj 

Weiter  ist  nach  den  Gesetzen  conjugirter  Halbmesser,  einmal  dti^^ 
dann  ee^  als  conjugirte  Axen  betrachtend: 

sinq>.    simo      (/,*              sinoi    sin  (p      c.^ 
-T—r--: — =-k   ^"d    ■" •" — =«• 

Die  letzten  Gleichungen  multiplicirend  und  dividireud,  kommt 

sin  CD      d^e^       sinq)       dc^ 

sinib        de  '     sinm,      d.c' 
Endlich  ist  ^  ^  ^»        » 

0.^1  *       e.e, 

Werden  die  für  SA.SSH,  -^,    -?-^  und  sinv,  bezüglich  st/iv,  ge- 
eint/;    sf/iqpj  »  o  i  o 

fundeuen  Ausdrücke  in  den  für  Q^,q^  erhaltenen  Werth  eingesetzt,  so  folgt: 

9)  ^1 .  ^2  =  «0  •  ^ .  {—-     )  =  "o  •  ^  (  T-^  - )  • 

\c  stn  q>/  "      "  \d  stn  {p^J 

Diese  zwei  Gleichungen  für  q^,q^  multiplicirend,  wird 


;^'  __  1___      _«o'V  1 


{sin  (p  sin  (p^ )'  -i        </^  t^     {sin  ry» .  sin  qpj .  67//  v .  sin  v^ )''»  ' 


Ol  •  Oi  =^ 


Die   normalen  Entfernungen    der  au  A    und  f  gelegten  Tangeuleu   a 
un«l   a  seien  Wj  und  w^;  so   folgt: 


''l    -"2 


Das  Product    aus    den   Krüunnu  n  gsradieu    entspre- 
che n  d  e  r  P  u  n  k  1  e  zweier  i  n  v  o  1  u  t  o  r  i  b  c  h  -  r  e  c  i  p  r  o  k  e  n  C  u  r  - 
veu   ist  zum  Cubus  des  Products  aus  den  P^utfernungen 
der  entsprechenden  Tangenten   vom  M  ittelpunkto  der 
Involution  umgekehrt  proportional. 
Was  die  Richtungen  von  p,  und  q^  betrifft,  so  ist  der  Vorstehern'^- 
Herleitung  zu  entnehmen ,  dass  A  und  t  gegen  P^,  gleichzeitig  convc 
concav  ßind. 
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i*N^^»%r  N^N'*%^-«%^^  «^X^^.i'%«i'%.-^^^^^>.^«^^%/-S^/.«-\^^^\^^>i^^ir^*^W^> 


mangBradius  Qc  der  Euveloppo,  welche  eine  aus  der  momentanen  Phase 
dieaes  Panktes  unter  der  Gleitrichtung  gezogene  Gerade  beschreibt,  war 
gefiinden  worden*: 

__  ds  1  _  ds    (^  i  dqt  ^  dK\ 

dd^     d& 

Die  von  jenem  Punkte  und  der  Geraden  bei  Umkehrung  der  Be- 
wegung in  der  augenblicklichen  Phase  beschriebenen  Curvcnelemente 
mögen  Krümmungsradien  haben,  welche  durch  q'  und  q'c  dargestellt 
werden.     Da  statt  dg>  ^dq>y  statt  dx  —d%  zu  setzen  ist,  folgt: 

,_ds  1  '  __  ^^    (\      ^^      ^^^\ 

"^  d^^  d^ 
Daher  ist 

.8 


^  •  ^''' = (irJ)  = 


r* 


sin*  (p 


Diese  Formel  werde  auf  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen 
angewendet.  Nennen  wir  den  Krümmungsradius  von  k  ^,,  von  f  ^^,  so 
folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Aehnlichkeit  der  von  a  und  a  bei  Umkehrung 

der  Bewegung  umhüllten  Enveloppen,  und  da  r=l^Af   q>=^LPAG: 

_    p^    Ei^^j1__  !j^ 

«    .  ,  e  .   smAS% 

Es  ist  r=^SA.-, -;^, . 

sin  aG% 

In    der  vorstehenden    Entwickelung   wurde  k  als  Trajectorie,  (  als 

Enveloppe  betrachtet.     Wird  umgekehrt  k  als  Enveloppe  der  Geraden  <i, 

f  als  Trajectorie  des  Punktes  %  angeschen,  folgt: 

__J\^_   PfiA  ^     r,       P^A 
^^•^^      sin*P^>HG'Pi,%      sin^tp^' Pf,%' 

wo  P,   den    zweiten  Schnittpunkt   von  SA  mit   dem  Constructionskreise, 

und  LP,  AG  den  Winkel  gpi  bedeutet.   Ferner  ist  ri  =  P,3l  =  6'9l  .-r-^-7;rr. 
*  ^*  *        *  smAG% 

Aus  den  letzten  Gleichungen  folgt 

ßx  ^  ''         ^i  cj    ew  sin^AS"^ 

'      stn q>  sm q>^  stn^ AGA,smq>,stn q>^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst  eine  einfache,  den  Zusam- 
menhang zwischen  {t^  und  q^  vermittelnde  Construction.  Um  die  letzte 
Formel  in  übersichtlicherer  Weise  auszudrücken,  setzen  wir 

so  dass  wird 


*  Vergl.:  Untersuchun«^  clor  Bewegung  ähnlich •veränderHcher  Systeme,  S.  143 
and  161. 
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^    ^"  stn^ ^ ,  sm  q) .  svi  q)^ 

Der  in  der  Directrix  der  Involution  (Fig.  10)  nach  Richtung  SA  fal- 
lende Halbmesser  sei  gleich  d,  der  zu  r/  conjugirte,  also  mit  a  parallele 
Halbmesser  sei  cf|;  der  nach  S^  fallende  e,  der  hierzu  conjugirte,  parallel 
mit  a  laufende  e^ .  Ferner  sei  Z.  (e/,  a)  =  v,  Z.  (^7  «)  =  Vi ;  die  halben  Haupt- 
azen  der  Directrix  seien  a^  und  6q. 

Die  auf  SA  und  S'ü  durch  die  involutorische  Heciprocität  hervor- 
gerufenen Involutionen  liefern  die  Gleichungen 

S^.S9l.^  =  rf«  und   S^.S2t.f^'  =  Ä 
5111 V  stn  Vj 

Weiter   ist  nach  den  Gesetzen  conjugirter  Halbmesser,   einmal  </</}, 

dann  ee^  als  conjugirte  Axen  betrachtend: 

sinq>.    sinoa      (/,*         ,     sinoi    sintp      e.^ 

-T—T'— — =-1^   ^öd   —     .- —  =  -V. 
smy;    stntp       o*  sviq)^   5i/<t|;       '•' 

Die  letzten  Gleichungen  multiplicirend  und  dividircud,  kommt 

sin  10      rf,  ^,        sinq)       dc^ 
sinip       de  '     6ü^q>^      d^c' 


Endlich  ist 


rf.r/j  *        e.e^ 


Werden  die  für  SA.S^.  —. — ,    — —  und  sitiv,  bezüglich  sinv,  se- 

smip     smq)^  ^  ' 

fundenen  Ausdrücke  in  den  für  Qi.q^  erhaltenen  Werth  eingesetzt,  so  folgt: 

\csmq>/  \d.stn(p^/ 

Diese  zwei  Gleichungen  für  Q1.Q2  multiplicirend,  wird 


^      \  de  /     Istnw  stna 


W  i 


(sin  (f  sin  qpj )'  ^        </•*  c^     (sin  q> .  sin  g>^ .  sin  v  .  sin  v^  )*'' 


(SAsifi(Pi)^.(S'}[sin(pf' 

Die   normalen  Eiitfernungcn    der  an  k  und  f  gelegten  Tangciileu   n 

iiu«l   vi  seien  n^  und  w^;  so   folgt: 

a  ^    h  * 

Das  Product    aus    den   Krümniu  n  gs  radier n    entspre- 
chender Punkte  zweier  i  n  v  o  1  u  t  n  r  i  s  c  h  -  r  e  c  i  p  r  o  k  e  n  Cur 
ven   ist  zum  Cubns  des  Products  aus  den  P3ntfcrnungen 
<l  e  r  entsprechenden  Tangenten  vom  Mittelpunkte  der 
Involution  umgekehrt  proportional. 
Was  die  Richtungen  von  p,  und  q^  betrifft,  so  ist  der  vui-steheudcn 
Uerleitung  zu  entnehmen,  dass  k  und  t  gegen  P^  gleichzeitig  convex  oder 
concav  Bind, 
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Falls  die  Diroctrix  der  Involution  ein  Kreis  oder  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  erhalten  wir  aus  Formel  9) 

Pi  •  P«  =    .  tt       und   sin  q>  =  stn  ©, , 
^*     '      strrq>  * 

daher  in  beiden  Fällen 

Um  die  entsprechenden  Formeln  für  oine  parabolische  Directrix  zu 
gewinnen,  formen  wir  10)  um.  Werden  die  Krümmungsradien  der  Direo- 
trix  in  den  Endpunkten  der  Halbmesser  d  und  r  mit  q^^^  und  ^^2  bezeich- 
net, so  eririebt  sich 

demnach  für  eine  Parabel  als  Directrix 

^0  Pl*P«  =  PO!-P<«* 

Das   Product   aus  den   Krümmungsradien   entspre- 
chender  Punkte   zweier   parabolisch-reciproken  Gnr- 
ven  ist  gleich  dem  Product  aus  den  Krümmungsradien 
derjenigen  Punkte  der  Directrix,  welche  mit  den  Cur- 
venpunkten  in  einen  Durchmesser  fallen*. 
Aus  den  Formeln ,  durch  welche  sich  die  Krümmungen  der  in  einem 
ähnlich -veränderlichen  System  beschriebenen  Bahnen  bestimmen,  ergiebt 
sich   auch   eine  Boziehnng   zwischen   den   entsprechenden   Bogendifferen 
tialien  ds^  und  ds^  der  Cnrven  k  und  f.     Das  Bogendifferen tial  der  von 
a  bei  ümkehrung  der  Bewegung  beschriebenen  Enveloppe  ds'  nennend, 
folgt :  _ 

^  \        f/O      d&/       *       ds  dgi      d%        f      9r 


d»      iii> 


(h^mnach 


'^  Werden  in  der  Fonnel  10)  für  die  reciproken  Curven  Kegelschnitte  genom- 
men und  deren  Krümmungsradien  mit  Hilfe  der  bekannton  Formeln  ausgedrückt, 
so  ersieht  sich  folgende  Beziehung:  Sind  3f|,  at,  hx  und  M^^  Of,  1)f  die  Mittel- 
punkte und  Halbaxen  zweier  reciprok-involutorischeu  Kegelschnitte,  Mq^  Oq,  h^ 
der  Mittelpunkt  und  die  Halbaxen  ihrer  Directrix,  G  und  (^  die  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Tangenten  der  reciproken  Curven  mit  der  Centrale  MoMty  bezüglich 

M^Mm.  80  ist  ry\.  ,,J^^.  -  1/  — iT-5 — ",,  ,.    Also:  Das  Product  der  Theilungsver- 

hältnisse,  nacli  welchem  zwei  entsprechende  Tangenten  reciprok-involutorischer 
Kegelschnitte  die  Verbindungslinien  des  Mittelpunkts  der  Directrix  mit  denen  der 
reciproken  Curven  schneiden,  ist  eine  Constanie,  deren  Werth  sich  durch  die 
Hauptaxen  dieser  drei  Curven  bestimmt.  —  Degenerirt  eine  dieser  drei 
Curven  in  eine  Parabel,  ergiebt  sich  der  entsprechende  Satz  durch  einfache  Grenz- 
betrachtnng. 
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^  ^>^^>^>^^>0  ^^^^S/>^^>A^^'V>^^^^^^« 


-^     Pft  A      SA ,  sin  <Pf      ^1     ,  A       1       VT     «     1      . 

Da  Tr-^=7rr. : — ^  =  — »   kommt  für  das  Verhäitniss  entapre- 

Pfi'A     S^.stfig>      n^'  *^ 

cbender  Bogenelemente  involutorisch-reciproker  Curven: 
12)  '  ^»t/Ö. 

Falls   k  in  einen  Punkt  degenerirt  oder  die  Tangente  a  dnreh  den 

ds 
Mittelpunkt  der  Directrix  gebt,   ist  ;r-^  =  0.     Im  ersten  Falle  ist  ds^  =  0^ 

im  zweiten  ds^=:3 co,  — 

Für  die  parabolische  Involution  wird 


13)  dsi^j^/g^.sinipi 

ds^      y    Q^,sinq>' 


In  dieser  Gleicbung  bedeuten  die  Glieder  des  radicirten  Verhältnisses  die 
Projectionen   der  Krümmungsradien   auf  den  Durchmesser  der  Directrix. 

§3. 

Aus  dem  Gesetze  über  die  Krümmungsradien  reciproker  folgt  die 
Beziehung  für  collineare  Cnrven. 

Es  sei  Curve  f  reciprok  und  in  involutorischer  Lage  gegen  k^  und  Ar^; 
die  Directrix  zu  f  und  k^  habe  den  Mittelpunkt  0^^  die  Halbaxen  a^  und 
^, ;  die  von  0^  auf  die  Tangente  t  von  f  gefällte  Senkrechte  sei  v^,  die 
von  Oj  auf  die  entsprechende  Tangente  i^  von  A-,  gefällte  Senkrechte  n^. 
Die  entsprechenden,  sich  auf  die  zweite  zu  f  und  k^  gehörige  Directrix 
beziehenden  Grössen  seien  0^,  a^,  6^,  v^  und  n^.  Die  Krümmungsradien 
von  f,  Afj  und  k^  q^  q^  und  q^  nennend,  folgt  nach  10) 

daher 


(?2         ^('2^2"^    ^"1  •  '^l'^ 


Es   ist  Atj  stets  collinear  zu  k^.     Wählt  man  die  Directrix  zwischen 
f  und  /tj  ähnlich  und  ähnlich  liegend  zur  Directrix  zwischen  f  und 

Atj,   so   dass   das  Verhäitniss   homologer  Linien   (  — =  -^j   gleich  k  wird, 

folgt,  dass  man  k^  und  k^  in  perspectivische  Lage  bringen  kann,  indem 
man  0^  als  Collineationscentrum  wählt  und  k^  so  lange  verschiebt,  bis 
O^  auf  Oj  fällt.  Denn  jedem  unendlich  fernen  Punkte  in  f  entsprechen 
in  Atj  und  k^  parallele  Durchmesser.  Die  Collineationsaxe  wird  alsdann 
der  zur  Centralen  0^0^  conjugirten  Richtung  parallel.  Die  Gegenaxe  in 
Ar,  ist  die  Polare  von  Oj  in  Bezug  auf  das  System  (!ä-j),  die  Gegenaxe 
in  ^2  ^^  ^^^  Polare  von  0^  in  Bezug  auf  das  System  {ik^.  Hiernach 
kommt  für  dns  Verhäitniss  der  Entfernungen  der  beiden  Gegenaxen  vom 
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••^■/»^^••^•^w"V">.^.y\^S     ^^  * 


Collineationscentram,  und  auch  für  das  conatante  Doppelschnittsverhält- 
nis8  der  in  perspectivisclie  Lage  gebrachten  Systeme  k^  und  k^  je  nach 
der  perspectivischen  Lage,  wenn  S  den  Schnitt  des  Strahles  O^A^A^  mit 
der  Collineationsaxe  bedeutet: 

Da  ausser  V|  und  v^  auch  O^A^  und  O^A,^  parallel  sind,  folgt  nach 
den  Sätzen  über  die  involutorische  Theilung  des  Durchmessers  durch  Pol 
und  Polare: 

^lAji.  =  i«,   „„d  wird  daher  £l=i».(^.^V 
Oj  A^ .  Vj  p2  ^'h     ^8  ^%  ^ 

Ans  Betrachtung  der  Fig.  11,  in  welcher  die  Systeme  Ar,  und  k^  in 
perspectivischer  Lage  dargestellt  sind,  folgt: 

oder,  da  Oj  /^^  ~  Oj  i^j , 

WO  /|  und  /j  ^>^  ^^^  zur  Collineationsaxe  verlängerten  Tangenten  der 
perspectivischen  Ourven  Atj  und  Arg  '^  ^®"  entsprechenden  Punkten  i^| 
and  A^  bedeuten.     Demnach  ist 


14)  ?i=  +  A«.(M'. 


Das    Verhältniss    der    Krümmungsradien    entspre- 
chender Punkte  in  perspectivischen  Curven  ist  gleich, 
dem   Gubus    aus   dem   Verhältnisse   der  bis   zur  Colli- 
neationsaxe   verlängerten    Tangentenstrecken,    mul- 
tiplicirt    mit    einem    für    alle   Punkte    der    durch   die 
Curven    bestimmten  Collineation  constanten  Doppel- 
Schnittsverhältnisse.* 
Wählt  man   als   perspectivische  Curven   zwei  Kegelschnitte  mit  den 
Halhaxen    a^l\   und  ^2^2)   werden  ferner  die  Abstände  der  Tangenten  /| 
nnd  (2  ^^Q  ^6°  bezüglichen  Curvcnmittelpunkten  mit  Pj  und  p^  bezeichnet, 

»^  ^^""^                                    _  a^h^           _  (tibi 
daher  ,    

15)  Die  Dreiecke,  gebildet  je  aus  dem  Curvenmittelpunkte 
und  der  bis  zur  Collineationsaxe  verlängerten  Tan- 
gentenstrecke zweier  perspectivischen  Kegelschnitte, 

*  Vergl.  Bd.  XXV  S.  214  dieser  Zeitschrift. 
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^^  %  ^.^»^^^i^^^^>^\^^^^.^^^^ 


haben   ein  constantes  Verhältniss,   dessen  Werth  sich 
durch   das  Product  der  Hauptaxen  und  das  constante 
Doppelschnittsverhältniss   der  durch   die  Curven   go- 
geben en  CoUioeation  bestimmt.* 
Degenerirt   der  zweite  Kegelschnitt  in  eine  Parabel,   so   wird  limp^ 

=  lim{a^,sina)^  wo  a  den  Winkel  der  Parabel  tan  gen  tc  /^  mit  dor  Parabcl- 

axe  bedentet.     Daher  wird 


Den  Parameter  der  Parabel  p  nennend,  kommt 


/^  .  sin  «      r     /'  •  ( ±  't^)  * 


§4. 

Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systems 
ähnliche  krumme  Punktreihon,  so  bleibt  ein  Systompunkt,  der  Aehnlicb- 
keitspol  aller  Systemphasen,  unbeweglich;  alle  anderen  Systempunkte 
bewegen  sich  auf  ähnlichen  Curven  und-  erzengen  auf  diesen  ähnliche 
Punktreihen.  Diese  Bewegungsform  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems 
nennen  wir  mit  Burmester  die  einförmig-krummlinige  Bewegung 
desselben.**  Diese  lässt  sich  als  eine  specielle  Form  der  in  §  1  betrach- 
teten Bewegungsarten  ansehen,  da  bei  derselben  sowohl  die  von  den 
Systempuukten  beschriebenen  Trajeetorien,  wie  die  von  den  Systemgora- 
den umhüllten  Enveloppen  einander  ähnlich  werden.  Ferner  sind  bei 
dieser  Bewegungsart  die  Trajeetorien  der  Systempunkte  den  zum  Aehn- 
lichkeitspol  gehörigen  Fusspunktcurven  der  von  den  Geraden  umhüllten 
Enveloppen  ähnlich. 

Um  die  früheren  Resultate  dieser  besondern  Abart  anzupassen,  werde 
zunächst  die  Trajectorie  der  umgekehrten  Bewegung  gesucht.  Es  seien 
(Fig.  12)  k  und  k^  zwei  Trajeetorien  der  directen  Bewegung,  S  deren 
Aehnlichkeitspol ,  AA^^  und  B  B^  je  zwei  homologe  Punkte  dieser  Curven, 
«,  h  deren  bezügliche  Verbindungsgeraden.  Die  Phase,  in  welcher  der 
die  Bahn  k  beschreibende  Punkt  nach  A  gelangt,  soi  die  Ausgangsphase 
der  Umkehrung.  Die  Trajectorie  //  oder  Paf^b'-»  welche  bei  Umkehrung 
der  Bewegung  ein  Punkt  beschreibt,  welcher  sich  bei  dor  Ausgangsphase 

*  Collineationsaxe  kann  jede  gemeinschaftliche  Secante  der  beiden  Curven 
sein.  Dass  die  Chordale  zweier  Kreise  der  Ort  für  die  Schnittpunkte  ihrer  gleichen 
Tangenten,  ist  ein  speci eller  Fall  des  Satze«  1.5). 

**  Vergl.:   Burmestor,   Kinematisch- geometrische?  Untersuchungen  der  H(j 
wegung  ähnlich-veränderlicher  ebener  Systeme     Zeitschr.  1".  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XIX 
Ä  161  ßg. 
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^V^^^k^k^l^N^M^^^«*«  ^^'^^^^■^■^^^  , 


in  Pa  befindet,  wird  erhalten,  indem  man  für  die  veracbiedenen  Lagen 
von  B  stets  £^{AA^Pi,)  ^^  £^{^B B^Pa)  construirt.  Hiernach  bleibt  auch 
bei  ümkehning  der  einförmig- krummlinigen  Bewegung  der  Aehnlichkeits- 
pol  S  fest,  und  ist  die  umgekehrte  Bewegung  wieder  eine  solche  gleicher  Art. 

Setzt  man  SB  =  r^  L  ASB^^^\f^  so  lässt  sich,  wenn  SA  als  Anfangs- 
lage des  Badius  vector  betrachtet  wird,  die  Polargleichung  der  Gurve  k 

in  der  Form  geben: 

nr,  t/;)  =  0. 

Sa  SP 

Aus  der  Proportion  SAiSB—SP^-.SPa  folgt  SBz=z       '      ^,    Weiter 

SPb 

ist  L  PaSPi^^—'iijj  daher  die  Polargleichung  der  vom  Punkte  Pa  bei 
Umkehrung  der  Bewegung  durchlaufenen  Trajectorie  k\  SPa  als  Anfangs- 
lage betrachtend: 

„/SA. SPa  \      ^ 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Curve  k*  ist  zu  einer  inversen 
Curve  von  k  in  Bezug  auf  S  symmetrisch. 

In  gleicherweise  findet  man,  dass  die  Enveloppe,  welche  eine  Ge- 
rade bei  der  Umkehrnng  der  krummlinig -einförmigen  Bewegung  umhüllt 
zn  einer  mit  k  in  Bezug  auf  S  circular  -  reciproken  Curve  symmetrisch  ist. 
Da  aber  andererseits  die  Trajectorie  der  umgekehrten  Bewegung  auch 
zur  Fusspunktcurve  der  Enveloppe  der  umgekehrten  Bewegung  '(stets  in 
Bezug  auf  denselben  Punkt  S)  ähnlich  ist,  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

16)  Die  Fusspunktcurve  einer  Curve  ist  der  circular-reci- 
proken  Abbildung  dieser  Curve  invers. 

17)  Die  Einhüllende  zu  einer  Fusspunktcurve  ist  der  in- 
versen Abbildung  dieser  Fusspunktcurve  circular, 
reciprok. 

18)  Die  circular-reciproke  Abbildung  einer  Curve  ist  zur 
inversen  Curve,  diese  als  Fusspunktcurve  betrachtet- 
die  Einhüllende. 

19)  Die  invcrse  Abbildung  einer  Curve  ist  zu  der  circu- 
lar -  reciproken  Abbildung  dieser  Curve  die  Fuss- 
punktcurve. 

Specielle  Fälle  dieser  Sätze  sind  folgende  Beziehungen: 

20)  Die  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnitts  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Punkt  fällt  mit  der  inversen 
Abbildung  des  circular-reciproken  Kegelschnitts  zu- 
sammen.    Und  umgekehrt: 

21)  Die  inverse  Abbildung  eines  Kegelschnittes  in  Bezug 
auf  einen   beliebigen  Punkt  fällt  mit  der  Fuaß\iv\\ikl> 

Zelidohriri  /.  MmHomBiik  u.  Phyaik  XXV,  i.  ^V 
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cnrve     des     circular- reciproken     Regelschnitts     zu- 
sammen. 
Ans  dem  letzten  Satze  folgt: 

22)  Die   inverse  Abbildung   eines  Kegelscbnitts  in  Bezug 
auf  einen  Brennpunkt  ist  eine  PascaPscbe  Curve. 

Aus  der  Construction  für  die  Trajeetorie  der  Umkebrung  der  ein- 
förmig-krummlinigen Bewegung  ergiebt  sieb,  dass  die  Tangenten  ent- 
sprecbender  Punkte  inverser  Curven  symmetrisch  gegen  den  die  Punkte 
verbindenden  Radius  vector  liegen.  Nennen  wir  den  Krümmungsradius 
der  bei  directer  Bewegung  von  Pa  beschriebenen  Bahn  p|,  den  der  bei 
umgekehrter  Bewegung  von  diesem  Punkte  beschriebenen  Bahn  p\  so 
folgte  aus  den  Gleichungen 

ds  1  , ds  1 


/l        l\_de_sinq> 
^{q.^q')"  ds"    r^    • 


wo  q>  den  Winkel  des  Radius  vector  SPa=>r^  mit  der  Tangente  an  eine 
der  Curven  bedeutet. 

Falls  die  von  Pa  bei  directer  Bewegung  beschriebene  Trajeetorie  k^ 
mit  ihrer  symmetrisch- in versen  Abbildung  nicht  den  Punkt /\s  als  einen 
entsprechenden  gemein  hat,  sondern  dem  Leitstrahl  r^  in  der  symmetrisch, 
inversen  Curve  der  Leitstrahl  r^  entspricht,  kommt,  den  Krümmungsradius 
dieser  Curve  q^  nennend,  (>2»?'=^2'^n  daher 


^^1      Qi^ 


Für  die  Krümmungsradien  Q^  und  q^  ^'iner  Curve  und  ihrer  inversen 
Abbildung  folgt  hiernach  die  Gleichung 

23)  ±('l  +  'l)^sinv, 


WO  r^  und  r^  die  Leitstrahlen  der  entsprechenden  Punkte,  qo  den  Winkel 
der  bezüglichen  Tangenten  mit  diesen  Leitstrablcn  bedeutet. 

Bei  gleichem  Vorzeichen  von  Qi  und  q^  ^AÜ^n  diese  Krümmungs- 
radien auf  die  entsprechend  ungleichen  Seiten  der  Leitstrahlen; 
sie  sind  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  die  zugehörigen 
Curven  concav  oder  convex  gegen  den   Pol  S  liegen. 

Ein  Beispiel  der  vorstehenden  Formel  bieten  zwei  in  Bezug  auf 
ihren  Aehnlichkeitspol  inverse  Kreise,  wodurch  sich  auch  eine  «'infache 
Construction    für  die  durch  Gleichung  23)  ausgedrückte  Beziehung,    wie 
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der  Beweis   dafür  ergiebt,    dass    beide   Krümmnngsmittelpnnkte 
mit  S  in  eine  Gerade  fallen. 

Die  UmkehlrnDg  der  kreislinigeu  *  Bewegung  eines  ähnlich -veränder- 
lichen Sjrstems  ist  somit  wieder  eine  kreislinige  Bewegung.  Ebenso  folgt 
für  die  Umkehrnng  der  geradlinigen  Bewegung  eines  solchen  Systems 
eine  kreislinige  Bewegung  der  besondern  Art,  bei  welcher  jeder  von 
einem  Systempunkte  beschriebene  Kreis  durch  den  gemeinschaftlichen 
Aehnlichkeitspol  aller  Phasen  geht,  jede  Systemgerade  einen  Punkt' um- 
hüllt. Alle  Systemgeraden  und  Punkte  gehen  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  gleichzeitig  durch  den  Aehnlichkeitspol,  und  zwar  in  einer 
Phase,  welche  der  unendlich  fernen  Phase  der  directen  Bewegung  ent- 
spricht. 


*  Vergl.  Burmester,  a.  a.  0.  S.  164. 
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f.^y^'^s^r-^^.^.^* 


Zu  diesen  kommt  als  vierte  die  Continnitätsgleichnng 

du      dv     dfv 
^  ox     dy      dz 

Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  aber  die  u^  r,  w^  p  noch  nicht 
vollständig  bestimmen.  Zur  Vervollständigung  gehören  die  Grensbediog- 
ungen.  Man  stellt  nun  die  Hypothese  auf,  dass  zwei  Elemente  der 
Grenzfläche  einen  tangentialen  Druck  aufeinander  ausüben,  der  propor- 
'  tional,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  ist  ihrer  relativen  Geschwindigkeit. 
Diese  Hypothese  stellt  sich  mathematisch  durch  folgende  Gleichungen  dar: 

Äu  —  ( A^«  cos  (w  x)  +  Fn  COS  (w  y)  +  Z„  cos  {n  z))  cos  {n  x)  =  k  (u^  —  u) , 
4)  Vn-  (^JCnCos{nx)  +  ynCos{ny)  +  Zn  cos{nz))  cos(tiy)  =  X{v^^v), 

Zu  —  (JT«  cos{nx)+  y„  cos{ny)  +  Z„  cus{nz))  cos(fiz)  =k{n\  —  w). 
Darin  ist  X^  =  ^x  cos(nx)  +  Xy  cos{ny)  +  X^  cos  {iiz)  u.  s.  w.  und  A  ist  die 
Constante  der  äusseren  Reibung. 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  ?<,  r,  n\  p  vollständig  bestimmt, 
so  sind  die  Probleme  alle,  die  in  Frage  kommen  können,  im  Wesent- 
lichen gelöst.  Grössere  Schwierigkeit  würde  nur  die  Bestimmung  der 
Bahn  jedes  einzelnen  materiellen  Theilchens  machen,  ein  Problem,  das 
auf  die  Auflösung  dreier  simultaner  Difi'ereutialgleichungen  hinauskommt. 
Aus  den  Werthcn  von  u,  v,  n\  p  folgen  sofort,  wie  in  1)  angegeben, 
die  Werthe  der  elastischen  Druckcomponenten,  sowohl  der  normalen  Xx^ 
Fy,  Z-,  als  der  tangentialen  X^^  F^,  Zx.  Ferner  folgen  daraus  sofort 
durch  Differentiation  die  Werthe  der  Drehungsgeschwindigkeit  an  jedem 
einzelnen  Punkte.     Diese  ergeben  sich  nämlich  aus  den  Gleichungen 

5)  2J  =  - — ,     2i?  =  — -  — ,    2f=r — . 

dy       dz  dz      öx  ox      oy 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Specialisiruug  der  Gleicliungen  für  dio 
Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren.  Wir  betrachten  die  Axe  der 
Röhre  als  Axe  der  x  und  nehmen  als  einzige  wirkende  äussere  Kraft 
die  Schwerkraft  an.  Für  den  Fall,  dass  die  Röhre  vertical  stellt,  kön- 
nen wir  dann  unsere  in  der  Einleitung  erwähnte  Annahme,  dass  nämlicli 
V  und  w  gleich  Null  sind,  ohne  Weiteres  immer  anwenden.  Ist  die 
Rölire  nicht  vertical,  sondern  horizontal  oder  geneigt,  so  wird  unsere 
Annahme  noch  immer  gerechtfertigt  sein,  wenn  der  Querschnitt  der 
Röhre  klein  ist.  Dies  beweisen  die  Poiscuille'schen  Versuche.  Wir 
wollen  uns  also  im  Folgenden  entweder  eine  verticale  Röhre 
von  beliebigem  Querschnitt  vorstellen,  bei  der  wir  die 
Schwerkraft  dann  mit  berücksichtigen,  oder  eine  nicht  ver- 
ticale Röhre,  bei  der  der  Querschnitt  npr  so  gross  ist,  dass 
man  die  Schwerkraft  vernachlässigen  kann. 

Unter  diesen  Annahmen  haben  wir  also 

r  =  0,     w'  =  0 
und  daher  nach  Gleichung  3)  auch 
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F.  Neumann  giebt,  dass  für  benetzende  Flüssigkeiten,  wie  Wasser, 
diese  Constante  der  äusseren  Reibung  unendlich  gross  angenommen  wer- 
den kann,  d.  b.  dass  die  Flüssigkeit  an  der  Wand  haftet.  Ebenso  wird  für 
nicht  benetzende  Flüssigkeiten  annähernd  der  anciere  äusserste  Fall  eintreten, 
dass  nämlich  diese  Constante  sehr  klein  ist.  *  Für  praktische  physikalische 
Zwecke  genügt  es  also  immer,  die  Differentialgleichung  aufjgulösen  unter 
der  Annahme,  dass  die  Constante  der  äusseren  Reibung  einen  der  beiden 
extremen  Werthe  hat  und  es  wird  in  allen  Problemen,  die  uns  aufstosseu 
werden,  möglich  sein,  den  Werth  von  u  unter  dieser  von  der  Beobach- 
tung gegebenen  Vereinfachung  vollständig  zu  beßtimmen. 


§  1.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren. 

Die  hydrodynamischen  Gleichungen  erlauben  ebenso,  wie  die  Gleich- 
ungen für  die  elastischen  festen  Körper,  zwei  Aufgaben  zu  lösen.  In  die 
Gleichungen  treten  nämlich  die  Geschwindigkeiten  ein,  welche  an  einem 
Punkte  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  während  der  Bewegung 
stattfinden.,  und  zugleich  der  Druck  und  die  elastischen  Kräfte,  welche 
durch  diese  Bewegung  hervorgerufen  werden  und  sie  weiter  beeinflussen. 
Sind  die  Geschwindigkeiten  und  der  Druck  vollständig  bekannt,  so  ist 
es  leicht,  die  elastischen  Kräfte  zu  finden,  welche  bei  der  Bewegung  ins 
Spiel  kommeu.  Es  geschieht  dies  durch  einfache  Differentiation,  denn 
die  Componenten  der  elastischen  Kräfte  sind  bekanntlich 

■^-='-"£'  '''='-"lj'  «.»"-ä*!?. 


•■•=•'•.=■  Ki^+l-:) 


Weit  schwieriger  ist  aber  die  andere  Aufgabe,  die  gewöhnlich  verlangt 
wird,  nämlich  die  Bestimmung  der  Bewegung  der  Flübsigkeit,  wenn 
gegebene  Kräfte  auf  sie  wirken.  Diese  Aufgabe  wird  durch  die  drei 
Differentialgleichungen  gelöst 

(du    ,     du   ^     du   ^      du\  _,     dXje     dXy      dÄ\ 

dl         dx        dy  dz'  dx        dy        dz 

(?v         dv         dv  dü\  dVx      dVy      dY^ 

(dw  .     dfif        dw  ^      dw\         ,^      dZx     dZ„      dZ^ 
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Die  Lösung  dieser  Gleichungen   wird   bedeutend  vereinfacht,   wenn  wir 

die  erste  von  ihnen  auf  die  bekannte  Form  bringen  tt-» +  ;r-^  =0.    Dies 
geschieht,  indem  wir  setzen 

15)  «  =  -  f  (y*+  '*)  +  "P- 

Dadurch  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen 

für  alle  Punkte  innerhalb  der  Röhre  und 

für  den  Rand  der  Röhre. 

In  den  beiden  extremen  Fällen,  von  denen  schon  oben  die  Rode 
war,  vereinfacht  sich  die  Grenzbedingung  17).  Für  den  Fall,  dass  A  =  qo 
ist,  muss  an  der  Grenze 

sein  und  für  den  Fall,  dass  A  unendlich  klein  ist,  muss 

sein.  Die  Form  16)  und  17)  ist  zwar  bei  den  einfachen  Fällen,  nament- 
lich beim  Kreise,  vielleicht  etwas  umständlicher,  als  die  Form  13)  und 
14).  Dieser  Mangel  wird  aber  dadurch  aufgewogen,  dass  sich  aus  dieser 
Form  eine  Menge  von  Querschnitten  angeben  lassen,  für  die  das  Pro- 
blem lösbar  ist,  und  dass  zugleich  das  Strömnngsproblom  iu  engen  Zu- 
sararaenhaug  gebracht  wird  mit  dem  St.  Ve nautischen  Problem  der  Tor- 
sion fester  Cylinder. 

§  2.   Röhren  mit  kreisförmigem  Querschnitt 

Für  Röhren  mit  kreisförmigem  Querschnitt  ist  die  Aufgabe  schon 
mehrfach  behandelt.*  Ich  führe  sie  nur  der  Gleichförmigkeit  halber  au 
und  um  einige  allgemeine  Beziehungen  dabei  zu  erörtern. 

Der  Kreis  habe  die  Gleichung  y^  +  2^=Ä'^. 

Es  ist  dann 

Die  Grenzbediugung  17)  wird  dann 

Wir  lösen  diese  Gleichung  und  zugleich  die  Gleichung  16)  durch  (p  =  consi. 
und  es  ist 


*  J/icobifohn  a.  u.  0,    Stefan  a.  a.  0.    S.  KirchholT,  Vorlcs.,  S.  73. 
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also 

18)  «  =  -^-(ä*  +  ?^A-,»). 

Die  Geschwindigkeit  hängt  also  von  der  ersten  und  zweiten  Potenz  des 

P 
Radius  ab.     Die  normalen  Elasticitätscomponenten  sind  alle  gleich  -—07, 

während  die  tangentialen  die  Werthe  haben 

Diese  Werthe  enthalten  nur  scheinbar  die  Reibung8constante  Ar.  Denn 
fc  kommt  auch  im  Nenner  von  a  vor,  so  dass  also  die  tangentialen 
Elasticitätscomponenten  unabhängig  von  der  Natur  der  Flüs- 
sigkeit sind  und  nur  vou  der  Grösse  und  Form  der  Quer- 
schnitte abhängen. 

Es   finden   bei   der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  durch  Röhren  auch 

du  du 

Drehungen    der  Thcilchen   statt.     Es    ist   2|  =  0,   2w  =  7r-,   2J;  =  — 77-- 

dz  dy 

Man  erkennt  aus  der  Gleichung  13)  sofort,  dass  bei  allen  Röhren  ^17  =  0 
und  Ji=0  ist.  Dies  ist  aber,  wie  ich  anderweitig  nachgewiesen  habe*, 
die  nothwendigo  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  Wirbel- 
bewegung in  reibenden  Flüssigkeiten  den  lielmholtz 'sehen  Gesetzen*''* 
genügt.  Die  Wirbelbewegungen  in  Röhren  jeder  Art  befolgen 
also  die  llelmholtz^schen  Gesetze. 

In  dem  Falle  des  kreisförmigen  Querschnittes  ist  nun 

19)  ri  =  —  az,     i=ai/. 

Die  Droliuugsaxc  jedes  Theilcheus  steht  also  auf  seinem 
Radius  senkrecht  und  die  Drehungsgeschwindigkeit  ist  <i^.  Je  weiter 
ein  Theilcheu  von  der  Röbrenaxe  entfernt  ist,  um  so  schneller  wirbelt 
es.  Die  grösste  Drehuugsgesch windigkeit  findet  also  an  der 
Röhren  wand  statt  und  zwar  ganz  unabhängig  von  dem  Werthe 
der  äussern  Rcibuugscon staute  A,  also  auch  bei  A  =  Qo,  während 
doch  dann  die  'J'hcilcben  an  der  Wand  haften  sollen.  Dieses  merkwür- 
dige Verlialten  ist  schon  vou  Stefan  (a.  a.  0.)  dargelegt  worden. 

Fassen  wir  u,  ^,  z  als  die  Coordinaten  eines  Theilchens  auf,  so 
liegen  die  Thcilc,  welche  ursprünglich  auf  einem  Kreise  liegen,  nach 
einiger  Zeit  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung  ist 

Das  ist  aber  die  Gleichung  eines  Rotationsparaboloids,  dessen  Scheitel 
in  dem  ursprünglichen  Querschnitte  liegt.    Auf  dieser  Fläche  befinden  sich 

*  öchlörnilch's  Zeitschriil,  Hd.  XXIV  S.  242,  1879. 
**  liorcbiirdt'a  Journal,  Bd,  LV. 
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also  nach  der  Zeit  1  die  Theilchen,  welche  ursprünglich  auf  einem 
Querschnitte  der  Bohre  liegen. 

Die  Constante  a  besteht  aus  einer  Differenz  zweier  Tenne;  es  ist 
also  die  Möglichkeit  vorhanden,  dass  a  =  0  wird.  Dann  muss  nach  18) 
auch  1/  =  0  werden.  Wir  haben  uns  die  Röhre  vertical  aufgestellt  gedacht. 
FUesst  das  Wasser  von  oben  nach  unten ,  so  muss  Pq  ^  pi  sein ,  dann 
ist  also  P  negativ,  die  Constante  n  ist  also  stets  positiv.  Findet  da- 
gegen der  Ueberdruck  an  der  tiefsten  Stelle  der  Röhre  statt,  so  ist  die 
Bewegung    des  Wassers   der  Schwerkraft  entgegengesetzt   gerichtet   und 

für  den  Fall,  dass  ^^""^^  =  fi^  ist,  bleibt  die  Flüssigkeit  in  Ruhe.     Ist 

•f*i/> — 1 — ^1  80  ist  u  positiv,   das  heisst,   die  Flüssigkeit  in  der  Röhre 

strömt  doch  nach  unten;  ist  dagegen — -> (ig^  so  wird  die  Flüssig- 
keit in  der  Röhre  hinaufgetrieben,  entgegengesetzt  der  Richtung  der 
Schwerkraft. 

Wir  berechnen   endlich   noch  die  Menge   der  aus  der  Röhre  in  der 

Zeiteinheit  ausfliessenden  Flüssigkeit.  Es  ist  diese  allgemein  Q  =  1  1  '(f/'^^ti, 

wo  die  Integration  sich  über  den  ganzen  Querschnitt  erstreckt.  Für  den 
kreisförmigen  Querschnitt  ist  also 

B 

0 
Die  Ausflussmenge  ist  also  proportional  /i,  d.  ii.  direct  pro- 
portional d  e  r  D  i  f  f  e  r  e  n  z  ft^/ /  —  (/>/  — /'y )  und  u  m  g  e  k  e  Ii  r  t  p  r  o  p  o  r  - 
tional  der  Länge  der  Röhre  /  und  der  Reibuu  gscon staute  A. 
Ausserdem  ist  die  Ausflussniengo.  nocli  proportional  der  vier- 
ten und  dritten   Potenz  des  Radius. 

In  den  beiden  extremen  Fällen,  bei  A:=oo  und  k=^B  ist  die  Bewegung 
ganz  verschieden. 

Bei  ^  =  Qo,  also  bei  benetzenden  Flüssigkeiten  ist 

M  =  |(ß2-^^)   und   Q^^"*^^' 

also  fj  eiiifacli  proportloual  der  vierten  J*oteiiz  des  Radius.  Wenn  wir 
die  Fläche   R^n  mit  F  bezeichnen,  so  ist 

Ich  nenne  den  Coefficienteu  von  F^  den  reducirten  Ausflusscooffi- 
cienten.     Diese   reducirten  Coefiicienten   werden    sich  für  die  verschie- 
douen  Qaerschnitte  vergleichen  lassen. 
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Dagegen  ist  für  A  =  € 

c 

also  u  coDstant,  aber  sehr  gross.    Die  Ausflassmeugo  ist  mitliin 

22)  Q  =  ~  ßnK\ 

t 

\    §  3.    Bohren  mit  elliptischem  Querschnitt. 
Wir  uehmeu  als  Gleichung  der  Ellipse 

23)  ^  +  ?  =  '-. 
Es  ist  daun 

24)  cos{nij)=^—  ' ,     foy(w2)  = 


+ 


iiud  die  Greuzbedingung  17)  wird  daher 

Die«  soll  gölten   für  y  =  i,f»l/  l  —  "^   «»^lo»"  ^--jl^j/  ^^ji' 

Wir  können  die  Gleichungen  l(j)  und  25)  unr  für  die  beiden  extre 
men  Fälle  integriren  :  für  A  =  oo  und  A  =  f. 
Für  A  =^  00  wird  die  Grenzbedingung 


tut 


']p=  ^-(y'^+i^) 


,/=.  +  />  f/l  -  1^  oder  z=±i'l/i-  ^. 

Wir  setzen 
26)  9  =  .4+//,(i/^-z^). 

Dieses  (p  genügt  der  Diffcroutialgleichung 
und  08  wird  für  die  Grenze 


y<i-''.)+«<f  +  ^.)-^  =  o. 


Daraus   folgt   zur   Bestimmung   von    ^j,    wenn   wir  die   UcchnuDg  sym< 
metrisch  durchführen: 
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Kl-^.)-(J+-'.)' 

Ku  ist  also 
also 

dieselbe  Formel  hat  schon  Mathieu^  abgeleitet. 

Für   die  Köhrenwand    ist    rT  +  -^""^  =  ö,   also  m,    wie  es  sein  soll, 

gleich  Null.  Die  Geschwindigkeit  hängt  von  den  Quadraten 
der  grösstou  und  kleinsten  Axe  ab. 

Während  die  normalen  Druckcomponenton ,  wie  bei  allen  diesen  Pro- 

P 
biemon,  den  Wcrth  yo;  haben,  sind  die  tangentialen  beziehlich: 

29)  n-0,     ^^z-jj^2-y     ^'"6M^^^- 

IMo  Werthe  dieser  Componenten  wachsen  also  zum  Kando  zu. 
Ihren  grüssten  und  kleinsten  Werth  erhalten  sie  am  Endo  der  beiden 
llauptaxiMi.  Dass  die  Werthe  dieser  Componenten  von  A*  unabhängig 
sind ,  iHt  schon  erwähnt. 

Die  UroliungKgeschwindigkeiten  dagegen  sind  von  k  abhängig.    Es  ist 

du  ah^  du         ac^ 

die  rcMultirendo  Dreliungsgeschwindigkeit  eines  Theilcheus  mit  den  Co- 
ordinntcn  y^  z  ist  also 

Die  gruüBto  Dreliungsgeschwindigkeit  findet  wieder  an  der 
Röhren  wand  statt.  Für  ein  Theilchen  an  der  Wand  mit  der  Cuordi- 
nate  c  ist 


11  b^  c 
Für  2  =  +  f,  also  am  Ende  der  c-Äxe,    ist  also  qp;.  = 


b^  +  c^ 

(t  h  c^ 
Für  :=i>,  also  am   Ende  der  w-Axe,   ist  (p,.= ^. 

•^     ü^  4"  <^' 


#  /'i 


Comj4ai  rendm,  Bd,  LVJJ  8.  320. 
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A^^i^^^^i^S^W^'^^^^^^^^^^l^^^i^^ 


Ist  c>6,  80  ist  g>y>(Pz-  Die  grösste  DreliangsgeschwiDdigkeit  findet 
also  am  Ende  der  kleinen  Axe  statt,  d.  h.  an  derjenigen  Stelle  des 
Randes,  welche  dem  Mittelpunkte  am  nächsten  liegt. 

Die  Winkel,  die  die  Coordinatenaxen  mit  den  Hanptdrehnngsaxen 
bilden,  ergeben  sich  ans 

32)  cos ((jp,  y)  =  — ;_  ^A^^ ,     vos (g>,  z)  = ^-^ 


/!:+?        /^+i' 


Daraas  folgt,  dass  die  Drehungsaxe  eines  Punktes  senkrecht 
auf  der  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt steht. 

Fassen  wir  wieder  u^  y^  z  als  Coordinaten  des  Tbeilchens  nach  der 
Zeiteinheit  auf,  das  ursprünglich  die  Coordinaten  y^  z  hatte,  so  sehen 
wir,  dass  das  Theilchen  auf  einer  Fläche 

u^sm  —  ny^  —  p  2*, 
also  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegt. 

Um  endlich  wieder  die  Ausflussmenge  zu  berechnen,  haben  wir 

die  Integration  Über  die  Fläche  der  Ellipse  aasgedehnt. 
Da  JJl*  ilF=  "^  -    und  JJz^  <<  ''  =  '^'  «t,  so  ist 

Die  Ansflussmenge  ist  also  dem  Product  aus  den  dritten 
Potenzen  der  Halbaxcn  direct  und  der  Summe  der  Quadrate 
dieser  indirect  proportional.  Natürlich  ergiebt  sich  für  ft=:c  die 
Formel  21).  Der  Ausdruck  33)  ist  experimentell  durch  die  Versuche 
Victor  V.  Langes  bestätigt  worden.* 

Wir  hatten  bis  jetzt  nur  den  Fall  einer  benetzenden  Flüssigkeit  ins 
Auge  gefasst. 

Um  auch  für  nicht  benetzende  Flüssigkeiten  das  Probblem  lösen  zu 
können,  müssen  wir  die  Grenzbedingung  25)  vereinfachen.  Für  den 
Fall,   dass   k   sehr  klein   ist,    begehen   wir   nur  einen  unendlich  kleinen 

Fehler,  wenn  wir  den  Nenner  y  ~r\'\'~i  fortlassen.  Die  übrigbleibende 
Orenzbedingung 

+r('/r:+?i-r)+-T«(^+::)+fO'H=') 

lösen  wir  wieder  durch 


*  Wiener  SitzungHÜericlite,  Bd.  LIil,  1871. 
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•  ^>>»4k»^<<K<'^ 


34)  g)=^+^,(y«-z^. 

Dann  haben  wir  snr  Besttmmang  von  A  and  A^  die  Gleicbnng 

nnd  daraUaS 


also 


^1  =  0" TT  nnd    /»  = 


«  [y  (''»  +  «*)  + ^' + ''*'•"] 


Daraas  folgt  nach  Formel  34)  and  15)  nach  einigen  Umformungen 


oder 

M  = jT >  alflo  constant,  aber  sehr  gross, 

und  daraus  ergiebt  sich 

(>  = — =071—1),: 

§  4.   Röhren  mit  rechteckigem  Querschnitt. 

Wenn  auch  praktisch  meistcntheils  nur  kreisförmige  oder  elliptische 
Röhren  (in  Thermometern)  in  Anwendung  kommen,  so  ist  doch  eine 
Betrachtung  von  Röhren  mit  anderen  Querschnitten  von  einem  mehr- 
fachen Interesse.  Einmal  ist  es  immerhin  möglich,  dass  für  gewisse 
praktische  oder  wissenschaftliche  Zwecke  Röhren  mit  anderem,  als  ellip- 
tischem Querschnitt  zum  Zwecke  der  Durchströmung  von  Flüssigkeiten 
gebraucht  werden  und  es  ist  deshalb  wesentlich,  die  Gesetze  der  Be- 
wegung in  ihnen  zu  kennen.  Besonders  die  capillareloktriscben  Untersuch 
ungen  dürften  bei  Röhren  von  anderen  Querschnitten  wichtige  Resultate 
ergeben*.  Zweitens  giebt  aber  auch  jede  theoretische  Durchführung  eines 
speciellen  Problems  Anlass  und  Mittel  zu  einer  neuen  experimentellen  Be- 
stimmung der  in  dem  Problem  sich  vorfindenden  Constauten  (bier  dor 
Reibungsconstante).     Endlich  drittens  giebt  die  theoretische  Ausarbeitung 

*  Helmholtz,  Wied.  Ann.,  ßd.  VIII,  1879. 
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der  Tenchiedenen  Fälle  auch  eine  Menge  von  allgemeinen  Beziehnngen 

an«  die  man  von  vornherein  nicht  hätte  vermuthen  können.     Aus  diesem 

dreifachen  Grunde  ist  die  Durchführung   der  Lösung  für  die  folgenden 

Querschnitte  unternommen  worden. 

Wir  nehmen  als  Querschnitt   ein  Rechteck  mit  den  Seiten  2  b  und 

2c.      Für   alle    y  zwischen  —b  und   +b   ist  bei   z  =  +  c    cos{ni/)=^0, 

cos{nz)  =  l^    während    für    alle    z    zwischen   —  r  und   +c  bei   y  =  +  b 

cos(nz)  =  0  und  cos{ny)  =  l  ist.    Die  allgemeine  Grenzbedingungsgleich- 

nng  zerAUt  also  hier  Ton  selbst  in  zwei  Gleichungen,  nämlich 
»    jj  • 

35)  Y  ^  +  T"^~^— «r^^*^'^*)   ^^'  *^^®  ^  zwischen  —6  und  +b 
,  bei  z  =  +  c 

und 

36)  —  r^  +  — ^  =  <p— TT  (^^  +  ^*)  ^^"^  ^^   ^   zwischen  — c  und  +c 
^^y       ^  2  beiy  =  ±6. 

In  jeder  Gleichung  gehören  die  oberen  und  die  unteren  Vorzeichen  zu- 
sammen. 

Wie  immer,  muss  tp  der  Gleichung  genügen 

Wir  können  die  beiden  Grenzgleichungen  35)  und  36)  noch  verein- 
fachen, allerdings  auf  Kosten  der  Symmetrie.     Setzen  wir  nämlich 

38)  9  =  '*+  '^(y'-O  ^-Bz^C, 

worin  A^B^C  noch  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten,  so  muss  nach 

37)  zuerst  ^  der  Gleichung  TT+g~2~^  genügen.     Ferner  wird   die 

erste  Orenzbedingung 
-*^x    «  ölt;— .2Ar  ,     .    Bk^ak  .    ,  9       ^9.«.ri      ^9       ^« 

39)  -  -^  +  -^^0  +  — +  yc  =  i/;  +  ^y«-^c»+ ßc  +  C- ^y  -  2    • 

Setzen  wir  nun   /l  =  -^,  so  wird  diese  Gleichung 


k    du;  _.2ak     ,    Pk 
r  Iz 


2x 
Weiter   setzen  wir  ß  = —  a.     Dadurch  kommt 

k  dM>     2A« 

Hier  ist  schon  das  störende  doppoltc  Vorzoichon  von  r  weggefallen.    End- 

2  k- 
lieh    machen    wir    noch    ("—nv^ Tä"  ^'»     dann     wird     die    erste    Gn»nz- 

bedingung 

k   dMf 
40)    -  -7-^  — 1^  =  0  bei  :  = +  r  für  alle  y  zwischen  —6  und  +h. 

X    öz 
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Die  Gleichung  38)  wird  bei  unserer  Constantenbestimmung 

41)  v=t^+2-(y*""^*)'"y^+*^~"jr  ^• 

Auch  die  zweite  Grenzbedingung  36)  vereinfacht  sich  durch  diese  Sub- 
stitution, indem  auch  bei  ihr  das  störende  doppelte  Vorzeichen  fortfällt. 
Sie  wird 

*  <^^  •      2ä        ,       ,      2Ar«      ^  .  .   ,    .        „ 

--^— =  if;  — az* --az  +  ac^ -x- a   bei  y=  +  o   für  alle  z  zw^ischen 

k  dy  X  k*  — 

—  c  und  +c. 

Unser  Problem  reducirt  sich  also  für  eine  rechtwinklige  liöhre  auf  die 
Bestimmung  von  tf;  aus  der  Gleichung 

mit  den  Grenzbedingungen 


k  dfif 

43)   -r  -T tf'  =  0  für  alle  y  zwischen  —  b  und  +  b  bei  c  =  +  c 

k  dz  — 


44)    T  TT"  =  1/'  —  «2* — az  +  ac^ r^  a  für  alle  z  zwischen  —  c  und 

'    k   du  k 


und 

+  c  bei  j^  =  +  A. 

Durch  algebraische  Ausdrücke  lassen  sich  diese  Gleichungen  nicht  erfüllen. 
Ich  setze  deshalb  '4^  gleich  einer  trän scen deuten  Function  von  y  und  r. 
Die  Differentialgleichnng  42)  lässt  sich  erfüllen ,  wenn  man  fp  gleich  einer 
Summe  von  Termen  Ae^y  c^*  setzt.     Es  muss  dann  sein 

also  w  =  +  m  f .  , 

Wir  wollen  setzen 


45)  1/;  = /.    («^"'^  +  l^^"*"^)  (^m  •«>«  'W  -  +  ^'«1  ^^>.^  W  ?). 

111  =  1 

Dieses  i^  genügt  der  Differentialgloicliung  42),  denn  os  ist 


also  ilire  Summe  gleich  0. 

Wir  haben  nun  den  Wertli  45)  von  \p  in  dio  Gronzbrdingungon  43), 
44)  einzutragen,  um  die  Oonstantcn  «,  /?,  r1,„y  .!,„  zn  i)('8timmcn.  Dio 
erste  Gronzbedingnng  wird 


^ 


-  _  .TA*  mk    , 

[ae^y  -{-  pe~^**y)\  -  m  A„t  ras  m  c  -^         A  „,  sin  m  c  -f  ./,„  siti  m  r 

I      A  M 


—  A  ,n  f*os  m  r 


Damit    der   Ausdruck    in    der   Klammer    für   -{-c   und    —  t*   gloichmässig, 
müssen  wir  erstens  setzen 
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46) 


^m  —  "~  2    ^^m* 


Dann  wird  die  OleichuDg 

ÜB  mofls  also  ro5mc  =  0,  d.  h. 
47) 


^ 


2w-l 

m  = ::: K 


2c 


sein,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.     Dadurch  wird  der  Ansdrack  45),  wenn 
wir  statt  A'^^  schreiben  Ant^ 


48) 


*  =  //^m(« 


2»-] 


2«— 1 


e 


2c     ""^J^ße        2c 


■)(■ 


«yW       2;i  — 1 

cos  — -z: 1t  Z 

2c 


k   2w-l        .  2ii-l 

T-27-^^'"-Tr- 


;r2  j. 


Mit  diesem  Worthe  von  t^  bilden  wir  die  zweite  Grenzbedingnng  44).  Diese 
wird 


%^-W-^'-¥^ 


nb 
_2n-l 


49) 


/      2II--1  k  2/I-I       .  2«-!       \ 

Xiro5— ^r Tit  — —  -^r 7r.«w— s nz) 

\  2  c  k      2c  2  c  J 

.      2^        .       ,      2ä« 
A  Kr 

Damit  dieser  Ansdrack  links  für  +6  und  —  ft  denselben  Werth  habe,  mnss 
er  von  der  Form  sein  Af(e»"*  + <?-»"*), 

A   ^.                     (k  2n-^           \           Jk\n-^\       ,.\      .         ,         , 
d.  h.  es  mnss  « I  -r -^ ^~l)  =  ~"Pl"j 9 ^  +  *  )  s^in  1  «Iflo  1  da 

ein  Factor  in  A^  eingeht, 


Ea  wird  also  ans  48) 

2«--l 
2c 


2i>-1 


] 


/      2w-l  k 

y\cos—^ nl—'-; 

\  2c  A 


k  2«-l 


2c 


nsm 


2m  — 1 

2c 


71  rj. 


Wenn  wir  nun  zur  Abkürzung  setzen 

,,  An.(k  2n^\     ^\(k  2>i-l  ,\/ 


5 


2fi  — 1     .               2n— I     . 
n6   . — nb 

,    ic  ^f»         VC 


)=A„. 


so  haben  wir  zur  Bestimmung  von   A„  die  Gleichung 


52) 


"^      /      2w-l  nk  2;i-l    .  2w-l      \ 

2/^"r'"27-^^-T  "27-'"' -27-^7 


Z^UgabtM  f.  MmthrnrnUk  a,  Pbrtlk  XXV,  ff. 
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Es  ist  mir  nicbt  gelangen,  ans  dieser  Gleichung  A^,  für  ein  beliebiges  X 
zn  finden.  Eis  ist  überhaupt  fraglich,  ob  eine  solche  allgemeine  Bestim- 
mung möglich  ist.  Wohl  aber  ist  die  Bestimmung  von  An  ausführbar  für 
die  extremen  Fälle,  bei  denen  auch  die  grosse  Asymmetrie  in  dem  Aus- 
drucke verschwindet. 

Wir  nehmen  also  den  Fall  A  =  oo.     Für  X  =  oo  wird  aus  51)  und  52) 


-H 


2ii-l     .               2«  — 1     ^ 
nh  . T — nh 


2e 


und 
53) 


a 


+  « 


2c 


)  = 


^t  ^n  COS  —77^ ««  =  —  Z^+C\ 


n=l 


2r 


Um  die  A^  daraus  herzustellen,   haben  wir  bekanntlich  jeden  Term  mit 

2n'— 1 

nzdz   zu   multipliciren   und    von  0  bis  c  zu  integriren.     Zer- 


cos 


2c 
legen  wir 
2ii-l 


cos 


n  z  cos 


2w'-l 


2c     2 

so  giebt  die  Integration  von  0  bis  c 


-1          .      ,        //i  +  «'— 1      \  -   ,        fn  —  n       \ 
- — nz  m   ^rosl nzj  +  ^cosy »2I, 


[*;,^.„'-l 


.  n  +  n'^1 


stn 


nz+i ysvi nz\  . 

^n  —  n  c  Jo 


Dieser  Ausdruck  ist  immer  gleich  0  (falls  w-|-w'>l  ist),  ausser  für  yi=it', 
wo  er  gleich  -^  ist.     Wir  haben  also 


54) 


= /(zr-^c^cos — j;^ nzdz. 


2c 


Wir  können  An  einfach  berechnen.     Es  ist 

c  c 

2     r         2;;-l        ,     ,  ^     / 
A„==--  JA^cos      ^^     nzdz  + 

0  0 


r     2«-.1 

J  2r 


//: 


2^ 
c 


z^  sin 


2w-l 
2c 


nz 


2ji-\ 

2c 


n 


4 
c 


2w-1 

z  cos  — n  z 

2r 


.  \-27-V    _ 


2u  —  \ 

S  -  ^ TCZ  flZ 

2r 


also 


■'-■'•*^T^:r,.+(''+;.2^,-,y^.)(,2»-'■,|.<-''■^')• 


2 

c 
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55)  ^„  =  (-l)-  +  i        ^2c' 


(2« -!)»»»• 
Wir  liabnn   dann 

(-l)"32ac« 


56)  A„  = 


Also 

")    ^=4^    (2n-l)»^     i^,,       .IJ^^M-^T-'^')' 
Da  für  A  =  Qo  unsere  Gleichung  41)  wird 

8o  iBt  nach  15) 

Setsen   wir  nach   der  Bezeichnung  von  Oudermann*  ^ — =M*Äar, 

— =cohx^  so  können  wir  dafür  schreiben 


coh 


(^") 


rfi^  ,^     ,  .32ac«<T    (-1)»    ''""V^^^V       /2«-l      \ 

Dieser  Ausdruck  ist  nicht  symmetrisch  in  den  y  und  z;  wir  können  daher, 
wenn  wir  ^,  b  mit  ^,  c  vertauschen,  auch  schreiben 

^Q^  »^    ,.  .32a6«^    (-!)■»     ^''H"17r''0       /2«-I      \ 

59)  u  =  -ay^+al>-+-^2j  (ilTZif     j2.-l       \''"\-2r ''>'} 

Aus  der  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  58)  und  59)  werden  sich 
eine  Anzahl  rein  analytischer  Beziehungen  ergeben  von  der  Art,  wie  sie 
Thomson  und  Tait**  charakterisiren :  „Der  Vergleich  der  Besultate 
liefert  bemerkenswerthe  Sätze  der  reinen  Mathematik,  wie  sie  selten  den- 
jenigen Mathematikern  aufstossen,  die  sich  auf  die  reine  Analysis  oder 
Geometrie  beschränken,  statt  sich  in  die  reichen  und  schönen  Gebiete 
der  am  Wege  physikalischer  Forschungen  liegenden  mathematischen  Wahr- 
heiten zu  begeben/* 

Wir  gehen  nun  zur  Prüfung  und  Verwerthung  unserer  Ausdrücke 
für  u  über.  Für  die  Grenze  muss  m  =  0  sein.  Für  z==  +  c  verschwin- 
det der  Ausdruck  58)  ohne  Weiteres,  ebenso  wie  der  Ausdruck  59)  für 


*  Grelle' 8  Journal,  Bd.  VI. 
»•  Thomson  uud  Tait,  Theoretigche  Phyaik  I,  2,  8.  236 
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y  =  +  6  verschwindet.  Aber  auch  58)  verschwindet  für  y  =  +  b.  Es  wird 
dann  nämlich 

und  dies  ist  nach  53)  nnd  55)  gleicb  Null.  Dasselbe  gilt  für  den  Ans- 
drnck  59)  bei  z  =  +  e.  In  der  Axe  der  ßöhre  herrscht  die  Geschwin- 
digkeit 

I_     ,      64  ac«'^    (-!)■ 1 
oder 

Es  tritt  auch  hier,  wie  bei.  allen  diesen  Problemen,  wieder  n  als  Factor 
heraus. 

Wir  haben  als  tangentiale  Druckcompononten 
I       9,       ■  16akc^   (-1)"    '•"H^^"^)   ■  ^2»-!       \ 

/2»i— 1      \ 
16 >,kb^   (-ir     "*(~26~''V       /2n-l       \ 
-         1^^  (2«-I)«     ,/2«-l      \ '""* V^TT- " •"/ ' 

„ 16 «^r^    (-n"    "H~^"0       /2«-l      \ 

'  '    coh  I  — :r n  b  | 

62)  ^  2c     ; 


Auch  hieraus  ergeben  sich  analytische  Beziehungen. 

ßh   aus   2  rj  =  — 


Die  Drehungscomponcnten  berechnen  sich  einfach  aus  2rj=—-  Ä\^ 


2i=-f^Ä'y.     Wir  wollen  die  Discussion  die>ser  Formeln  aber  erst  bei  den 


k 
speciellen  Fällen  vornehmen. 

Wir   suchen    noch   den    allgemeinen  Ausdruck   für   die   ausfliessende 
PiüMJ^keitamenge.     Es  ist 
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+  6    4-c 


0  =  1   I  dy  dz  u  =  ^abc^ 
-b—c 


dydz 


V   (-1)-    '"K^"*)       /2«-l      \ 


roÄ 


(^•') 


H-c-l???£?5 


coA 


/2n-l      \ 


(2«-l)*     ^/2w-l 


co^ 


(^'-) 


rfy. 


r       u    .  »     512ac4'^        1  ^/2/i-l     A 

O^^ab^^-^'^.^^^^-^.laHi^^-^nb). 


63) 
Ebenso  ist  auch 

Daraas  folgt  der  symmetrische  Ausdruck 

Aus  deu   beiden  Ausdrücken   63)   und   64)   folgt,   wenn   wir  durch 
ab'^c^  dividiren, 

also  wenn  wir  —  =  /  setzen  und  mit  2^—1    multiplicireu , 


66) 


v(i)'('-i) 

,<1       1  ,/2w-l     1\       1    %7       1  /2w-l      \ 


ij-f(2/i-l)5 V     2     "/y      f».^(2w-l)Ä 

Wir  köuneu  das  auch  so  aussprechen:    Der  Ausdruck 


67)  A0  = 


«TU         _nt  Zni         _  ^nt  hnt         __  5«i  \ 


1 


ändert  sich  an  Grösse  nicht,   wenn  man  t  mit  y  vertauscht. 
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Wenn  wir  in  66)  /  =  tv  setzen»  so  wird 

.  ,/2w-l     \       .^       /2n-l      \ 
tah[ — s—  ni]  =  iiang{—^ — nvl 

Da  nun  ferner 

96        ^3*^5«^ 

ist,  80  können  wir  für  66)  anch  schreiben:  Der  Ausdruck 

nv     nv  'Snv      3nv  5nc      5>cr 

'«»?y-y      f«'"J-2 2"      "'""-2 T 

68)   A«')  = jj^i + 35^5 + 5vi +  ••• 

ändert  sich  an  Grösse  nicht,  wenn  man  t>  mit  --  vertauscht.* 

m 

Dies  sind  Beispiele  von  den  mathematischen  Beziehungen,  die  sich 
ans  unseren  Ausdrücken  ergeben.  Wir  werden  nun  die  gefundenen 
Formeln  erst  specialisiren ,  um  dann  allgemeine  Resultate  zu  erzielen. 


*  Cauchy,  Exercices  de  tnatJtemcUiques,  Bd.  I  u.  IL 

(SchluM  folgt.) 
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XXin.    lieber  eine  Verwandte  der  Oammafhnction. 
Di«  Function  P(x)  soi  für  reelle  x  deiinirt  als  das  unendliche  Product 

''<')=('+Tr('+f)''('+fr- 

mitbin  ihr  Logarithmus  als  die  unendliche  Reihe 

aus  der  bekannten,  für  positive  $  geltenden  Ungleichung  0  </(l  +  l)<£ 
ist  dann  leicht  zu  ersehen,  dass  bei  posftiven  x  die  Reihe  convergirt, 
also  P{x)  nur  endliche  Wertho  hat.  Auch  von  a:  =:  0  bis  ar  =  —  2  blei- 
ben, wie  Nr.  1)  zeigt,  die  Werthe  von  P(x)  endlich  und  reell;  für  a;<  —  2 
werden  sie  imaginär,  und  nur  an  den  Stellen  a:  =  —  3,  —  4  etc.  entstehen 
isolirte  Nullpunkte.  Zur  Berechnung  von  lP{x)  können,  je  nachdem  x 
klein  oder  gross  ist,  sehr  verschiedene  Mittel  angewendet  werden,  die 
wir  im  Folgenden  angeben  wollen. 

A.  Unter  der  Voraussetzung  —  l<a;<+l    erhält  mau  aus  Nr.  2) 
durch  Entwickelung  der  einzelnen  Logarithmen 

3)  lP{x)  =  \S,x^iS,a^  +  ^S,x^ --..., 

worin  S^  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist.  Die  Formel  3)  gewährt  jedoch  nur  bei  kleinen  x  eine 
bequeme  Rechnung. 

B.  Statt  Nr.  2  kann  geschrieben  werden 

X 


J  |ni+«^ 


)  ■  2(2  +  ^)  •  3(3  +  x) 


4) 


0 


X 


=/?/tr" 


0  0 

wie  sich  durch  die  Entwickelung  von 
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'^•Sf>^\^^s^\^<^'^^     ^|^>^^N^^< 


*       =l  +  /+/«  +  /3+... 


leicht  bestätigt     Substituirt  man  /  =  1  —  ti  und  macht  von  der  Binomial- 
reihe  Gebrauch,  so  erhält  man 

X  1 


■n-^-rip--^^-- 


0  0 

X 

0 
d.  i. 

1     X       1    ar  — 4a:*      1     2a:  —  4a:*  + 4a:« 

Obschon  diese  Gleichung  fiir  alle  positiven  x  gilt,  ist  sie  doch  bei  einiger- 
massen  grossen  x  nicht  mehr  brauchbar. 

C.  Wegen  einer  späteren  Anwendung  denken  wir  uns  die  Reihe  2) 
in  zwei  Theile  zerlegt,  von  denen  der  erste  n  Glieder  enthält  und  der 
zweite  den  Best  bildet,  nämlich 

6)  lP{x)^Qn(x)  +  R^{x), 

7)  ,.(a:)  =  i.(l+f)  +  |/(l+|)  +  ...+  i/(l+j), 

8)  /..(.)=^^/(l  +  ^)  +  ^-^/(l  +  -^J^ 

Bei  massigen  n  (z.  B.  für  ;i  =  10)  lässt  sich  Qn(pc)  mit  wenig  Mühe  direct 
berechnen;  es  kommt  also  noch  auf  eine  rasche  Ermittelung  des  Keste.B 
Rn(x)  an.  Hierzu  dient  der  folgende  bekannte  Satz*:  Wenn  die  Func- 
tionen /"(ti),  /"(m)»  f'\^')  ö^-c-  innerhalb  des  lutervallcs  u^=a  bis  «  =  ft 
endlich  und  stetig  bleiben,  ohne  Vorzcichenwechsel  zu  erleiden,  wenn 
ferner  die  Vorzeichen  von  f^^P^{u)  und  /^'^'*+^^(m)  gleich  sind,  und  wenn 
endlich  bei  ganzen  positiven  q 

=  h   oder  b=^a  +  fjh 

gesetzt  wird,  so  ist  ^ 

h\na)  +  f{a  +  h)  +  f(a  +  2h)  +  ...  +  f(a  +  [f,-l]h)\ 
h 


=Jnu)du--\h\ah)-aa)\ 


a 


+ ^  \fV')  -  n«)!  -  -j^^  \f"v^)  -  r»\ + 


•  I 


•  Conipcndiuui   der  höheren  Analyais;   Tbl.  U,  Formel  39)  des  Absehn.  „Die 
licrnouLii*8chen  Functionen  etc.*'. 
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y^^^^«>/^^^^/^/^/^*w^r•^^^\.■^<'^/^<>w^*^<v<^^^^^* 


und  zwar  beträgt  der  Best  dieser  halbconvergenten  Reihe  einen  Brach- 
theil  des  znletzt  gerechneten  Terms,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  ge- 
nommen, so  dass  die  wahre  Summe  immer  zwischen  den  Summen  von  m 
and  m  + 1  Termen  liegt.  Für  A  =  1 ,  g  =3  oo  und  unter  der  Voraussetz- 
aog,  das8/'(ti),  f\u)y  f'\u)  etc.  für  uscx  verschwinden,  wird  einfacher 


OD 


/'(«)  +  /'(«+i)+A«+2)  +  ... 

'■^"'""^t'^"'        1.2    ^1.2.3.4 


0 


Den  erwähnten  Bedingungen  genttgt  die  Function 

u    \        u/  u  u 

falls  tf>a^O  genommen  wird;  dabei  ist 

1.2.3...X        M«+»    V  "^  «/"^Im'Vm      u  +  c) 

"^ 2l^^  W"  (u  +  cy)  "^   •  •  "^  ;rrA r7« ""  {u  +  c)") 

und   bei   positiven   c    bleiben  f(u),  /"'(w),  ..»  coustant  negativ,   A"(m), 
/*^ti),  ...  constant  positiv.     Man  hat  demnach 


+ 


+ 


wobei    noch    bemerkt    werden   möge,    dass    das    rechter  Hand  stehende 
Integral  für  w  =  —  iu 


a 


ri(\+i) 


dl 


0 


.  übergeht.     Schreibt  mau  n  für  a,  x  für  c,  so  gelangt  man  zu  folgender 
Entwickeluug  von  Rn{^)' 
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n 


9) 


120)««  \   ^«/^l«n«       «+«:/ 


+  2 


I' 

L(i L_)+l(l L_)! 

Inn««      {n  +  xyj^'in\n^      (n  +  xf/S 

+ 

Da  sieb  der  Werth  des  hier  vorkommenden  Integrales  leicht  berechnen 
lässt  and  die  folgende  Reihe  anfangs  rasch  füllt,  so  ist  die  Formel  recht 
gut  au  gebrauchen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  dieselbe  im  Falle  x  =  n.     Es  wird  dann 

1 


«'=  T.  — Si  +  TT«  — •••  =  Tn. 


mithin 


J        t,      1»     2«  '3*      12 

0 

«»  W  -  j2  - 2^  + 12^  -  f 20^  +  252^ 


worin  die  Coefficienten  A,,  1,,  ^5  etc.  durch  folgende  Formeln  bestimmt  sind : 
i,^/2+|(l-i)  =1,19314718, 

A3=-*i+i(l-i)  +i  0-i)  =1,85981385, 
*5  =  ^s  +  i(I  -  A)  +  Kl  -  3*2)  =  2.28793885  u.  s  w. 

Beispielsweise  ist  für  ;i  =  1 0  nacb  Nr.  7) 

Co  ( 1 0)  =  i '  ( V)  +  i '  f  ¥>  +  •  •  +  V«  'Ci  ü  3  =  4 ,85940 1 1 9 

uud  uacb  der  zuletzt  entwickclteu  Formel 

Ä.o(IÜ)  =  ft'-g  +  y^—   =0,78880242, 

mithin 

/P(10)  =  5,64820361 ,     /»(lO)  =  283,7812. 

D.  Um  zu  einer  andern  Entwickelung  von  iP(ji')  zu  golaugeii, 
benutzen  wir  in  Nr.  2)  die  bekannte,  für  a'>  — 1  und  w>l  geltende 
Formel  ^ 


0 
zunächst  entsteht  hierdurch 

OD 


i'+^hf'-p^^-"""-^ 


0 
wobei  sich  das  Integral  folgendermassen  in  drei  Theile  zerlegen  lässt: 
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» ^^«i'^^»>^^w  •^  •^s^y  ^<'-' xs»  ^>r  ir>r  <^ww 


10)  //»(«)  »J'+I'-Z, 

-/|'(r:W.)+«-'"rT. 

0 

0 

0 
Da«   erste  Integral   ist  unabhängig  von   o;,   mithin  eine  noch  zu  bestim- 
mende Constanto 

Für  das  zweite  Integral  hat  man,  wenn  C  die  Constaute  des  Integral- 
logarithmus bezeichnet, 

dx  I  X      ^ 

0 
daraus  folgt 

y^cix  +  ^iixy, 

und  zwar  bedarf  es  hier  keiner  Integration||onstanten ,  weil  JT,  seiner 
ursprünglichen  Bedeutung  nach ,  für  x  =  1  verschwindet. 

Zur  Ermittelung  von  Z  dient  die  bekannte  halbconvergente  Reihe 

/       c«-l      *      1.2^1.2.3.4         1.2...6    ^'••* 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summen  von  m  und  von  m-|-l 
Gliedern  immer  zwei  Grenzen  liefern,  zwischen  denen  die  linke  Seite 
enthalten  ist.  Durch  Multiplication  mit  dt  und  Integration  von  <=0  bis 
l=iu  ergiebt  sich  hieraus 

Vl-^-«;"*"      1.2-2'^1  2.3.4"4  "••*' 

woriu  der  neuen  Reihe  dieselbe  Eigenschaft  wie  der  vorigen  zukommt. 
Dem  entsprechend  ist 


0 


1  ^1     ^     ^3  ^5 


2.r     2^x^^A^x*     6«u6^*' 
Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  folgt  aus  Nr.  10)  die  Entwickelang 
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^»>*>^^*w  ^^■»^^v^^« 


die  f&r  alle  positiven  x  gilt  and  schon  bei  einigermassen  grossen  X  sehr 
beqnem  ist. 

Beispielsweise  erhält  man  für  :r  =  10 

//>(10)  =  ^  + 3,98003724 
und  durch  Vergleicbnng  mit  dem  früher  berechneten  Werthe  von  //'(IG) 

^=1,66816637. 

E.    Bemerkenswerth   ist  eine  zweite  Entwickelang  von   Z,    die  zu 
einer  stets  convergirenden  Reihe  führt.     Wird  nämlich  in  der  Gleicbang 


OD 

0 

die  Sabstitation  l  —  e^^^v  angewendet,  so  entsteht 

0 

Die  weitere  Transformation   dieses  Integrales  boraht  aaF  der  Gleichnng 

1 

welche  für  1  — g~*  =  p  übergeht  in 


i 


V  iv  =  '/<'- "-'■'«■ 


('-.)'fe) 


0 


Benutzt  man  das  Biuomialtheorem  und  setzt  zur  Abkürzung 

'   J  1.2.3...«  ^' 

mithin 


SO  erhält  man 


=  -  +  «1  +  «2^  +  ".y  +  "' 


Durch  Multiplication  mit  dv  und  Integration  zwischcu  den  Grouzen  v  =  {) 
und  r,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  Differenz 

für  0  =  0  verschwindet,  ergiebt  sich  weiter 
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Das  Prodact  aus  1  — v  and  den  beiden  vorigen  Entwickelangen  hat  fol< 
gen  de  Form: 


i"<->-te- 


and  zwar  sind  die  vier  ersten  Coefficienten 

Für  das  mit  Z  bezeichnete  Integral  hat  man  jetzt 

1 


z=y(^  +  ^«^  +  ^3«^*+-0  (!-»)' rff; 


0 


die  einzelnen  Glieder  lassen  sich  nach  einer  bekannten  Formel  integrireo, 
and  wenii  dabei  zar  Abkürznng 

1.2.3... (m  —  l)A«  =  r« 
gesetzt  wird,  so  entsteht 


z=-4h  + 


+  ... 


;r  +  l  ■  (x+l)(«+2)  ■   (x  +  l)(a:  +  2)(x  +  3) 
worin  die  Coefficienten  folgende  Werthe  haben: 

Cj=4,      <^»=ii»      <'s=^S'»      '^4^^T«0»     ••• 

Nach  diesen  Erörterangen  gilt  unter  der  Voraussetzung  x>  —  \  die  neue 
Entwickelang  lP{^)^A^Clx^\  [Ixf 

12) Tj C, Tg 

x  +  1      (a:+l)(a  +  2j       (ap+ l)(a:  +  2)(ar+3)         •» 

welche   darch    das   Vorkommen    einer  Facaltfttenreihe    einiges  Interesse 
gewflhrt. 

F.    Ans  den  Formeln  11)  and  12)  geht  hervor,  dass  bei  anendlich 

wachsenden  co 

^  = /.im{//>(w)  -  C/co  -  ^(/lo)«} 

ist;  nimmt  man  der  Einfachheit  wegen  für  co  eine  ganze  positive  Zahl  n, 

zerlegt  lP{n)  in  (>nOO  und  Ruin)  and  beachtet,  dass  Um R^{n)  =^ -^^ 

ist,  so  hat  man  weiter 

^  =  T^7i«  +  Xim{(^«(w)-C/«-^(/«)«}. 
Wegen 


ist  nan 
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und  nach   einer  sehr  bekannten  Formel  kann  hier  der  erste  Summand 
gleich 

gesetit  werden,   wo  ö  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null  con- 
vergirt.     Demzufolge  bildet  A  den  Greniwerth  von 

+f'('+^)+l'('+?)+-+f'(.+;). 

Ans  der  summatorischen  Bedeutung  jedes  bestimmten  Integrales  ergiebt 
sich  unmittelbar,  dass  die  letzte  Summe  für  ns=oo  übergeht  in 

1 


ß 


lil  +  x)dx  =  ^n^; 


0 
es  bleibt  also  die  Relation  übrig 


welche  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Masche roni'schen  Constanto 
analog  ist. 

O.    Giebt  man  der  Gleichung  4)  die  Form 


X 


"(-)=/?K^-^^ä^^). 


0 

so  wird  ein  gewisser  Zusammenhang  zwischen  den  Functionen  P  und  F 
ersichtlich ,  welcher  die  gewählte  Ueberschrift  rechtfertigen  möge,    üeber- 
haupt  scheint  die  Function  P(x)  mancherlei  bemerkenswerthe  Eigenschaf- 
ten zu  besitzen,   deren  genauere  Untersuchung  ich  Anderen  überlassen 

™""'  SCHLdMILOR. 


XXIV.   Correcturformel  flir  das  logarithmisohe  Decrement. 

Bei  Ermittelung  des  logarithmischen  Decrements  durch 
beobachtungen   mit  Spiegelablesung   wurden    bisher  stets,   so  weit, 
Kenntniss  reicht,  die  in  Theilen  der  ebenen  Scala  ausgedrückten 
tuden    auf  Bogcnmaass   reducirt  und   erst   nach   dieser  Umroel 
Berechnung  des  Decrements  zu  Grunde  gelegt.     Bei  umfai 
obachtungsreihen  ist  dies  aber  eine  lästige  Sache  und  er* 
die  Anlegung  weitläufiger  Tabellen.     Dieser  Umstap' 
Sei  OelegeDheit  meiner  gemeinschaftlich  mit  Hein 


7». 
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nommenen  Untersuchungen  Über  die  Torsionsschwingungen  von  Metall- 
drähten* auf  eine  Correctur  des  Decrements  selbst  zu  denken,  durch 
welche  eine  Reduction  der  Scalenbeobachtung  auf  Bogenmaass  überflüssig 
wird.     Bei  Schwingungen,   deren  Amplituden  unendlich  klein  sind,  gilt 

bekanntlich  die  Formel  (p  =  1718,9.  — ,  wobei  n  den  Scalenausschlag,  r 

die  Entfernung  des  Spiegels  von  der  Scala,  q)  die  Amplitude  in  Bog.-Mia. 
bedeutet.  Sind  nun  zwischen  den  beiden  Scalenansschlftgen  ft|  und  it, 
(hj  >  n^)  fi  Schwingungen  verflossen ,  so  wird  das  logarithmische  Decrement 

somit  eine  sehr  bequem  zu  berechnende  Grösse,  welche  auch  in  sehr 
vielen  Fällen  die  wünschenswerthe  Genauigkeit  besitzt.  Wenn  nun  bei 
längeren  Beobachtungsreihen  nur  ein  Theil  der  Amplituden  die  Grenze 
überschreitet,  innerhalb  deren  die  obige  Formel  gilt,  so  ist  es  im  höch- 
sten Grade  erwünscht,  nicht  um  ihretwillen  sämmtliche  Ablesungen  redu- 
ciren  zu  müssen.  Ein  Correcturglied,  das  den  Rechner  dieser  Nothwen- 
digkeit  enthebt,  ist  aber  mit  Leichtigkeit  unter  Zuhilfenahme  des  in  erster 
Annäherung  erhaltenen  Werthes  e  zu  berechnen ,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll.     Sind  nämlich  n^  und  n^  so  gross,  dass  die  Näherungsformel 


„  =  1718,9. ^(l-i.J) 


benützt  werden  muss,  so  wird  das  logar.  Decr. 

Entwickelt  man    die   Logarithmen    in   unendliche   Reihen   und   setzt   zur 
Abkürzung  k~%  =  ^>  so  ^"rd 

"  -- p|Töi-W'-^:)+T('-$+i-'('-^D+-i 

eine  Reihe,    die    bei   den  der  Praxis  angemessenen  Voraussetzungen  un- 
bedingt  convergirt  und    die  in  erster  Annäherung  =Ä-if  1 ^J  gesetzt 

werden  kann;  es  wird  sich  nämlich  im  Weiteren  herausstellen,  dass,  wenn 

das  zweite  Glied  dieser  Reihe  nicht  vernachlässigt  werden  darf,  auch  die 

Formel  für  q>  in  der  hier  voransgesetzteu  Ausdehnung  nicht  mehr  statt- 

baft  ist  [vergl.  das  Correcturglied  4)  und  3)]. 

X       (n  \^ 
Berücksichtigt  man  nun,  dass   -^  =  (-^1  =10"^*^,  so  wird 

X*  1 ' 

*  S.  Carl* 8  llepertorium,  Bd.  XV  S.  561  flgg. 
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XXV.   lieber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle. 

(Hierzu  Taf.  V  Fig.  13.) 

Die  Gloiclitiog  dos  EUipsoids  E  (Ergänznngsollipsoid),  ans  welchem 
dU".  Wellenflüclie  abgeleitet  ist,  sei  wie  frUlier 


< 


Hier 


^/>Ä>r,  ß^  =  n^  —  b^^  y*  =  n*  — c*.  Ersetzt  man  in  2)  o  dnrcli  fc 
oder  V,  80  erhält  man  die  Gleichungen  der  confocalen  Hyperboloide  {{i) 
und  (y),  welche  sich  im  Punkte  P  auf  E  schneiden.  Die  beiden  Halb- 
axen   des   Ccntralschnittes   von    E^   welcher   der  Tangentialebene   von  E 

parallel  ist,  sind  r  =  ^«*— -v*  und  rj  =  ^a^--fi*;  föllt  man  vom  Mittel- 
punkte 0  ein  Perpendikel  auf  die  Tangentialebene  und  bestimmt  darauf 
die  Punkte  M  und  m  so,  dass  OM  =  r  und  Om  =  r^  ist,  so  liegen  diese 
Punkte  auf  der  Wellenfläche.  Man  ziehe  nun  durch  P  die  Normalen  der 
drei  Flädien  A*,  (/ü),  (v)  und  trage  darauf  beiderseits  die  Strecken  a,  fi, 
V  ab,  HO  erhält  man  die  Axen  für  ein  zweites  Ellipsoid  @,  welches  die 
yz- Ebene  im  Ursprung  0  berührt;  ein  Centralschnitt  desselben,  welcher 
parallel  mit  der  ly 2 -Ebene  ist,  hat  die  Halbaxen  ß  und  y^  und  zwar  ist 
ß  parallel  der  y-Axe  und  y  parallel  der  2-Axe.  Die  grosse  Axe  von  S 
liegt  auf  der  Normale  von  ß;  bestimmt  man  auf  ihr  zwei  Punkte  F  und 
f  durch  die  Gleichungen 

3)  OF=r  =  j/a^-^v^      0  f  =  r  ^  =  j/ä^'^\ 

so  sind  F  und  f  die  Hauptbrennpunkte  von  6  (die  Brennpunkte  der 
beiden  durch  die  grosse  Axe  gehenden  Hauptschnitte)«  Bewegt  man  nun 
(^  parallel  mit  sich  seihst,  so  dass  der  Mittelpunkt  P  nach  0  versetzt 
wird,  indem  er  die  Gerade  PO  durchläuft,  so  werden  die  Punkte  F  und 
f  mit  /V  und  m  zusammenfallen,  die  grosse  Axe  von  @  kommt  in  die 
Richtung  eines  Radius  der  Wellenfläche  und  der  Centralschnitt  von  6, 
densen  Halbaxen  ß  und  y  sind,  wird  in  die  yr -Ebene  kommen.  Jedem 
Punkte  P  auf  E  entspricht  ein  anderes  Ellipsoid  (y,  welches  ebenso,  wie 
das  erste  nach  0  versetzt  werden  kann;  man  erhält  dadurch  eine  Schaar 
von  Kllipsoiden,  deren  Mittelpunkt  0  ist  und  deren  grosse  Halbaxe  die 
constante  Länge  n  hat;  alle  gehen  durch  die  in  der  j/z- Ebene  cou- 
ritruirto  Ellipse  (ßy)y  deren  Halbaxen  ß  und  y  sind.  Man  hat  also  fol- 
gende neue  Construction  der  W^llenfläche: 

1.  Die  llauptbrennpunkte  aller  Ellipsoide,  welche  einen 
Centralschnitt  gemeinschaftlich  haben  und  deren 
grosse  Axe  eine  constante  Länge  hat,  liegen  auf  einer 
Wellenfläche. 
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34Ö 


5) 


'   L3r«  3r«      •   1.2  J       X'  'Ou. 


2c 


3r«     •  1.2  J      "5""«  '9ii.(ll0),r*' 

wobei  in  den  meisten  Fällen  nur  n^^  und  it/  für  ein  and  dieselbe  Be- 
obachtnngsreihe  variabel  sein  werden,  voransgesetzt ,  dass  man  die  Vor- 
sicht gebraucht,  immer  in  Intervallen  von  fi  Schwingungen  zu  beobachten. 
Zum  Schluss  sei  eine  Beobachtungsreihe  mitgetheilt,  um  aus  diesem 
praktischen  Beispiel  die  Einfachheit  der  von  mir  vorgeschlagenen  Cor- 
rectur  zu  erkennen.  Bei  derselben  war  fi  =  27,  e  =  0,00087,  r  =  73,3; 
somit  war 

«=-^,[2e-(2O^^^fi]  =  -V.?^  =  -0,000000r 


16119 


Fflr  tt^  war  der  Reihe  nach  einzusetzen 


7,131,     6,952,     6,405,     6,249,     5,748,     5,605. 


Lit.  der 
Beob. 

Ampi, 
w. 

Angabe 

der  combin. 

Ampi. 

Genäherte 
Decr. 

Correctur. 

Corrig. 
Decr. 

E. 

t 

A 

7,131 

Ä  und  C 

0,(K)08ö7 

-  0,000005 

-m — 

0,000852 

ß 

6,952 

B  und  D 

8ä5 

5 

850 

C 

1 

761 

• 

J) 

59  J 

E 

405 

E  und  G 

864 

4 

860 

F 

249 

F  und  n 

875 

4 

871 

1 

G 

070 

1 

H 

5,918 

J  und  L 
K  und  M 

J 

748 

877 

3 

874 

K 

606 

879 

3 

876 

Jj             443 

M      ';      307 

1 

Augsburg,  den  6.  Februar  1880. 


Dr.  W.  Braun. 
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^^ 


P  die  Tangenten  der  KrUmmnngsUniea ,  dann  sind  die  Tom  Mittolpnnkt 
0  aar  dicfie  Tangenten  gcMlIen  Perpendike]  die  NormsleD  der  Kagebü- 
rigen  Wellenebeuen.  Ist  aber  die  WoUenetjeui'  gegeben,  so  ziclie  man 
parallel  mit  ihr  eine  TaDgeDliaWbcne  nn  das  ['olarisationsellipBoid,  nud 
durch  den  Berllhranggpnnkt  die  Tangenten  der  Krümmnogslinien,  aa  tiind 
die  von  0  auf  diese  Tangenten  gefüllten  l'erpenditel  die  zugehörigen 
Liehtstrablen.  Diese  Beniilzung  der  Kriimmuugslinien  macht  die  Ver- 
(heilang  von  Strahlen  und  Wellenebenen  im  Krystall  übersichtlich,  «iA 
uachstebonde  Beispiele  zeigen.  ^| 

Der  BerUhrungepDukt  /*,    die  Fusepunkte    der   von   0   anf  die  "^^1 
gentialebene  nnd  auT  die  Tangenten  der  Krümmanf 
pendikcl    bilden    in    beiden  Fällen  ein  Rechteck,    n 
Satze  von   Mannheim  {Deux  Iheoremes  miuvcuux  s\ 
Campt,  rend.  1874  S.  S39).  Wenn  ferne»  P  ein  Nabcl[j 

ndlich  viele  KrümmnngBlinien  gehen 

u  gefüllten  Perpendikel  einen  Kegel,  die 

nibilllen  den  Erganzungskegel,    welcher 

lugebörigen  Lichtstrahls,  d.  b.  der  se 


iuien  gefällten  Per- 
Q  hat  also  die  zwei 
la  surfiicc  de  funde. 
ikt  des  Ergänzuugs- 


ellipsoids  igt,  durch  welchen 
bilden  die  auf  ihre  Taogentei 
tiprechenden  Wellenebeuen  i 
WellenflSche  Im  Endpunkte  des 


dSren  optischen  Axe  berührt.  Ist  aber  /'  ein  Nahelpnnkt  de&  Polarisations- 
elltpsoids,  SU  sind  die  auf  die  Tangenten  der  Krümmungslinicn  gefällten 
Perpendikel  Lichtstrahlen  und  bilden  einen  zweiten  Kegel,  dessen  Basia 
ein  Kreis  ist,  auf  dem  ihre  Fnsspnnkte  in  derTangentialebeae  liegen.  Legt 
inan  parallel  mit  der  letzteren  an  die  Wellenflacbe  eine  Tangentialebene, 
so  berührt  sie  diese  in  einem  (kleineren)  Kreise,  der  auch  anf  dem  Kegel 

liegt  und  dessen  Durchmesser  =^  ßj/  -^ 


ist.  Da  dieser  Kegel  voll- 
ständig bestimmt  ist,  so  möge  er  der  Kürze  wegen  mit  A  bezeichnet  wer- 
den, und  mau  hat  mit  Bückgicbt  anf  das  Obige  den  Sats: 

IV.    Beschreibt    die    grosse    Axe    bei    den    in   I   genannten 
EllipGoiden  den  Kegel  A-,  so  beschreibt  der  GineUaupt- 


nUt  F  de 


clbe 


I  Kri 


litt  % 


Die  Wellenfläche,  welche  aus  dem  Ergänzungsellipsnid  E  abgeleitet 
ist,  bezeichnen  wir  mit  'f  und  ihre  FusspunktaflSche  (auch  Wellen- 
geschwind  igkeitsHäche  genannt)  mit  V.  Letztere  ist  ans  dem  Polarisa- 
tionsollipsoid    &'  entstanden,    indem   man   auf  einem  Üentralschnitte  von 


Ä',   des 


Ualbaien   - 


1 


d  i  .i„d. 


I  0  t 


e  Senkrechte  errichtet  u 


auf  ihr  zwei  Punkte  iV  und  n  bestimmt,  so  dass  ON^^q  nnd  Oii  =  ^', 
also  gleich  den  reciproken  Wertben  der  Ualbaxeu.  Man  kann  aber  auch 
%xa    £'   eine    »weite    Wellenllfiche    ""  ableiten ,    indem    man    auf  dieser 

Saakrechto,u  zwd  weitere  Punkte  A'  sud  ii  annimmt,  Ofi''= 
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Hiernas  folgt,  dass  W  die  inverse  Fläche  von  V  oder  durch  Transfor- 
mation mittelst  reciproker  Radien  vectoren  ans  F  entstanden  ist.  Nach 
den  Regeln  dieser  Transformation  entspricht  einem  Kreise  auf  W  auch 
ein  Kreis  auf  K,  welche  beide  auf  einem  Kegel  liegen,  dessen  Spitze  0 
ist;  einer  Berührungsebene  von  JV'  entspricht  eine  durch  0  gehende 
Kngel.  Nun  liegen  auf  IV'  (wie  auf  jeder  Wellenfläche)  vier  Kreise,  in 
welchen  sie  von  Ebenen  berührt  wird,  die  senkrecht  auf  der  x  t-Ebene  stehen. 
In  der  Fig.  13  ist  der  Durchschnitt  der  drei  Flächen  fF,  V  und  fV' 

mit  der  xz-Ebene  gezeichnet.    OA=^Cy  Oß  =  b^  OC=a^  Oa'=^  —  ^  0C':=^—, 

Der  Kreis  B  B  gehört  zu  allen  drei  Flächen ,  die  Ellipse  A  0^  PC  zu 
W^  ihre  Fusspunktscurvc  ASO^C  zu  V  und  die  Ellipse  ^'P'öj C'  zu  ff". 

00|  ist  die  wahre  optische  Axe  von  W  und  die  secundäre  von  Jf'; 
00^  ist  die  secundäre  optische  Axe  von   W  und  die  wahre  von   W\ 


4)  ist  die  Gleichung  von  00^  und  5)  von  00^, 

O^P^  ist  der  Durchmesser  eines  Kreises,  in  welchem  W  von  einer 
Ebene  berührt  wird,  die  senkrecht  zur  .r:- Ebene  (also  auch  zur  Ebene 
der  Figur)  steht.  Diese  verwandelt  sich  bei  der  Transformation  in  die 
Kugel  00^\  der  Kreis  O^P*  verwan^lelt  sich  in  einen  andern  Kreis,  wel- 
cher auf  dieser  Kugel  liegt  und  dessen  Ebene  ebenfalls  senkrecht  zur 
Figur  ist.  Die  Kugel  00^  berührt  demnach  die  Fläche  V  längs  dieses 
Kreises,  somit  ist  der  Tangentialkegel  TSO^  der  Kugel  zugleich  Be- 
rührungskegel von    V: 

V.  Auf  der  Fusspunktsfläche  der  Wellenfläche  liegen 
vier  Kreise,  in  welchen  sie  von  vier  Kugeln  berührt 
wird,  deren  Durchmesser  die  secundären  optischen 
Halbaxen  sind.  Die  Normalen,  deren  Fusspunkte  in  einem 
solchen  Kreise  liegen,  bilden  einen  Drehungskegel,  dessen  Spitze 
die  Mitte  dieser  Ilalbaxe  ist.  Ein  zweiter  Kegel  berührt  die 
Fläche   längs  eines  solchen  Kreises;   der  Durchmesser  desselben 


ist  S0^  = 


j/a*  -  b'^  yh^  —  c' 


i 


Die  Fläche  /r'  wird  in  0,  von  einem  Kegel  zweiten  Grades  berührt 
PO^R^  dessen  Focallinien  O^Q^  die  Verlängerung  von  00^  und  O^Q' 
senkrecht  auf  O^R  stehend,  sind.  Die  Axe  dieses  Kegels  ist  also  die 
Ualbirungslinie  von  QO^Q''^  bei  der  Transformation  verwandeln  sich  seine 
Erzeugenden  in  ein  System  von  Kreisen,  deren  gemeinsame  Sehne  00^ 
ist    und    welche    die    inverse   Fläche   des  Tangentenkegels  bilden..     S\a 
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berührt   V  in  0^   und  hat   mit  ihr  den   Tangentenkegel   PO^It  gemein, 
von   dem   sich   leicht   beweisen   lässt,   dass   er   dem   ersten   Kegel   PO^R 
gleich   ist  und  dass  beide  hinsichtlich  der  durch  0^  P  gehenden  Tangen- 
tialebene von  fF  symmetrisch  liegen;  letztere  Gerade  ist  eine  gemeinsame 
Erzeugende  beider  Kegel :  Irgend  eine  durch  0  0^  gehende  Ebene  schnei- 
det den  ersten  Kegel  in  einer  Erzeugenden  O^J  und  den  zweiten  in  der 
Erzeugenden  0^J\     Nach  den  Kegeln  der  Transformation  durch  reciproke 
Radien  vectoren  sind  die  Winkel  JO^Q  und  J'Oj 0  einander  gleich,  also 
haben  O^J  und  O^J'  in  Beziehung  auf  die  Axe  OO^Q  oder,  was  dasselbe 
ist,   in  Beziehung  auf  die   durch  O^P  gehende  Tangentialebene  (welche 
senkrecht  auf  der  Figur  steht)  eine  symmetrische  Lage.     Die  Focallinieu 
des   zweiten  Kegels  sind  O^Q  und  O^Q"  (Winkel  QO^Q'^^QO^Q')-^   letz- 
tere Gerade  ist  die  Normale  der  Curve  ASO^Cin  Oj .   Hieraus  folgt  der  Satz : 
VI.   Auf  der  Fusspunktsfläche   der  Wellenfläche   giebt  es 
vier    ausgezeichnete    Punkte    —    die    Endpunkte    der 
wahren    optischen  Axen  — ,    in    welchen   beide  Mäntel 
zusammenstossou,    welche    die   Spitzen    von    vier   Be- 
rühruugskegeln   sind  und  deren  Focallinien  die  wah- 
ren   optischen    Axen    und    die    Normalen    des    in    der 
Ebene  der  optischen  Axen  liegenden  Hauptschnittes 
der  Fläche  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  zwischen  den  Flächen   W  und 
V  ergiebt  sich  nun  das  weitere  Corollar  zu  I: 

VII.    Bei  den  in  I  genannten  Ellipsoideu  bebch reiben  vier 

Punkte    auf    der    grossen    Axe,     deren    Abstände    vom 

Mittelpunkte    gleich    den    reciproken     Entfernungen 

der    Hauptbrennpunkte    sind,    die    Fusspunktsfläche 

der  Wellen  fläche. 

Mannheim   hat  für  die  Nabelpunkte  der  Wellcufläche   W  (die  aus 

dem  Ergänzungsellipsoid  auf  den  H<ilbaxen  </,  6,  c  abgeleitet  ist)  folgende 

Construction  angegeben  {Compt,  rcnd,,  5.  Mai  1879):  Der  Eine  .ß  Hegt  in 

der  xy- Ebene  (man  muss  sich  die  y- Axe  senkrecht  zur  Ebene  der  Fig.  13 

denken)  und  zwar  auf  der  Ellipse  («,/'))    ^^^^  ^^^  ^^^  äussern  Mantel, 

X       / 0\  '-     /  fi"  —  ('"^ 
seine  Coordinaten  x  und  y  entsprechen  der  Gleichung  ~  =  (  -~  )    ]/  j^ — :^  i 

der  andere   o)   liegt  in   der  yr- Ebene   auf  der    Ellipse    ('',<*),    also    auf 
dem  Innern  Mantel,  seine  Coordinaten  y  und  c  entsprechen  der  Gleichung 


Nach  dieser  Angabe  ündet  man  für  die  Nabelpunkte  ^  und  ai'  der 
Welienfläche   W\   die   aus   dem  Polarisationsellipsoid   mit  den  Halbaxen 

^f   -^  Mbgleitet  ist,  folgende  Werthe: 
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y        b  f      b^  —  c*  y        c  V     «*— c* 

der   erste  Si  in    der  a;y -Ebene  Hegt  auf  der  Ellipse  ( — ,  —  j,   also  anf 

dem   innem  Mantel   von   W\  und    der   andere   ^  in   der  ^:- Ebene  anf 

der  Ellipse   (  — ,  ~),  also  auf  dem  äusseren  Mantel.     Da  nun  die  nach 

den  Krümmungslinien  von  W'  gezogenen  Radien  vectoren  auch  die  Fläche 

V  in  Krümmungslinien  schneiden,  so  müssen  auch  die  Nabelpunkte  beider 

Flächen  je  auf  einem  Radius  vector  liegen.     Somit  erhält  man  den  Satz: 

VIII.  Die    Wellengeschwindigkeitsfläche     oder     die    Fuss- 

punktsfläche   einer  Wcllenfläche   hat   acht   gegen   die 

Axen     symmetrisch     liegende     Nabelpunkte,     welche 

durch  die  Gleichungen  6)  bestimmt  sind:  vier  auf  dem 

innern   und  vier  auf  dem  äussern  Mantel.     Sie  liegen 

in    denjenigen   zwei   Hauptschnitten,   welche  die   sin- 

gulärcn    Punkte    nicht    enthalten,    der    eine    auf    dem 

äussern  Mantel  liegt  auf  der  Fusspunktcurve  der  über 

der  grossen  und  mittlem  Axe,  und  der  andere  auf  dem 

innern  Mantel  liegt  auf  der  Fusspunktcurve  der  über 

der  mittleren  und  kleineren  Axe  construirten  Ellipse 

der  Wellenfläche. 

Reutlingen,  Februar  1880.  Dr.  O.  Börlbn. 


XXVI    üeber  den  Quotienten  zweier  Gammafunotionen. 

Bezeichnet  p  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante,  so  gilt 
bekanntlich  die  Formel 

1)  j/  ^e^P^  le-P'\e'+e'-')dx; 

0 
mittelst  der  Substitution  e~*'  =  l — z  wird  daraus 

0 

und  hier  lässt  sich  das  Integral  auf  folgende  Weise  in  eine  Reihe  entwickeln. 
Wegen  der  bekannten  Reihe  für  /(l  — z)  ist  erstens 

"1  1 


/: 


oder  durch  Anordnung  nach  Potenzen  von  z 

und   zwar   gilt   diese  Entwickelung,   wie   leicht  zu  sehen  ist,   von  r  =  0 

bis   tt=a]. 
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Zweitens  bat  man 

nnd  dnrch  Anordnung  nach  Potenzen  von  z 
Das  Prodnct  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 


5) 


/z7^-i|'^""'~"+«'^'^'^^)  =  i  +  ".--  +  ''«=*+"=.=-^+-. 


worin  die  Coefficienten  folgende  Wertlie  haben: 

Die  Substitution  von  Nr.  5)  in  Nr.  2)  giobt  nnn 

x/~  e*f=z  /(l  _2)r-i  z%-i (1  +  «1 2  +  a^z^  +  0^-^+. . .)  flz 

0 

und  hier  können  alle  Reihenglieder  mittelst  der  bekannten  Formel 

1 


/ 


_  r(p)r{^+n)^r{p)J/n 1.3.5...(2ii-l) 

-■  ,,,+!+.)  -/■(P+l)-,.,,+„„+,),„+j,.  ,(,+?^>) 

integrirt  werden.     Setzt  man  hierbei 

-1     -L  -h^     __L  _1.3»5  193 

«1  -  2  ">  ~"  8  '     "8  -  2«  ''^  ""  128 '     "^  ■"  ""2»~  "^  ""  3072 '  *    ' 


so  gelangt  man  zu  folgendem  Ergebnisse: 
oder 


1 

Ein  analoges  Resultat  entsteht,  wenn  die  Formel 

6 

auf  dieselbe  Weise  wie  Nr.  1  behandelt  wird;  flir  /3,  =  ij,  1^2  =  iVV»  /^3~?^(?W» 
...  ist  nämlich 

7)      £lP±i)=j/p /ii.l,__^, ^1 I 

^       ^x/')    ^^      r  p+i  (/'+i)(p+^)      r 

Die  Formeln  6)  und  7)  nehmen   für  ;>  =  7  +  i  und  unter  der  Voraussetz- 
uug  positiver  y  folgende  Gestalt  an: 

gj^W  +  i)-     _V_'^  '   "^  7+1 '*'(7+T)(y  +  2J^{7"i-lKy+ 2)7^3)  ^'-J 

=  ?l^i,+  4^2)l        Jl_  ß2  ßs } 

</      '  ♦      y  +  i    (^  +  l)(v+2)    (v  +  l)(y+2)(v  +  3)     •••♦• 

BCHLÖÜILCH. 


XVII. 
Orundzüge  der  mathematischen  Chemie. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Regentbarg. 


Hierzu  Taf.  VII. 


Es  dürfte  wohl  kaam  bestreitbar  sein,  dass  der  Grad  der  Anwend- 
barkeit der  Mathematik  bei  den  verschiedenen  Zweigen  der  Naturwissen- 
schaften eine  Art  von  Maassstab  für  die  höhere  oder  niedrigere  Stufe  der 
Ausbildung  des  Zweiges  abgiebt.  Je  mehr  ein  Gegenstand  der  mathe- 
matischen Behandlung  zugänglich  ist,  eine  um  so  höhere  Ausbildung  darf 
man  annehmen,  dass  er  erlangt  habe. 

Je  nach  der  grösseren  oder  geringeren  Complication  der  zu  behan- 
delnden Erscheinungen  ist  die  in  den  einzelnen  Zweigen  bis  jetzt  erreichte 
Stufe  eine  verschiedene,  wie  sich  ganz  leicht  ergiebt,  wenn  man  die- 
jenigen Fächer,  welche  Gegenstände  der  organischen  Natur  umfassen, 
mit  denen  vergleicht,  in  welchen  nur  unorganische  Körper  die  Objecto 
der  Untersuchung  bilden.  Unter  den  Männern ,  welche  sich  mit  den  ein- 
zelnen Zweigen  der  unorganischen  Natur  beschäftigen ,  hat  ohne  Zweifel 
der  Astronom  die  einfachste  Aufgabe  bekommen,  und  er  ist  damit  auch 
in  der  That  dem  Wesen  nach  ziemlich  fertig  gewofden.  Weniger  weit 
hat  OS  der  Physiker  gebracht.  Einzelne  Disciplinen  der  Physik,  wie  z.  B. 
die  Optik,  erfreuen  sich  zwar  eines  ziemlich  hohen  Grades  von  Ausbil- 
dung, dafür  Aber  sind  andere  Theile  wieder  weiter  zurück,  und  nament- 
lich gilt  dieses  von  denjenigen,  welche  an  die  Lehre  von  den  kleinsten 
Theilchen  der  Körper  und  somit  auch  an  dasjenige  Gapitel  der  Physik 
streifen,  welches  man  Chemie  nennt.  Die  Hechnungen ,  mit  denen  sich 
die  Chemiker  bisher  zu  beschäftigen  hatten,  dürften  wohl  einen  Zustand 
repräsentiren ,  in  dem  sich  die  Astronomie  in  einer  ziemlich  weit  zurück- 
liegenden Zeit  befand. 

Ich  habe  nun  in  verschiedenen  Abhandlungen,  welche  in  dieser  Zeit- 
schrift Platz  gefunden,  sowie  auch  in  einer  Zusammenstellung*  der  frühe- 


*  Die  Moleculargesetze.    Leipzig  1871. 

ZctUchrift  f.  UuUftoMtik  a.  Fhytik  XXV,  (i.  "^^ 
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reo  derselben  eine  Theorie  veröfifentlicht,  welche  sich  den  verschieden- 
sten Erscheinungen  der  Molecularphysik  in  ganz  ungezwungener  WeiBe 
anschliesst,  ohne  mit  einer  einzigen  in  Widerspruch  zu  gerathen,  und 
diese  Theorie  soll  im  Folgenden  auf  die  Erscheinungen  der  Chemie  an- 
gewendet werden.  Ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin ,  durch  meine  Arbeit 
den  Impuls  zu  einer  ganz  neuen  Art  der  Behandlung  der  Chemie  zu 
geben;  doch  dürfte  es  kaum  nöthig  sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  es  zuviel  verlangt  wäre,  wenn  man  haben  wollte,  dass  nun  alle 
Berge  eben  sein  müssen,  denn  wenn  auch  die  Grundlagen  des  Ganzen 
ziemlich  einfach  sind,  wenigstens  weit  einfacher,  als  man  bisher  annehmen 
zu  müssen  allgemein  glaubte,  so  bieten  sich  doch  Schwierigkeiten  in  HfiUe 
und  Fülle.  Es  wird  an  dem  Nachstehenden  noch  allerlei  zu  ändern  sein. 
Die  Fundamen talsätze  werden  zwar  bleiben,  aber  bezüglich  ihrer  Anwen • 
düng  dürfte  sich  Manches  anders  ergeben,  als  ich  jetzt  glaube  und  die  ' 
gegenwärtig  vorhandenen  Beobachtungen  zu  zeigen  scheinen. 

Es  soll  nun  zuerst  in  einem  allgemeinen  Theile  die  Norm  entwickelt 
werden^  welche  den  Erscheinungen  der  Chemie  zu  Grunde  liegt,  worauf 
ich  analog  dem  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  beobachteten  Verfahren  in 
einem  speciellen  Theile  die  einzelnen  Elemente  folgen  zu  lassen  gedenke. 


I.   Allgemeiner  Theil. 

Das  Material,  mit  dem  der  Chemiker  zu  thun  hat,  ist  das,  was  man 
materielle  Substanz  nennt,  ausgerüstet  mit  denjenigen  Eigenschaften, 
welche  in  den  Physikbüchern  als  wesentliche  Eigenschaften  der 
Materie  bezeichnet  zu  werden  pflegen,  also  mit  Ausdehnung,  Undurch- 
dringlichkeit  und  Gestalt,  wozu  von  den  ausserw  es  entlichen  Eigen- 
schaften noch  die  Beweglichkeit  und  die  Trägheit  kommen.  Theilbar 
ist  die  materielle  Substanz  bis  zu  einer  gewissen  Grenze. 

Die  materielle  Substanz,  welche  wir  als  gegeben  annehmen  müssen, 
zeigt  eine  Verschiedenheit,  insofern  ihre  einzelnen  kleinsten  Theilchen 
oder  Atome  gegen  einander  ein  abweicheudes  Verhalten  beobachten;  sie 
ist  von  zweierlei  Art.  Die  eine  Art  umfasst  die  sogenannten  Aether- 
theilchen,  die  andere  ist  —  die  andere.  Ich  habe  ihre  Theilchen  vor- 
läufig Massentheilchen  genannt,  weil  ich  keine  zweckmässigere  Be- 
zeichnung wusste.  Den  naheliegenden  Namen  schwere  Theilchen 
wollte  ich  vermeiden,  da  es  schwere  Theilchen  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  nicht  giebt,  denn  die  Schwerewirkung  ist 
erst  zwischen  Verbindungen  beider  Arten  von  materieller 
Substanz  möglich.  Eine  specifischc  Verschiedenheit  der  einzelnen 
Körper,  wie  sie  die  Chemiker  für  die  verschiedenen  Elemente  annehmen, 
existirt  nur  für  Aether-  und  Massentheilchen,  und  es  giebt  also,  in  der 
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biitier  in  der  Chemie  äblicbeo  Aasdnicksweiee  gesprochen,  nnr  zwei 
Elemente:  den  Aether  und  die  Massen subsl au z. 

HinEicIitlick  der  QnaDtitSt  der  in  einem  kleinsten  Theilclirn  Torhan- 
denen  trHgen  Substanz  i^t  bei  den  Aotticnheilchen  znr  Zeit  kein  Omnil 
;Tcirliand<!n ,  eine  Verscbiedeuhf^it  anzunehmen;  wob1  aber  ist  eine  solcbe 
gstena  für  jetzt  bei  den  Massentheilcben  als  so  oft  gegeben  vor- 
auszusetzen, als  gegenwärtig  sogenannte  chemiscbe  Elemente  angenommen 
werden.  Die  Verschiedenheit  der  gegenwärtigen  chemischen 
Blemente  ist  eine  solche  der  Quantitüt,  nicht  der  Qualität. 
Die  MassenBubstanz  ist  in  rersch  iedenen  Formaten  gegeben. 
Wieviele  solche  Formate  es  giebt  und  inwieweit  die  gegenwärtigen  Ele- 
Biente  aus  verschiedenen  kleineren  Theilen  zusammengesetzt  sind ,  will 
ich  vor  der  Hand  dabingestellt  sein  lassen. 

Im  Nachstehenden  soll  die  Quantität  der  trKgen  Substanz  eines 
^Aelhertheilcbens  durch  fi .  diejenige  eines  Massenthellchens  (wenigstens 
inDSchst)  durch  m  bezeichnet  werden.  Die  Gr'isse  ^  ist  demnach  immer 
die  nämliche,  während  m  bis  au  deren  näherer  Bestimmung  verschiedene 
TPerthe  haben  kann. 

Bis  auf  Weiteres  ist  anzunehmen,  dass  eämmlliche  kleinste  Theilchcn 
Kugelgestalt  besitzen. 

Aue   den   Geobachtnngen   der  Wärmeleitung  scheint  hervorzugehen, 


r  Brnch 


■  stets  einen  bedenteoden  Werth  besitzt 


Die    materiellen  Tbeilchen    üben    anf  einander  eine  Einwirkung  auf 
Perne  aus,  die  sich  in  folgender  Weise  darstellen  lässt: 
i.  Gleichartiges  stösst  »ich  ab. 

2.  Ungleichartiges  zieht  sich  an. 

3.  Beide  Kräfte  nehmen  ab ,  wie  das  Qaadrat  der  Entfernung  wächst. 
Diese   Normen    bilden    das   Grundgesetz    der    materiellen    Substanz, 

welches  alle  Übrigen  Gesetze  umfasst.  Uas  Schweregesetz  ist  nur  ein 
Ep<-cieUer  Fall  des  vorstehenden  allgemeinen.  Wie  die  Fernewirkung  sich 
bewerkstelligt,  lässt  sich  nicht  angeben.  Man  siebt,  dass  die  Körper  von 
der  Erde  angezogen  werden,  während  jedes  Paar  von  Magneten  An- 
ziehungen und  Abstossungen  zeigt.  Kann  man  also  Fcrnewirknngen 
jederzeit  wahrnehmen,  so  müssen  sie  auch  möglich  sein,  selbst  wenn  man 
die  Art,  wie  sie  zu  Stande  kommen,  sich  nicht  erkläre»  kann.  Vielleicht 
wäre  es  zweckmässig,  zu  sagen:  Es  ist,  als  ob  u.  s.  w. 

Im  Nachstehenden  ist  die  Grösse  der  gegenseitigen  Einwirkung  von 

Aelhertheilcben  und  Msssenthcilchen,  zwei  Aethertheilchcn,  zwei  Massen- 

_  iheilchen   je    für  die   Feinheit   der  trägen  Substanz   und  der  Entfernung, 

[der  Keihe  nach  durch  n,  1/  und  c  bezeichnet.     Das  Zeichen  —  bedeutet 

)  Abstossnng. 


356  Gmndsfige  der  matbematiscben  Chemie. 

Die  Aethertheiichen  durch  Zwbchenränme  von  einander  getrennt, 
erfüllen  den  ganxen  Weltenranm.  Infolge  ihrer  gegenseitigen  Abstossong 
müssen  sie  so  vertheilt  sein,  dass  die  absolute  Summe  der  auf  ein  ein- 
zelnes ruhendes  Theilchen  von  der  Gesammtheit  der  übrigen  mnegeübten 
Abstossungen  ein  Minimum  wird;  es  müssen  also  die  gegenseitigen  Ent- 
femungen  je  zweier  benachbarten  Theilchen  unter  sich  ganz  gleich  oder 
möglichst  wenig  verschieden  sein.  Welche  Vertheilung  der  Aetherlcngeln 
dieser  Bedingung  genüge,  ist  meines  Wissens  zur  Zeit  unbekannt,  aber 
jedenfalls  ist  das  Problem  in  der  Natur  praktisch  gelöst.  Die  mittlere 
Entfernung  zweier  im  Weltenraume  befindlichen  benachbarten  Aether- 
theiichen soll  im  Nachstehenden  unter  dem  Namen  Aetherdistmnz  als 
Einheit  der  Entfernung  angenommen  werden. 

Die  gesammten,  auf  ein  im  Weltenranm  befindliches  Aethertheiichen 
von  Seiten  der  übrigen  ausgeübten  Wirkungen  heben  sich  im  Ruhe- 
zustande desselben  auf.  Wird  irgendwo  im  Räume  aus  irgend  einer 
Ursache  der  Aethcr  weggenommen,  so  erfahrt  ein  an  einem  beliebigen 
Punkte  befindliches  Aethertheiichen  aus  diesem  leeren  Räume  keine  Ab- 
stossung;  da  aber  von  Seiten  des  dem  wirklich  leeren  Räume  symmetrisch 
gegenüberliegenden  Raumes  Abstossung  erfolgt,  die  durch  die  Wegnahme 
des  Aethers  aus  dem  ersten  Räume  nicht  mehr  compensirt  wird,  so  ist 
der  Erfolg  der  Wegnahme  des  Aethers  gerade  so,  als  sei  der  allgemeine 
Raum  leer  und  nur  die  wirklich  leere  Stelle  mit  einer  Substanz  erfüllt, 
welche  im  entgegengesetzten  Sinne,  wie  der  Aether,  also  anziehend,  aber 
nach  dem  nSmlichen  Gesetze  thätig  ist.  ^  Ist  ein  kugelförmiger  Raum 
von  Aether  entleert,  so  ist  die  auf  ein  an  der  KugeloberflSche  befind- 
liches Aetheitheilchen  vom  Kugolmittelpunktc  ausgeübte  Anziehung  (eigent- 
lich der  Druck  von  aussen  berein)  dem  Kugelradius  proportional.  Ist 
ein  gegebener  Raum  nicht  leer,  so  kann  mau  ihn  doch  als  leer  betrach- 
ten, vorausgesetzt,  dass  man  die  Wirkung  seines  Inhalts  gesondert  in 
Rechnung  zieht,  und  in  diesem  Falle  kann  man  die  vorstehende  Norm 
auch  als  für  kl(;inere  Räume  genau  betrachten. 

Ist  ein  Massentheilcbon  m  gegeben,  das  irgendwo  im  Weltenraume 
sich  befindet,  so  wird  es  so  lange  Aethertheiichen  anziehen  und  auf  seiner 
Oberfläche  versammeln,  bis  die  Abstossung,  welche  die  bereits  mufgenom- 
menen  Theilchen  auf  ein  noch  freies  ausüben,  gerade  so  gross  ist,  als 
die  Anziehung,  welche  letzteres  von  dem  Massentheilchen  erführt.  Bei 
einer  hinlänglichen  Zahl  der  aufgenommonen  Aethertheiichen  kann  mau 
ihre  Wirkung  als  von  dem  Mittelpunkte  des  Massentheilchens  ausgehend 
betrachten,  und  ist  M  die  trage  Substanz  der  autgenommenen  Aether- 
theiichen, so  ist  die  Grenze  erreicht,  wenn 

1^  H7U  a  =^  f'  .Vu. 

*  Mol'OfS.  3:.. 
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Hierzu  kommen  dann  noch  soviele  Aethertheilchen ,  als  vermöge  der  all- 
gemeinen Actbervertheilang  in  dem  von  der  Verbindung  erfüllten  Räume 
sieb  befinden  würden.  Da  die  Wirkung  dieser  letzteren  Aetbertheilchen 
durch  den  äussern  Aetberdruck  aufgehoben  wird,  so  kann  von  ihnen 
zunächst  Umgang  genommen  werden. 

Analog  der  ersten  Massenkngel  m  nimmt  eine  zweite  m,  den  Aetber 
lfi  auf,  wenn 

2)  am^n  =  bM^ii 

ist.  Die  gegenseitige  Einwirkung  fF  beider  Systeme  auf  einander  ist, 
wenn  die  Entfernung  der  beiden  Mittelpunkte  von  einander  mit  r  bezeich- 
net wird, 

3)  ^=  ^2  (m^M+mM,) -^ -^ 

r  T  T 

a  a 

oder,  wenn  man  M  und  ^fj  aus  1)  und  2)  durch  -r-m  und  -r'^'i  ersetzt, 


-fe*-')^'. 


Ist  der  durch  die  Klammern  eingeschlossene  Ausdruck  positiv,  so  ergiebt 
sich  als  Resultat  des  Zusammenwirkens  beider  Systeme  eine  Anziehung, 
welche  dem  Producte  aus  den  Massen  direct,  dem  Quadrate  der  Entfer- 
nung umgekehrt  proportional  ist  (Schweregesetz).     Die  Vergleichung  der 

Molecularwirkungen  mit  der  Schwere  ergiebt,  dass  -r-  — c  im  Vergleiche 

'LTx  a,  b  und  c  verschwindend,  um  nicht  zu  sagen  unendlich  klein  sein 
mus8>   und   es   wird   von   diesem   geringfügigen  Reste  im  Nachstehenden 


«2 


Umgang  genommen  und   -r  =  c  gesetzt  werden,    wenn   der  Unterschied 

nicht  ausdrücklich  betont  wird. 

Es  soll  nun  angenommen  werden ,  dass  infolge  irgend  eines  Umstan- 
des  das  Theilchen  m  nicht  M^  sondern  M(\'\-€t)  Aethersubstanz  auf- 
genommen habe,  wobei  o  einen  positiven  oder  negativen  Werth  haben 
kann.     Es  wird  dann  aus  3) 

5)  ^='^^(1  +  «)  +  5a/,-'^\(1  +  .)-£^«.. 

Wenn   wieder  31=  —  und  ^i  =  -y^  gesetzt  wird,  so  geht  5)  in  4)  über. 

ist  also  mj  die  Masse  der  Erde,  m  diejenige  eines  irdischen  Körpers,  so 
wird  die  gegenseitige  Einwirkung  beider  durch  die  Aetherverhältnisse  von 
m  nicht  geändert. 

Hat  das  Massentheilchen  m  wieder  M{l'\-ci)  Aether  aufgenommen 
und  m^  gleichzeitig  M^{l  +  ß)^  wird  dann  wieder  der  Werth  von  M  und 
Afi  aus  1)  und  2)  substituirt,  so  geht  3)  über  in 
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6)    «=[^(l+^+H-a-(l  +  «)(l  +  /?  -c)j^'  =  -^.aß.'!^\ 

Em  ergebt  sich  aUo  eine  Abstossang,  wenn  ft  und  ß  gleiche  Zeichen 
haben ;  im  entgegengeseUten  Falle  erfolgt  eine  Antiehang.  Nennen  wir 
nnn  solche  Körper,  in  denen  die  Massensnbstans  nicht  vollständig  neu- 
tnlisirt  ist,  in  welchen  also  a,  besiehnngsweise  ^  einen  n^ativen  Werth 
hat,  elekteon^ative,  solche  mit  positivem  Werthe  von  a  oder  ß  elektro- 
positive,  so  ergiebt  sich  daraas  der  bekannte  Satz,  dass  gleichnamig  elek- 
trische Körper  sich  abstossen,  ungleichnamig  elektrische  sich  anxieben. 
Der  Anschloss  an  die  gegenwärtig  allgemein  eingeführten  Satze  von  der 
Elektricitit  d&rfte  wohl  am  leichtesten  dadurch  erzielt  werden,  dass  man 
das,  was  ich  Masseasubstanz  nannte,  als  negative  Elektricit&t,  den  Aetfaer 
als  positive  betrachtet. 

Wenn  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  JH  und  JH^  grosse  Werthe 
bedeuten,  wenn  also  eine  grosse  Menge  von  Aethertheilchen  nötfaig  ist, 
um  ein  gegebenes  Massentheilchen  zu  neutralisiren ,  so  bilden  erstere  eine 
mehr  oder  weniger  dicke  Rinde  um  letzteres ,  und  weil  sämmtliche  Kräfte 
mit  wachsendem  Quadrate  der  Entfernung  abnehmen ,  so  bt  die  gesammte 
^nwiikung  des  Massentheilchen s  und  seiner  Rinde  auf  die  Aussen  weit 
einzig  und  allein  auf  die  verschwindend  kleine  Schwerewirkung  beschränkt. 
Anders  ist  die  Sache,  wenn  schon  einige  wenige  Aethertheilchen  zur 
Sättigung  des  Massentheilchens  hinreichen,  denn  sowie  erstere  nur  ein- 
zelne über  die  Massenkugel  zerstreute  Punkte  darstellen,  ist  ihre  Wirkung 
in  geringen  Entfernungen  nicht  mehr  die  nämliche,  als  ob  ihre  Gesammt- 
beit  im  Mittelpunkte  der  Massenkngel  vereinigt  sei,  und  sie  tiben  darum 
auch  einen  Einfluss  auf  die  Vertheilnng  des  umgebenden  Aethers  ans. 
Dieser  bekommt  eine  andere  Gruppirung.  Es  wurde  oben  bemerkt,  dass 
die  Aethervertheilnug  im  allgemeinen  Räume  eine  derartige  sein  mfisse, 
dass  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Aethertheilchen  einen  kleinsten 
Werth  erhalten;  wenn  nun  diese  Gruppirung  durch  den  Einfluss  des 
Massenatomes  eine  andere  wird,  so  ist  das  frühere  Minimum  der  Einwir- 
kung nicht  mehr  vorhanden ,  und  da  der  äussere  Druck  der  nämliche  ist, 
wie  im  allgemeinen  Räume,  so  muss  eine  geringere  Dichtigkeit  des 
Aethers  in  der  Umgebung  der  Massentheilchen  die  Folge  dieser  Um- 
gmppimng  sein.  Die  Aethertheilchen  sind  nicht  mehr  so  rationell  ver- 
packt, wie  früher,  und  es  haben  daher  bei  gleichem  Drucke  von  aussen 
herein  nicht  mehr  suviele  in  dem  nämlichen  Räume  Platz,  wie  früher. 

Der  Glaube,  dass  die  Aethertheilchen  in  der  Nahe  der  Massen-  oder, 
wie  man  gemöhnlich  sagt,  der  schweren  Theilchen  dichter  seien,  als  im 
allgemeinen  Räume,  der  Glaube  an  die  sogeuannten  Aetheratmosphären 
ist  so  allgemein  verbreitet,  dass  er,  obwohl  durch  Nichts  begründet,  nach 
und  nach  eine  Art  von  dogmatischem  Ansehen  erlangt  hat  und  so  sich 
von   einem  Buche   ins   andere   schleppt.     Das  Licht,    welches   zuerst  die 


Existeos  (Im  Aethere  gMekrt  Iiat,  ist  anch  tiouUatkge  nncb  ia  erster 
Linie  geeignet,  ilbnr  die  Frage  der  Aetberdichtigkeit  Anskaoft  an  geben; 
das  Ltclit  Bsgt  aber  niclit,  dHSs  der  intermoleculare  Aetber  dichter  sei, 
aIb  im  allgemeinen  Räume,  sondern  es  lehrt,  dass  er  dlloner  sei.  Bereits 
Canchy  hat  gezeigt,  dost)  in  einer  Sabstanz,  welche  kein  Farbenzer- 
BtTüUungs vermögen  hat,  die  Lichtgeschwindigkeit  wuchst,  wie  die  i^na- 
dratworzel  der  Aetberdichtigkeit.  Für  die  Medien  mit  Färbend isiiersion 
kano  doch  nnmöglicb  das  Entgegengesetzte  von  dem  gelten,  was  fttr  die- 
jenigen ohne  DieperHion  feststeht,  denn  in  der  atmoaphSrischon  Luft  geht 
ja  das  eine  Medium  in  das  andere  über.  Das  Geselz  der  gegenseitigen 
Ahiiftugigkeit  van  Lichtgeschwindigkeit  und  Aetherdichto  wird  allerdiogs 
weniger  einfach,  wenn  das  Medium  die  Farben  zerstreut;  aber  zq  der 
Annahme,  dasB  bei  den  farheuzerstreaeoden  Medien  das  Entgegengesetzte 


düng  findet> 
Orte"  habe  ich  gezeigt' 
Verhaltens  der  Krystalle 
eun  man  annimmt,  dass 
grösseren  Aetherdicbtig- 


von  dem  gelte,  was  bei  Fehlen  der  Dispersio 
ist  kein  Grund  verbanden.  An  einem  ande 
dass  auch  für  die  IJenbauhtnngen  des  optischi 
Unter  Widersprüche  zum  Vorschein  kommen, 
die  stärkere  Lichtbrechung  eines  Mediums  ein 
keit  entspreche. 

Die  Frage  von  der  Aelherdiubtigkeit  ist  von  der  höchsten  Bedeutung 
in  der  Molccularpbysik  und  die  Annahme,  dass  der  Aethcr  in  den  wäg- 
baren Körperu  dichter  sei,  als  im  allgemeinen  Räume,  war  für  die  ganze 
Molecnlarpbysik  von  ausserordentlich  nachtheiligen  Folgen,  denn  wenn 
man  von  einer  unrichtigen  Vorausselznng  ausgeht,  so  mnss  man  hei  den 
NcblUssen  auf  lau!er  Widersprüche  gerathen.  Bei  den  Luftarten  Hess  sieb  die 
Sache  noch  nm  ehesten  durchführen,  wie  dieses  Kedtenbacher  in  seinen 
Dynamidensystemen  gezeigt  hat,  während  die  gegenwärtig  allgemein  an- 
genommene Krönig'sche  Lufttheorie  den  Aether  ganz  einfach  ignorirt. 
Schwieriger  hat  sich  die  Annahme  der  Actheratmosphären  mit  den  tropf- 
barflQssigen  und  noub  mehr  mit  den  festen  Körpern  vertragen.  Den 
vielen  Aethertheilcben  in  der  Nähe  der  sogenannten  schweren  Atome 
mnsste  man  eine  bedeutende  abstossendo  Wirkung  zuschreiben,  und  da 
man  von  derselben  nichts  mehr  gewahrte,  wenn  ein  Körper  mechanisch 
auseinander  gezogen  wurde,  so  mussten  die  complicirtoslen  Furmoln 
Angewendet  werden,  um  dem  Wechsel  von  Anziehung  und  Abstossung, 
den  man  namentlich  bei  den  festen  Körperu  gewahrt,  gerecht  zu  werden. 

Ich  will  nun  die  Vorgänge  näher  untersuchen,  welche  eintreten, 
wenn  irgendwo  im  allgemeinen  ätherorruilteu  Räume  sich  ein  Maiaen- 
theilchcu  befindet,  dessen  trHge  Substanz  nach  und  nach  wächst  oder, 
wenn  man  will,  dss  fortwährend  durch  ein  gröBseres  und  grösseres 
ersetzt  wird. 


•  Pifct  atawhtift  KX,  I. 


SÜT/  GrmmiMägt  der  mmthemMliMchem     CWaue. 

Im.  Am  Mim— Inigrl  m  uxa  gmnz  klein,  to  djMi  sie  nickt  eiaaal  in 
.^H&Mi4i(  tut,  ein  Aetkertkeücken  ra  nentrslisiren,  so  wird  sie,  wenn  nie 
«ek  m  einttr  L'a^kmg  ron  Aetkertkeücken  kefindet,  sick  nn  eines  der- 
fMiMn  k«»  zmm  Contact  snsckliessen  nnd  dieses  wenigstens  tkeüweise 
fttf»«trsUsiri(m  Letzteres  kednrfte  bisker  seiner  ganzen  Krmft,  nm  die  ron 
«UMM«  kef«nndringenden  Aetkertkeileken  znröckznkalten,  denn  nnek  seiner 
FAktfemnis  würde  es  sofort  dnrck  ein  snderes  ersetzt,  nnd  die  tkeihreise 
XentrsUsiniDg  des  Aetkertkeilchens  entspricht  dmker  einem  Sckwicker- 
merd^M  der  Aetkerwirknng  an  der  gegekenen  Stelle.  Dieser  Fall  ist 
jedffth  nickt  genan  identisck  mit  demjenigen,  welcher  eintrSte,  wenn  das 
Aütkertkeilcben  kleiner  geworden  wäre,  denn  beide  Kngeln  kaken  ver- 
sckiedese  Mittelpwikte ,  nnd  insoweit  die  gegenseitige  Entfernung  dieser 
Mhtelpnnkte  gegen  die  Aetherdistanz  zu  berücksichtigen  ist,  wird  sie  sick 
kier  geltend  macken.  Die  umgebenden  Aethertheilcken  nftkem  sick  unserer 
Verkittdnng  auf  der  Seite  des  Massentheilchens  mekr,  als  auf  der  ent- 
gegengesetzten,  und  es  ist  die  normale  Aetkergruppirung  jedenfalls  in 
Unordnung  gekrackt  worden. 

Je  grösser  m  wird,  um  so  mehr  verstärkt  sick  dieser  Zustand,  und 
endlick  wird  m  so  gross,  dass  es  auf  der  dem  ersten  Aetkertkeileken 
gegen Qberliegenden  Seite  noch  ein  zweites  aufnimmt.  Bezeicknet  man 
mit  r  und  r,  die  Radien  der  Massen-  und  der  Aetherkugel,  so  kann 
erstere  zwei  der  letzteren  behalten,  wenn 

7)  rA^.>        '^ 


In  diesem  Falle  ist  also  m  nur  im  Stande,  den  vierten  Theil  eines  Aether- 
theilchens  zu  neutralisiren,  und  doch  kann  es  zwei  wenigstens  halten. 
Um   ein    zweites  Aethertheilchen  von  ferne  anzuziehen,   gilt  statt  7): 


8)  -Ei> 


a  m  hfl 


wenn  R  die  Eutfernuug  des  Mittelpunktes  des  anzuziehenden  Aetker- 
theilchens  von  demjcuigen  des  Massentheilchens  bedeutet.  So  lange  r-f-Tj 
gegen  R  nicht  verschwindet,  so  lange  wird  das  Massentheilchen  noch  ein 
zweites  Aethertheilchen  aufnehmen,  ohne  dass  es  im  Stande  wäre,  ein 
einziges  derselben  vollständig  zu  neutralisiren.  Bedenkt  man  nun,  dass 
von  den  zwei  Aethertheilchen  eines  da  sein  muss,  weil  der  Vorgang 
inmitten  eines  äthererfüllten  Raumes  stattfindet,  so  bleibt  doch  noch  ein 
Kcst  des  zweiten  unneutralisirt,  und  im  Gegensatze  zu  vorhin  schlägt  in 
der  Verbindung  der  Aether  vor,  es  ist  nahezu  so,  als  sei  hier  ein  grösse- 
res, kräftigeres  Aethertheilchen. 

Wird  m  noch  grösser,  so  wird  der  Aetherrest  nach  und  nach  neutra- 

lisirt,   und    endlich    tritt   wieder   der    Fall   ein,    dass    die    Aetherwirknng 

gegen  aussen  kleiner  ist,  als  die  eines  einzelnen  freien  AethertkeilckeiiSi 


I 


iShem  sich  also  die  TUeilohen  der  Umgebung,  die  nach  der  Aurnahm» 
äea  xweiteti  ActhectliäilchpDs  sicli  über  die  normalo  Distanz  cutferut 
battcn,  wieder  der  Verbindung  auf  weniger  als  die  Einheit,  KniUicb 
findet  die  Aurnalime  eines  dritten  AetLcitbeilcbens  statt,  and  nacb  seiner 
Anfjoabme  zeigt  sieb  von  Neuem,  dass  der  Aetber  der  Vcrbiodung  nicbt 
neutralisirl  ist  n.  s,  w. 

Wie  man  sieht,  ergiebt  sieb  durcb  Vergtßssernng  von  m  die  Reiben- 
fulge  von  Erscheinungen,  dees  unmittelbar  nach  Anfnabme  eines  Aetber- 
theilcbens  die  Aclherwirkung  der  Verbindung  vorschlägt.  WHcbst  m,  so 
geht  die  Verbindung  allmälig  durch  Null  in  den  Zosland  dys  ViirBubla- 
gcns  der  Masse  über,  und  dann,  wenn  dieser  Zustand  sein  Maximniii 
erreicht  hat,  wird  nach  Aufnahme  eines  weiteren  Acthertbeitcbens  das 
ursprüngliche  VerhSIlniss  wieder  hergestellt.  Der  Uehorgang  von  dem 
Vorschlagen  der  Aetherwirknug  in  ilsa  der  Uassenwirkung  badet  allmälig* 
dnrcb  Null  statt;  von  dem  Ueberragen  der  Massenwirknng  in  das  der 
Aetherwirknug  ist  der  Uebergang  ein  plötzlicher  vou  einem  dtrom  zum 
andern. 

Nach  der  vorstebendeu  theoretischen  AuseinanderscteuDg  will  ich  den 
VersDCb  machen,  die  Ergebnisse  der  Beobachtung  mit  denen  der  Theorie 
zu  vergleichen,  und  zu  diesem  Zwecke  muss  ich  zunüchst  auf  die  Tafel 
VArweiaen,  Dieselhe  giebt  die  Beziehungen  an,  die  zwischen  den  Atom- 
volnmina  and  Atomgewichten  bestehen,  und  ist  dem  Werke:  „Die  moder- 
nen Theorien  der  Chemie  n.  s.  w.  von  Dr.  Lothar  Meyer"  entnommen. 
Die  Originaltafcl  geht  bis  240,  dem  Atomgewichte  des  Urans;  ich  be- 
schränke mich  auf  die  Heptoduclion  des  vordem  Theiles,  welcher  bis  zu 
137,  dem  Atomgewichte  des  Cers  geht.  Es  sind  nämlich  von  Ua  an  in 
den  Atomgewichten  nnd  darum  auch  in  der  Tafel  so  grosse  Lücken,  dus 
ilir  meinen  Zweck  aus  dem  folgenden  Theile  der  Tafel  zur  Zeit  nicbt 
viel  zn  ersehen  ist. 

Die  Betrachtung  der  Tafel  ergiebt,  dass  die  Cnrve  der  Ato'mvolu' 
min«  periodisch  Spitzen  darstellt  und  dass  bei  diesen  der  vorher  stark 
oleklronegBtivc  Zustand  der  Kiemente  auf  der  Seite  der  wachsenden 
Atomgewichte  plötzlich  in  einen  stark  clektropositivon  übergeht.  An 
diesen  Spitzen  muss  der  durch  Aufnahme  eines  weiteren  Aethert  hei  leben  s 
bewirkte  Uebergang  von  dem  Vorschlagen  der  Massenwirkung  in  das- 
jenige der  Aetherwirknug  stattfinden.  Diesseits  der  Spitze  ist  das  letzte 
Atom  mit  der  früheren  Aetherzahl,  jenseits  das  erste  mit  der  um  eine 
Einheit  vermehrten.  In  der  Nähe  der  Grösse  von  »i,  an  welcher  die 
neue  Aufnahme  etatttindet,  ist  die  in  die  normale  Aethorgruppirung  ge- 
brachte Unordnung  am  grösKten,  il.  h.  die  Anordnung  der  AetbertbeU- 
cheu  weicht  am  meisten  von  der  normalen  des  allgemeinen  Kaumes  ab, 
nnd  darum  muss  nach  dem,  was  ich  oben  erwähnte,  die  in  einem  gegebe- 

Biinaie  befindliche  Zahl  von  Aetberthei leben  bei  gleicbeni  äaMtWtt. 


36?  Gnwdxigc  der  mathesatiteken  Ckemie. 


Dmcke  eis  Minimwa  oder  der  tob  einer  gleicben  Aniakl  Ton  Aether- 
theilclieii  beansprvchle  Raam  e»  MaxiiiivBi  werden.  Damm  daa  starke 
Anwacbsen  des  AtomTohuns.  Es  wird  jedesssal  ein  weiteres  Aethertheil- 
ehen  aufgenommen,  wenn  das  Atomgewicbt  Toa  1  auf  7  {H —  ü),  19  auf 
23  (f/— 3r«),  35,5  anf  39  (C/— l"),  60  amf  85  (Ar— A4),  126,5  anf 
132,5  {J  —  r»)  ftei^  Jeweilig  bei  dem  kleineren  Atomgewicbte  scbligt 
die  Wirkung  des  Massentkeilcbens  Tor,  der  entstebende  Körper  ist  also 
elektronegatiT,  wlbread  nacb  Anfaabme  des  neuen  Aetbertbeilebens  bei 
Ueberwiegen  der  Aetberwirkung  ein  elektropositirer  Körper  xum  Vorschein 
kommt. 

Es  bleibt  nun  die  weitere  Frage  nbrig,  wieriele  Aetbertbetlcben  die 
einxelnen  Massenkngeln  aufgenommen  baben.  Diese  Frage  redncirt  sich 
gans  einfach  auf  die,  wieriele  Aetbertbeilcben  das  Wasseistoffatom  besitme ; 
^  denn  bat  man  diese  Zahl,  so  ergeben  sich  die  anderen  Ton  selbst. 

Ich  will  nun  annehmen,  das  Atom  des  Wasserstoffs  besitze  zwei 
Aetbertbeilcben.  Ist  dieses  in  der  That  so,  so  muss  nacb  7)  die  Wasser- 
stoffkugel wenigstens  ein  Viertheil  einer  Aetherkogel  zu  neutralifiren  im 
Stande  sein,  und  die  Spitaenbildung  der  AtomTolumcurre  anf  der  Tafel 
muss  sieb  daher  wiederholen,  so  oft  das  Atomgewicht  um  beiläufig  Tier 
Einheiten  gewachsen  ist,  denn  in  diesen  Interrallen  wird  jedesmal  ein 
neues  Aetbertbeilcben  anfgenonunen.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die 
Interralle  zwischen  den  Spitzen  Tiel  grösser  sind,  und  darum  ist  es  un- 
möglich, dass  das  Wasserstoffatom  mehr  als  ein  Aetherth «leben  autnehmen 
kann.  Die  Znsammensetzung  der  gegenwlrtigen  chemischen  EUemente 
ist  daher  folgende.  Der  Wasserstoff  tahrt  ein  einzi^5  Aethertheilchen, 
Ton  Lithium  an  bis  Fluor  begleiten  zwei  der  letzteren  eine  Ma2s«^nkagel, 
Ton  Natrium  bis  Chlor  drei,  ron  Kalium  bis  Man^n  rier.  von  Eisen  biä 
Brom  f&nf,  tou  Rubidium  bis  Molrbdin  sechs,  ron  Ruthonium  bis  Jod 
sieben. 

Es  ergiebt  sich  nun  die  Aufgabe:  diejeni^  i^uandtlt  der  Massen- 
Substanz  zu  bestimmen,  welche  noihwendig  ist,  um  ein  Aetbertbeilcben 
zu  nentralisiren.  Hierzu  hat  man  allerdings  die  Grenzen,  innerhalb  deren 
sich  die  Neuaufnahme  eines  Aetbertbeilebens  volliiehec  mn>s.  aber  es 
ist  nicht  bekannt,  welche  Distanz  das  neu  aufzunehmende  Aetkertheil- 
chen  unmittelbar  ror  der  Aufnahme  Ton  der  Massenku^I  trennte,  and 
es  muss  daher  zu  einem  andern  Hilfsmittel  Zuduch:  cesooiznen  werden. 

Wenn  bei  Zunahme  ron  m  der  elektrop^xsitire  Znstari  des  Elements 
in  den  elektronegatrren  übergeht,  so  muss  da  eine  Stelle  kommen,  bei 
welcher  ^mm  Atom  gegen  das  alchste  Aethertheilchen  gerade  oder  nahezu 
90  wiikt,    wie  ein  an  seine   Stelle  geseutes   Aethertheilchen,    und   die 

dem  Ekmcate  und  dem  nichsten  Aethertheilchen  kann 

msöflicb  weit  abweichen.     Dort,  wo  die  Curre  in  der 

^  dfc  iMite  AteDt  atiukht,   ist  daher  auch  das  Atonfewicht  lu 
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Sueben,  bei  dem  Massen-  and  Aetberwirkang  nscb  anssen  sieb  so  auf- 
beben, dass  das  näcbste  Aetbertbeilcben  gans  oder  doeb  sehr  nabe  sich 
in  der  Einbeit  der  Distanx  befindet  Diese  Stelle  findet  sieb  anf  der 
Tafel  in  der  Nähe  des  Kohlenstoffs  und  dann  wieder  in  der  N&he  des 
Alaminiams.  Die  späteren  Punkte  lassen  sich  weniger  gut  bestimmen, 
und  ich  werde  mich  daher  zan&chst  an  die  beiden  genannten  halten. 

Sind  an  dem  Atome,  in  dessen  Menge  der  trägen  Substanz  diejenige 
des  Wasserstoffatoms  zwölfmal  enthalten  ist,  zwei  Aetbertbeilcben,  so 
lagern  sich  diese  ihrer  gegenseitigen  Abstossung  wegen  so,  dass  sie  an 
der  Massenkugel  zwei  sich  diametral  gegenüberstehende  Punkte  einnehmen. 
Denken  wir  uns  nun,  eine  solche  Combination  sei  inmitten  einer  äther> 
erfüllten  Umgebung  vorhanden,  so  ist  die  gegenseitige  Wirkung  von  Ver- 
bindung und  Aether  zu  bestimmen.  Wäre  erstere  nicht  da,  so  würde 
ein  Aetbertbeilcben  ihre  Stelle  einnehmen,  und  wenn  man  die  Wirkung 
der  ganzen  Verbindung  für  sich  betrachtet,  kann  man  den  von  ihr  be- 
herrschten Raum  als  ätherleer  annehmen.  Die  Einwirkung  des  allgemei- 
nen Aethers  auf  ein  an  der  Peripherie  dieses  Hohlraumes  befindliches 
Aetbertbeilcben  ist  nach  dem  oben  angeführten  Lehrsatze  vom  Aether- 
drucke  gerade  so,  als  sei  der  allgemeine  Raum  leer  und  dafür  in  dem 
Hohlräume  ein  Körper,  der  gerade  so  wirkt ,  als  wie  das  Aethertheilcben 
(das  fehlt),  aber  im  entgegengesetzten  Sinne.  Ist  die  Entfernung  des 
peripherischen  Aethertheilchens  gleich  der  Einheit,  so  ist  die  von  dem 
gesammten  äussern  Aether  darauf  ausgeübte  Wirkung  gleich  6fi*,  denn 
ein  in  den  Mittelpunkt  des  Hohlraumes  gebrachtes  Aethertheilcben  würde 
mit  seiner  Abstossung  ^bfi^  das  peripherische  im  Gleichgewichte  halten. 
Wenn  der  Radius  R  des  Hohlraumes  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so 
ist  nach  dem,  was  oben  hierüber  bemerkt  wurde,  als  Aetherdruck  b(ii*R 
statt  Äfi^  zu  nehmen.  Bringt  man  in  den  Hohlraum  die  Massenkugel  mit 
ihren  zwei  Aethertheilcben,  so  zieht  erstere  den  äussern  Aether  an,  die 
bereits  aufgenommenen  Aethertheilcben  dagegen  wirken  abstossend.  Ein 
Hereinbrechen  des  äussern  Aethers  kann  nur  in  der  Richtung  erfolgen, 
welche  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  aufgenommenen 
Aetbertbeilcben  steht,  und  es  ist  also  die  Wirkung  zu  suchen,  welche 
die  Verbindung  auf  ein  in  einer  solchen  Senkrechten  in  der  Entfernung 
R  befindliches  Aethertheilcben  ausübt.  Zu  diesem  Zwecke  ist  es  zunächst 
notbwendig,  die  Bedeutung  des  Zeichens  m  dahin  zu  definiren,  dass  es, 
während  es  bisher  allgemein  die  Quantität  der  trägen  Substanz  des  Massen - 
theilchens  bedeutete,  nunmehr  nur  diejenige  eines  Atomes  Wasserstoff 
bezeichnen  soll. 

Ist  k  das  Atomgewicht  eines  Elementes  auf  Wasserstoff  bezogen,  so 
ist  km  die  Quantität  der  trägen  Substanz  eines  Atomes.  R  giebt  die 
Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  d^r  Massenkugel  zu  demjenigen  des 
äussern  Aethertheilchens,  r  die  Entfernung  von  äeca  «ntot«ii\fAisQk.\«i& 
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Man  kaDD  bozUglich  meiner  obigen  Annahme,  dass  R=l  sei,  den 
Einwarf  machen,   dass  in  der  N&he  des  Atomes  wegen  der  veränderten 
(iruppirung  die  Aetherontfcrnung  eine  von  der  normalen  abweichende, 
also  R^  1   sei.     Diesem  Einwurfe  Hesse  sich  leicht  dadarch  begegnen, 
dass  man  statt  dor  zwei  Gleichungen  9)  and  10)  noch  eine  dritte  nibme 
und    dann    R   als    dritte  Unbekannte  bestimmte.     Was  kann  man  aber 
unter  den  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen  ausser  den  beiden  eisten 
für  eine  weitere  benutzen?   Offenbar  nur  12),  nachdem  man  in  derselben 
A|  durch   89,6   oder  90  ersetzt  hat     Denn  11)  ist  nicht  zu  verwenden, 
weil   infolge  mangelnder  Elemente   der  Wertb  von   A^  zwischen  40  und 
48  schwankt,  denn  zwischen  Calcium  und  Titan  giebt  es  kein  Element 
Ebenso   ist  es   bei  Gleichung  13),   die  eigentlich   ffir  Ar,  einen  fast  un- 
heschrMnkten  Spielraum   gestattet.     Nimmt   man   aber  die  Gleichung  12) 
und  k^  =  89  oder  90,  so  bekommt  man  für  R  einen  von  der  Einheit  nur 
sehr    wenig  verschiedenen  Werth,    da  sich  ja  bei  Zugrundelegung  von 
R «-- 1  der  Werth  von  A*^  zu  89,3  berechnet. 

Würde  man  in  der  Gleichung  9)  statt  des  Atomgewichts  des  Kohlen- 
stofls  eine  etwas  höhere  Zahl  nehmen ,  so  ergäbe  sich  ein  kleinerer  Werth 
von  r,  und  dieses  würde  Null,  wenn  man  statt  12  eine  2^hl  einsetzen 
wünle,  welche  dem  halben  Atomgewichte  des  Aluminiums  gleich  kommt, 
also  13,05.  Da  nun  die  Atomdimension  gegen  die  Aetherdistanz  nicht 
verschwindond  klein  sein  kann,  so  darf  der  Werth  13,65  für  das  Atom- 
Kewicht  des  neutralen  Elements  jedenfalls  nicht  erreicht  werden ,  voran«- 
Kesetzt,  dass  man  auf  der  andern  Seite  das  Aluminium  beibehilt  Ich 
littlte  es  für  nicht  unwahrscheinlich,  dass  r  in  Wirklichkeit  einen  kleine- 
re« Werth  hat,  als  0,37209,  wie  oben  bestimmt  wurde,  und  daran« 
Hchliesso  ich,  dass  das  neutrale  Element,  wenn  es  ein  solches  gäbe, 
Hoinen  IMat»  zwischen  Kv^hlenstotY  und  Stickstoff  doch  näher  bei  ersterein 
fmdon  würde.  In  Knnanjjelung  aller  weiteren  Anhaltspunkte  kann  ich 
«ur  '^^it  nicht  weiter  j;ohen;  ich  bin  jedoch  überzeugt,  dass,  wie  diese« 
bihher  HtetM  der  Fall  war,  sich  mit  der  Zeil  noch  Mittel  und  Wege  zur 
i;enAuoieu  Hestimuuiug  der  Constanten  eiustelleu  werden,  an  die  man  zur 
Zeit  ^»r  nicht  denkt. 

l>ie  iJriisse  rti"^  ist  wohl  nicht  constant,  wie  dieses  oben  stillschwei- 
gend vorausgeseti&t  wurde,  da  bei  s:tös.<ertMn  A;omffewichte  die  Massen- 
Wugel  rtuch  j;ies>ei  werden  luuss.  Ki  wäre  bei  lartvlnungziehnng  diese« 
riusiÄudes  die  Kinfiihiuns;  iiiieuvi  einer  Hypothese  über  die  relative  Grösse 
von  Massen  und  Aethenlieilchen  uotl.i^  ^ewo>ei:.  die  ich  lieber  ver- 
meiden wollte,  hie  ^YÄrlneelscheil■u;.J:eu  .uutcu  vl^rauf  hin,  dass  da« 
Verhyiltniss  der  iriij;eu  SubsijiUÄ  eir.e.<  Aethertlieilohens  zu  derjenigen 
einer  Mas<enku-el  nur  sehr  klein  >ei,  wÄi.reu.l  auderer^eiis  ein  Aether- 
iheilcheu  eine  Ma^senkugel  von  dem  Oewioh:  iS.o  -^euiralisirt,  und  es 
ist  recht  s:ut  m.N^lich,  da*s  die  Oro>*e  eine*  Aethertheilobons  gegen  die- 
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r  r 

j/3  .  Y3 


Ich  will  nun  vcrsnchen ,  inwieweit  meine  oben  ausgesprochene  An- 
sicht, dass  im  Falle  des  Gleichgewichts  von  Massen-  und  Aetherwirkang 
^ie  Distanz  des  nächsten  Aethertheilchens  von  der  Einheit  nur  wenig 
verschieden    sei,    begründet    ist.      Zu  diesem   Zwecke  setze  ich  in   den 

Crleichnngen  9)  bis  13)  ^  =  1  und  bestimme   —  und  r  aus  9)  und  10), 

am 

weil  diese  sich  hierzu  am  besten  eignen.     Es  ist 

^  =  18,600,    r  =  0,37296, 
am 

Um  also  eine  Aetherkugel  zu  neutralisiren,  ist  eine  Massenkugel  noth- 
wendig,  welche  18,6 mal  soviel  träge  Substanz  enthält,  als  das  Wasser- 
stoffatom ,  und  nimmt  man ,  was  wohl  am  rationellsten  sein  wird ,  als 
Einheit  des  Atomgewichts  dasjenige,  welches  im  Stande  ist,  ein  Aether- 
theilchen  zu  neutralisiren ,  so  ist  das  zukünftige  Atomgewicht  des  Wasser- 
stoffs 73-^.  Die  Distanz  zweier  freien  Aethertheilchen  verhält  sich  zu 
lo,o 

der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  Massen-  und  gebundener  Aether- 
kugel wie  1:0,37296. 

Benützt  man  diese  Werthe,  um  in  den  Gleichungen  11),  12)  und 
13)  die  Grösse  k  zu  bestimmen,  so  kann  man  dabei  einen  Anhaltspunkt 
zur  Beurtheilung  des  Grades  der  Richtigkeit  der  Bestimmung  erzielen. 
Es  ergiebt  sich  nun  A^j  =  49,4,  k^  =  89,3  und /Tg  =  125,3.  Bei  Vergleich- 
ung  dieser  Werthe  mit  der  Tafel  ergiebt  sich,  dass  k^  vielleicht  um  ein 
paar  Einheiten  zu  gross  ist;  ich  wenigstens  hätte  das  Gewicht  des  neu- 
tralen Elements  eher  etwas  kleiner,  als  grösser  als  das  des  Titans  geschätzt. 
Der  Werth  von  k^  fällt  fast  ganz  mit  dem  Atomgewichte  des  Yttriums, 
eines  Verwandten  des  Aluminiums,  zusammen  und  ist  sicher  nicht  weit 
gefehlt.  Der  Werth  von  k^  ist  jedenfalls  zu  klein;  ich  hätte  etwa  das 
Atomgewicht  des  Cers  erwartet. 

Der  Natur  der  Sache  nach  können  die  Bestimmungen  der  Constan- 
ten zur  Zeit  nur  annähernde  sein,  denn  es  ist  durchaus  nicht  gewiss,  ja 
nicht  einmal  wahrscheinlich,  dass  die  Atomgewichte  des  Kohlenstoffs,  des 
Aluminiums  gerade  diejenigen  Werthe  haben,  bei  denen  das  Atom  weder 
elektropositiv,  noch  elektrouegativ  ist.  Der  Uebergang  befindet  sich  aller- 
dings in  der  Nähe,  er  kann  aber  auch  zwischen  zwei  Elemente,  etwa 
zwischen  Kohlenstoff  und  Stickstoff  oder  zwischen  ersteren  und  Bor  hinein- 
fallen, wenn  auch  allerdings  die  Höhe  der  Werthigkeit  für  die  Nähe  des 
Kohlenstoffs  spricht,  denn  die  Atome  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  zeich- 
nen sich  regelmässig  durch  hohe  Werthigkeit  aus. 
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Man  kaoD  bezüglich  meiner  obigen  Annshme,  dass  A^l  uti,    dnv:^ 
Kinwnif  machen,    dass  in  der  Nähe  des  AtumeB  wegsn  der  TeiSuderteoc^ 
Grnppirnng    die  Aetherentfernting  eine   von   der   normalen  abweichende — =^ 
also  R^l    sei.      Diesem  Einwurfe   liesse   sich   leicht    dadurch  begegnen.^ 
dags  man  statt  der  zwei  Gleichungen  9)  nnd  10]  noch  eine  dritte  nSbin^? 
und    dann    R    aU    dritte  Unbekannte    bestimmte.      Was   kann    man   aber 
nnter  den  zar  Verfügung  stohcndun  Gleichungen  ausser  den  beiden  erslen 
für  eine  weitere  bPoUtaen?    Offenbar  nur  12).  nachdem  man  in  derselben 
ftj    durch    89,6   oder    90  ersetzt  hat.     Denn  11)  ist  nicht  üu  verwenden, 
weil    infolge    mangelnder  Elemente    der  Wertb    von    /•,  zwischen  40  nnd 
48  schwankt,   denn  zwischen  Calcium  und  Titan  giebt  es  kein  £lemenL 
Ebenso   ist    es    bei  Gleichung  13),    die   eigentlich    für  k^   einen    fast  nn- 
beschrünkten  Spielraum   gestattet.      Nirami    man    aber  die  Gleichung  13] 
nnd  Aj=89   oder  90,  so  bekommt  man  für  R  einen  von  der  Einheit  nnr 
sehr    wenig  vcrscbiedenen   Wertb ,    da   sich  ja  bei   Zugrundelegung  von 
«  =  1   der  Werth  von  ^,  zu  89,3  berechnet. 

Würde  man  in  der  Gleichung  9)  statt  de«  Atomgewichts  des  Kohien- 
BtofTs  eine  etwas  höhere  Zahl  nehmen,  so  ergäbe  sich  ein  kleinerer  Wertb 
von  r,  und  dieses  würde  Null,  wenn  man  statt  12  eine  Zahl  einsetzen 
wür<le,  welche  dorn  halben  Atomgewichte  des  AluminiuroB  gleich  kommt, 
also  13,65.  Da  nun  die  Atomdimension  gegen  die  Aetherdietanz  nicbt 
verschwindend  klein  sein  kann,  eo  darf  der  Wertb  13.65  für  das  Atom- 
gewicht des  neutralen  Elements  jedenfalls  nicht  erreicht  werden,  voraus- 
gesetzt,  dass  man  auf  der  andern  Seite  das  Aluminium  beibehält.  Ich 
lialte  es  fUr  nicht  unwahrscheinlich,  dass  r  in  Wirklichkeit  einen  kleine- 
ren Wertb  hat.  als  U,372C9,  wie  oben  bestimmt  wurde,  und  daratM 
Bchlicsse  ich,  dass  das  neutrale  Element,  wenn  es  ein  solches  gKbe, 
seinen  Platz  zwibchen  Kohlenstoff  und  Stickstoft'  doch  näher  bei  ersterem 
linden  würde.  In  Ermangelung  aller  weiteren  Anhaltspunkte  kann  ich 
zur  Zeit  nicbt  weiter  gehen;  ich  bin  jedoch  überzeugt,  dass,  wie  dieses 
bisher  stets  der  Fall  war,  eich  mit  der  Zeit  noch  Mittel  und  Wege  znr 
genaueren  Bestimmung  der  Constanten  einstellen  werden,  an  die  man  zur 
Zeit  gar  nicht  denkt. 

Die  GröBse  rR~'  ist  wohl  nicht  constant,  wie  dieses  oben  stillscbwei- 
gend  vorausgesetzt  wnrde,  da  bei  gröBserem  Atomgewichte  die  Massen- 
kugel  auch  gröBser  werden  mass.  Es  wSre  bei  Inrecbnnngziehnng  dieses 
ümalandes  die  Einführung  irgend  einer  Hypothese  über  die  relative  Gross« 
von  Massen  -  nnd  Aetherlbeilcben  nötbig  gewesen ,  die  ich  lieber  ver- 
meiden wollte.  Die  Warmeerscbeinungen  deuten  darauf  hin,  dass  das 
Verbällniss  der  trügen  Substanz  eines  Actberlheilcbens  eu  derjenigen 
einer  Massenkugel  nnr  sehr  klein  sei,  während  andererseits  ein  Aether- 
tbeilchen  eine  MasBenkugel  von  dem  Gewicht  1S,6  nentralisirt ,  und  es 
iet  r«cht  gut  möglich,  dass  die  Grösse  eines  Aethertheilchens  gegen  die- 
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uiga  «iner  MaHEenkugel  aiulit  verGub  winde  od  int;    doch  Väatt  aich  niulit 
ingeben,  in  welchem  VprliältDisge  beide  su  einander  stefaen. 

Wenn  eine  Maseenkugel  mit  2,  3,  4,  6,  8,  12  Aetlierthpilclinn  ver- 
linnden  ist,  so  gruppiren  sicli  letztere  auF  der  rrstcren  sn,  dass  ihre  gegfii- 
eeilige  Abetosstiiig  ein  Minimnm  wird,  and  dieiie  Onipfiirnng  hnt  iliversrltH 


wieder  eine  gnne  bestimmtn  Wirkung  aiiTdit 
Aethertlieilchen.  Es  kommen  hierbei  ÄDuMhei 
»um  Vorschein,  die  icli  bereits  früher*  hespr 
nUs  wieder  eine  Abweichung  von  der  normali 
Wenn  sich  die  Aethertheilchen  statt  iu  eine 
der  Anzahl  5,  7,  9,  10,  1 1  anf  der  Maasenkngpl 
keine  gleichmftssige  Veitheilung  mehr  anf  Hern 


nordnung  der  umgRhfnden 
gen  BD  die  Kryslallhildniig 
len  habe  und  deieii  ürgeh- 
Aethergrnpjiiruug  bedingt.  . 
1er  vorstehenden  i^Cniilcn  in 
1  niedi'rlassen ,  so  haben  sie 
ilben  und  ea  tiöit  die  Ana 


Ingie  mit  der  Kryutallbildnng  auf.  Dieser  Umstand  muss  sich  in  der  Atom- 
volnmcnrve  geltend  machen.  In  der  'I'iiat  zeigt  dieselbe  auch  an  den  Stel- 
len ,  welche  der  Aufnahme  des  fünften  und  tiiebenten  AethertlieilchenH 
entsprechen,  also  bei  Bisen  (•'>5,i))  und  Ruthen  (IÜ3,5),  lange  nicht  das 
AnHteigen,  das  man  an  den  übrigen  gewahrt.  Dasselbe  müsKte  auch  an 
den  Stellen  der  Fall  sein,  an  denen  d,  10,  11  Aethertheilchen  anfgennm- 
men  sind;  doch  fehlen  hier  die  Elemente.  Da,  wo  die  Massenkuge]  zwiilf 
Aethertheilchen  hat,  also  in  der  Gegend  von  etwa  210,  ist  kein  beson- 
deres Ansteigen  der  Carve  mehr  zn  erwarten,  weil  die  durch  die  zwölf 
Aethertheilchen    bedingte  Groppirnng   des   umgebenden  Aethers   von  der 

isrmaten  jedenfalls  nur  wenig  abweicht.  Ich  haUe  es  jedoch  nicht  für 
■bedingt  nothwendig,  dnss  gerade  jedesmal  bei  Eintreten  der  Krystallisa- 
Mi  eine  Vergrösserung  des  Volums  stattfinden  müsse;  der  Diamant  wenig- 
Vns  zeigt  diese  nicht. 
Es  giebt  nach  dem  Vorstehenden  eine  Quantität  der  Massensubstnnz, 
(i  welcher  sich  die  verschiedenen  Anziehungen  und  Abstossungen  so 
ausgleichen,  dass  das  nächste  Aethertheilchen  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung sich  schwebend  verhält.  Lasst  man  nun  die  Masaeukngel  grSseei' 
werden,  so  erhöht  sich  die  Anziehung,  welche  sie  auf  das  in  der  Ein- 
heit der  Entfernung  schwebende  Aethertheilchen  ausübt.  Dieses  nähert 
sich  nun  an  einer  solchen  Stelle,  wo  es  von  den  heroits  aufgenommenen 
Aethertheilchen  din  geringste  Abstossnng  erfährt,  etwas  mehr,  und  damit 
wSchst  einerseits  die  gegenseitige  Anziehung,  nndererseits  aber  auch  die 
Abslosaung  der  bereite  aufgenommenen  Aethertheilchen,  wHhrend  der 
Urack  des  äussern  Aelhers  abnimmt.  Das  freie  Aethertheilchen  bleibt 
nun  da  stehen,  wo  die  verschiedenen  Wirkungen  sich  anfhehen,  also  in 
etwas  geringerer  Distanz  von  der  Verbindung. 

So  geht  dieses  einige  Zeit  fori;  Vergrösserung  der  Massenkugel  bringt 
eine  Annäberong  des  Aethertbeitchens.     Endlich  macht  sich  der  Umstand, 
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dass  das  freie  Aethertheilchen  von  einer  Seite  hereinkommt,  auf  welcher 
es  von  den  bereits  gebundenen  den  kleinsten  Widerstand  erffthrt,  mehr 
und  mehr  geltend,  die  Componirende  der  Abstossang  wächst  langsamer, 
als  die  Anziehung  der  Massenkugel,  und  es  giebt  eine  gewisse  Entfer- 
nung, bei  welcher  ein  Maximum  der  Massenkugel  nothwendig  ist,  um 
das  freie  Aethertheilchen  schwebend  zu  erhalten.  Hat  letateres  diese 
Grenze  tiberschritten,  so  nähert  es  sich  weiter  bis  zum  vollstSodigen 
Contact.  Ist  dieses  geschehen,  so  hat  sich  durch  den  neuen  Ankömm- 
ling die  Abstossung  auf  die  nächstliegenden  Aethertheilchen  wesentlich  j 
vergrössert,  letztere  entfernen  sich  über  die  normale  Distanz,  nnd  der  * 
Körper  ist  plötzlich  und  zwar  sehr  stark  elektropositiv  geworden* 

Der  Umstand,  dass  ein  Maximum  der  trägen  Substanz  der  Massen 

kugel  ezistirt,  bei  der  die  Aufnahme  eines  weiteren  Aethertheilchens  statt — 
findet,   giebt  wieder  ein  Mittel  an  die  Hand,   die  Genauigkeit  der  oben 

bestimmten  Grössen   - —  und  r  zu  prüfen. 

Ist  b^  die  Grösse  des  Aetberdruckcs  in  der  Entfernung  1,  so  ist 
sie  in  der  Entfernung  R  gleich  hy?R.  Da  ferner  nach  dem  Vorstehen- 
den   I8,6am  =  &fi   ist,   wird,   wenn  man  die  Quantität  der  Masseukugel 

gleich  X  setzt,   das  zweite  Glied  in  9)     ^  ^ .     Es  ergiebt  sich  sonach 

Der  Wertli  von  x  erreicht  ein  Maximum,  wenn  Ä  =  0,679  ist,  und  dieser 
grösste  Werth  beträgt  19,2,  d.  h.  bei  einer  Quantität  der  trägen  Sub- 
stanz, welche  19,2  ist,  wenn  man  diejenige  des  Wasserstoffatoms  als  Ein- 
heit setzt,  nimmt  die  Massenkugel  noch  ein  drittes  Aethertheilchen  auf, 
und  die  vorher  elektronegative  Verbindung  wird  elektropositiv.  Die 
Tafel  zeigt,  dass  dieser  Uebergang  stattfinden  müsse  zwischen  Fluor  (19) 
nnd  Natrium,  und  das  Resultat  der  Rechnung  fällt  also  innerhalb  der 
von  der  Beobachtung  gesteckten  Grenzen.  Das  chemische  Verhalten  des 
Fluors  einer-,  des  Natriums  andererseits  legen  den  Gedanken  nahe,  dass 
der  Uebergangspunkt  dem  ersteren  Elemente  merklich  näher  liege,  als 
dem  letzteren;  doch  hätte  das  Resultat  der  Rechnung  wohl  etwas  grösser 
ausfallen  dürfen. 

Es  kann  der  Gleichung  14)  der  Vorwurf  gemacht  werden,  dass  sie 
insofern  ungenau  sei,  als  es  die  Wirkung  der  beiden  gebundenen  Aether- 
theilchen auf  das  neu  aufzunehmende  darum  ist,  weil  erstere  hei  Annähe- 
rung des  letzteren  einander  nicht  mehr  diametral  gegenüberstehen,  son- 
dern sich  gegenseitig  so  nähern ,  dass  nach  vollendeter  Aufnahme  alle 
drei  sich  in  gleichen  Entfernungen  von  einander  in  einer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Massenkugel  gelegten  Ebene  befinden.  Hiergegen  ist  zu 
bemerken,  dass,  so  lange  das  noch  freie  Aethertheilchen  sich  jenseits  der 
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^nfnahmegrenze  befindet,  seine  Einwirkung  wegen  der  verh&ltnissmSssig 
Ibedentenden   Entfernung  zu   klein   ist,   um   einen   bemerkbaren  Einfluss 
«auszuüben.     Hat  das  Theilchen  die  Grenze  überschritten,  so  kommt  die 
gegenseitige  Stellung  der  incorporirten  Aethertlieilchen  allerdings  in  Be- 
dacht,   wenn   es  sich   um   die  Art   der  Beschleunigung  der  Auf- 
"nähme   des  dritten   handelt;   allein    das  ist  im  Vorstehenden  nicht  der 
Fall.     Handelt  es  sich  darum,  dass  bei  drei  bereits  vorhandenen  Aether- 
theilchen  noch  ein  viertes  aufgenommen  werde,  so  ist  die  Gleichung  10) 
SQ  benutzen,  welche  sich  in 

'  "^18,6/?*      (Ä*  +  r*/A 

umwandelt.  Das  Maximum  von  x  findet  statt,  wenn  ^=0,752,  und 
beträgt  in  diesem  Falle  32,2.  Dieser  Werth  ist  zu  klein,  er  sollte  zwi- 
schen Chlor  (35,5)  und  Kalium  (39)  fallen. 

Wenn    die   Zahl    der    bereits    aufgenommenen    Aethertheilchen   vier 
beträgt  und  ein  fünftes  hinzukommen  soll,  so  ist  nach  Gleichung  11) 

io;  ^■^l8.6Ä*"(Ä^-|Är  +  r»)'/."^(Ä+r)»" 

Das  Maximum  von  x  tritt  ein ,  wenn  B  =  0,790,  und  es  erh&lt  dann  den 
Werth  53,7.  Dieser  fällt  zwischen  Chrom  (52,4)  und  Mangan  (54,8). 
Die  Grenze  zwischen  elektronegativen  und  elektropositiven  Elementen  ist 
hier  nicht  so  sicher,  wie  früher;  jedoch  fällt  sie  gewiss  nicht  weiter,  als 
zwischen  Mangan  und  Eisen  (55,9). 

Steigt   die  Zahl   der  bereits  aufgenommenen  Aethertheilchen   auf  6 
und  soll  noch  ein  weiteres  hinzukommen,  so  ist  nach  12) 


")  *+i8;6Äi-' 


i"^^)    ,    («-?r) 


l_(„H^..)-(«.-^-.f 


^3        /        ^  ]/S 

Bei  einem  Werthe  von  R  =  0,800  wird  x  =  93,8 ,  es  fällt  also  nahe 
an  Niob  (94),  während  die  Grenze  irgendwo  zwischen  Molybdän  (95,8) 
und  Buthen  (103,5)  liegt. 

Die  so  erhaltenen  Werthe  von  x  sind  regelmässig  zu  klein,  doch 
stimmen  sie  jedenfalls  so  nahe  mit  den  Beobachtungsresultaten  zusam- 
men, als  man  bei  der  nur  provisorischen  Bestimmung  von  am  und  r 
erwarten  kann.  Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ist  6fA>l8,&am  und 
r<  0,37296;  doch  will  ich  daran  für  jetzt  nichts  ändern.  Vielleicht  ist 
auch  die  Nichtberücksichtigung  irgend  einer  Nebenwirkung  Ursache,  dass 
die  berechneten  Werthe  von  x  etwas  zu  klein  sind. 


ZtfttMhilft  t  MmtbeaiMtik  u  Pb/vfk  XX  V.  6. 
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Es   ergiebt  sich   aus  dem  VorsteheDden ,   dass  von  den  Atomen  die 
einen   in   ihrer  unmittelbaren  Umgebung   den  Aether  innerhalb  der  nor- 
malen Distanz   halten,   während    die  anderen   die   entgegengesetate  Wir- 
kung haben.     Die  ersteren  sind  ele^tronegativ,  die  letsteren  elektroposi- 
tiv.     Je  mehr  die  eine  dieser  Eigenschaften  ausgeprägt  ist,  um  so  mehr 
bekommt  das  Element  das,  was  die  Chemiker  „starV^  nennen,  während 
die  chemisch  mehr  indifferenten  Stoffe  da  zu  suchen  sind,  wo  der  Abstand 
der  dem  Atome  nächstliegenden  Aethertheilchen  der  normalen  Distanx  sich 
nähert.     Je   grösser  die  Verdichtung  des  Aethers  des  einen  Körpers,  je 
verdünnter  der  Aether  bei  dem  andern  ist,   um  so  bedeutender  ist  nach 
6)   die  zwischen  beiden  bestehende  Anziehung,   d.  i.  das,   was  die  Che- 
miker ,, Verwandtschaft"  nennen. 

Alle  diese  Wirkungen  finden  nur  dann  statt,  wenn  sich  zwei  Mmaaen- 
theilchen  einander  so  weit  nähern,  dass  die  von  ihnen  bewirkte  Aende- 
rung  in  der  Aethergruppirung  noch  merkbar  ist.  Diese  Aendemng  im 
Ganzen  bewirkt  stets  eine  Verminderung  der  Aetherdichtigkeit,  and  wenn 
also  die  nächste  Nachbarschaft  eines  Masscntheilcbens  sich  diesem  über  die 
normale  Distanz  nähert,  so  mnss  dieses  in  den  ferneren  Schichten  wieder 
compensirt  werden.  Es  ist  gar  nicht  unmöglich,  dass  ein  Maasentheil- 
chen  ein  verschiedenes  Verhalten  beobachtet,  je  nachdem  die  Zahl  der 
es  umgebenden  Aetherhüllen  wechselt,  und  es  könnte  dasselbe  dann  dem 
einen  Elemente  gegenüber  elektropositiv  sich  verhalten,  dem  andern  gegen- 
über elektronegativ.  Auf  eine  derartige  Erscheinung  deutet  auch  der 
Umstand,  dass  einzelne  Elemente,  wie  Sauerstoff  und  Stickstoff,  je  nach 
der  Art  der  Verbindung,  in  der  sie  sich  befinden,  ein  verschiedenes 
Atomvolumen  beanspruchen. 

Die  Grundlagen  der  chemischen  Erscheinungen  sind  wohl  sehr  ein- 
fach ,  allein  in  der  Anwendung  giebt  es  doch  der  Haken  allerlei.  So 
einfach  das  Gravitationsgesetz  ist,  so  haben  doch  viele  Erscheinungen, 
die  durch  dasselbe  hervorgerufen  werden,  wie  z.  B.  die  Störungen,  den 
Astronomen  schon  viele  Arbeit  gemacht,  und  derartige  Sachen,  wie  die 
Störungen,  erwarten  den  rechnenden  Chemiker  in  noch  höherem  Grade, 
als  den  rechnenden  Astronomen.  Man  steht  hier  einem  Gewirre  von  Er- 
scheinungen und  Wirkungen  gegenüber,  bei  dem  es  oft  sehr  schwer  fällt,  den 
Weg  zu  finden,  und  es  wird  darum  an  Fehlschlüssen  auch  keinen  Mangel 
geben.  Ganz  geringfügig  erscheinende  Umstände  sind  mitunter  von  höch- 
ster Bedeutung.  Grosse  Schwierigkeiten  bietet  die  mathematische  Be- 
handlung des  Gegenstandes,  denn  fort  und  fort  hat  man  mit  vielgliedri- 
gen  Reihen  zu  kämpfen,  und  dann  macht  es  einen  grossen  Unterschied, 
ob  man  nur  mit  einer  einzigen  Kraft  zu  thun  hat,  wie  in  der  Astronomie, 
oder,  wie  in  der  Molecularphysik,  mit  Anziehungen  und  Abstossungen, 
zu  denen  dann  noch  der  stets  zu  berücksichtigende  Aetherdruck  sich 
gesellt.      Ich    verlasse  mich  jedoch   hier   auf  das   „Kommt  Zeit,    kommt 
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»rf"<^>N<<>*N^S*S/V*V"i^.<Vni^SÄ^^VÄ^\^rf 


Sath^'.  Hat  sich  einmal  das  Bedürfniss  ordentlich  eingestellt,  so  werden 
sich  anch  bei  der  mathematischen  Behandlung  Mittel  und  Wege  finden 
lassen,  von  denen  man  zur  Zeit  keine  Ahnnng  hat 


n.  Specieller  Theil. 

Wasserstoff. 

Atomgewicht:  J?=t^^«    Moleculargewicht:  HH^^-r, 

l0}0  9|3 

Unter  den  verschiedenen  Massenkngeln,  welche  in  der  Natur  gegeben 
sind,   sind   wenigstens  für  die  heutige  Chemie  die  kleinsten  diejenigen, 

deren  Quantität  der  trägen  Substanz   hinreicht,   um  -r^-z^   eines  Aether- 

lo,o 

theilchens  zu  neutralisiren ,   d.  h.   nach  Verbindung  mit  demselben   den 

18,6.  Theil    seiner   Wirkung    auf  Entfernungen   aufzuheben,    welche  so 

gross   sind,   dass  die  Summe  der  Halbmesser  von  Massen-  und  Aether- 

theilchen  vernachlässigt  werden  kann. 

Ist  eine  Anzahl  solcher  Massenkugeln  gegeben  und  befinden  sie  sich 
im  allgemeinen  äthererfUllten  Räume,  so  kann  es  nicht  ausbleiben,  dass 
infolge  der  gegenseitigen  Anziehung  je  eine  Massenkugel  und  eine  Aether* 
kugel  in  unmittelbaren  Contact  treten  und  so  das  bilden,  was  man  ein 
Wasserstoffatom  nennt.  Es  ist  eigentlich  unrichtig,  bei  einer  Com- 
bination  von  zwei  Kugeln  den  Ausdruck  Atom  zu  gebrauchen;  doch  will 
ich  zur  Zeit  keinen  andern  nehmen,  da  das,  was  hier  als  Atom  bezeich- 
net wird,   in   der  Experimentalchemie  allenthalben  diesen  Namen  führt. 

Nach  7)  ist  es  unmöglich,  dass  ein  Wasserstoffatom  zwei  Aether- 
theilchen  führt;  dagegen  bleibt  noch  'die  Frage,  ob  es  nicht  vorkommen 
könne,  dass  ein  Aethertheilchen  zwei  Massentheilchen  aufnimmt,  welche 
sich  an  sich  diametral  entgegengesetzten  Stellen  des  ersteren  anlegen. 
Möglich  ist  \lieses  allerdings,  allein  der  Fall  scheint  in  der  Natur  nicht 
vorzukommen,  sei  es  darum,  dass  die  Aethertheilchen  an  und  für  sich 
in  Ueberzahl  vorhanden  sind,  weil  der  ganze  allgemeine  Baum  mit 
freiem  Aether  erfüllt  ist  und  dass  darum  nicht  ein  Aethertheilchen  im 
Ueberflusse  schwelgen  kann,  während  die  anderen  darben,  sei  es  aus 
anderen  Ursachen.  Ich  für  meinen  Theil  kenne  wenigstens  zur  Zeit 
keinen  Grund ,  welcher  zur  Annahme  solcher  mit  zwei  Massenkugeln  ver- 
sehener Aethertheilchen  berechtigte. 

Befindet  sich  ein  Wasserstoffatom  im  äthererfüllten  Baume  in  der 
Nähe  eines  andern,  so  werden  beide  auf  einander  eine  Wirkung  aus- 
üben, und  es  ist  dabei  sicher,  dass  sie  sich  so  stellen,  dass  für  die  ge- 
gebene Entfernung  die  Abstossungen  einen  kleinsten,  die  Anziehungen 
einen   grössten  Werth  erhalten.     Diese  Bedingungen  sind  arftLlU^  m^^va 
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die  Atome  den  Nadeln  eines  astatischen  Systems  analog  stehen.     Die  in 

Rechnung  zu  ziehenden  Wirkungen  sind  der  Aetherdmck,   zweimal  die 

Anziehung  von   Massen-  und  Aethertheilchen ,  je  einmal  die  Ahstossnng 

zweier  Aether-  und  dann  zweier  Massentheilchen.     Der  Reihe  nach  sind 

diese  Wirkungen: 

2J?      2/imfi  h\j?R  cm^R 

r  bedeutet,  wie  früher,  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  Aether-  und 
Massentheilchen  eines  Atoms,  während  R  die  Entfernung  der  beiden 
Atomaxen    darstellt,    beide   Grössen  auf  die  normale  Aetherdistans  als 


8 


_*»* 


Einheit  bezogen.  Berücksichtigt  man,  dass  <^  =  't-  und  ^"^^^i^"^*  ^^^ 
dass  für  den  Ruhezustand  Gleichgewicht  sein  muss,  so  wird 

Der  Werth  von  Ä,  welcher  dieser  Gleichung  entspricht,  ist  0,8767,  ist 
also  kleiner,  als  die  normale  Aetherdistanz.  Denkt  man  sich,  es  werde 
dem  einen  Atom  die  Maseenkugel  genommen,  so  erhält  man,  wenn  R^ 
die  neue  gleichgewichtgebende  Distanz  bedeutet, 

^^^  ^^'^  lSfiR,*^W+r^y/-' 

und  daraus  ergiebt  sich  i2|  =  0,9028.  Gesetzt  nun,  ,es  sei  in  irgend  einem 
Räume  eine  Anzahl  von  Wasserstoffatomen  mit  Aethertheilchen  unter- 
mischt, so  wird  sich  in  demselben  Alles  gegenseitig  abstossen,  wird  aber 
durch  den  äussern  Aetherdruck  zusammengehalten.  Wären  es  lauter 
Aethertheilchen,  so  wäre  der  gegebene  Raum  ganz  einfach  ein  Stück  des 
allgemeinen  und  die  Aethertheilchen  wären  im  Gleichgewichte,  weil  ihre 
Abstossung  durch  den  Aetherdruck  aufgehoben  wird.  Ersetzt  man  nun 
zwei  Aethertheilchen  durch  Wasserstoffatome  in  der  Stellung  der  klein- 
sten Abstossung,  so  stossen  sich  diese  weniger  ab,  als  die  Aethertheil- 
chen, deren  Stelle  sie  vertreten,  es  thaten,  also  ziehen  sie  sich  an,  wie 
sich  auch  daraus  ergiebt,  dass  man,  wenn  man  in  der  Gleichung  19) 
R^  =  R  setzt  und  19)  von  18)  abzieht,  die  Differenz 


bekommt,  welche  einen  positiven  Werth  hat,  also  eine  Anziehung  be- 
deutet. Der  Fall  ist  ganz  analog  demjenigen,  bei  welchem  ein  diamagne- 
tischer Körper  in  einer  stärker  diamagnetischen  Flüssigkeit  sich  zwischen 
den  Polen  eines  Elektromagnets  befindet  und  sich  dann  gerade  so  ver- 
hält^ als  sei  er  paramagnetisch.  Eine  Abstossung  innerhalb  des  äther- 
arfiJllten  Raumes  wirkt,    wenn  sie  kleiner  ist,   als  die  Aetherabstossung, 
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wie  eine  Anziehung.  Damm  ziehen  sich  die  beiden  Wassentoffatome  an 
and  die  verschiedenen  Bewegungen ,  die  schon  der  Wärmeoscillationen 
wegen  vor  sich  gehen,  geben  ihnen  Gelegenheit,  die  zwischen  ihnen 
befindlichen  freien  Aethertheilchen  allmfilig  wegzudrängen.  Haben  sie 
dann  die  Distanz  0,8767  erreicht,  so  bleiben  sie  stehen,  nnd  es  hat  sich 
das  gebildet,  was  die  Chemiker  ein  Wasserstoffdoppelatom  oder 
Wasserstoffmolecul  zu  nennen  pflegen. 

Haben  sich  die  Doppelatome  gebildet,  so  ergiebt  sich  die  weitere 
Frage,  wie  sich  die^e  gegen  einander  verhalten.  Zwei  solche  Verbin- 
dungen suchen  sich  nun  wieder  so  zu  stellen,  dass  für  gleiche  Entfer- 
nung die  Abstossung  ein  Minimum,  die  Anziehung  ein  Maximum  wird. 
Denkt  man  sich  das  eine  Molecul  horizontal  gestellt,  so  ist  die  gewünschte 
Stellung  dann  vorhanden,  wenn  das  zweite  in  der  Entfernung  q  senk* 
recht  über  oder  unter  dem  ersten  und  parallel  mit  demselben  so  gestellt 
ist,  dass  immer  ein  Aetber-  und  ein  Massen theilchen  senkrecht  überein- 
anderstehen.  Mit  Einrechnung  des  Aetherdruckes  sind  im  Falle  des 
Gleichgewichts  die  Wirkungen: 


Werden  am  und  cm^  durch  bfi  ausgedrückt  und  für  R  und  r  die  Werthe 
0,7686  und  0,37296  eingesetzt,  so  geht  20)  über  in 

4 


q'  + 


K'^O+T)'") 

0,76860y/»^  /       0.139loy»  j" 


21) 


Aus  dieser  Gleichung  berechnet  sich  der  Werth  ^  =  1,302. 

Würde  man  das  eine  der  beiden  Molecule  entfernen  und  statt  des- 
selben in  die  auf  die  Mitte  des  andern  errichtete  Senkrechte  ein  Aether- 
theilchen bringen,  so  wäre  für  den  Knhezustand  die  gegenseitige  Wir- 
kung 


22)  ^1^-2(^1      18,6//       0,9077y^^ 


woraus  sich  für  (>^  der  Werth  1,142  ergiebt. 

Man  findet  so,  dass,  wenn  ein  Molecul  in  der  Entfernung  1,302  von 
dem  andern  sich  in  der  günstigsten  Stellung  angesiedelt  haben  sollte ,  es 
von  dem  benachbarten  Aethertheilchen  weggedrängt  wird.  Der  Fall  ist 
hier  dem  früheren  entgegengesetzt.  Daraus  folgt,  dass  das  zweite  Mole- 
cul von  dem  ersten  abgestossen  wird  und  diese  Abstossung  ist  gleich  der 
Grösse,  um  welche  ein  an  der  Stelle  des  sweileik  ILcA^^^^  \^^&:^%i&.^^^ 
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XVIII. 
Ueber  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren. 

Von 

Dr.  L.  Graetz 

in  Strasiburg  i.  £. 
(S  c  h  1  u  8  ■) 


§  5.   Böbren  mit  quadratischem  Querschnitt 

Die  erste  SpecialisiruDg  soll  sein,  dass  wir  einen  quadratischen 
Querschnitt  nehmen.  Wir  setzen  also  6  =  c.  Dann  werden  die  Formeln 
58)  und  59)  /2n-l      \ 

«Qw  .  .     ,».32afe«^    (-!)■    ''°H-^<r''V       /2«-l      \ 


..     .,.32a6»<7    (-1)»     '""{-rr"')       (In-l      \ 

Die  analytischen  Beziehungen,  die  sich  durch  Gleichsetzung  dieser 
Ausdrücke  ergeben,  wollen  wir  nicht  verfolgen.  Am  Rande  ist  u  natür- 
lich gleich  Null  und  in  der  Axe  der  Röhre  ist  die  Geschwindigkeit 

-„  „  .  64a6«<7    (-1)"  1 

Um   eine  nähere  Vorstellung  von   dem   Verlauf  der  Function  u  zu 


u 


gewinnen,    habe   ich   für    einen   Quadranten    die   Werthe  von    — r^  aus- 


ab^ 


gerechnet,  indem  ich  --  und  --  von  Zehnteln  zu  Zehnteln  fortschreiten 

^  ob 

liess.  Für  fünfstellige  Logarithmen  geifügt  es,  zuerst  drei  Glieder  der 
Reihe  69)  oder  70)  zu  nehmen,  dann  fortschreitend  bis  zu  sieben  Glie- 
dern.   Selbstverständlich  sind  die  Werthe  von  u  an  entsprechenden  Stellen ' 

u 
auf  beiden  Seiten  der  Diagonale  einander  gleich.     Die  Werthe  von  — tö 

aind  in  umBtehender  Tabelle  enthalten. 
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■ 

Da  sowohl  rohl — ^ — ^t)  *'®  ^^*( — ö — ^r)  ihr  Vorzeichen  nicht 
ändern,   wenn  ans  ^  und  —  wird  —  —  und  — -^^    so  kehren   dieselben 

0  0  0  0 

Werthe  von  -t^  in  allen  vier  Quadranten  wieder,  wie  es  sein  muss. 

Diejenigen  Theilchen,  welche  in  einem  Zeitmoment  in  einem  Qaer- 
schnitte  der  Röhre  liegen,  liegen  nach  der  Zeiteinheit  auf  der  Fläche 

''/2.    2^.     ,,  .  16  ri/.^^  (-1)" 

Der  Charakter  dieser  Fläche  ist  ein  parabolischer.     Ihr  Schnitt  mit  der 
tiy- Ebene  hat  die  Gleichung 

a     ,  .      ,,  .   16ri6»<7  (- 1  » 

x(-(^'-f)-"'e-^4))- 

Andere  Formen  dieser  Gleichung  geben  die  Gleichungen  69),  70).     Man 
kann  hieraus  die  Grenzlinie  des  Schnittes  leicht  zeichnen. 

Von  grösserem  Interesse  sind  die  Drehungen  der  Theilchen.    Es  ist 

1  =  0, 

./'2w-l    y\ 

"^  ,/2«-l     =\ 

Sul.^   (-1)"     ""{     2      "'bj       (2n-\     v\ 
-■^^(2«-!)''    ^,j,,(2"-l     \  ''"'V     2      '*6^ 

../2n-l     y\ 
8«6^    (-1)»     ^'^V     2      "6/        /2«-l     *\ 

'     ^  '     coh\ — s — «) 

Die  Theilchen   in   der  Aze  haben  also   gar  keine  wirbelnde 
Bewegung. 
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Für  die  Theilchen  auf  der  y-Axe,  also  für  z  =  0,  ist  i}=0,  wShrend 

8ab^    (-1)»     "H~2~"6J 

.8«6^    (-1)"     ^'"l~2-"W 
-"*'+„»  ^  (2h -1)*       w2«-l    \ 

ist.     Die  DrehuDgsaze  ist  also  fflr  diese  Theilcben  die  z-Aze.    Ebenso  ist 
für  die  TheilcheD  auf  der  z-Axe  ^=0  und  die  y-Aze  die  Drehungaaxe. 

Für  die  Ränder  des  Quadrats ,  also  z.  B.  für  z  =  6,  sind  die  Compo- 
nenten  der  Drehnngsgesch windigkeit 


.2n-l      y 

,    .  8a6<1         1  2  b 

1?  =  — «/^  +  — i" 


75) 


SaA-^    (-1)»       ,/2n-l    \        /2h-1     y\ 


J=0. 
Entsprechende  Ausdrücke  gelten  für  die  anderen  Seiten  der  BÖhre, 

Für  -r  =  l>  aIbo   am  Endpunkte  der  Diagonale,   in  einer  Ecke  des 

Quadrats,  welche  einer  Kante  der  Röhre  entspricht,  ist  der  zweite  Aus- 
druck rechts  gleich  Null.     Denselben  Werth  ergiebt  aber  auch  der  erste 

A„.,„,l,  ,.  5'^±^._i'  U,.     Wir  „.b»  .,..  d„  E»..U>:    I. 

den   Kanten  der  Röhre  ist  die  Wirbelbewegung  Null. 

y 

Dagegen   wird    für  den  Endpunkt   der   2-Axe,   also  für  7-— 0,   der 
Ausdruck  75) 


8fl^^_    1  1 


8a/.^    (-1)"    ^  ./2;i-l    \ 

Wir  können  aus  der  Gleichung  75)  beweisen,  dass  dies  der  grösste  Werth 
ist,  den  die  Wirbelbewegung  am  Rande  haben  kann.  Die  Maximal-  oder 
Minimalwerthe  von  t]  erhalten  wir  aus  75)  durch 


Von  Dr.  L.  Grabtz.  379 


d.h.  wenn  -Y-  =  2m  ist,   wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.     Da  ^-  aber  höch- 

o  0 

V    " 
fitens  =1    ist,   so   ergiebt  sieb   ein  Maximum  oder  Minimum  für  -7^=0. 

0 


Die  Betrachtung  der  zweiten  Differentialquotienten 

d 


zeigt,  dass  dieser  für  ^  =  0  negativ  wird,  also  an  der  Stelle  ^=^0  die 

0  0 

Wirbelbewegung  am  Kande  ein  Maximum  hat. 

Da  der  Verlauf  der  Werthe  von  t]  und  f  untibersicbtlich  ist,  habe 
ich  umstehend  ihre  Werthe  für  den  ersten  Quadranten  berechnet,  indem 

y         ^ 

ich   -f-  und  -—  nach  Zehnteln  fortschreiten  Hess. 
0  0 

S.  380   ist  ri  in  dem  ganzen  Quadranten  negativ.     Dem  absoluten 

Werthe  nach  ist  ri  am  grössten  im  Punkte  ■7-  =  0,  t  =  ^'    Für  die  Linie 

b  0 

Z  .  •  y 

-=0,  also  für  die  ^-Axe,  sowie  für  den  Rand  "t  =  1  ist  es  gleich  Null. 

Die  Werthe  von  i  S.  381  sind  in  diesem  Quadranten  alle  positiv  und 
es  hat  f  seinen  grössten  Werth  im  Punkte  2  =  0,  y  =  fr,  während  f  für 
y  =  0,  also  für  die  z-Axe,  und  für  2  =  6,  also  für  den  Itand,  der  parallel 
der  ^-Axe  läuft,  gleich  Null  ist.  Man  erkennt  schon  hier,  dass  an  den 
Kanten  der  Röhre,  also  bei  den  Coordinaten  2/  =  6,  2  =  6,  die  Drehungs- 
geschwindigkeit gleich  Null  ist,  wie  oben  bewiesen  wurde.  Zur  deut- 
licheren Einsicht  in  den  Verlauf  der  Drehungsgeschwindigkeit  selbst  habe 
ich  ihre  Werthe  für  diesen  Quadranten  berechnet  (S.  382).    •  Es  ist  q>  = 

+  ^t^^  +  J*.  Der  Verlauf  dieser  Werthe  ist  ziemlich  eigen thümlich.  Während 
in  den  ersten  Horizontalreihcn  und  ebenso  in  den  ersten  Verticalreihen  die 
Werthe  zunehmen,  die  Curve  also  eine  steigende  ist,  ist  der  Verlauf  der 
Function  in  den  letzten  Horizontal  -  und  Verticalreihen  gerade  entgegen- 
gesetzt, in  diesen  ist  die  Function  eine  fallende.  In  den  mittleren  Reihen 
bat  entsprechend   die  Function   erst   eine  steigende,    dann  eine  fallende 

Richtung.     Die   Fläche,   welche   die  Werthe   von  —7    darstellt,    hat    die 

ab 

Gestalt  eines   ringförmigen   Wulstes.     Ich    habe  in   den  Figuren  1  — 11 

auf  Taf.  VI   die  Durchschnittscurven  dieser  Fläche  mit  den  Ebenen  ge- 

z 
zeichnet,  die  den  verschiedenen  Werthen  von  —  entsprechen. 
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Wir  haben  nan  noch  die  Ausflnssmenge  zu  berechnen.     Es  ist 


) 


^  (""Kt^"*) '"* (^' "*)+ '•''Ktf^" *')''"* (tt "^))  • 

also  -■ 

76)       i^=t^"'*-^^2^,7^T)-^^''H-2-4 

Die  unendliche  Reihe  convergirt  ausserordentlich  rasch,  so  dass  es 
gentigt,  vier  Glieder  zu  berechnen.     Es  findet  sich  dann 

77)  £>=  1,124617/1^*. 

Die  Ausflussmenge  ist  also  proportional  der  vierten  Potenz 
der  Quadratseite. 

Um  die  Ausflussmenge  bei  einer  quadratischen  Röhre  mit  der  bei 
einer  kreisförmigen  vergleichen  zu  können,  müssen  wir  sie  durch  die 
Fl&che  ausdrücken.     Es  ist  F=46^,  also 

78)  Q  =  0,070288  a  F\ 
Bei  einer  kreisförmigen  Röhre  war  [21)] 

0=^aF^  =  0,079577  a FK 

Der  reducirte  Ausflusscoefficient  ist  also  bei  einer  quadra- 
tischen Röhre  etwas  kleiner,  als  bei  einer  kreisförmigen,  was 
wohl  auf  den  Einfluss  der  scharfen  Kanten  zurückzuführen  ist. 


§  6.   Eeohteckige  Röhren,  deren  Querschnitt  lang  gestreckt  ist. 

Wir  nehmen  als  zweiten  speciellen  Fall,  dass  der  Querschnitt  sehr 
lang  gestreckt  ist,  dass  etwa  2b  sehr  gross  gegen  2c  ist.  Wir  hatten 
ftr  u  die  beiden  Werthe  [Formel  58)  S.  331] 

2»—  1  _  1/  2n  — 1      y 


,  32  ac»-^    (-1)"     e    "^    "'  +  e       '_  __^       /2»-l      :\ 
+     ^    ^(2^-1)»    Ll=.'„*        .i^szl „.".""'{     2       "r/' 


M  =  —  a  i/^  +  ö  6* 


1n  —  \      z  2/1—1      z 


80)     ,  32a<.»'^    (-1)"     e    "       *  +  g       ■>       *        /2«-l      y\ 
+     „»    -<f  (2n-l)»   *J?i:ü„«        _»:^»4'"*n     2       "  J' 


Bt  iat  nnn 
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c 


2»-l       s 


^n-l      z 


^  *   =1- 


z  c 

Da  nun  -7-   und  ebenso  -r  sehr  klein  sind ,  so  brauchen  wir  Mos  bia  sn 
0  0 


den  quadratischen  Gliedern  zu  gehen.     Wir  erhalten  also 

+  «       »       »=2+(2«-l)»(|)i5. 


2fi-l      s  2ii-l      a 


2»  — 1     «r  2n-l      c 

ff 


Es  wird  aUo  die  Form«!  80) 

81)  .  32afc«<T    (-1)"     *  +  l(2n-l)«„«-«        /2„_i     y\ 

Da  nnn  — ; —  =1  —  a  ist,  falls  a  sehr  kleia  ist,  so  kfinnen  wir  dafür  &ach 
1  +  « 

schreiben,  wenn  wir  höhere  als  quadratische  Glieder  vemachlKssigen, 

,  ,     „  ,  Zlah'^'^    v-1)"         /2»-l     y\ 

"  =  -"*+"*  +^i^2(273Tp^''*V-2-"J 

82)  1    V  ' 


I 
Nnn  ist  aber  nach  Formel  53)  nnd  55)  (S.  330) 

fi,s  32aft»-^   (-1)"  /2«-l     »\  ,        ,, 

Daraus  folgt 

4«(c»-t»)-^(-l)"  +  »        /2«-l     .v\ 
84)  «= ^^____,o.(-2-:r-j. 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  verificirt, 

^-2^--r"n--2   "7rj=4  f"'«<y<''. 

:=  0   für   y  =  b. 
Mithin  ist 

«_.  u=a(c^ — z^)  in  der  ganzen  Röhre, 

u  =  0  am  Rande. 

Es   ist   also   u   blos    abhängig   von    c,   ganz  unabhängig  von  h. 
Aus  85)  folgt  für  die  Componenten  der  Wirbelbewegung 
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Die  Wirbelbewegung  gebt  also  in  der  gansen  R5bre  nm  die 
y-Axe.     In  der  Axe  der  Röbre  ist  sie  gleich  Nnll. 

Für  den  Rand  y  =  b  ist 

86)  i?  =  0,     t=0. 
Für  den  Rand  z  =  c  ist 

87)  fi  —  ae,     t=0. 

Mithin  ist  die  Wirbelbewegung  auch  am  ganzen  Rande  y=»b 
gleich  Null,  während  sie  am  ganzen  Rande  zs=c  den  Werth  hat 
q>^ac.  Da  ae  zugleich  der  grösste  Werth  ist,  den  tp  in  der  ganzen 
Röbre  annehmen  kann ,  so  ist  also  g>  wieder  am  grössten  an  dem- 
jenigen Rande,  welcher  dem  Mittelpunkte  am  nächsten  liegt. 
[Formel  84)  darf  man  hier  nicht  anwenden,  da  die  Differenzimng  nach 
y  nicht  erlaubt  ist] 

Wir  berechnen  noch  die  Ausflnssmenge  aus  Formel  84).     Es  ist 

+  &+C 

dz 


o-'ifß^^^M'^'i)'' 


88) 


-6-c 

H-&+C 


-^y/^fc^^c-^'f)-.- 


-6-c 


^130  Q^^^aöc^^^^^^  oder,   da  2j^;^,--f  ist, 

89)  (?  =  |a6c«. 

Die  Ausflussmenge  ist  also  proportional  der  grösseren  Seite 
und  der  dritten  Potenz  der  kleineren  Seite. 

Wir  wollen   den  Ausdruck  89)  mit  dem  bei   einer  langgestreckten 
Ellipse  vergleichen. 

Wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  33)  rechts  Zähler  und  Nenner  durch 
6*  dividiren  und  (-7-)    gegen  1  vernachlässigen,  so  ist 

90)  Öi  =  ja6c». 

Wenn  wir  beide  Ausdrücke  89)  und  90)  durch  die  Quadrate  der 
resp.  Flächen,  also  durch  l^b^c^  und  f^b*(^  dividiren,  so  kommt 

j^  =  iai  =  0,16667ai   und  -j^=^^ai=  0.159155« |. 

Die  Ausflussmenge  bei  einer  langgestreckten  rechteckigen  R^bx^  \iX 
also,  abgesehen  von  der  Grösse  der  Oeffnung,  etwaa  g;i^BB«i)  iXa\^«i^vsi^x 

gtHMUn  t  MsibomMtik  iL  Pbftik  XXV,  6.  ^^ 
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langgestreckten  elliptischen.  Das  Verhftltniss  ist  also  amgekebrt|  wie  bei 
einer  quadratischen  und  kreisförmigen  Röhre.  Es  muss  mithin  zwischen 
diesen  beiden  Verhältnissen  der  Seiten  eines  liegen,  bei  dem  die  redu- 
cirte  Ausflussmenge  oder  der  Ausflusscoefficient  beim  Rechteck  und  der 
Ellipse  denselben  Werth  hat.  Setzen  wir  b  =  lc^  so  haben  wir,  wenn 
wir  den  Ausdruck  63)  durch  16  k*c^  und  den  Ausdruck  33)  durch  «'i'c^ 
dividiren,  zur  Bestimmung  von  l  die  Gleichung 

l  1        32   <7        1        f  ./^2n-l      \ 

27r(H-;i«)""6il     7tn«-^(2n~l)6      \     2      *V 
oder 

n^i  n  +  l^Tt'-S)     ^        1        ,^/2n-l      \      ^ 

ö^)     192'    d+A»)    --^(2^rriy5^^H^r-"V==^- 

Es  muss  l  zwischen  1  und  oo  liegen.  Durch  eine  Ann&herungsrechnung 
ergiebt  sich,  dass  die  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  ungefähr  ist 

l  «=  12,2. 

Also  bei  einem  Azenverhältnisse  i  =  12,2  ist  der  Ausfluss- 
coefficient bei  einer  rechteckigen  und  bei  einer  elliptischen 
Röhre  derselbe. 


§  7.   Anwendung  der  Differentialgleichung  auf  Bohren  von  anderen 

Querschnitten. 

Die  Differeutialgleicbung  der  Flüssigkeitsbewegung  in  Röhren  mit 
ihrer  Grenzbedingung  für  den  Fall  einer  benetzenden  Flüssigkeit  erlaubt 
die  vollständige  Integration  nicht  nur  in  den  bisher  behandelten  Fällen, 
in  denen  der  Querschnitt  ein  Kreis,  eine  Ellipse  oder  ein  Rechteck  ist, 
sondern  noch  bei  einer  unendlichen  Zahl  von  anderen  Querschnitten.  In 
der  That  waren  ja  die  Differentialgleichungen  für  den  Fall,  dass  il  =  oo 
ist,  folgende: 

und 

93)  «p  -  |-  (y«+  2«)  =  0  für  die  Grenze. 

Es  lassen  sich  nun  unendlich  viele  Formen,  sowohl  algebraische,  als 
transcendente  angeben,  welche  der  Differentialgleichung  92)  genügen. 
Alle  diese  Ausdrücke  können  selbstverständlich  eine  additive  Constante 
enthalten.  Es  sei  <jo  irgend  eine  Function ,  algebraisch  oder  transcendent, 
welche  der  Gleichung  92)  genügt  und  welche  eine  willkürliche  additive 
Constante  enthalte.  Ihr  Werth  ohne  diese  Constante  sei  if;,  so  dass 
qf  =  f/ß^  consi  ist*  Tragen  wir  diesen  Werth  in  93)  ein ,  so  muss  an  der 
Grenze  sein 
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t(;  —  'S-  (y*  +  «*)  =  const. 

Constrairen  wir  also  die  Curven,   für  welche  ^  — -^  (y*+z*)  =  cow*/  ist, 

wobei  wir  der  ConstADte  noch  beliebige  Werthe  beilegen  können,  so  ist 
das  Strömnngsproblem  für  diese  gelöst.     Für  diese  Qoerschnitte  ergiebt 

sich  nämlich  w  =  ^  +  consi  —  ■«  (y*+  «*). 

Es  kommt  also  znerst  darauf  an ,  solche  Functionen  Ton  y  und  z  zn 
bilden,  welche  der  Gleichung  92)  genügen.  Die  allgemeinste  trans- 
cendente  Form,  welche  g>  annehmen  kann,  ist 

19  =  I!e^y(j4m  costnz  +  jf^  sinmz) 
oder 
g>s=2^*{Bin  cosmy  +  B'm  sinmz). 

Von   dieser  Form  wird   die  Lösung  des  Problems  sein,    falls  der  Quer- 
schnitt die  Gleichung  hat 

^  9"  (y*+  ^*)  +  ^  f^^i^m  cosmZ'\'  Am  sinmz)=^  consi 


95)      <  oder 


a 


—  ö"  (y*+  «*)  +  £^'{Bm  cosmy  +  ff^  sinmy)  c=  const. 

Algebraische  Ausdrücke,  welche  der  Gleichung  92)  genügen,  giebt 
es  von  jedem  Grade.     Die  allgemeinste  Form  für  tp  ist  folgende: 

«p  =  flo  +  «1  y  +  a'i  2  +  «2  (y*  —  ^*)  +  ^'%y^ 

+  «3(y^-3y2«)  +  a'3(3y>z-2») 

+  Ö4(y*  -  6y*2*  +  2^)  +  «'4(4y*2  -  4y  z») 
96)  +  «6(y*  -  10y»t«  +  byz^)  +  a\{5y^z-  lOy^z^  +  z^) 

+  oeiy^  -  15/2«  +  15y« 2*  -  2«)  +  a^{6y^z  -  20y^z^  +  6yz^) 

+  a,(y'-21y62>  +  35y»t*-7y2«) 

+  a\{7y^z-'3by^z^  +  21y^z^-z'')  +  ... 

Sowohl   der    ganze   Ausdruck    für   «p,    als  jeder  einzelne  in  Klammem 
stehende  Term  genügt  der  Differentialgleichung  92). 

Endlich  hat  die  Gleichung  j-^  +  ^-j  =  0  bekanntlich  die  Lösung 

97)  g>  =  '^(y+zi)  +  x{y-zi), 

wo  ^  und  %  ganz  beliebige  Functionen  sind.     Die  Ausdrücke  94)  und 
96)  sind  specielle  Fälle  des  Ausdrucks  97). 

Wenn  man  auf  die  oben  angegebene  Weise  aus  allen  diesen  Aus- 
drücken die  Gleichungen  der  Grenzlinie  eines  Querschnitts  bildet,  so  hat 
man  für  diesen  Querschnitt  das  Strömungsproblem  volli^t&ndig  gelöst,  da 
sich  alle  physikalisch  wichtigen  Grössen  aus  der  Kenntniss  des  Wetth^A 
▼on  11  ergeben. 
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Es  hat  unsere  Aufgabe,    wie  sie  jetzt  definirt  ist,   grosse  Aehnlich- 
keit  mit  dem  Problem  der  Torsion  fester  Prismen,  wie  es  von  St.  V^nant* 

bebandelt  ist.     Auch  bei  ihm  tritt  die  Differentialgleichung  o~~s'1~  j~t^^^ 

auf  und  auch  bei  ihm  ist  an  der  Grenze  die  Bedingung  «p  — 0(y'+O 
=  const  zu  erfüllen  und  das  Torsionsproblem  ist  für  alle  Querschnitte 
lösbar,  deren  Gleichung  q> -- & {y^  +  z*)  =  consi  ist.  St.  V^nant  hat  sich 
in  seiner  Arbeit  nur  auf  algebraische  Functionen  beschränkt  und  aus  den 
Ausdrücken  96)  einige  Werthe  entnommen,  durch  welche  er  auf  ge- 
schlossene Curven  geführt  wurde.  Es  sind  diese:  das  gleichseitige  Dreieck, 
krummlinige  Vierecke  von  bestimmter  Form  und  endlich  ein  Stern  mit 
vier  abgerundeten  Ecken.  Es  lassen  sich  selbstverständlich  noch  viele 
solche  geschlossene  Querschnitte  finden;  wir  wollen  uns  aber,  da  die 
Gleichungen  dieser  Grenzcurv^n  einmal  berechnet  sind ,  auch  auf  sie  be- 
schränken und  unser  Problem  für  diese  Fälle  behandeln.  Es  werden  sich 
interessante  Resultate  namentlich  Über  die  Wirbelbewegungen  in  solchen 
Röhren  ergeben. 


§  8.   Röhren  mit  dreieokigem  Quersohnitt. 

Wir  nehmen  zuerst  für  q>  einen  Ausdruck  dritten  Grades  mit  einer 
j  additiven  Constante  an,  nämlich 

98)  v  =  a(y^-3yz«)  +  y. 

Es  wird  dann  die  Gleichung  des  Querschnitts,  für  welche  diese  Form  gilt. 


y2  +  ,2_2a^^3_3^  2y 

a  a 


2y             2a 
Wir  können  y  einen  solchen  Werth  geben ,   dass  -^  =  1 ,  also 


99)  y=2~*' 

wird.     Dann  ist,  wenn  wir   — =ß  setzen, 

a 

100)  !/*+z*-ß{y'-Byz*)  =  l-ß 
oder  in  Polarcoordinaten 

r«-  /3r»ros3a=l-/3. 

Die  Curven,  die  durch  die  Gleichung  100)  dargestellt  werden,  haben 
im  Allgemeinen  krummlinige  Begrenzung,  aber  für  j3=.|  wird  die  Gleich- 
ung 100) 

101)  .       y*+t*-i(y*-3y2>)-i  =  0 


*  M^moires  des  savants  Prangers,  Bd.  XIV,  1866. 
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und  diese  l&sst  sieb  in  das  Prodnct  dreier  linearer  Factoren  zerlegen, 
nämlich 

102)  (,+i)(,  +  l^)(,_^)  =  0. 

Diese  Gleichnng  stellt  ein  gleichseitiges  Dreieck  dar,   dessen  Höhe  =f, 

dessen  Seite  also  =j^3  ist.  Das  Dreieck  liegt  so  gegen  die  Azen  (Fig.  12), 
dass  der  Schwerpunkt  in  den  Coordinatenanfangspunkt  fällt  und  dass  die 
y-Axe  den  einen  Winkel  halbirt.  Die  drei  linearen  Factoren  in  102) 
entsprechen  drei  geraden  Linien,  deren  eine  parallel  der  z-Axe  in  der 
Entfernung  — -^  von  dieser  liegt,  während  die  beiden  anderen  auf  der 
y-Axe  in  der  Entfernung  1  vom  Anfangspunkte  zusammentreffen. 

Mit  dem  angenommenen  Werthe  von  ß  wird  aus  98) 

und  es  wird  w=  ^(y*  — 3y«*+ 4)  — ^(y*+«*). 

Soll  nun  das  Dreieck  nicht  die  Höhe  ^,  sondern  die  Höhe  3  b  erhal- 

ten,   so  müssen  wir  hier  statt  v  und  z  einsetzen  ^T  ^°^  aIi    ^^®'   2U- 

Zo  zu 

gleich  dafür  sorgen,   dass  in  u  der  Term  y^+z*  den  Coefficienten   -^ 

behält.     Es  ist  also 

103)  I,  =  I  [^  (y3  .  3y  ,2)  +  ^  e.«  _  (y«  +  ,.)  j. 

Dieser  Ausdruck  gentigt  der  Gleichung  T^  +  ö^+2rt=0  und  giebt  für 

die  Grenze  ti  =  0.     Die  Seite  des  Dreiecks  ist  5  =  26^3. 

Aus  der  Gleichung   103)   folgt,   dass  für   die  Axe  der  Röhre,  also 
für  y  =  0,  z  =  0  die  Geschwindigkeit  ist 

u  =  iabK 

Die  Geschwindigkeit  in  der  Axe  nimmt  also  im  quadrati- 
schen Verhältnisse  mit  der  Höhe  oder  den  Seiten  zu.  An  den 
drei  Seiten  ist  der  Ausdruck  103)  gleich  Null,  aber  auch  nur  an  diesen 
Seiten,  so  dass  also  die  Geschwindigkeit  von  der  Mitte  aus  gleichmässig 
abnimmt. 

Wir  bilden  nun  die  Drehungscomponenten.     Es  ist 
104)  2,=      p^^-a(Lyz  +  t), 

105)         ^i—rr  «fö(^*-y')+4 

In  der  Axe  der  Röhre  ist  also  i}  =  0,  t=^0. 


Spitze  J 
„  B 
„       C 
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AuB  dem  Werthe  Yon  2i}  erkennt  man,  dass  17  immer  gleich  Null 
ist  1.  für  2  =  0,  also  für  die  y-Axe.    Die  Rotationsaxe  aller  anf  der  y-Axe 

liegenden  Theilchen  ist  also  die  z-Axe.     Für  diese  ist  f=-^  (y  —  ^y*); 

2.  ftir  die  Linie  y  =  — ^,    also   für  die  der  z-Axe  parallele  Seite  des 

Dreiecks.     Für  diese  ist  also  t==T(T^*""36J.     Dagegen  ist  für   die 

:r-Axe,  also  für  y  =  0,  (  nicht  gleich  Nnll,  wie  es  bei  der  Ellipse  und 
beim  Rechteck  war.     Vielmehr  ist  l  gleich  Nnll  auf  der  Curve 

die  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  Anfangspunkte  y  =  bi  z  =  0 
entspricht. 

Von  hervorragenderem  Interesse  ist  die  Grösse  der  Rotationsbewegung 
an  den  drei  Kanten  der  Röhre.     Die  Coordinaten  der  drei  Spitzen  sind : 

y=      26,     z=      0, 

y  =  — 6,       z=      6/3, 

y  =  — 6,       2  =  — 6/3. 

Trägt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  104)  und  105)  ein,  so  findet 
man,  dass  die  Wirbelbewegung  an  allen  drei  Kanten  Null  ist.  Wir  haben 
also  dasselbe  Resultat,  wie  bei  einer  rechteckigen  Röhre:  In  derAxe 
und  ebenso  in  den  Kanten  der  Röhre  findet  keine  Wirbel- 
bewegung statt. 

Wir  suchen  nun  die  Werthe  der  Drehungscomponenten  für  die  Seiten 
der  Röhre  selbst.  Für  die  Seite  CB  (y  =  — 6)  ist  der  absolute  Werth 
der  Drehungsgeschwindigkeit 

Da   z   in  dieser  Seite  von   —  ^  bis  +  ^ ,   d.  h.  von  —  b  }/'S   bis  +  b  /3 

variirt,   so  wächst  (p  von  0  bis  — r—  und  nimmt  dann  wieder  ab  bis  Null. 

4 

Das  Maximum  liegt  also  bei  z  =  0 ,  d.  h.  am  Puukte  D. 

Die  Seite  BA  hat  die  Gleichung 

2  =  — -=^  oder  y  =  26  — 2/3, 
Es  ist  also  auf  ihr 

2i^  =  -a(32-^V3),     2f=a(2^3-0 


M 


ithin  ist  tp  =  aj/^^  +  dz^-^^j/3. 


Die  Werthe  von  2,  welche  diesen  Ausdruck  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
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^-^^3  +  3.  =  0, 

deren  Wurzeln  sind  2  =  0,   «  =  6^,  z  =  —j/3. 

Die  ersten  beiden  Werthe  entsprechen  den  Kanten  J  und  B^  an 
denen  9  =  0  ist.  Der  dritte  Werth  giebt  den  Punkt  E^  die  Mitte  der 
Seite  AB.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  für  die  dritte  Seite ,  dass  dort 
im  Punkte  G  das  Maximum  der  Wirbelbewegung  ist. 

Wir  haben  also  auch  hier,  wie  bei  der  Ellipse  und  dem  Rechteck, 
die  grösste  Drehungsgeschwindigkeit  an  den  Linien  der 
Wand,  welche  der  Aze  am  nächsten  liegen. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Ausflussmenge  zu  berechnen.    £s  ist 

die  Integrale  ausgedehnt  über  die  Fläche  des  Dreiecks.     Nun  entspricht 

einer  beliebigen  Abscisse  OP  =  y  eine  Ordinate  Ä/^  =  |^3  (26  — y).     Es 

ist  daher 

2b      iV3(2b-y)  _      2& 

-b       0  -b 

Ebenso  ist 


Femer  ist 


jjdydzy^=^b^}/^. 


ffyz*dydz=:^ib^j/3  und    j  fy^ dy  dz==ib^}/3. 

Endlich  ist 

JJdydz  =  db*}/3. 

Wenn  wir  diese  Werthe  in  106)  eintragen,  so  erhalten  wir 

107)  0  =  j\ah^}/d. 

Die  Aasflussmenge  ist  also  wieder  proportional  der  vierten 
Potenz  der  linearen  Dimensionen  des  Dreiecks.  Führen  wir 
auch  hier  die  Fläche  des  Dreiecks  ein,  so  erhalten  wir 

108)  Q  =  "^  F^  =  0,057735  a  F\ 

Der  reducirte  Ausflusscoefficient  ist  also  hier  bei  weitem 
kleiner,  als  bei  einer  kreisförmigen  und  bei  einer  quadra- 
tischen Röhre  [Formel  21)  und  78)J. 
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§  9.   Bohren ,  deren  Qnerschxütt  ein  krammliniget  Quadrat  ist 

Die  näcbsthöhere  Function  von  9,  vom  yierten  Ormdoi  füliit  im 
auf  eine  Reihe  krummliniger  Vierecke,  Yon  denen  wir  swei  speeidl  aas» 
arbeiten  werden.     Wir  setzen  also 

109)  g>  =  « (y*  -  6y«z«  +  2*)  + 15 
und  haben  dann  für  die  Grenze  die  Gleichung 

o  a 

oder  wenn  wir  —  =  ^^9  aIbo  a^^-^  A  setzen  und  ß  so  bestimmen,   dais 

9/?  n 

—  =  l--j^,  also  15  =  -^— a  ist,  so  hat  die  Grenze  die  Gleichung 

110)  yt+z«-.^(y4-.6y«t«  +  «*)  =  l-^ 
oder  in  Polarcoordinaten 

Um  aus  dieser  Gleichung  die  geschlossenen  Curven  herauszufinden,  welche 
allein  bei  unserem  Problem,  ebenso  wie  bei  dem  St  V^nant*achen  Ton 
Interesse  sind,  suchen  wir,  welche  Werthe  A  haben  darf,  damit  ge- 
schlossene Gurren  entstehen. 

Bezeichnen  wir  den  Werth  des  Radius  yector,  den  er  für  a  =  ±  t 

4 

hat,  mit  ^,  so  dass  also 


ist,  so  ist 
also 


r  =  Q  für  o=+2"  °^^^  ^**'  y*=* 


=/-f.+/(i)"+^- 


A 

Damit  q  reell  bleibe ,  muss  ^ <  1  sein.  Es  genügt  aber,  wie  St.  Vc - 
nant*  zeigt,  A  nur  zwischen  0  und  4  variiren  zu  lassen,  um  alle  ge- 
schlossenen Curveu  zu  erhalten.  Für  A  =  0  erhält  man  aus  der  Gleich- 
ung 110)  einen  Kreis,  für  A  zwischen  0,1  und  0,4  erhält  man  Vierecke 
mit  convexeu  Seiten  und  abgerundeten  Ecken,  für  i^  =  0,4  hat  das 
Viereck  concave  Seiten  und  abgerundete  Winkel,  endlich  für -<^= 0,5  hat 
das  Viereck  concaTe  Seiten  und  spitze  Winkel.  Die  Gleichung  giebt 
natürlich  nicht  blos  diese  Vierecke,  sondern  noch  andere  von  diesen 
getrennte  Curven.     Diese  brauchen  wir  aber  nicht  zu  berücksichtigen. 

Wir  fassen  zuerst  den  Fall  A  =  ^  ins  Auge  (Fig.  13).  Die  Gleich- 
ung 110)  wird  dann 


*  S.  Venant  a.  a.  O.  8.423. 
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111)  yi+z^^:^(y^^ßy^z^  +  z^)^:^ 

Die  Gleichung  109)  wird 

112)  q>==j[ff'-6y^z^  +  z^]  +  j. 
Es  folgt  daraus 

113)  M  =  |[j^4-6y«2«  +  z*  +  l-2(j^«+2*)]. 

Die  Gleichung  111)  giebt  in  Polarcoordinaten 

r*  — ir*C054a  =  ^, 

also,  wenn  wir  den  Werth  yon  r  für  as=0  mit  d  bezeichnen, 

c/=l. 
Wollen  wir  diese  Linie  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  d  setzen,  so  mttssen 

wir  statt  y  und  z  beziehlich  schreiben  ~  und  -r. 
^  d  d 

Tragen  wir  das  in  u  ein  und  berücksichtigen  wir,  dass  {y^+^  den 
Coefficienten   ^  behalten  muss,  so  kommt 


Dieser  Ausdruck  genügt  der  Gleichung  ö~ä"l"5Tf"l"^^'^®  ^^^  giebt  rar 
die  Grenze  t/  =  0. 

Für  die  Axe  der  Röhre  ist  u  =  -^,  die  Geschwindigkeit  in  der 

Axe  variirt   also  wieder  im  quadratischen  Verhältnisse  der 
linearen  Dimensionen  des  Quadrats. 

Die  vier  Kanten  der  Röhre  haben  die  Coordinaten 

y  =  d,    «  =  0;        y  =  — d,    z  =  0;        y  =  0,    z  =  c/;        y  =  0,    Z  =  — d. 

0£fonbar  ist  in  ihnen  t/=:0,  wie  es  sein  soll. 

Wir  gehen  zur  Bestimmung  der  Wirbelbewegungen  über.     Es  ist 

115)  2r,^^[lz>-^y'z-2z], 

116)  2i=l[^yz*  +  2y-l,/]. 

In    der   Axe    der    Röhre   ist    die    Drehungsgeschwindigkeit 
gleich  Null. 

Für  die  y-Axe  ist  iy  =  0,  während  2f=ay— -T|.y*  ist 

Aber  ausser  für  die  y-Axe  ist  i^  noch  gleich  Null  für  die  Curve 
t*-3y«-d«=0,  d.  h.  für  die  Hyperbel 

117)  l'-J?!-=l 
^  d«     }d^ 


In   dieser  Hyperbel  ist  f=a(^y'  +  2yj. 
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11  1 

126)  ^  \  \ 

0  0 

Die  einzelnen  Integrale  habe  ich  nnn  annähernd  mittebt  der  Formel 

berechnet : 
1 

1 27)  yi»  2*  dy  =  ^  [(0)»  rT  +  4  (0,1 )»  <i  +  2  (0,2)»  z7,2  +  4  (0,3)»  23:3 

0  +  2(0,4)»  2S:4 +  ...]• 

Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

111 

/Vzdy«  0,023399,     /y«Z«dy  =  0,010825,     /z5rfy  =  0,154403, 

0  0  0 

1  1 

ry«Zrfy  =  0,068854,     /z«  dy  =  0,207341. 

0  0 

In  dieser  Annähemng  ist  also 

128)  P  =  0,20554  fld*. 

Wenn  wir  dies  wieder  anf  die  Fläche  reduciren,  so  kommt 

129)  P  =  0,063767  a/*«. 

Der  redncirte  Ansflnsscoefficient  ist  also  kleiner  als  beim 
Kreis  und  Quadrat,  aber  grösser  als  beim  Dreieck. 

§10.   Bohren,  deren  Querschnitt  ein  krummliniges  Viereck 

mit  abgerundeten  Ecken  ist. 

Ein  anderer  interessanter  Querschnitt,  der  in  der  Gleichung  110) 
enthalten  ist,  wird  erhalten,  wenn  man  ^=^i  setzt.  Die  Gleichung  der 
Gurve  wird  dann 

130)  y'+t^-hy^-6y'z'  +  z')^l 

Diese  Gleichung  stellt  ein  krummliniges  Viereck  dar  mit  concaven  Seiten 
und  abgerundeten  Ecken*  (Fig.  14).  In  PolarcoordiDateu  ist  die  Gleich- 
ung dieser  Curve  •      o  ^i       ^         -» 

Wenn  man  wieder  den  Werth  von  r  für  a  =  0  mit  d  bezeichnet,  so 
ist  d=l,     Soll  es  =d  sein,  so  muss  man  wieder  statt  y  und  z  schreiben 

—  und  — • 
d  d 


*  8t  V^nant  a.  a.  0.  S.  424. 
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fc^^»^b^ii^^^^^^>^^^^^^^i 


Da  q>  =  a{y*'-6y^z^+  z*)  +  ß  war,   so  ist  o=t-|   ^  =  A^>   **"^ 

131)  q>^^(y'-6y'z^+z*)  +  ^a. 


Daraus  folgt 


«  =  1"  L«*  -  6y«t»+ **)  - 1  (y*+z')  +  Vb«, 


also,   wenn   man  d  einführt  nnd  den  Coefficienten  von  (y^+z*)  berück- 
sichtigt , 

132)  u  =  ^[^(y4-6y«2«  +  z*)--5(y>+z«)  +  3d«]. 

Dieser  Ansdmck  genügt  allen  Bedingungen. 

Der  Flüssigkeitsfaden  in  der  Axe  der  Röhre  hat  die  Geschwindigkeit 
u  =  -^ad^^  also  eine  etwas  grössere,  als  in  dem  vorigen  Falle.  Dies  ist 
zugleich  der  grösste  Werth,  den  u  überhaupt  innerhalb  der  Röhre  an- 
nehmen kann,  wie  man  durch  Aufsuchung  der  Maxima  und  Minima  mit* 
tebt  Polarcoordinaten  leicht  erkennt. 

Die  Werthe  der  Drehungscomponenten  sind 


133)  ,  =  ^[^,,_^y,^_5,], 


y'      y' 


Es  ist  also  ti  =  0  auf  der  y-Axe  und  für  die  Hyperbel  t-jj — "CTii"^» 

yi 

während    {;   gleich  Null   ist  für  die   z-Axe  und  für  die  Hyperbel   -r-^ 

—  -r— T^  =  1 .     Diese  Hyperbeln  liegen  aber  nicht  mehr  in  dem  geschlosse- 

nen  Theile  der  Curve. 

• 

unsere  Röhre  hat  keine  scharfen  Kanten,  sondern  abgerundete  Ecken« 
Und  wir  finden  hier,  dass  nicht,  wie  bei  den  Röhren  mit  scharfen 
Kanten,  dem  Rechteck,  Dreieck  u.  s.  w.,  die  Wirbelbewegung  an 
den  ftussersten  Linien  gleich  Null  ist;  vielmehr  hat  sie  hier 

an  diesen  Linien  den  Werth  — • 

Die  Drehungsgeschwindigkeit  selbst  ist 


9>  =  ^^^(y*+^*)»-^(/-6y»t»  +  s«)  +  25(i,»+«») 


oder 


135)  9  =  — 7/  -^ ^r*co*4a  +  25rl 
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Die  Mazima  und  Minima  von  g>  ergeben  sich  aus  den  beiden  Gleich- 
ungen 

Diese  haben  ausser  der  Lösung  r  =  0,   welche  der  Axe  der  Röhre  ent- 
spricht, noch  folgende  gemeinschaftliche  Werthe: 


di 


11^30+3^5,  r=     ^j/30  +  3K5, 

O  I  D 


di 


r  =  -|./3Ö+3^^,  I  r  =  -^/30  +  3^5. 

«=  0   <  o  =  —  < 

r=     ^^^30- 3 ^5,  "      ^   )  r=     ^^V30~3K5, 

O  f                     D 


rfi 


136) 


^1 


D  1  O 


di 


""^'r»     4^30-3^5.     '*~'*lr=      ^j/äO-Syi, 


Die  imaginären  Lösungen  sind  von  selbst  ausgeschlossen.  Aber  auch 
von  den  beiden  reellen  Systemen  sind  nur  die  je  zwei  unteren  Werthe 
brauchbar,  da  die  durch  die  beiden  oberen  Werthe  charakterisirten 
Punkte  nicht  mehr  in  den  geschlossenen  Theil  der  Curve  fallen.  Die 
Maxima   der  Wirbelbewegungen  finden  also  an  den  vier  Punkten  o  =  0, 


d  ,/rT       TTTF         ,  n  .    d 


r  =  ±^/30-3^5   und  a  =  ^,  r=  + -K30- 3^5  statt.  Derabsolute 

Werth  von  q>  an  diesen  Punkten  ist 

ad 


Also  auch  hier,  bei  dieser  concaven  Curve,  ist  die  Wirbel- 
bewegung nicht  am  Rande  am  grössten. 

Die  Ansflussmenge  ist  auch  hier  wieder  nur  numerisch  zu  berechnen. 
Ich  habe  sie  wieder  mittelst  der  Simpson^schen  Regel  bestimmt.  Es 
ist  hier 

z^    =1,  Jo.i  =  0,93589,     Jü,2  =  0,82497,     ro.3-=  0,71165, 

?o,4  =  0,60291 ,  20^  =  0.50000,  r,,.«  =  0,40274 ,  roj  =  0,31049 , 

20,8=0,22181,  20,9  =  0,13379,  z^   =0. 

Daraus  ergieht  aicb  die  Fläche  des  Vierecks 
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137)  F=  2,06308  rf«. 

Die  Ansflassmenge  ist 

11  11 

0  0  0  0 

1 


-ifz^dy  +  iF^. 


Es  ist  nun  in  angenäherter  Berechnung 

111 

/i*Zrfy=:  0,037227,      /^«Z^rfy  =  0,017667,     /z^^y  =  0,189389, 

0  0  0 

1  1 

/y«Zdy  =  0,075745,     A«  rfy  =  0,268788. 

0  0 

Daraas  folgt 

138)  (?  =  0,320049  arf*. 

Wenn  wir  Q  wieder  anf  die  Einheit  der  Flftehe  reduciren,  so  ist 

139)  P  =  0,0751936  öF«. 

Der  Ansflnsscoefficient  |ist  also  hier  grösser  als  beim  krumm- 
linigen Quadrat  mit  spitzen  Winkeln,  aber  auch  grösser  als 
beim  Dreieck  und  als  beim  geradlinigen  Quadrat.  Er  istnur 
kleiner  als  beim  Kreise.  Die  Rundung  der  Ecken  scheint  diesen 
günstigen  Erfolg  hervorzubringen. 


§  U.  Röhren,  deren  Quersclinitt  ein  Stern  mit  vier  Ecken  ist. 

Da  die  Flüssigkeitsbewegung  in  den  beiden  letzten  Fällen,  in  denen 
concave  Seiten  waren,  in  mancher  Beziehung  eigenthümlich  war,  so  be- 
handeln wir  zum  Schlüsse  noch  kurz  das  Problem  für  einen  Querschnitt 
mit  ebenfalls  concaven  Seiten ,  nämlich  für  einen  Stern  mit  vier  abgerun- 
deten  Ecken.  Die  Gleichung  desselben  ist  vom  achten  Grade.  In  Bezug 
auf  die  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  achten  Grades ,  welche  der 

Gleichung  o~i  +  o~ä  =  9  und  der  Grenzbedingung  genügt,  verweise  ich 

auf  die  schon  öfter  angeführte  Arbeit  von  St.  V^nant*,  in  der  eine  aus- 
führliche Darstellung  derselben  gegeben  ist.  Als  Resultat  seiner  Unter- 
suchung hat  St.  V^nant  zwei  Curven  dieses  Grades  gefunden,   welche 


*  Si  V^nant  a.  a.  0.  S.  427flg. 
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Weise  »nf  BpecielU  Probleme  angewendet.  Einmal  wurde  eine  beeUinint« 
QnersclinUtarovm  bIb  gf^geben  angenomineD  nnd  diejenige  lJi»ang  der 
Diffetentialglficbnng  gesacht,  wolcbe  an  der  Grense  der  bestimmten  B''- 
dingung  Genfige  leistet..  In  dieser  Weise  lebaudelten  wir  das  I'rubleiu 
fllr  den  Kreis,  die  b^llipse  und  das  Reclitecb.  üie  Losung  war  beim 
Kreie  nnd  drr  Ellipse  von  algebraischer,  beim  Kecbteck  von  traoacenden- 
ter    Form-      Die    zweite    Methode,    die   wir   anwendeten,    beatand    darin. 


dasB  wir  ÄusdrUcki 
ten,  nnd  dnss  wir 
leiten ,  für  welche  i1 
RllbrenformeD,  für 
teln  ist  unter  der  . 
onendlicli  gross  ist 


lurstelllei 


welche  der  Differentialgleichung  geniig- 
diesen  Ausdrücken  diejenigen  Querschnitte  ermit- 
Loaitng  gilt.  Es  giebt  so  eine  unendliclie  Zahl  von 
^he  die  FlÜNsigkeitsstromung  vollständig  eu  ermit' 
ilime,  dass  der  Ooefficicnt  der  üusseren  Ueibang 
IS  also  die  Flüssigkeit  die  Wand  benetzt.  Als  Bei- 
■piol  dieaer  »weiten  Methode  wurden  vier  Arten  von  Bübren  betrachtet, 
nümlich  solcbe,  deren  Qnerscbnitt  ein  glpichseitigeH  Dreieck  ist,  und  dann 
aulche,  deren  Querschnitte  coiicave  Seiten  haben.  Für  alle  diese  Arten 
von  Röhren  war  es  möglich,  einen  vollständigen  Ausdruck  für  die  Ge- 
■  chwindigkeit  anzugeben,  unter  der  Annahme,  dass  A:=oci6t,  wie  «a 
die  Foiseuille'scben  Versuclie  bei  beaetzeaden  Flüssigkeiten  erg^^n. 
Natürlich  nimmt  in  allen  Fällen  die  translatoriscbe  Geschwindigkeit  von 
der  Mitte  nach  dpm  Rande  ab.  Am  Rande  snlbst  ist  sie  Null.  Für  diejeni- 
gen Qaerscbnitle,  die  in  Bezug  auT  beide  Axen  symmetrisch  sind,  Kreis, 
geradliniges  Quadrat,  krummliniges  Quadrat,  Viereck  mit  abgerundeten 
Ecken  und  vierseitiger  Stern,  ist  die  Geschwindigkeit  in  der  Axe  der 
Röhre  proportional  dem  Qaadrnt  der  linearen  Dimensionen.  Auch  beim 
Dreieck,  das  nur  in  Uezng  auf  eine  Axe  symmetrisch  liegt,  6ndet  das- 
selbe statt.  Andere  ist  es  mit  den  Wirbelbewegungen,  welche  in  allen 
Rfihren  den  11  elmholtz'scben  Geeetzen  folgen.  Die  Tbeilcben  in  der 
Axe  der  Röhre  haben  in  allen  bettachteten  Fftllen  keine  rotirende  Be- 
wegung.  Auch  snnat  ergeben  sich  einige  allgemeine  Sfitze  ans  der  Be- 
trachtung der  speciellen  Falle.  Vor  Allem  zeigt  es  sich  überall,  dass, 
wenn  die  Röhre  scharfe  Kanten  besitzt,  an  diesen  Kanten  die  Wirbel- 
bewegung  Null  ist.  Dies  war  Bowobl  boim  Reubteck,  als  beim  Dreieck, 
als  beim  Quadrat  mit  spitzen  Winkeln  der  Fall.  Sobald  aber  die  Ecken 
abgerundet  sind,  wie  in  den  Fällen  der  §§  10  nnd  11,  hat  die  Wirbel- 
bewegung an  ihnen  einen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Ferner  aeigte 
aich  ein  weeentlicher  Unterschied  »wischen  den  Röhren,  deren  Qaerscbnitt 
convex  oder  geradlinig  begrenzt  ist,  und  denjenigen,  deren  Qaerscbnitt 
concave  Uegrenznng  liat.  Hei  den  ereteren  hat  die  Wirbelhewegnng  ihr 
Maximum  am  Rande  nnd  zwar  an  der  Stelle  des  Randes,  welche  der  Axe 
am  nächsten  liegt.  So  ist  bei  der  Ellipse  die  Stelle  der  grüssten  Wirbel- 
bewegung »m  Ende  der  kleinen  Axo,  beim  Rechteck  in  der  Mitte  der 
^il«  nnd  beim  gleichseitigen   Dreieck  in  der  Uitle  jeder  Sdti^ 
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Die  Rotationsgeschwindigkeit  selbst  ergiebt  sich  ans  143)  und  144) 
in  ausserordentlich  unübersichtlicher  Form,  wenn  man  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  anwendet.  In  Polarcoordinaten  dagegen  wird  der  Ausdruck 
einfacher.     Es  ist 

Sa    ,/l44.16  ,,      16.12.48  ,.       ]     .  6.17.49  -       Z 
^=17749^  "^i^'' ^—r^'cosAa  +  —^-^r^cos8a 

^  _l48.4  .     12.17  49  ,      ^    ,  /17.49\«  , 

Aus  diesem  Ausdrucke  ergeben  sich  die  Bedingungen  für  die  Maxima 
und  Minima  durch  die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

14.16.144  ,„      10.12.16.48   o       .     ,8  6.17.49,       ^ 
T75 r*» -^ y^  cosict-l — r^  cos  Sa 

\          ,  6.4.48  ,     4.12.17.49    ,       ^     ,  ^/17.49V 
146)    \  +—54-'^ rf5 r3co54«  +  2(-^^jr  =  0 

und 

1648  jo   .  .        17.49  .  .  Q     .  17.49^  .   .        ^ 

(fi  (fi  rf* 

Ausser  dem  Werthe  r  =  0  ist  es  nicht  möglich ,  hieraus  die  gemeinschaft- 
IicHI^  Lösungen  der  beiden  Gleichungen  zu  finden.  Wir  können  nur 
beweisen,  dass  auch  hier,  ebenso  wie  in  den  beiden  vorigen  Fällen,  wo 
concave  Seiten  vorhanden  waren,  ein  Maximum  der  Wirbelbewe- 
gung nicht  an  den  der  Axe  am  nächsten  liegenden  Stellen 
des  Randes  sich  befindet.  Um  dies  zu  beweisen,  haben  wir  nur  zu 
zeigen,   dass   die  beiden  Gleichungen  146)   nicht  durch  die  Coordinaten 

n  d 

dieser  Stelle  erfüllt  werden.     Die  Coordinaten  sind  «  =  —  und  r  =  +^ 

4  "*  2 

oder  a  =  -j- ,  r=^+—.     Durch  diese  Werthe  wird  nun  zwar  die  zweite 

Gleichung  erfüllt;  in  der  ersten  ist  aber  der  Ausdruck  links  >0,  diese 
Werthe  geben  also  kein  Maximum. 

Was  endlich  die  Berechnung  der  Fläche  und  Ausflussmenge  betrifft, 
so  giebt  eine  ziemlich  rohe  Annäherung 

F=l,22rf*,     0  =  0,07rf* 

und  daraus 

0=0,047^. 

Obwohl  dieser  Werth  nicht  ganz  genau  ist,  zeigt  er  doch,  dass  der 
Ausflusscoefficient  hier  bedeutend  kleiner  ist,  als  in  den 
früheren  Fällen. 


§  12.   Zusammenfassung  der  Resultate. 

Wir  haben   die  allgemeine  Differentialgleichung  fttr  die  Bewegung 
von   Flüssigkeiten    in   Röhren    mit  ihrer  Orenibedl«  ^  ^'m«^\%si^«t 

Zcltoohflft  f.  MmtbBiuMtik  o.  PJi/tik  XJCV.  Ü. 
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•rf~i*  ^  ^  •■^N/\^  ^^^^  ^>0>^^'*f^^'^rf^ 


die  Theilchen  beim  Anetritt  ans  der  Oeffnnng  bekommen.  In  diesem 
Falle  würden  diese  Erscbeinnngen  des  Ausflnsses  sieb  ganz  und  gar  dnrcb 
die  Metbode  von  St.  V^nant  in  seiner  Arbeit  Sur  la  lorsion  des  prismes 
darstellen  lassen  und  zwar  wäre  die  Ausfühmng  wörtlicb  dieselbe, 
Aucb  sind  die  Zeichnungen,  die  St.  V^nant  von  tordirten  Prismen  giebt. 
annähernd  ähnlich  den  Zeichnungen,  die  Magnus  von  ausfliessenden 
W#teer8trahlen  giebt.  Der  Uebelstand  ist  nur  der,  dass  die  Uebereinstim- 
mung  der  Gleichungen  eben  blos  bei  unendlich  kleinen  Geschwindig- 
keiten stattfindet.  Will  man  endliche  Geschwindigkeiten  betrachten,  so 
kommt  man  zu  Schwierigkeiten,  die  ich  zwar  bis  jetzt  noch  nicht  besei- 
tigen kann,  die  sich  aber  werden  überwinden  lassen,  wenn  es  gelungen 
sein  wird,  auch  für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  Gleichungen  aufzu- 
stellen, in  denen  die  Verrückungen  der  einzelnen  Theilchen  und  nicht 
blos  die  Geschwindigkeiten  vorkommen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXVn.    Ueber   die  ellipsoidischen  Gleiohgewiohtsfigaren  and  die 
Umdrehangsgeschwindigkeit  einer  homogenen  flüssigen  Masse  bei 

gegebener  Energie. 

Denkt  man  sich  ein  homogenes,  freies  flüssiges  System,  dessen 
Theilchen  einander  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  anziehen,  durch 
irgend  einen  momentanen  Stoss  in  eine  freie  rotirende  Bewegung  über- 
geführt, so  wird  die  Masse  sich  nach  und  nach  einer  bestimmten  Form 
des  Gleichgewichts  nähern  und  bei  Voraussetzung  einer,  jeder  Substanz 
eigen thümlicheu  Zähigkeit  schliesslich  im  Zustande  des  Gleichgewichts 
beharren. 

Die  analytische  Mechanik  lehrt  nun,  dass  die  Axe,  für  welche  die 
Summe  der  Momente  der  ursprünglichen  Kräfte  oder  der  relativen  Flächen 
ein  Maximum  ist,  die  Umdrehungsaxe  wird,  um  welche  das  System  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  rotirt,  ferner  dass  diese  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  gehen  muss  und  dass  dieselbe  diese  Eigenschaften  während 
der  ganzen  Bewegung  vor  und  nach  dem  Eintreten  des  Gleichgewichts 
beibehält. 

Nimmt  man  diese  Axe  zur  a;-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems,  so  folgt  sofort  aus  dem  d^Alembert'schen  Princip,  wenn  man 
beachtet,  dass  bei  der  Drehung  des  Systems  um  die  a:-Axe  eine  Aende- 
rung  der  relativen  Lage  der  Punkte  des  Systems  nicht  eintritt. 


')         2"!.S-4r!=^i'^-'^i. 


wo  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des  Systems,  m  die 
Masse  desselben  und  V  und  Z  die  Componenten  der  auf  ihn  wirkenden 
Kräfte  nach  den  Axen  der  x  und  y  bezeichnen,  während  die  Summatio- 
nen  auszudehnen  sind  über  alle  Punkte  des  Systems.  Da  nun  die  wir- 
kenden Kräfte  in  unserem  Falle  ein  Potential  haben ,  das  nur  von  der 
relativen  Lage  der  Funkte  abhängt,  so  ändert  sich  dieses  nicht  bei  einer 
Drehung  des  Systenis  um  irgend  eine  der  Coordinatenaxen.  Das  Drehungs- 
moment der  Kräfte  in  Bezug  auf  jede  der  Coordinatenaxen  ist  also  Null, 
d.  h.  da  £\y  Z — zY\  das  Drehungsmoment  der  wirkenden  Kräfte  in 
Bezug  auf  die  z-Axe  ist, 
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Beachtet  man  nun,  dass 

nnd  dass,  wenn  man  die  Entfernung  des  Massentheilchens  von  der 
Drehungsaxe  mit  r,  den  Winkel  zwischen  der  Projection  des  Radius  vec- 
tor  auf  die  ys- Ebene  und  der  Axe  der  positiven  y  mit  0^  bezeichnet, 

dz       rfy  _   t^^ 

^^^dt^^Ti"^  in 


-  ^ "  (4:) = « 


ist,  so  folgt  aus  2) 

oder  in  anderer  Schreibart  und  durch  2  dividirt 

Durch  Integration  folgt 

^\  JJJ -2 'in- '='""''' 

^      ist  die  Fläche,  welche  der  Radius  vector  r  in  dem  Sinne,  in 

welchem  ^  w&ehst,  während  des  Zeitelements  dl  beschreibt.  --  Die  Gleich- 
ung 4)  spricht  den  auf  die  y  z  -  Ebene  bezüglichen  Satz  von  der  Erhaltung 
der  Flächen  aus. 

Bezeichnet  man  mit  w  die  Winkelgeschwindigkeit,  so  dass 

— -  =  «' 
dl 

ist,  so  ist 

5)  "'  1 1  lr^dm  =  ConsL 

Nach  dem  Priucip  von  der  Erhaltung  der  Flächen  ist  die  Summe 
der  Momente  der  ursprünglichen  Kräfte  oder  der  relativen  Flächen  ein 
constantes  Maximum,  also  der  Zeit  proportional. 

Man  definirt  nun  die  Energie  als  das  Product  der  Flächensumme, 
multiplicirt  in  die  Massenelemente,  so  dass  sie  also  gleichbedeutend  mit 
der  halben  Summe  der  Momente  der  ßewegungsquantität  oder  auch  mit 
dem  Product  aus  der  halben  Winkelgt^schwiudigkeit  in  das  Trägheits- 
moment ist,  also 

d.  h.  nach  5) 

6)  ^  =  Cofisl. 

Die  Bestimmung  des  Worthes  der  Coiihtantcn ,  des  invariablen  Maxi- 
mums, ist  somit  auf  die  Berechnung  des  Träglieitsmonieuts  des  in  Frage 
kommenden  Körpers  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe  reducirt. 
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_-w^Krf»-^^»^*^.*->»  ^^^.^-^^-^  •'^S^^'^N^^«*^,^^-^ 


Wir  beschränken  uns  auf  die  bei  gegebener  Energie  etwa  auftreten- 
den ellipsoidischen  Gleicligewiclitsfiguren.  Das  Trägheitsmoment  eines 
homogenen  EUipsoids  von  der  Gleichung 


ay+ar+fer» 


und  der  Dichtigkeit  g  in  Bezug  auf  die  a;-Axe  ist  nun 

WO  M  die  Masse  des  EUipsoids  bezeichnet. 

Hiernach  ist  das  Trägheitsmoment  der  ursprünglichen  Kugel  Ton  der 
Gleichung 

der  Dichte  g^   die  durch  irgend  eine  Kraft  in  eine  rotirende  Bewegung, 
deren  Axe  die  a;-Axe  ist,  gesetzt  ist 

und  ihre  Energie,  wenn  man  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  mit 
Wq  bezeichnet, 

5 

Das  Trägheitsmoment  eines  um   die  a:-Axe  rotirenden,   im  Gleich- 
gewichtszustande befindlichen  Rotationsellipsoids  ist 

und  die  Energie  desselben,  wenn  man  mit  w  die  Winkelgeschwindigkeit 
bezeichnet, 

8)  E=.^b^M 

5 

oder,   indem  man    ^  =  s >  "d^  ^  =  — ;i —   einführt, 

Ingf  ar 


7)  £q=:-£R*M. 


Das  Trägheitsmoment    des    um   die  a;>Axe   rotirenden,    im  Gleich- 
gewicht befindlichen  dreiaxigen  EUipsoids  ist 

und  die  Energie  desselben,  wenn  man  mit  w^  die  Winkelgeschwindigkeit 
bezeichnet , 

10)  ^j  =  ^.^/(^«+c«) 

oder,  indem  man  wieder   F  und  X  und  femer  X^=^  — = —  einführt, 
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£^  gilt  nun  der  Satz*: 

Für  jede  Quantität  der  Bewegung,  welche  zwiscbeu  dem  Werthe 
von  Ar'  s=  0  bis 


E  =  *^  ""''"'^;'  /.:  ^  ^^ .« ". 


1,43338  J^0,1 871 1.2 ir/g 

(W 


liegt,  kann  die  Flüssigkeit  immer  nnr  eine  ollipsoidische  Gleich- 
gewichtsfignr  annehmen,  und  zwar  die  eines  Rotationsellipsoids  (er); 
für  jede  Bewegnngsqnantität  aber,  die  zwischen  derselben  Grenze  und  . 
dem  Werthe  E=^co  liegt,  sind  stets  zwei  ellipsoidischo  Gleichgewichta- 
figuren  möglich,  entweder  ein  Kotationsellipsoid  (a)  zwischen  den 
Grenzen  T^^ 0,18711  und  Fi  =  0,2246657  und  ein  dreiaxiges  Ellip- 
soid  zwischen  den  Grenzen  Vq  und  V=^0  oder  ein  Rotationsellipsoid 
{ß)  und  ein  dreiaxiges  Ellipsoid. 

Aus  diesem  Satze  ersieht  man,  in  welche  ellipsoidische  Gleich- 
gewichtsfigur eine  rnhendc  flüssige  Kugel,  welcher  man  auf  irgend  eine 
Art  und  Weise  eine  bestimmte  Energie,  also  eine  bestimmte  anfängliche 
Rotationsgeschwindigkeit  mitgetbeilt  hat,  überi;chcn  kann. 

Wie  wir  gesehen  haben,  bleibt  die  Energie  constant  bei  dem  Ueber- 
gange  der  in  eine  freie  rotircnde  Bewegung  versetzten  flüssigen  Kugel 
in  die  Gleichgewichtsfigur. 

Gellt  sie  in  ein  Rotationsellipsoid  über,  so  folgt  7)  und  8) 

fr^Ä^=frA«,    d.  h.    fr^^:w  =  b^:R^ 

und,  da  ^>/?  ist,    /'„<  7",    wo   '/j,  die  KotatioDsdauer  der  Kugel,    T  die 
des  Rotationsellipsuiilä  ist.     Da  ferner 

ist,  so  wird 

oder  ^""^ 

12)  ;/^^,=  (l  +  A«)^/^^ 

Wie  gross  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  fv^  der  ursprünglichen 
Kugel  sei ,  stets  wird  ein  Rotationsellipsoid  die  Gleicligewichtskugel  bilden 
können,  da  aus  dieser  Gleichung  stets  ein  reeller  positiver  Wertli  von  k 
folgt.     Damit  fällt  also  die  Lehre  von  der  „Abschleuderung**. 

Aus  12)  folgt  weiter 

271  __  271  m?:« 


•  Matthiessen,   Neue  Untersuchunf^eu  ül>er  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im 
Zustande  des  Gleichgewichts.    Kiel  1859. 
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'^^^^•^^^■^ 


13)  T^xT^^a^xb^. 

Hieraas  lässt  sich  berechnen ,  wie  gross  die  ursprüngliche  Rotations- 
daner  der  kagelförmig  gedachten  Erde  gewesen  ist,  damit  sie  gerade  die 
jetzige  Gestalt  nnd  Rotationsdauer  annehmen  musste. 

Den  Einfluss  des  Umstandes,  dass  die  Materie  unseres  Erdballes  aus 

höheren  Aggregatzuständen   sich   bis  zu  dem  gegenwärtigen  Orade  ihrer 

Dichtigkeit  condensirt   haben  könnte,   auf  die  jetzige  Tageslänge  lassen 

wir  dabei  ausser  Acht.* 

Aus  13)  folgt 

24.3600 

«~(1  +  A»)>i' 
Nun  ist  nach  Kostka** 

(1  +  A^)%=  1,00433467,   d.h.    7^0  =  23*»  55' 51,4". 

Hätte  die  Erde  in  die  Laplace'sche  Oleichgewichtsfigur  übergehen 

sollen,  so  musste 

_  24 . 3600 

^"il  +  A-)Ji' 

wo  (1  +  ^^)^  =  680,4939  zu  setzen  ist,  d.  h. 

7-0=  18' 34,2" 
sein. 

Nach  7)  und  10)  ergiebt  sich  weiter  folgende  Relation  zwischen  m^^ 
14^  ,.  _'".    (l  +  A^  +  (i+V) 

gemäss  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Nach  14)  kann  man  berechnen,  wie  gross  die  ursprüngliche  Rota- 
tionsdauer der  im  Urzustände  kugelförmigen  Erde  gewesen  sein  musste, 
damit  sie  in  die  Jacob i*sche  Gleichgewichtsfigur  hätte  übergehen  können 
mit  der  Rotationsdauer  von  24^. 

Setzt  man  nach  Matthiessen 

(1  +  i^yk  =  52,4346 ,    ( 1  +  A«)^  =  1 ,0023 , 

so  folgt  aus  14) 

7-^  =  1 4' 40,29". 

Hätte  die  Erde  in  die  Laplace^sche  oder  in  die  Jacobi'sche 
Gleichgewichtsfigur  Übergehen  sollen ,  so  hätten  also  ungeheure  kosmische 
Kräfte  auf  sie  im  Urzustände  wirken  müssen. 


*  Matthiessen,  Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Abplattung  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  homogener  Ellipsoide  etc.,  Abschnitt  V,  Zeitschrift  f.  Math, 
u.  Phys.  1869. 

*^  Ueber  die  Auffindung  der  ellipsoidischen  Gleichgewichtafiguren  etc.,  Mo- 
natsber.  d.  Berl.  Akademie  1870. 

Rostock.  K.  Stibr^  &i\)iii.Tfia^!Di. 


XXVm.    Bfti  Krenzpendfll  and  dai  PendelkreQS,  Apparate  inr 
graphiichen  Saritellnng  der  SchwingtuigBCUTTeii. 

(Hierau  T.if.  VIII ) 

Um  von  mir  snr  graphiBclieii  Darstoltang  der  äuhwiugaDgscnrreir 
construirte  Krenzpetidel  bat  fmlgencle  Einrichtiing*:  Kin  hori zon tu les  Breit 
abcd  (Tar.  V[II  Fig.  1)  ist  su  drei  Drahlstirten  Imn  durch  einen  vou 
jedem  deisi^lbeD  Hii;h  nacb  zwei  Richtungen  erstreckenden  K»den  an  den 
vier  festen  Drahtslirtco  fif^fafi^  ""*  welche  die  Enden  der  Faden  ge- 
Bchlnngen  werden ,  aufgehängt.  In  der  Ruhelage  liegen  die  Pnnkte 
fyfflm  einerseits,  die  Punkte  f^f^^n  andererseita  in  eenkrechtcn  parallelen 


Ehenen, 
Richtung 
Die  klei 
schlagen  i 
gehängt  i 


daB    Brett   nur    in    der    durch    den    Pfeil  angedentetcu 
;  seiner  LSnge  schwingen   kann  und  dabei  stets  horizontal  bleibt, 
no  stetige  Senkung  kommt  bei  den  verbültnissmättiig  kleinen  Ana- 
niulit  in  Betracht.     Ganz  ebenso  ist  das  zweite  Bieit  eigk  auf- 
i  fesleu  Punkten  f^f*f^f\  und  zwar  derartig,  dass  seine 
Scfawinguogsni:btung  senkrecht  zu  derjenigen  des  ersten  ist 

Die  Faden  bangen  an  je  vier  Nägeln  an  einem  Statif,  welches  ans 
vier  senkrechten  Pfosten  mit  Querhölzern  hergeslellt  ist,  die  einen  80  cm 
im  Quadrat  haltenden  Zwischeuraum  cinschliessen. 

Zuerst  werden  die  Bretter  durch  zwischen  gelegte  Latten  annähernd 
in  ihre  richtige  Lage  gebracht,  nnd  dann  werden  die  an  ihnen  befestig* 
ten  Fäden   in  richtiger  Höhe  am  die  am  Gestell  eingeschlagenen  NKgalJ 
geschlungen.  I 

Zur  Einstellung  eines  bestimmten  ScbwingangsverbältnisseG ,  >.  B. 
1:2,  miiasen  sich  die  Schwingungsradien  wie  die  Quadrate  der  Haasa- 
zahlen,  also  hier  wie  1:4  verhalten.  Man  verfÄhrt  beim  Aufhängen  der 
Bretter  am  vortheilhaftesten  auf  folgende  Weise.  Man  logt  erst  ein  Paar 
glcichboher  Unterlagsteisten  auf  das  Gestell,  auf  diese  das  unterste  Br«tt 
und  steckt  von  der  Milte  desBethen  den  SchwingungBradius ,  z.  B.  1  m  ab 
und  schlägt  au  den  betreffenden  Stellen  der  Pfosten  Nägel  ein.  Den 
Schwingungsradins  des  natersten  Bicltes  lässt  man  am  besten  ein-  für 
allemal  unverändert.  Darauf  legt  man  auf  das  unterste  Brett  wiederum 
ein  Paar  UnterlagHleisten,  auf  die«e  dann  das  obere  Brett,  und  stockt 
von  der  Mitte  desselben  nur  ^m  ab,  nnd  schlägt  nn  den  betreffenden 
Stellen  in  die  Pfosten  Nägel.  Alsdann  spannt  man  die  Fäden  für  beide 
Bretter  zwischen  ihren  Äufbängepuukteu  in  der  angegebenen  Weise  und 
beobachtet  dabei,  dass  man  behnfs  späterer  Justirnng  die  Nägel  mehr- 
mals nmschlingt,  um  erforderlichen  Falles  das  Brett  einige  UtnwindnngeQ 
niedriger  stellen  zu  können.     Sind  alle  Fäden  gespannt,  so  entferne  man 


*  Bereit«  im  .Inhre  1875  hatte  ich 
dOBg-  adnriageBäm  Bmur  hingewieMP. 


I  Giebel's  ZeitB(^h^  46  auf  die  Anwi 


leide  Paar  UaWrlagBleiitem ,   watlurcU   uuu    beide  BrHtcr    fm  sehwiiigev 


Zur   geoKueD  Jubtirang    zäliU   am  besten  von  zwei  Baobachtarii  dci 

I  «iB4<.  die  des  unteren,  der  andere  die  des  olieren  Scbwnngbrettes,  welubc 

I  gleichzeitig  losgela^seu  pind.     Naeli  etwa  GU  —  80  Schwingaiigen  giebt  aiii 

T  £ndn  einer  vorher  anagemachteu  äubwlDgiingsisabl  der  Buobaditer  dee  un- 

I  teTen  Btettoa  ein  Zeichen.    Der  Beobachter  des  oberen  erkennt  dann  sofnrl, 

dag    obere  Brett  etnae  zu  langsam  oder  zu  schnell  evbwingl,    um  im 

I  ersteren  Falle  die  nnthige  Verkürzung,  im  zweiten  die  erforderliche  Vcr- 

gernng  durch  Auf    oder  Abwickelung  der  um  die  Nägel  geschlungenen 

Fadenwindungen  eintreten  zu  Ineaen. 

Durcb  Uebung  gelangt  BchlieBBÜch  ein  einziger  Beobachter  dtircli 
gl  eicli  zeitig  es  Beoliacliten  beider  Bretter  bei  einer  bestimmten  Sehwing- 
ingezalil  zar  Fettigkeil  des  genauen  JuBtirens. 

Schneidet    man    drei    Klötze,    welche    bei    richtigem    Abstände    der 


e  passen,  so  kann 


1  dadurtli 


Bretter  an  drei  Stellen  gerade  z 
i  leicht  wieder  die  Einstellui 

An  dem  untern  Brett  ist  eine  Schreib vortlcbtnng  (Fig.  2)  angebracht. 
Auf  dem  Brett  sliiv  von  28cm  Länge  und  1 1  cm  Breite  befinden 
[  »ich  hierzu  zwei  kleine  Pfosten  vnn  8  cm  Höhe,  welche  ein  Axenlager 
I  dasselbe  drehbaren  Hebel  n<:  bilden.  Uer  längere,  nach 
vorn  sieb  erstreckende  Arm  ist  seillich  doppelt  veratrebt  nnd  trägt  bei  "■ 
als  schreibenden  Stift  einen  zugespitzten  Silberdraht,  der  in  einer  Glas- 
iider  Thonröhre  befestigt  ist. 

Unter  den  Stift  wird  auf  das  obere  Brett  eine  bernsste  Glasplatte 
gelegt,  auf  der  der  Schreibstift  beim  Schwingen  der  Bretter  Curven  ver- 
zeichnet. Zur  Begulirung  des  Aufliegend  des  Sliftea  ist  am  andern  Ende 
des  Hebels  ein  verschiebbares  Gewicht  z  augebracht.  Durch  Anziehen 
'  beider  Bretter,  was  am  besten  mit  beiden  Händen  zugleich  geschieht,  und 
\  gleichzeitiges  oder  verschiedenes  Loslasseo  derselben  erhält  mau  die  ver- 
schiedenen Phasen  für  eine  Eiuelelluug. 

Durch  einige.  Versuche  läast  sich  leicht  die  zur  Uerstellnng  guter 
Figuren  erforderliche  Stellung  des  Gegengewichts  2  ermitteln.  Eis  ist 
vortheilhafl ,  das  Gegengewicht  t  zunächst  so  zu  stellen,  dass  der  schrei- 
L  bende  Stift  vorläufig  uoch  nicht  aufliegt,  sondern  das  betretende  End'^ 
I  des  Hebels  in  die  Höhe  gerichtet  ist.  Nach  Verlauf  einiger  Schwing- 
ungen legt  man  alsdann  ein  dUnnes  Brettchon  von  Cigarreubolz  auf  die 
entgegengesetzte  Seite  des  Gegengewichts,  welches  dann  den  Stift  anm 
Niedersinkon  bringt. 

Die  Fignr  ist  dann  leicht  durch  vorsichtiges  Uebergiessen  mit  dem 
Negativlaok  der  Photographon  zu  fixiren  nnd  liefert  ein  schönes  Trans- 
puantllild.      Sie    Ittsst  sich    ferner   direct  als    Negativ^latt«  ^üx   -««Akc^ 


photograpbiflche  Abdrücke  ju  beliebiger  Zahl  veiwendea  und  iitftachi 
Vortheil  für  das  Skinptikon  zu  braachea. 

Auch  auf  berusstem  Scbreibpapier  kann  mau  die  t'igaren  verzoich' 
ueu.  Zur  Fixirung  derBelbe»  wird  os  nachber  von  d(*r  Unterseite  mit 
SubelllackfirniHs  getränkt.  Sebr  feine  Figuren  werden  auf  einrr  berussts] 
Glasplatte  mittelst  einer  reinen  Nähnadel  gesogen. 

Üie  vollkommene  Kicbtigkeil   der  EiDSlelluiig  des  Apparate«  wird 
den  Figuren  selbst  erkannt,  dereu  Ase  entweder  conslant  bleibt  oder 
etwas    ah  wei  eben  dem    SchwingnugsverbiiltniBs    beider    Bretter    sich 
luälig  drebt. 

Anstatt    die    scbwingenden    Bretter   oder    Platten,    welche   mit 
Namen  ,.Scbwnngplatten"  hezeicbuet  werden  mögen,  in  rechtwinklig  sich 
kreuzender  Hichtoog  schwingen  zu  lassen ,  |knnu  mau  erforderlichen  Falles 
auch  derartige  Finricbinngen  treffen,  dass  sieb  die  Schwingungbriebti 
Kubiefwinklig    kreuzen,     und    kaou    mau    ko    mittelst    des    Krenzp endi 
SchwingnogsfigurcD  vob  zwei  beliebigen  Scbwiugungsricbtuug 


mgegebener  Weise  an  ilea 
die  Richtung  der  Schwing- 


Eine   andere   Coinhinatiou    von  Scbwungplatten 
belreffendeu  Figuren  ist  folgende; 

Fig.  3,  Uic  Scbwuugplatte  «f"-rf  »,.\  in 
festen  Funkten  PiFiP^I'a  anfgebÄngt,  s-i  Anns 
ung  nach  Pfeil  /  ernniglicbt  wird. 

Mittelst  der  Schraube  S  kann  das  Brett  oder  die  Platte  efgh  recht- 
winklig zur  Längsrichtung  der  ersten  Schwungplalte  befestigt  werden. 
Uie  Punkte  p'fi^p^/i*  liefern  die  AufhMugcpuukte  flir  die  »weite  Schwung- 
platte  ikim,  welche,  wenn  die  «rate  Schwuugplattc  in  Kühe  bleib),  in 
der  Richtung  des  Pfeiles  //  schwingt,  genau  senkrecht  sur  Richtung  des 
Pfeiles  /.  Befindet  sich  auf  der  untern  Scbwungplntie  der  Hebel  H,  so 
wird,  wenn  beide  Plalten  in  Bewegung  gesetzt  sind,  der  Schreibstift 
auf  ruhender  FlSche  F  die  Figur  zeichnen,  welche  durch  Combination 
beider  auf  einauder  senkrecht  stehender  Sc^wingnngsricbtungen  berror- 
geb rächt  wird. 

Da  diese  Zueammcnstellung  den  Anblick  eines  wirklieben  pendeln- 
den KreuEOB   gewahrt,   so   werde  ich  dieselbe  in  Folgendem  zum  tlDtafMj 

Auf  experimentellem  Wege  wird  die  genaue  rechtwinklige  Finstelli 
der   Scliwingungsricbtungen    ermittelt.      An    einem   dunneu    Faden 
wahrend  das  eigentliche  Kreuz  in  Rnhe  bleibt,  die  antcre  SchwnngpUlte 
zurückgezogen  und  dann,  wenn  Alles  iu  Knhe  ist,  wird  der  Faden  dnrcb- 
gebraunl.     Wenn    das   unterste  Scliwungbrett  allein  schwingt,   so  stehen 
die  Schuingniigsebenen  genau  senkrecht  zu  einander  und  ist  diese  Stel- 
lung  durch  Anliehen    der  Schraube  N  zu    fixiren.     (ieräth    dagegen 
X/9DZ   dorcb    die    Scbwingnngeu    der   unteren    Scbwuogplatte    ancb 
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Scliwingiingeii,  so  BJDfl  die  Riahlnngen  nicht  aeokreclit  auf  einandui 
roliHBen  noch  geuaaer  eingestellt  werden. 

Obwohl  zur  UerBlellnng  von  Schwingnngefiguren  aus  zwei  Compo- 
.  nenten  das  Krciizpendel  noch  einfacher  ist,  wie  das  Peudelhreuz,  bo  hat 
lelsteres  für  lUHtructive  Zwecice  doch  anch  eeioe  Vorzüge,  l>n«  Angc 
sieht  iianiitteli>ar  vor  sich  die  Figur  ans  beiden  Schwingungsrichtnngnn 
entateben.  Besonders  ist  z.  B.  das  Pendelkrenz  bei  dem  Veihältnisfii'  I :  I 
geeignet  zar  AnschaauDg  zu  bringen,  wie  durch  die  betrefff^uden  Pbasen- 
diffeienzcn  die  entstehende  Kl]i)jBe  bald  nach  rechts,  bald  nach  links 
otnBchriebeu  wird,  was  sich  aus  der  S|iirale  unmittelbar  entnehmen  laaGt. 

Nnn  kann  man  ferner,  statt  die  FlKcbe  F  ruhend  anzunehmeii, 
wiedemm  sich  dargestellt  denken  1.  durch  eine  einfache  Schwungplatte, 
2.  doTch  die  unterste  Schwnngplatte  eines  zweiten  l'endelkrenzes, 
beide  Schwingungsebeneii  einen  beliebigen  Winkel  mit  den  SchwSngnnge- 
ebenen  des  ersten  bilden.  Im  crsteren  Falle  erhält  man  die  resultirendo 
SchwingungBcurve  von  drei  Componenten,  von  denen  zwei  auf  einander 
aenkri^cht  stehen;  im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  ala  reanltirende  Figur 
eine  Schwingungscarve,  hervorgegangen  aus  vier  Componenten,  von  denen 
je  zwei  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Diese  Figuren  finden  sich  behandelt  in  dem  Werke  „Üie  Lehre  von 
den  Schwingungscurven"  vonMelde,  und  sei  hiermit  auf  den  apeciellfln 
Fall  ihrer  praktischen  Darstellung  hingewiesen,  dass  zwei  oder  je  zwei 
Componenten  von  vieren  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  dte  Schwingungaebenen  des  Pondel- 
kreuzes  nicht  senkrecht  auf  einander  stehen  und  der  Stift  auf  ruhender 
ntkhe  eine  Figur  zeiclino.  Alsdann  giebt  diese  Curve  die  Bahn  eines 
I  schwingenden  materiellen  Punktes  vom  Gewicht  der  uutereu  Schwung- 
platte  au,  welcher  um  einen  andern  schwingenden  materiellen  Pnnkt 
Vom  Gewicht  des  Kreuzes  pendelt.  Der  Winkel  des  Kreuzes  ist  gleich 
dorn  der  Schwingnngsebenen.  Ist  der  Winkel  ein  rechter,  so  sind  die 
Figuren  identisch  mit  den  bis  jetzt  besprochenen  Schwingungscurven. 

Nachdem  im  Vorigen  die  Combinationen  von  Scbwungplatten  zum 
KreuKpendel  und  Pendelkreus  erörtert  sind,  möge  schlieaslich  auf  die 
Verwendbarkeit  eines  «o  einfachen  Apparates,  wie  die  einzelne  Schw 
platte  darstellt,  als  llnriznntaldyuaoiometer  hingewiesen  werden. 

Fig.  4.  Nehmen  wir  an,  es  soll  z.  B.  der  Druck  des  Windes  auf 
pine  FlHcho  von  1  qdcm  ermittelt  werden.  Man  stelle  die  durch  ein 
Gestell  an  den  Punkten  p,  p^  hängende  Schwungplntte  ab  derartig,  dass 
ihr«  Schwiiigiing!>richtung  mit  der  Windrichtung  znsammenfAllt.  Auf  ab 
bfirestige  man  eine  Platte  f,l  von  1  qdcm,  senkrecht  auf  ab  und  Kenk- 
ret^ht  zur  Schwingnngsrichtung.  Nehmen  wir  den  Luftstriim  constnut  an, 
[■O  wird    die  Schwungplatte   ab   in  eine  neue  Lage  a^b^  Ubu^ftWn.^  'm.\ 
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da  sie  horizontal  bleibt,  so  wird  cd  auch  stets  senkrecht  zur  Windrich- 
tuDg  stehen. 

Bezeichnet  man  nun  den  Ausschlagswinkel  mit  a,  das  Gewicht  der 
Schwungplatte  ab  und  der  Platte  cd  mit  P,  mit  X  den  zu  ermittelodea 
Druck  des  Windes,  so  ergiebt  sich 

X=P.iga. 

Denn  wenn  in  Fig.  5  s  den  Schwerpunkt  des  um  p  schwingenden  Syatema 

darstellt  und   s   durch   die  horizontal   wirkende  Kraft  Ä'  auf  s^  gehoben 

ist,   so   wirkt  auf  $,  in  der  Richtung  der  Tangente  nach  unten  ziehend 

die  Kraft  Pco8{R  —  a)  oder  Psina.     Nach  oben  wird  s^  in  der  Richtung 

der  Tangente  durch  die  Kraft  X cosa  getrieben.    Ruhelage  tritt  ein,  wenn 

Xcosa=^  Psina^  d.  h.  „       _^ 

X^=Piga 

ist.  Unmittelbar  iSsst  sich  Ig  a  leicht  durch  folgende  Vorrichtung  beobach- 
ten. Man  befestige  einen  horizontalen  Stab  mn  am  Gestell.  Wenn  n 
senkrecht  unter  p^  hängt,  so  nehme  man  np^  gleich  der  Einheit  an  und 
theile  von  n  aus  als  Anfangspunkt  nm  m  Ganze  und  Bruchtheile  durch 
Thcilstriche ,  welche  nach  p^  convergiren.  Die  Striche  geben  unmittel- 
bar  den  Werth  von  tga  an.  Bringt  der  Beobachter  das  Auge  in  die 
durch  die  gespannten  DoppelfKden  gebildete  Visirebene,  so  kann  sofort 
der  Werth  von  iga  abgelesen  werden. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  mittelst  dieser  Vorrichtung  der  Druck  des 
Windes  auf  eine  vorhandene  beliebig  gestaltete  Fläche  von  convexer  oder 
concaver  Form  auf  experimentellem  Wege  ermittelt  werden  kann. 

P.    ScnÖNBMANN. 

* 
XXIX.   Ueber  die  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  ein  windschiefes  Vierseit  gemein  haben. 

Die  folgenden  Sätze  sind  zwar  nur  specielle  Fälle  allgemeiner  Sätze 
über  Strahlensysteme  zweiten  Grades*,  sie  scheinen  mir  aber  interessant 
genug,  um  ihre  besondere  Ableitung  aus  der  Theorie  der  Flächen  zwei- 
ten Grades  gerechtfertigt  zu  finden.  Zudem  fand  ich  Satz  II  nirgends 
besonders  aufgeführt,  obwohl  er  auf  eine  neue  Gattung  von  Schliessungs- 
problemen hinweist,  deren  allgemeine  Behandlung  wünschenswerth  er- 
scheint. 

Die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  5  und  %'  mögen  die  vier  Geraden 
r/,  by  r,  d  gemein  haben  derart,  dass  a  und  c,  h  und  d  resp.  derselben 
Schaar  angehören;  es  schneide  also  die  Gerade  n  die  b  im  Punkte  a,  f* 
die  r  in  b,  c  die  rf  in  C,  '/  die  «  in  b.  Setzen  wir  ferner  die  Ebenen 
(ab) '=tt,  (/;c)=/3,  (cd)=yy  (^da)=6,  so  gilt  zunächst  folgender  Satz: 


*  Vergl.  meine  Abhandlung:  „Geometrische  Unterauchungen  otc.**  in  den  Mail). 
Ann,  Bd.  XV  S.  449. 
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Die  Flftche  zweiten  Grades  9t,  welche  eine  beliebige  Gerade 
g  entbält  und  die  Ebenen  «  nnd  y  in  resp.  a  und  c  berührt, 
schneidet  jede  der  Flächen  ^  und  %'  in  zwei  Kegelschnitten ,  von 
denen  jeder  mit  g  einen  Pnnkt  gemein  hat. 

Schneidet  g  die  Gerade  ac,  so  ist  9{  die  doppelt  zn  zählende  Ebene 

dnrch  g  nnd  aC.  Berührt  femer  g  die  Fläche  $,  so  fallen  die  beiden 
Kegelschnitte,  in  denen  %  von  9t  geschnitten  wird,  in  einen  zusammen; 
9i  berührt  also  die  Fläche  %  längs  eines  Kegelschnittes.  Ist  also  g  eine 
gemeinsame  Tangente  von  %  und  %\  so  berührt  9t  sowohl  $,  als  fjT  längs 
eines  Kegelschnittes.  Da  nun  infolge  dessen  jede  in  9t  enthaltene  Ge- 
rade %  und  %'  berührt,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

I.  Jede  in  einer  solchen  Fläche  zweiten  Grades  9t  ent- 
haltene Gerade,  welche  eine  gemeinsame  Tangente 
zweier  Flächen  zweiten  Grades  enthält,  die  ein  wind- 
schiefes Vierseit  gemein  haben,  nnd  ferner  die  Flä- 
chen %  und  %'  in  zwei  gegenüberliegenden  Ecken 
dieses  Vierseits  berührt,  ist  eine  gemeinsame  Tan- 
gente von  g  und  §'.  ^ 

Die  Gerade  p  möge  nun  $  und  %'  in  resp.  p  und  p'  berühren  und 
mit  den  beiden  gegenüberliegenden  Ecken  a  nnd  c  die  Fläche  zweiten 
Grades  9i,  mit  b  und  b  aber  9i'  bestimmen.  Durch  p  geht  nun  ausser  p 
noch  eine  andere  in  9t  enthaltene  Gerade  q,  welche  %  nach  I  in  einem 
Punkte  q'  berührt,  durch  q'  femer  ausser  g  eine  andere  in  9i  enthaltene 
Gerade  r,  welche  $  in  t  berührt.  Ebenso  geht  durch  p'  ausser  p  eine 
andere  in  9i  enthaltene  Gerade  q\  welche  S  in  q  berührt,  und  durch  q 
ausser  q  eine  andere  in  9t  enthaltene  Gerade  /,  welche  $'  in  t'  berührt* 
Da  nun  aber  von  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  immer  nur  zwei  Tan- 
genten an  die  zweite  gehen,  welche  auch  die  erste  berühren,  so  folgt, 
dass  alle  die  Geraden  p,  9,  r,  q\  r'  auch  in  9t'  enthalten  sind.  Nun 
können   aber  9t  und  9i'  nicht  identisch  sein;   also  ist  r=:rs=p\  T  =  q, 

T'c=q'.  Da  ferner  die  Geraden  pq  und  p'q  in  den  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte liegen  müssen ,  in  welchen  9i  nnd  9t'  von  %  und  %'  resp.  berührt 
werden,  so  folgt  der  Satz: 

II.  Haben  zwei  Flächen  zweiten  Grades  %  und  %'  ein 
windschiefes  Vierseit  gemein,  so  ordnen  sich  die 
gemeinsamen  Tangenten  derselben  zu  zweifach  un- 
endlich vielen  windschiefen  Vierseiten,  von  denen 
je  zwei  gegenüberliegende  Ecken  mit  den  zugehöri- 
gen Seitenflächen  Punkte  mit  den  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen von  3,  resp.  %'  sind.  Die  Diagonalen 
aller  dieser  Vierseite  treffen  diejenigen  des  %  und  $$' 
gemeinsamen  Vierseits. 
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Ofifenbar  verl|alten  sich  die  FlSchen  %  and  %'  mit  ihrem  gemein- 
samen Vierseit  zu  91  und  9t'  mit  ihrem  gemeinsamen  Vierseit  ebenso,  wie 
diese  zu  jenen.  p^^  p^  g^„^,^^ 


ZXX.   Hotiz  ftber  gewisse  periodische  DeeimalbrUehe. 

Unter  den  Decimalbrtichen  fQr  die  reciproken  natürlichen  Zahlen 
findet  man  mehrere,  deren  Periode  eine  gerade  Zahl  Ton  Decimalstellen 
enthält,  etwa  2k  Stellen,  von  denen  sich  die  l**"  nnd  die  (A^  +  i)*^  die 
2^«  und  die  (Ar+2V«  n.  s.  w.  zu  9  ergänzen,  wie  z.  B.  bei  4  =  0,142857... 

Um  alle  Brüche  von  der  Form  -^  zu  entdecken,  welche  zu  2  A:  -  stelligen 

Perioden  dieser  Art  führen,  kann  man  folgende  Regel  benutzen: 

10^  +  1 
„Bezeichnet  T  einen  Theiler  von  10*  + 1,   so  ist  iV  =  — — — ,   und 

die   k  Ziffern    der  ganzen   Zahl    T— 1    sind    die    k   ersten  Stellen    der 
Periode." 

Beispielsweise  hat  man  für  sechsstellige  Perioden  A[=3;  10'+ 1 
=  7.  11.  13;  r=7,  11,  13,  77,91,  143,  mithin  bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Theiler 


T 

N 

T~i 

1 

N 

143 

7 

142 

\   -0,142857... 

91 

11 

090 

tV  =  0,090  909  .. . 

77 

13 

076 

tV  -0,076923... 

13 

77 

012 

tV  =0,0129S7... 

11 

91 

010 

^  -0,010989  .. 

7 

143 

006 

ih  -  Ö»^Ö6  993  .. . 

Der   Beweis   dieses   Satzes   beruht   lediglich   auf  der   Summenformol 
für   die   geometrische  Progression  und  kann  daher  dem  Leser  überlassen 
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Die  Entdeckung  der  endlichen  Lichtgeacbwindigkeit 
durch  Olaf  Boemer. 

Von 

Dr.   Alex.  Wernicke. 


L  Die  Oeichichte  der  Boemer'schen  Entdeckung. 
Ein  dichtet  Scbleier  von  ererbten  und  neu  entstandenen  Vorurtbeilen 
hüllte  die  Welt  des  fünfzehnten  Jahrhunderts  ein.  F.s  kostete  gewaltige 
An§trengnngen,  diesen  Scbleier  zu  zerreissen,  und  als  endlich  das  freie 
Denken  wieder  zn  Ehren  gekonimen  war,  boten  die  Vertreter  mittelalter- 
licher Tendenzen  alle  Kräfte  auf,  nm  die  neue  Richtung  zu  unterdrücken. 
Es  gelang  ihnen  auch  auf  dem  Gebiete  des  Glaobens,  die  Eotacbeidung 
binauszQschieben ,  und  selbst  in  nnseren  Tagen  ist  hier  noch  kein  Ab- 
gcblnss  erreicht.  Anders  steht  es  auf  dem  Felde  der  Wissenschaft.  Da 
ist  der  Sieg  des  kritischen  Verstandes  in  dem  Kampfe  mit  gUnbigen 
Vonirtheilen  schon  längst  entschieden,  Der  Streit  begann  mit  der  Geistes- 
that  desCopernicns  und  endete  mit  der  Entdeckung  von  OlafKoemer. 

P;hber  folgte  jene  ruhige  nnd  stetige  Entwickelnng  der  gesammten 
:arwis8enschaften ,  auf  die  wir  heute  so  stolz  sind;  es  war  ein  rüstiges 
rwärtsgeben  ohne  Zaudern  und  Schwanken,  ein  sicheres  und  glück- 
les  Streben,  das  sich  um  seine  Berechtigung  nicht  mehr  zu  kümmern 
uohte. 
Lange  Zeit  hatte  man  die  Erde  als  Wohnsitz  der  Menschen  l^r  das 
nichtigste  Glied  des  Alls  gehatten  —  anf  diese  Stellung  lehrte  Coper- 
nicns  versichten.  Langsam  begnnn  man  die  ganze  Bedeutung  der  Natnr- 
gesetze  za  verstehen;  man  fing  an  einzusehen,  dass  sie  allein  das  Ruhende 
im  Flusse  der  Dinge  seien,  und  versnchle  die  Erscheinungen  auf  der 
Erde  durch  sie  zn  regeln.  Noch  scheute  man  sich,  dnrcb  das  Ansehen 
der  Bibel  nnd  der  Aristotelischen  Werke  bewogen,  den  Naturgesetzen 
auch  Geltung  im  Reiche  der  himmlischen  Erscheinungen,  in  der  Welt 
,,jenBeit  des  Mondes"  zuzusprechen.  Namentlich  stattete  man  das  Licht 
sls  Boten  des  Himmels  mit  uumessbar  groeser  GreBcW\Ti&\^e\V  wi%.  'M^wfo.'m. 
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war  es  von  ungeheuerer  Bedeutung,  dass  dem  Dogma  von  der  momen- 
tanen Fortpflanzung  des  Lichtes  ein  Ende  gemacht  wurde.  Die  Zeit- 
genossen Roemer*s  waren  sich  dieser  Bedeutung  wohl  bewusst.  Die 
Geschichte  der  Pariser  Akademie,  welche,  auf  die  alten  Register  und 
die  Historia  von  Du  Hamel  gestützt,  im  Jahre  1735  herausgegeben 
wurde,  sagt  über  diesen  Punkt:  „//  falui  donc  admetire  le  retardement  de 
la  Lumiirej  si  vraisemblable  selon  la  Physique^  qtumd  il  ne  seroii  pas  protwe 
par  V Astronomie,  Pourquoi  la  Lumiire  pourroit-elle  traverser  un  espace  en 
un  instant  f  plütdt  que  le  son  ou  pour  parier  encore  plus  philosophiquement, 
piütdt  qu'tm  bloc  de  marbre :  car  le  mouvement  du  corps  le  plus  subtil  ne  peut 
^tre  que  plus  prompt j  mais  il  ne  peut  pas  plus  etre  instantane  que  celui  du  corps 
le  plus  pesani  et  le  plus  massif.  Un  prejuge  trop  favorable  aux  Cieux  et  aux 
Corps  Celestes  leur  a  fait  donner  bien  des  prerogatives  quUls  commenceni  ä 
perdre.  On  avait  cru  les  Cieux  incapobles  de  changement  et  d!*alteration :  cn 
est  presentement  desabuse  par  Vexperience:  mais  si  on  avoit  bien  raisonnS 
c'auroit  du  itre  de  tout  tems  un  grand  prejuge  contre  eux  que  les  change- 
mens  des  corps  sublunaires,  Les  mSmes  loix  de  la  Nature  ont  cours  parioui 
et  les  Cieux  ne  doivent  nullement  itre  priviligies,^^ 

§1. 

Während  die  alten  Physiker  und  Philosophen  dem  Lichte  eine  un- 
endlich grosse  Geschwindigkeit  beigelegt  haften,  sprach  Bacon  in  seinem 
Novum  organon  aus,  dass  das  Licht  möglicherweise  eine  endliche  Zdt 
gebrauche,  um  eine  endliche  Strecke  zu  durchlaufen.  Vergebens  hatte 
Galilei  Versuchsstationen  errichten  lassen,  um  über  diese  Frage  zu  ent- 
scheiden, vergebens  hatte  Descartes^)  die  MondfiDSternisse  beobachtet, 
um  einen  endlichen  Werth  der  Lichtgeschwindigkeit  abzuleiten.  Da  ge- 
lang es  Roemer,  in  dieser  Frage  eine  endgiltige  Entscheidung  herbeizu- 
führen. Seine  Forschungen  in  der  Jupiterwelt  setzten  ihn  in  den  Stand, 
diese  Resultate  zu  gewinnen,  und  so  hängt  seine  Entdeckung  eng  zu- 
sammen mit  den  astronomischen  Untersuchungen  seines  Zeitalters. 

Copernicns  hatte  eine  grosse  Zahl  von  Anhängern  hinterlassen, 
und  diesen  kam  es  zu,  den  Ideen  ihres  Meisters  Geltung  zu  verscha£Pen. 
Neben  den  grossartigen  Arbeiten  Kepler^s  war  es  hauptsächlich  die 
Entdeckung*)  der  Jupitertrabanten  durch  Galilei,  welche  viel  znr  An- 
erkennung des  neuen  Systems  beitrng.  Man  sah  dort  eine  Welt  im 
Kleinen,  die  den  Annahmen  des  Astronomen  von  Thorn  vollkommen 
entsprach.  Natürlich  richteten  die  hervorragendsten  Geister  alle  ihre  Auf- 
merksamkeit auf  die  Erforschung  dieser  fernen  Welt.  Galilei 's  Arbei- 
ten, welche  eine  angenäherte  Bestimmung  der  Bewegungsverhältnisse 
der  Trabanten  geliefert  hatten,  trngen  die  Keime  neuer  Entdeckungen 
in  sich;  sie  bezeichneten  zunächst  den  Zeitgenossen  und  der  Nachwelt 
die  ganz   bestimmte  Aufgabe:   eine  vollständige  Kenntniss   des  Tra- 


"  baDtniBysteniB    aDenstiebf^n.     Als    Galilei    seine  Tafeln    der  nenfln  Oe- 
Btirne   beransgab.  mscble    er   die  ÄBtronomen    daraur  aariDcrlcBam.    dass 
man  in  ihren  bHufigcn  Veifineterangen  ein  ausgezeicbnctes  Mittel  bpsIüiBc, 
die  Orlslüng^n    zu    bestimmen.     Man    arbeitete   viel    an    der   Bestiiniiiimg 
■    der  Babnelemente  der  nenpntdnckten  Wellkörper  und  dennoch  Bland  man 
Vim  Jahre  1642  noch  ganz  auf  dem  Slandpanhte  der  Jahre  1614  und  1615. 
B  Erst   Cassini,    welcher   der  Krfmechnng   der  Jnpiterwelt  seit    dem 

^■'Jahre  1642  alle  seine  AuCmerkssrnkelt  zuwandte,  fand  die  geeignete 
^vBeobachtnngametbnde.  Er  sagt :  ,.//  fatit  /ireferer  ü  touies  les  nutrcs  pfinses 
^ffef  eclipses  que  ces  salrlliles  souffretit  en  pastnnt  pnr  l'ombri-  A'  Jiipitrr,  diitil 
an  petil  uliserver  Fenlr^e  el  la  lorlie."  Auf  Grnnd  solcher  Beobnchtitngeii 
entstanden  die  Ephemrriries  Punonienses,  welclie  Cassini's  Weltruf  begrün- 
deten nnd  ihm  das  Directorat  des  Pariser  Observatoriums  eintrugen.  Diese 
Tafeln  genügten  weit  besser,  als  Alles,  was  bisher  über  diesen  Gegen- 
stand vorhanden  war.  Uamit  war  der  Weg  vorgpscbriebea,  der  icnr  voll- 
stKndigen  Kenntniss  der  Jupiterweti  ftilirti^t  „Es  handelte  sieb  zunächst 

»dkrnm,  möglichst  viele  Verfinsterungen  der  Jupitermoude  zu  beobachten." 
In  Paris,  wo  I'icard  nnd  Richer  neben  Cassini  wirkten,  wurde 
diese  Forderung  natürlich  gewissenhaft  erfüllt.  Im  Jahre  1671  reiste 
Picard  im  Auftrage  der  Pariser  Akademie  nach  Dänemark,  um  die  ver- 
fallene Sternwarte  Ty cho's  zu  besncben  und  daselbst  astronomische 
Fundamenlalbestimmnngon  %q  machen.  In  Kopenhagen  lernte  er  den 
L  Jungen  (1644  zur  Aarbns  geborenen)  Mathematiker  Olaf  Roenier  kennen 
l'lind  bewog  denselben,  von  seinen  KenntniMeu  (iberrascbt,  sein  Vaterland 
mit  Frankreich  za  vertauschen^).  Koemer  wnrde  im  folgenden  Jahre 
Hitglied  der  Akademie  und  arbeitete  sanKchst  unter  Picard's  Leitung 
mit  Cassini  und  Rieber  an  der  BeKtimmung  der  Sonnenparallaxe'j. 
Bald  wnrde  er  auch  in  die  Unlersucbungen  über  die  Jnpiterwelt  hinein 
gezogen.  Er  beobachtete  mit  Picard  die  Verfinsterungen  der  Trabanten*) 
Dnd  sie,  wie  Cassini,  bemerkten  bald  in  den  Bestimmungsreiheu  ihrer 
Uml  an  faselten  periodisch  wiederkehrende  Unregelmässigkeiten.  Sie  erkann- 
ten, daHS  die  Uauer  der  Umlaufszeiten,  die  aus  den  Beobachtungen  folgte, 
in  gewisser  Weise  von  der  scheinbaren  Grösse  des  Jupiter  zur  Zeit  der 
Beobachtungen  ahbing^).  Ronmer  gewann  nach  nnd  nach  die  Ueber- 
seagting,  das»  sich  die  beobachteten  Unregelmässigkeiten  erklären  liessen, 
wenn  man  im  Gegensatz  zu  der  bestehenden  Ansicht  annehme,  dass  die 
Oescbwindigkeit  des  Lichtes  eine  endlicbe  sei. 


\ 


§2. 
iraer  tbeilte  der  Akademie  der  Wissens cbnften  im  September  des 
Jahres   1676    mit,    dass    die  VerfiDsleruflgen  des  ersten  Jupiterlrabanten, 
welche    im  November  zu  erwarten  seien,    etwa  10'  spater  eintreten  wür- 
den,   als   ea   die  Rechnung   auf  Grund    der  ÄugnBt\)BBV\mmiii\^ftti.  «t'ge^»^ 
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dass  man  aich  s.  B.  am  16.  NoTember  von  einer  solchen  Verzögerung 
llberzeugen  könne  nnd  dass  sich  dieselbe  dnrch  die  Annahme  einer  end- 
Heben  Lichtgeschwindigkeit  erklären  lasse.  Die  in  Aasaicht  gestellte 
Verzögernng  der  Noveinbereclipfren  warde  iu  der  That  beobachtet  und 
zwar  am  9.  November  1676.  Die  Erscheinung  sollte  nach  dem  Calcnl 
uro  5''  25'  45"  Abends  eintreten  nnd  trat  nni  5''  35'  45"  ein.  Daranf 
trng  Roemer  am  22.  November  1676  in  der  Akademie  seine  ocne  Theorie 
ausführlicber  vor  uod  theilte  mit,  dass  das  Licht  22'  branche,  am  den 
Durchmesser  der  Erdbahn  tu  dtucblaufen,  und  dass  die  Geschwindigkeit 
desselben  demnach  48203^('y  Meilensecnnden  betrage.  Sein  Mass  war 
die  Hielte  commune  de  France. 


«3. 


Roemer  begründete  sein  Theorem  anf  folgende  Weise:  So  lange 
synodische  UmlanTszeit  (T")  des  Trabanten  dieselbe  ist,  mnss  ancb  die 
Zeit,  welche  zwischen  irgend  zwei  Immersionen  (oder  zwei  Emerslonen) 
desselben  Hegt,  stets  ein  Vielfaches  (nT)  der  synodiscben  Umlaufszeit  (7") 
sein.  Ein  Beobachter,  welcher  irgendwo  im  Weltenranm  stationirt  ist, 
wird  daher  ans  den  Immersionen  (oder  Emersionen)  einen  constanten 
Werth  für  die  synodiache  Umlanfsieit  der  Trabanten  herleiten,  so  lange 
diese  selbst  angeändett  bleibt  nnd  so  lange  die  Entfernung  seines  Stand- 
ortes vom  Jnpiter  dieselbe  ist.  Aendert  eich  aber  diese  Entfernung  tn 
der  Zeit,  welche  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Beobacbtang  liegt,  am 
eine  endliche  Grösse  <l,  so  wird  der  Beobachter  durch  seine  Bestimm  an  gm 
die  GrBsse  iiT  nnr  dann  erhalten,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
unendlich   gross   ist.      Ist  dieselbe  endlich  (e),    so  wird  er  statt  nT  das 

Besnltat  nT+—  erhalten,  je  nachdem  eine  Verlängerung  oder  Verkür- 
zung der  ursprünglichen  Entfernung  stattgefunden  hat.  Nun  zwingt  nos 
einerseits  die  Analogie  der  Erfahrung,  auch  bei  den  Trabanten  die  Con- 
stanz  der  siderischen  (und  demnach  auch  innerhalb  gewisser  Grenzen  die 
Unveründerlichkeit  der  synodischen)  Umlaufszeit  anzunehmen,  anderer- 
seits finden  wir  aus  unseren  Beobachtungen,  während  sich  die  Erde  vom 
Jupiter  entfernt,  »7+»  statt  n  T,  nnd  während  wir  nns  dem  Jupiter 
nähern,  mT  —  k  statt  mT:  folglich  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  das 
Licht  eine  endliche  Zeit  gebrancht,  um  eine  endliche  Strecke  zu  durch- 
laufen.    Ist  ausser  k  oder  k  noch  das  entsprechende  '',  (oder  di)  gegeben, 


so  findet  i 


inmitlclbar  r 


=?)• 


Die  Zahlenresultate    hat  Roemer    durch   Bestimmung   von  Gruppen 
,  <4>  ■■■  i,  »6  «M  den  Beobtchtnngen  des  ersten  Trabanten  erimlta 


eine  UroUurBZpit    T,  und  liennlzte  dnna  dea  Wcrtb    '. 


£r  wählte  fUr  die  Rechnnog^J  die  BeobachtUDgeu  der  Jahre  1671,  1672, 
1673,    weil  Jopiler   im  Jahre  1672    in    Eeinem  Aphel  sland  und  dexhalb 

„sibi  simili»  el  in  molii  et  in  iiilcrvallis  ii  ii'le"  war.  Für  die  Zeit  seiner 
Bi-obachtnngen  durftp  also  Roemer  die  BynudiBch<«  Umlaufsseit  des  crBten 
Trsbiinten  als  cousUut  aoeehen.  Roemei  berechnele  wabrscbcinliuh  ans 
eiiiein  ImmerBionHcyclus  eine  Uinlaufnznit  T,,  ruh  einem  EmerBionscyclits 

htungen  den  Wertb  nT  uud  also  nucb  die  GrÖHse  x  (oder  l) 
benastelieii.  Wenn  man  die  Beobacbtungen  Roemers,  «elcbe  nns  von 
.B'isis  Asin-nomiae-'  mltgetbeilt  worden  sind,  auf 
diese  Wfige  benutzt ,  gelangt  man  in  der  Thal  zn  den  Roeraer'echrn 
Zahlenwertben.  Er  benutKte')  eine  Socnenpaiallaxe  von  9,3"  und  legte^) 
seinen  Rechnungen  die  aus  der  (Jradmessung  zwischen  Soardon  nnd  Mal- 
voisiue  hervorgegangene  Redactionsgleichung 

57064  lois.  3  pieds 

%a  Grunde.     Die  Heue  rommiine  de  France,  vaa  deuen  25  auf  einen  Grad 
u,  amraust  22S2  lois. 

8o  erhalten  der  Erdradins  (r),  der  Halbmeflser  (p)  der  Erdbahn  und 
die  Lichtgeschwindigkoil  ('')  folgende  Wertbe: 

1432.745  toHfs  cd.  F., 
31S14460  Heues  c.  d.  F., 
48213.73  ttcHMser. 
Becbuel   uan  diet>e  Wertbe  iu  geographische  Meilen  um,   ao  findet  man 
<  =8S9,6476  geogr.  Meil., 
p  =19088680       „ 
(p  =  28922.24  Meil.-Seu. 
Bekanotlich   nimmt   man  jetxt    für   v    einen   Wertb    vun  etwa  42000 
Meile&eecunden  an. 

§ö- 
Die  Akademie  erkannte  die  Roemnr'schen  Scblüase  nicht  unbedingt 
)  Picard  stellte  sich  zwar  anf  die  Seite  aeinea  Zöglings*),  Gas- 
i  aber  scbeiut'J  der  Meinung  seines  Rivalen  nie  beigetreten  zu  sein, 
n  er  auch  dem  Gedankengangn  desselben  seine  Achtung  zollte. 
3mer  hatte  deine  Resultate  ans  den  Beobachtungen  des  ersten  Jnpiter- 
trabanten  gewonnen  und  nicht  verschwiegen,  dass  ähnliche  Betiach- 
tnngen  bei  den  drei  anderen  nicht  zum  Ziele  geführt  hatten*).  Cassini 
kielt  diesen  Umstand  für  sehr  bedenklich  und  tbat  nicht  Unrecht  daran. 
Knemer  selbst  hatte  nach  Erklärungen  dieser  Unregelmässigkeiten  ge- 
sucht*) nnd  war  eigentlich  nur  zu  dem  Resultate  gekommen:  „in  cotifesxo 
W.  iptoi  habere  irregularitales  nondum  delerminalas".     Im  Jb.\itb  \W^%  %A> 
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Cassini^)  verbesserte  Tafeln  der  Monde  heraus,  bei  deren  Berechnong 
er  auf  die  Roemer*scbe  Hypothese  keine  Riicksicht  genommen  hatte ^. 
Seine  „  Tabula  secundae  aequaiionis  conjunctionis'^,  welche  sich  auf  „certamet 
equaUons  empiriques^''  stützt,  soll  das  Roemer*sche  Calcnl  ersetsen^)*  Die 
grösste  Correction ^) ,  welche  dort  angegeben  ist,  beträgt  nicht  22^,  son- 
dern 14'  10''.  (Der  genauere  Werth,  der  viel  später  von  Delambre 
gefunden  wurde,  beträgt  16'  26''.) 

§6. 

Roemer'  kehrte  1681  nach  Kopenhagen  zurück,  um  fortan  in  seinem 
Vaterlande  zu  wirken.  In  Paris  scheint  man  nach  seinem  Fortgänge  das 
Vertrauen  auf  seine  Entdeckungen  nach  und  nach  verloren  su  haben. 
Du  Hamel  trat  zwar  in  seiner  ,,Philosophia  velus  et  nova^\  die  1681 
erschien,  den  Ausführungen  Roemer 's  bei,  führte  aber  statt  der  von 
Jenem  angegebenen  22'  den  Cassini' sehen  Werth  von  14'  lO''  ein« 
Später^)  griff  Maraldi  die  Roemer' sehe  Entdeckung  heftig  an  und 
wiederholte  alle  Einwände,  die  bereits  Roemer  selbst  ausführlich  erwogen 
hatte.  Durch  ihn  wurde  auch  Fontenelle  bestimmt'),  die  endliche 
Lichtgeschwindigkeit  für  unerwiesen  zu  halten,  während  Halley  mit 
allen  Kräften  für  dieselbe  eintrat').  Später  wurde  Roemer 's  Verdienst 
auch  in  Paris  wieder  anerkannt.  Der  Secretär  der  Akademie  de  Mai  ran 
gab  sich  (1735)  viele  Mühe^),  den  Beweis  zu  liefern,  dass  Maraldi 
selbst  schliesslich  die  Hinfälligkeit  seiner  Einwände  anerkannt  habe.'  Als 
Bradley's  Arbeiten  über  die  Aberration  die  Roemer'sche  Entdeckung 
bestätigt  hatten,  wurde  dem  Gedankengange  des  grossen  Dänen  Überall 
die  schuldige  Anerkennung. 

§7. 

Was  Roemer  selbst  in  dieser  Frage  noch  gethan  hat,  ist  schwer 
zu  entscheiden.  Obgleich  er  schon  im  Jahre  1677  die  Absicht  hatte,  die 
Beobachtungen  und  Rechnungen,  welche  seine  Entdeckung  bestätigten, 
zu  veröffentlichen^),  so  ist  er  doch  weder  während  seines  Pariser  Aufent- 
halts, noch  in  seiner  Heimath  dazu  gekommen.  Man  weiss  auch  nicht, 
ob  Roemer  weitere  Versuche  gemacht  hat,  die  Unregelmässigkeiten  der 
drei  anderen  Trabanten  zu  erklären,  um  sich  dadurch  gegen  den  einzigen 
stichhaltigen  Einwand  seiner  Gegner  zu  schützen.  Es  ist  auch  keine 
Notiz  darüber  vorhanden ,  ob  er  aus  späteren  Beobachtungen  den  Schluss 
gezogen,  dass  die  Zahl  22  durch  14  oder  15  zu  ersetzen  sei^).  Nach 
dem  Tode  Roemer's,  welcher  1710  erfolgte,  blieben  seine  Papiere  un- 
benutzt liegen,  bis  einer  seiner  Schüler,  Peter  Horrebow,  Director 
der  Sternwarte  wurde  ^).  Dieser  fasste  den  Plan,  die  Werke  seines 
Meisters  zu  ordnen  und  herauszugeben.  Als  er  seine  Arbeit  fast  halb 
beendet   hatte,   zerstörte   ein  Brand    (1728)  das  Observatorium  und  bei* 
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Tiabe  alle  Aarzeichnnngen  Roemer's.  Uorrebow  gab  die  Ueberreetn 
derafiben  in  seiner  „ß'isis  Aslrüjwmiae"'  Leraus  (1735).  So  ist  wenigsteas 
£iuiges  von  den  UntersiiuliQngeii  des  groBsea  Ästronumen  auf  uns  gekom- 
men, und  zwar  Manches,  das  für  die  Geschichte  der  Ealdeckttng  der 
endlichen  Lichtgescli windigkeit  von  hohem  Weithe  ist. 


n.    Quellen  and  Belege  fllr  die  Getohichte  der  Roemer'achen 
EntdeakQ&g. 

Neben  den  Registern  der  Pariser  Äkademts,  welche  im  Allgemeinen 
unzugänglich  sind,  ist  Aie  „Begiae  scieutiarum  Academiae  BiUuria"  die  Slteste 
Quelle    (üt    die    Tbütigkeit   der   ersten    Akademiker.      Einzelne   Arbeiten 
derselben    finden    aich    auch    im    „Journal   des  SnvatiU".      Im   Jahre    1731 
bien  in  Holland  ein  umfoBsendea  Werk :  ..Üisloire  de  V Academie  Boyale 
itet    Sciences   eiinienant  les   ouvrages   tidoplnz  par   Celle   Acadimie   avnnl   son 
renonvellemctif  en  1699",  vtChrend  mnn  ta  I'aris  an  einem  ähnlichen  Unter- 
nehmen   arbeitete.     Der  Secretftr   der  Akademie  Pontenelle  und  seine 
MacLfolger  bereiteten  ein  zehnhändigea  Werk  vor,  das  1735  erschien  und 
«elches  in  den  ersten  Bänden  die  Geschichte  der  Akademie  (Hisl.  P'ir.), 
in  den  anderen  (Anc.  mem.)  die  Arbeiten  der  Akademiker  euthKlt.    Ausser- 
lem  ist  der  im  Jahre  167S  geschriebene,  im  Jahre  1690  berausgeg ebene 
Traiff  de  la  himiere  pur  Huyghcna"  und  die  im  Jahre  1735  veröffentlichte 
^hasis  MlronomiuV  des  Peter  Horrehow  wichtig  für  das  Studium  der 
oemer'fichen  Entdeckung.     Ein  Gleiches  gilt  von  der  1681  erscbiene- 
sn  „Philosophia  vetus  el  novo"  des  Du  Hamel  und  von  einigen  späteren 
Vemoiren  der  französischen  Akademie. 

Entsprechend  den  Zahlen  der  vorangebenden  Darstellnng,  folgen  nun 
die  einzelnen  Paragraphen  die  Nachweise. 


1)  Man  findet  eine  Darstellung  des  Gedaukengangee  von  DeBcartes  im 
^^^JTratte  <fc  la  lumier^'  von  Huyghens.  Descartes  war  übrigens,  da  seine  Be- 
Atachttmgen  keinen  endlichen  Wertli  für  die  Lichtgeschwindigkeit  ergaben,  ein 
Fierfecbter  der  alten  Ansicht,  daBs  das  Licht  keine  Zeit  brauche,  um  sich  fortzu- 
.  2)  Tergl.  Cassini's  Abhandlungen:  De  l'origine  ete.  und  Hypothese«  etc. 
e  Enden  sich  Ane.  mha.  Bd.  VIII.  3)  Hist.  Par.  siehe  Jahr  1G71.  Interessant 
t  der  Zusatz:  „Ceti  ainsi  qut  la  France  fateoil  toujours  des  acqat- 
tiOHS  du  eäte  de  t'esprit  et  *' enriehissoit  de  ce  qai  appariettoit 
•M«  Strangtrs."  4)  ibid.  1673.  6)  Brief  Eoemer's  an  Huygbeus,  entlialt^n 
in  A«  ifiasis  AsUronomae".  i)  Ilittoria  vonDu  Hamel.  Lib.Il,secl.lI,eap.J, 
■rf.iX 

SS. 

Es  ist  wohl  SU  beachten,  dass  in  der  Historia  von  du  Hamel  lib.  II,  sed.  // 

!  Ueberscbrift  des  ersten  CapiteU  »war  „de  «6t*»  attnnomieit  artni  1075"  lautet, 

M  aber  in  demselben  hinter  einander  die  -lahre  1BT5  und  16T6  behandelt  werden, 

t  dm  Worten;   ,fAt  mmwic  omittenda  mihi  videtur  ytKie  die  pnmo  •/ttniwnrw 


atmi  1076  Ltmac  defectio  vüa  eO"  beginnt  die  DarateUung  der  Ureigniwe  de* 
Jahres  1676.  Caüsini  richtete  Bciu  Sendschreiben  über  die  bevorsteheude  Dni' 
kebruog  des  TriLbaotensjtiteiiiB  am  22.  Aufcust  1676  an  die  Astionoinen,  deun  da 
,firmue  proximus"  ist  das  Jalir  1677,  wie  Doxtveilelhaft  hiib  einer  Stelle  des  Hb.  II, 
tdCt.  VI,  cap.  I,  art.  IV  hervorgebt.  Dort  heisat  es;  „Jam  anno  1G76  Dr.  Casti- 
nuf  in  quadam  Eruditorum  diario  admomterat  Aitronomif  txtunte  Mart.  aitniH 
syslema  scUetlilum  Joeis  «c  invasum  M,  ut"  ytc.  Die  Hüioire  vom  Jahre  11 
welche  iiun  Theil  nach  Du  Uamei,  zum  Theil  nach  den  Registern  gearbeitet 
trägt  diesen  Ueberlegiugen  Rechnung  und  giebt  an.  dtUB  die  erste  Hittheili 
Roemer'a,  die  endliche  Lichtgeacbwiudigkeit  betrettend,  der  Akademie  ii 
tember  1676  zugegangen  sei.  Da^»:  Rocmer  selbst  Bchüesslicb  die  entaclimdende 
VerßoHterung  am  9.  November  1678  beobachtete  und  nicht  am  16.,  geht  auB  seiseD 
Aufzeichnungen  (Basis  Aitrtm.)  hervor.  Dass  das  Jahr  1676  das  Jahr  der  entachd- 
denden  Beobachtungen  ist,  geht  aber  ans  Folgendem  hervor;  aj  Auf  dein,  aua  dem 
Brande  des  Übserviitoriums  geretteten.  Blatte  (Ba*.  Ättr.)  sind  weder  August-  noch 
November- Beobachtungen  des  Jahren  1676  verKeichnet,  während  solche  für  das  Jahr 
1676  vorhanden  sind,  p)  Der  Aufsatz  Koemer's  steht  im  „Journal  des  Savant^' 
vom  Jnhre  1676.  y)  Berechnet  man  die  Verfinsterungen  der  Jupitertrabanten  für 
die  Jahre  1676  und  1676,  xo  findet  man,  dasa  xwar  ain  !*  und  16,  November  1676 
Verfinsterungen  stattgefunden  haben,  dase  sie  aber  in  die  späten  Frühstuuden 
gefuUen  sind  und  demnach  für  die  Beobachtung  verloren  waren.  Die  Berechnungen 
■Ummen  dagegen  für  dasJabrl6T6  mit  Roemer's  Angaben  vollkommen  übvrein. 
8)  HujghenH  schrieb  im  September  1677  an  Roemer,  um  über  dessen  nei 
Eptdeckung  Aufschluss  zu  erhalten.  Demnach  spielt  der  2Z  November  1GT&, 
in  so  vielen  Geschichten  der  Astronomie  angegeben  wird,  in  der  Geschichte 
Entdeckung  der  endlichen  Lichtgeschwindigkeit  durchaus  keine  Kolle. 
gaben  der  Beobacbtungazeit  für  den  9.  November  1676  stimmen  nicht  genau  dl 
ein.  Roemer  giebt  an,  daas  die  Verfinsterung  ö'' 46' 35"  eingetreten  sei  fSat. 
AstT.),  während  sich  im  ,^fN>raaI  des  Savants"  die  Bestimmimg  CfiSb' K"  findet. 
Offenbar  sind  in  einer  der  Quellen  die  Zahlen  45  und  35  vertauscht  worden  Die 
Rei'faoung  entscheidet  für  die  Angabe  Ifi'Ab'i!)".  Was  die  Angabe  der  2S'  betrifft, 
BD  stimmen  die  Eist,  von  Du  Hamel  „ul  impendat  deeem  vel  wndedm  mittuta 
per  ttpatium  aeipuile  tanidiametro  orbin  onnui"  und  das  „Journal  dt»  Savantt", 
,^3'  pour  Virttervalle ,  qui  est  te  double  de  celug  qu'tl  y  a  d'icy  jniqu'aw  goleü" 
nnd  Roomer's  brief  an  Hujghena  (Bas.  Aalr.J ,  „pro  delerminationt  iliomm 
32  miniilorum"  vollkommen  überein.  Später  hat  Du  Hamel  die  ^abl  23  durch 
den  Cassini'scben  Wertb  14'  lU"  ersetzt  Dies  geht  aus  der  hetrefienden  Stelle 
der  „Philoeophia"  des  Du  Hamel  und  aus  einer  Bemerkung,  die  Horrebow  in 
seiner  „Bas,  AHr."  macht,  unzweifelhaft  hervor,  Hujghena  hat  in  seinem  1690 
enchienenen  „TraiU  de  la  lumiiTe"  die  Koenier'sche  Zahl  23  beibehalten  nnd 
wir  haben  durchaus  künen  Grund,  anzunehmen,  dass  Roemer  seine  urtprünglicli 
gegebene  Zahl  t_22)  durch  irgend  eine  andere  ersetzt  wissen  wollte.  ~ 


Vergl.  die  Danteilung  im  „Journal  des  Savants"  (1676),  die  auch  in  i 
„Änc.  Mem."  (Bd.  "%.)  übergegangen  ist,  ferner  den  Bericht  der  „Hut.  Par." 
vom  Jahre  1676,  ferner  die  Angaben  DuHamel'B  in  seiner  „i?i»(oWo"  und  M 
„Pkilosophia"  nnd  endlich  den  Brief  Roemer's  an  Uuygbens  (Bas.  Astr.J. 

S  *. 

1)  Vergl.  den  Brief  an  Hujghena  (Bat.  Astr.).    i)  und  a)  Wir 
1  fflbw  die  Art  und  WetM,  wie  Roemer  Beine  Beohnangta 


1 


I 


I 


Die  folgende  Rechnung  soll  den  in  g  4  gegebenen  Hesultaten  zur  Stätve  dienen. 
Bezeichnet  man  die  Horizontal pnrailaxe  der  Sonne  mit  S,  den  Erdradius  mit  r 
mxl  den  Halbmesser  der  Erdbahn  mit  f,  so  ist  r^=gsin3.  Nun  soll  q  oacb  den 
Angaben  in  ll'  mit  der  GeHchwindiglteit  48203^',^  durchlauten  werden.  Man  wtiss 
alxo,  dasB  Roemer  p~  11.60.-18203^^  setzte  und  demn&ch  hat  man  ein  Werthe- 
piutr  ^r,  dl  aus  der  üleiehnng  r:=  11.60A&S03^f^.nn8  zu  bestimmen.  Man  weiss, 
dau  9"  und  einige  Zehntel  für  3  zu  letzen  eind  (Beet,  der  Far.  Eist.  Gd.  1,  1671), 
und  hat  die  Resultate  der  Gradmessung  (Biat.Bd.l,  1873)  l"  ^  b706i  toig.  3  pieds 
fflr  die  Strecke  MalroisiDe-Sourdon  und  1°=  G7057  toii.  für  die  Strecke  Sourdon- 
Amieni  gegeben.  Han  findet  leicht,  dass  nur  ^  =  9.3"  und  \':=fil06i  Mb.  3pirdii 
TOD  ßoemor  benutzt  worden  seia  kann. 

§5. 
1)  Hiel.  von  Du  üamel  1U75  und  1676.  -2)  Brief  Koenier'9  an  iiny gheua 
fSaeis).  3)  Man  bat  zu  wiederholten  Malen  verBucht,  die  Boemer'sohe  Entdeck- 
aU  eine  Errungenschutl  Cuseiui's  binEaetellen.  Namentlich  bat  Maraldi 
ner  Abhandluug  (Mim.  Par.  Acad.  17(ff}  versucht  diirzulegen,  doss  Roeinec 
nur  einen,  von  Cassini  leider  zu  früh  aulgegebenen  fiedanken  wieder  aufgenom- 
men habe.  Auf  diese  Verbaltniwe  wirft  die  DarsUUung  DeUmbre'a  (Histoire 
de  l'Attronomie)  einiges  Licht.  Dass  Cassini  als  Anhänger  Doscartes'  gerade 
die  ßoemer'sche  Ansicht  stets  Lekrirnjirt  hat,  gebt  ans  verschiedenen  Quellen  her- 
vor. Cassini  selbst  sagt  in  den  „Bj/potheses"  (-Inc.  Mdm.  Bd.  VIII):  ,^3fr.  Koi:- 
nuT  «rpfiffua  Iris  ingenieusemeiU  une  de  ces  inegalitei,  qv'ii  avoit  obeerveex  pendant 
qwl'jHt*  anniet  dann  U  prtmier  tatelläe,  par  le  mouvemmt  suceexfif  de  la  lutniire 
...  naiV  etc.  Diese  Anerkennung  des  Roemer'schen  Verdienstes  ist  wesentlich. 
Man  »ergl,  damit  eine  Stelle  der  Cassini'scben  Abhandlung  „De  Vorigin^'  {Anc. 
MM.  Bd.  Vlllf  und  <Ien  oft  citlrten  Brief  Roemer'e,  sowie  Du  UamePa  An- 
gaben, luteraesant  ist  auch  eine  Stelle,  w-elche  Bertrand  jüngst  aus  den  Regis 
tern  (1678)  der  Akademie  encerpirt  hat:  ,^t.  Jtoemer  a  confirme  ...  Comme  cc 
problhnt  «t  un  de  plus  bcaax  que  Von  ail  encore  prop<ms  gut  ce  «yet  et  quc  Mr. 
Cassini  y  a  trowse  quelques  diffScHltes,  <m  l'a  examtne  soucmt  dans  VassembUe." 
4)  BriefRoemer'8  an  Huyghens  r£a«i8^  6)  Qiid.  6<  „Hitt.  Far."(B<).  I),  1680. 
Vergl.  auch  „HypolAeses"  {Aw.Mim.  Bd.  VIII).  7)  „Hypothese^'  (436).  Cassini 
Mgt  £WBr  nur,  dass  er  bei  seiner  ersten  Arbeit  (166ti)  empiriacbe  Gleichungen  be- 
nutzt habe,  um  die  Üore^elmäsHigkeiten  der  Beobachtungen  zu  erhlfi.ren;  da  er 
aber  das  Roenior'sche  Calcul  verwarf,  ao  muss  man  annehmen,  daas  er  auch  bei 
den  späteren  Tafeln (1680)  dasselbe  Verfahren  anwandte.  Vergl.  auch  Delarabre't 
^itt.  de  VAdT.".    6)  .Jiypotheses"  (475), 


l)  ,^A».  Par."  1707.    2)  Vergl.  Horretow  "s  Bemerkur 
Ls)  Brief  De  Mairan's  an  Horrebow  (Bmii).    4)  ibid. 


\ 

^1  1)  Brief  an  Rujghens  (fonct),    8)  In  seiner  1681  erschienenen  „PMtoMjihia" 

^Ban^  Du  Uameh  ,^eo  ut  periodi  emergionum  in  semicirculo  KBL  sint  longinres 

^^feriodit  immersionum  LEK  sintul  sumptis  pene  dimtdia  parte  untas  horae".    Diese 

^F'Btelle  fUhrt  Horrebow  in  seiner  „Basit"  an  und  sagt  dazu:   „Seripsit  ergo  in 

Phguiea  »ua  Seeretarius  Aeademiae  exprentia  eerbis-  „pme  dimidia  parte  unius 

AOTiM".    Ponamti«  ergo  pro  „penc  dimidia  parte  unius  liorai"  ä^  20".     Tantum 

mtttm  excedit  »emiärculus  KBL  qiMntum  defleil  aemicircuius  LKK  udcoqve  Iiabe- 

rnii»  pro  ptrogranda  diametro  W  Iff'  pMntem  gwo^morttm  EtotVÄViMtolxdÄkn' 
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Cassini  (475)/'  Später  ffigtHorrebow  hinzu:  ,^ndicio  estBoanerum  ex  MÜitms 
et  universis  suis  observationibus  tandem  et  finäliter  condnsisse  Imikim  opms  tsss 
parum  ultra  minuta  quatuordecim,  ut  diametrum  orbis  annui  emdiatur,"  Diem 
Schlüssen  kann  ich  nicht  beistimmen.  Es  folgt  eben  nur,  dass  Da  Hamel  den 
Cassini 'sehen  Werth  im  Ange  gehabt  hat,  als  er  seine  ,^Mlosophia"  schiieb. 
3)  Vergl.  Horrebow*s  Angaben  in  der  „Basis  Astronomiaef'm 

Berlin,  Ende  Jnli  1879. 


Recensionen, 


Beiträge  snr  Theorie  der  Kogelfonotionen.  1.  und  2.  Abtheilnng.  Von 
Dr.  F.  Neumann,  Professor  der  Physik  an  der  UniversitSt  sa 
Königsberg.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1878. 

Im  Jahre  1 878  hat  die  Literatur  über  Kugelfunctionen  ausser  dnrch 
die  weiter  unten  zu  besprechende  zweite  Auflage  des  Heine' sehen  Hand- 
buches noch  eine  weitere  Bereicherung  erfahren  durch  VeröfPentliehQDg 
der  Untersuchungen  von  Herrn  F.  Neumann.  Von  den  zwei  Abthei- 
lungen, in  welche  das  Neu  mann' sehe  Buch  zerfällt,  beschäftigt  sich 
die  erste  allein  mit  der  Darstellung  der  Kugelfunctionen  selbst  mittelst 
unendlicher  Reihen  und  bestimmter  Integrale.  Von  den  verschiedenen 
Gesichtspunkten ,  von  denen  man  bei  der  Entwickelung  der  Theorie  ans- 
gehen  kann,  legt  Herr  Neumann  nur  den  einen  zu  Grunde,  der  bei 
physikalischen  Anwendungen  der  wesentliche  ist.  Er  betrachtet  die 
Kugelfunctionen  als  Integrale  der  bekannten  Differentialgleichung.  Seine 
Methode  ist  daher  eine  einheitliche.  Aus  der  Differentialgleichung  wird 
für  jeden  Fall  eine  Anzahl  specieller  Reihen  abgeleitet,  woran  sich 
die  Darstellung  durch  solche  bestimmten  Integrale  anschliesst,  die  dem 
von  Herrn  Neumann  im  Cr  eile' sehen  Journal  Bd.  37  für  die  einfache 
Kugelfunction  zweiter  Art  aufgestellten  Integrale 

-1 

analog  sind.  Von  den  Kugelfunctionen  mit  zwei  indices,  die  hier  ab- 
geleitete Kugelfunctionen  genannt  werden,  während  Herr  Heine  sie 
als  zugeordnete  Functionen  bezeichnet,  werden  auch  diejenigen  ge- 
nauer behandelt,  bei  denen  der  zweite  Index  grösser  als  der  Hauptindex 
ist.  Die  Darstellung  dieser  Functionen  ist  eine  wesentlich  andere,  als 
bei  Heine. 

Uebrigens  weicht  die  Neumann' sehe  Bezeiclinung  von  der  Heine- 
Bchen  insofern  ab,  dass  die  entsprechenden  Functionen  in  beiden  Be- 
zeichnungen sich  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden.     Die  ein- 


Receusionen, 


ihe  Kngelfanctioa  der  ersten  Art,  P"(^x)  nach  Heine,  P^i^')  nach 
KenmaDD,  isl  in  beiden  GezeichnnDgen  geoan  dieselbe,  während  dip 
KngelfuDCtion  der  zweiten  Art,  C"(x3  hei  Beine,  gleich  der  Hälfte  des 
▼oretehenden  Integrals  ist,  bei  NenmaDn  dagegen  gleich  dem  Integral, 

'ie  ftbgeleiteten  Kugel fanctionen  sind  particulKre  Integrale  der  Gleichung 


9.) 


d(l-«») 


dx 


+  «(»  +  !). J'-f 


Man  bat  bier  zwei  FXIIe  sn  nnterscbeiden : 

r,  Fliry^n  Bind  die  Functionen  der  ersten  Art  für  .T  =  +  1  end- 
lieh, für  jr:=+  00  dagegen  nnendlich  gross,  wSbrend  die  Fnnctioneu  der 
kweiten  Art  fiir  a:s=+OD  verscbwinden,  für  a:  =  +  1  nnendlich  gross 
irerden.     Die  Functionen  der  ersten  Art  sind  nach  Heine 


/?C.)  =  C«^-1)S' 


«■eh  1 


..f2n-l)      dxl 


Die  Functionen  der  sweiten  Art  sind  nach  Heine 

3.5.  .(in  +  l)  dJO"(,) 


OK') 

I  Nenmann 


Die  Neamann'sche  Beaeichnnng  hat  den  Vorthcil ,  dass  für  >  =  0 
die  abgeleiteten  Functionen  nnmittelbar  In  die  einfachen  Kugeirnnctionen 
fibergeben,  während  bei  Heine  /o"C-^*)  ßic^  ^o»  ''"(*)  durch  t 

IStAnten  Factor  unterscheidet,  Andererseits  ist  bei  Heine  der  Coefficient 
dir  hfichsten  Potenz  =1,  was  auch  vielfach  rortheilbaft  ist. 
It.  FUr/^ii  bleibt  die  Definition  der  Kugelf anctionen  zweiter  Art, 
Omjt  reap.  P",  völlig  ungeändert.  Dagegen  zeigt  die  Function  P„j  in 
diesem  Falle  ein  ganz  anderes  Verhalten,  weshalb  Herr  Nenmann  die 
j  in  zwei  Ciaseen  theilt,  deren  erste  die  oben  definirte  Function  P  für 
^<n  ist,  während  die  zweite  Clasee  der  Pmj  (für^'>n)  von  Neuem  in 
i  Abtheilnngen  aerfällt,  die  reap.  mit  S,j(j')  und  7'„jfx}  bezeichnet 
irerden.  S„j{x)  verschwindet  für  «  =  —  1  und  wird  für  X  =  +  l  i 
lieb,  T,j(^x)  versubwindet  für  x  =  4-l  und  wird  für  af  =  — I  unendlich; 
beide  Functionen  werden  nusserdem  für  iBs=oo  unendlich  gross.  Der 
constante  Factor  in  beiden  ist  so  bestimmt,  dass 

^nrird.     Diese  Unterscheidung   der   .V  nnd   T  findet  sich  bei  Heine,    der 
HtatdÜ  P  >■!  diesem  Falle  eine  ganz  andere  DarBleUun^  h&V ,  \i\ao.. 

■iL_  ^._ 


Krerd 
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■  x^>^^>»<r'y<»  •• . 


Nach  Aufstellung  der  Definitionen  entwickelt  Herr  Neamann  iv- 
Dächst  auf  bekannte  Weise  zwei  particuläre  Integrale  der  Differential- 
gleichung der  zugeordneten  Functionen  (s.  oben)  in  Reihen ,  die  nach 
fallenden    Potenzen    von    0^'  — 1)    fortschreiten,    w&hrend    diese    Reihen 

ausserdem  noch  den  Factor  1 |      haben.     Die  eine  der  Reihen,  T^ 

genannt,  hat  als  höchste  Potenz  (x  — 1)";  sie  ist  mit  Pnj  gleichwertig, 
d.  h.  sie  unterscheidet  sich  von  P^j  nur  durch  einen  constanten  Factor, 
wie  sich  aus  dem  Verhalten  in  den  singulftren  Punkten  Hh  1,  Qo  ergiebt. 
Die  andere  Reihe  Z^,  die  als  höchste  Potenz  (x— 1)-<*+^>  hat,  ist  mit 
Omj  gleichwerthig  und  wird  durch  einen  passend  gewählten  Factor  mit 
Qnj  identisch.  Beachtet  man  nun,  dass  die  Differentialgleichung  sich 
nicht  ändert  1)  durch  Vertauschung  von  x  mit  —  o*,  2)  durch  Vertausch- 
üDg  von  j  mit  —j\  3)  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von  x  mit  — x 
und  J  mit  — y,  4)  durch  Vertauschung  von  n  mit  —  (w-j-l)»  5)  dadurch, 
dass  man  jede  der  Operationen  1),  2),  3)  mit  der  Operation  4)  combinirt, 
so  folgt,  dass  man  durch  jede  der  genannten  sieben  Operationen  aus 
einem  particulären  Integral  der  Gleichung  a)  ein  anderes  erhält.  Ka  ist 
die  Frage,  ob  die  so  auseinander  hervorgehenden  Integrale  auch  gleich- 
werthig sind.  Um  dies  zu  entscheiden,  werden  jene  Operationen  auf 
diejenigen  (als  bekannt  vorausgesetzten)  Reihen  angewandt,  durch  die 
P„j  und  Of,j  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt  werden.  Daraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Operationen  1),  2),  3)  jedes  particuläre  Integral 
iu  sich  selbst  oder  in  ein  gleichwerthigcs  überführen.  Jene  drei  Umfor- 
mungen werden  nun  zunächst  mit  der  Reihe  Z^  vorgenommen,  wodurch 
sich  die  neuen  Reihen  Z^y  Z^^  Z^  ergeben,  so  dass  man  nach  Multipli- 
cation  dieser  Reihen  mit  passenden  Constanten,  welchen  Werth  auch  n 
haben  möge,  für  Qnji^')  vier  Reihen  hat,  von  denen  zwei  nach  fallenden 
Potenzen  von  (o;  — 1),  zwei  nach  fallenden  Potenzen  von  (j^  +  1)  fort- 
schreiten. Diese  Reihen  sind  unendlich  und  convergiren  für  a:*>l,  so- 
bald y^M,  wobei  y  =  0  eingeschlossen  ist;  die  Reihen  sind  dagegen  end- 
liche für  j  >  n.  Wendet  man  dieselben  Umformungen  auf  V^  an ,  so 
erhält  man  ausser  Kj  die  Reihen  /^g»  -^s»  ^4'  YiiTJ<Cn  sind  alle  vier 
Reihen,  von  denen  wieder  zwei  nach  Potenzen  von  x  —  1,  zwei  nach 
Potenzen  von  a-^l  fortschreiten,  gleichwerthig  mit  Pnj.  Man  hat  daher 
für  y<w  vier  verschiedene  endliche  Reihen  für  P„j.  Durch  Umkeh- 
rung der  Reihenfolge  der  Glieder  nehmen  diese  Reihen  noch  eine  andere 
Form  an,  die  man  auch  direct  aus  dem  Taylor' sehen  Satze  ableiten 
kann;    und   in    letzterer  Form   sind    die  Reihen   analog  den  Dirichlet- 

sehen  Reihen,    welche   P"(co5i>)  nach  Potenzen  von  ^05^  —  ,  resp.  sin^ -^ 

entwickeln.  Füry>/i  sind  von  den  vier  Reihen  Y  nur  \\  und  J'^  unter 
einander  gleichwerthig,    desgleichen   T^.und   Y^\   dagegen  ist  das  erstere 
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Paar  mit  dem  letzteren  nicht  mehr  gleichwerthig,  da  für  a;=:l  F^=oo, 
7j  =  0  wird  und  umgekehrt  für  a:  =  — 1  l^i  =  0,  KjC=qo.  Daher  Bind 
in  diesem  Falle  zwei  Functionen  zu  unterscheiden:  V^z=  r^  =  S^j^ 
y^s=:  y^=  T^j,  Die  in  diesen  Functionen  enthaltenen  constanten  Fac- 
toren  werden  so  bestimmt,  dass 

Zur  Bestimmung  dieser  constanten  Factoren  wird  für  S  und  T  noch  eine 
andere  Form  abgeleitet;  es  wird  nftmlich  gezeigt,  dass  die  durch  Um- 
kehrung der  Reihenfolge  der  obigen  (endlichen)  Reihen  V  entstehenden 
neuen  Reihen  sich  durch  ein  bestimmtes  Integral  summiren  lassen,  und 
zwar  ist  1  —1 

wobei  der  Integrationsweg  nur  so  zu  wählen  ist,  dass  die  Stelle  z^=sx 
▼ermieden  wird.  Damit  der  oben  geforderte  Zusammenhang  zwischen  S, 
7\  0  wirklich  stattfinde,  muss 

Äy=Aj=(-iy.i.2.3...y 

sein.     Dann  folgt  weiter  aus  A): 

+  1 

-1 

Uebrigens  wird  von  den  Integralen  A)  auch  direct  gezeigt,  dass  sie  der 
Differentialgleichung  genügen;  ferner  folgt  aus  denselben 

Weiter  kann  man  mit  Hilfe  der  Reihen  für  S  und  T  für  jedes  der  beiden 
Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  A)  vier  verschiedene 
Reihen  aufstellen,  und  von  diesen  Reihen  Iftsst  sich  zeigen,  dass  sie  sich 
noch  durch  Integrale  von  anderer  Form  darstellen  lassen,  welche  Herr 
Neumann  als  Integrale  der  zweiten  Gattung  bezeichnet.  Hierdurch 
ergeben  sich  für  die  Functionen  von  <$,  T,  Q  die  folgenden  neuen  Dar- 
stellungen : 

-1 

S.j(x)  =  -  c.{j^^^'  Hx-^zy--^  P^iz)  dz, 


X 

+  1 


B)  (     T„jix)-.^-^C.(^^^^'r(x^zy--^Pn(iz)dz, 


X 

+1 


p«i(.o-    ('{y^^"^' f(0C'-^y^'Pn(z)dz, 


wobei 


-1 
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wobei  P'n 


äP, 


ist.     Nachdem  Doch  fHi  die  Pnactionen  P, 


T.j  eioige  recorrente  Relatioaeii  abgeleitet  ginil,  schliesst  der  Anhang  mit 
Tafeln,  welche  die  Wertlie  der  eämmilichen  FuDCtionen  (resp.   ihrer  Dif- 
ferenlialqnotietiteD}  fflr  die  epedellen  Werthe  des  Argamente  0,    +  1, 
angeben. 

Diese  Entnivkelnugen  bilden   den  ersten  Tbeil  der  Nen 
Arbeit.     Sind  die  Resnltate  ancb   nicht  durchweg  neu,  bo  ist  doch  übni 
die    Art,    wie    der   Zusammenhang   der   rerschiedeoen    Fonnetu    ermitleU 
wild,    eine   eigenthümliche;    nnd  die  sammtlichen    abgeleiteten  Resnltate 
werdeu  für  Anwendungen  der  Kagelfanct Jonen  an f  physikalische  Probli 
von  grossem  Werthe  sein. 

Der  zweite  Theil   der  Neumann'schen  Arbeit  beschäftigt  eich 
der    Entwickeiang    des  Prodnctes    zweier  Kngelfanctionen    in    eine    nac] 
Eugelfunctionen    fortschreitende   Reihe.      Zunächst    ergiebt   sich 
Difrerentialgleichnng  der  KngelfiiDciionei 
fnnctiouen    einer  linearen  Üifferenllalgh 
Es    seien    V,    V  Kogelfanclionen    resp.   i 
ob    von   der    ersten    oder   zweiten  Art, 
der  folgenden  Differentialgleichung: 


absrt!^™ 
litlelt 
nlute 

nacb 


dsa  I'roduct  zweier  Kugel- 
ung  viprter  Ordnung  genügt. 
dem  Index  />,  '/,  gleichgiltig, 
genügt  das  Prnduct   J"=  V.V 


„rfl"] 


,(1-0*)- 


J(I-ö»)- 


+  21,.{p  +  l)  +  9(9  +  l)]  - 


rf    (I-<.«)t 


u.rfJ' 


-s.rm 


Von  dieser  Gleichung  kennt  man  sofort  vier  particnlKre  Integrale,  da  4 
Grössen  V,  V  sowohl  Kugelftinctiouen  der  ersten,  als  der  aweiten  , 
sein  können,  nämlich  die  vier  Producte 

Pf.l\.  Or.O,,  Pp.Q,,  Pi.Op. 
Nebenbei  ergiebt  sich,  dass  die  Producte  der  abgeleiteten  Kugelfanctil 
nen  Ppf  .  Pf,,  Pp,  .ff,  etc.  mit  den  vorigen  durch  eine  einfache  Relatiü 
zusammenhängen  und  dass  diese  letzteren  Producte  ihrerseits  ebenfalls 
die  particnlären  Integrale  einer  andern  Differentialgleichung  vierter  Ord- 
nung sind.  Für  p  =  ?  geht  ferner  die  obige  Differentialgleichung  in  eine 
der  dritten  Ordnung  über,  so  dass  das  Quadrat  einer  Kugelfunction  einer 
Differentialgleichung  der  dritten  Ordnung  genllgt;  für  die  dritte  nnd  vierte 
Potenz  einer  Kugel fnnction  wird  ebenso  eine  Gleichung  der  vierten,  resp. 
fünften  Ordnung  aufgestellt,  ein  Verfahren,  das  sich  leicht  verallgemei- 
nern lAsst. 

Zu  der  oben  angeftlhrten  Banptgleichung  zurückkehrend,  zeigt  nun 
Herr  Nenmann,  dass  man  jene  Gleichung  durch  eine  Reihe  in(»-griren 
kann,  die  nach  einfachen  KugelTunctioDen  fortschreitet.  Ordnet  man  die 
Keihe   nach   fallenden  Indices  nnd  ist  r^  der  Inde»  des  eMtcn  Glie 
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»•.*\AA/N^^V>/».^^^^N^-A/\A^ 


On(0)  und  0'n{0).  Von  den  letzteren  beiden  Grössen  folgt  (je  nachdem 
n  gerade  oder  ungerade  ist)  die  eine  oder  die  andere  unmittelbar  aus 
dem  obigen  Ausdruck  für  Qni^)^  während  die  noch  Übrig  bleibende  Grösse 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  die  Reihe  für  Onip^)  durch  y- maliges  Dif- 
ferentiiren  0>^)  ™^^  ^^i"  vorher  entwickelten  Reihe  für  Ornji^^)  überein- 
stimmen muss.  Aus  der  Reihe  für  ^nC^)  ergiebt  sich  leicht  die  für 
Omjd^)  U^^)y  während  die  Entwickelung  von  Pmj{^)  nach  steigenden 
X  bekannt  ist.  So  sind  also  schliesslich  dieselben  Functionen  auch  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  in  Reihen  entwickelt,  welche  Reihen,  soweit 
sie  nicht  endlich  sind ,  für  x*  <1  convergiren.  Die  ebengenannten  Reihen 
kann  man  sämmtlich  auf  die  Form  bringen 

(1  -  a:«)H>  I  CStnj  (x)  +  C,  @nj  (x)  j , 

wo  C  und  C^  Constante  sind ,  die  entweder  reell  oder  gleich  einer  reellen 
Zahl  mal  /^(— 1)  sind,  während  Rnj  und  @nj  die  Potenzreihen  bedeuten 

,  U-'')U-n+2)U+n  +  l)U  +  n  +  S) 
"•"'  "         1.2.3.4  '       '  "•■••■' 


1.2.3.4.5  ^     •' 

eine  Darstellung,  die  sich  Übrigens  füry  =  0  auch  bei  Heine  findet. 

In  einem  Anhange  zur  ersten  Abtheilung  stellt  Herr  Neumann 
eine  grosse  Zahl  recurrenter  Relationen  zwischen  den  Eugelfnnc- 
tionen  mit  verschiedenem  Index  zusammen.  Für  die  einfachen  Kugel- 
fnnctionen  werden  diese  Relationen  aus  dem  Laplac ersehen  Integral 
abgeleitet,  woraus  dann  eine  Entwickelung  beliebig  hoher  Differential- 
quotienten von  Pn{x)  in  eine  nach  Kugelfunctionen  fortschreitende  Reihe 
folgt.  Entsprechende  Formeln  für  die  Qn  ergeben  sich  aus  dem  Neu- 
mann* sehen  Integral  (vergl.  oben).  Daran  knüpfen  sich  analoge  Rela- 
tionen für  die  R,  die  in  der  obigen  Darstellung  von  Qn  mit  Hilfe  des 
Logarithmus  eine  Rolle  spielen,  endlich  sehr  merkwürdige  Beziehungen 
Bwischen  den  P  und  Q,  die  zum  Theil  neu  sind.  Als  Beispiele  mögen 
hier  folgende  angeführt  werden: 

2 

Pn  +  l'On        —  Pn        -  On-^-t  ^  2n4'l^ 

2 

P^n       •  Vn       "~  Pn        •  v  n        ^^  ~"|       T  i 
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wobei  J^^^sss—^  igt.    Naehdem  noch  Ar  die  Funetionen  Pm$%  Om$%  ^i 

Mm? 


Tf^  einige  reenrrente  Relationen  abgeleitet  mnd ,  eeUieert  der  Anhang  aÜ 
Tafeln  I  welcbe  die  Werthe  der  ■ftmmdieben  Fnnetionen  (reep.  ihrer  Dif- 
ferentialqnotienten)  ftlr  die  speciellen  Werthe  dee  Argumente  0»  Ht  It  oi^ 
angeben. 

Dieee  Bntwiekelnngen  bilden  den  ersten  Theil  der  Nenmann*aehen 
Arbeit  Sind  die  Beanltate  aneh  nicht  durchweg  nen,  eo  iet  doch  tibenll 
die  Art,  wie  der  Znsammenhang  der  vereehiedenen  Formeln  erndttdl 
wirdi  eine  eigenihttmliche;  nnd  die  aämmtlichen  abgeleiteten  Beanltato 
werden  ftr  Anwendungen  der  Kngelfnnctionen  auf  physihaliiehe  Probleme 
▼on  groesem  Werthe  sein. 

Der  iweite  Theil  der  Nenmann'schen  Arbeit  beeehlfägt  rieh  aril 
der  Entwiehelnng  dee  Prodnctet  iweier  Kngelfanctionen  in  eine  Bach 
Kngelfnnctionen  fortschreitende  Beihe.  Zunichst  ergiebt  rieh  ans  der 
Differentialgleiebnng  der  Kngelfnnctionen,  dass  das  Prodnct  sweier  Kngel- 
fnnctionen einer  linearen  Differentialgleichung  yierter  Ordnung  genügt. 
Es  seien  £7,  V  Kngelfnnctionen  resp.  mit  dem  Index  p,  q^  gldchgiltig, 
ob  Ton  der  ersten  oder  sweiten  Art,  so  genügt  das  Prodnct  7^  U,  V 
der  folgenden  Differentialglrichung: 

+[p(p+i)-9{9+i)y^y=o. 

Von  dieser  Gleichung  kennt  man  sofort  vier  particulftre  Integrale,  da  die 
Grössen  17,  V  sowohl  Kngelfnnctionen  der  ersten,  als  der  sweiten  Art 
sein  können,  nämlich  die  vier  Producte 

/V-^f.  öp-öf.  ^P-ö,,  Pq.Op. 
Nebenbei  ergiebt  sieb,  dass  die  Producte  der  abgeleiteten  Kngelfnnctio- 
nen Ppi^Pfp  Qpi'Oqi  etc.  mit  den  vorigen  durch  eine  einfache  Relation 
zusammenh&ngen  und  dass  diese  letzteren  Producte  ihrerseits  ebenfalls 
die  particulftren  Integrale  einer  andern  Differentialgleichung  vierter  Ord- 
nung sind.  Für  p  =  g  geht  ferner  die  obige  Differentialgleichung  in  eine 
der  dritten  Ordnung  ttber,  so  dass  das  Quadrat  einer  Kngelfunction  einer 
Differentialgleichung  der  dritten  Ordnung  genügt;  für  die  dritte  und  vierte 
Potenz  einer  Kngelfunction  wird  ebenso  eine  Gleichung  der  vierten,  resp. 
fünften  Ordnung  aufgestellt,  ein  Verfahren,  das  sich  leicht  verallgemei- 
nem lässt. 

Zu  der  oben  angeführten  Hauptgleichung  zurückkehrend,  zeigt  nun 
Herr  Neu  mann,  dass  man  jene  Gleichung  durch  eine  Reihe  integriren 
kann,  die  nach  einfachen  Kugelfunctionen  fortschreitet.  Ordnet  man  die 
Reibe  nach   fallenden  Indices  und  ist  r^  der  Index  des  ersten  Gliedes, 
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80  Bind  die  übrigen  r^— 2,  Tq  — 4,  r^  —  ß  etc.  Für  r^  ergiebt  sich  eine 
Gleichung  vierten  Grades,  deren  Wurzeln  sind 

rß==j9  — ^  — 1  r=d— -1,    wobei  p>q,   it>  +  ^  =  *>   p  —  q^d. 

Somit  erhält  man  aus  der  einen  Reihe,  den  vier  Werthen  von  r^  ent- 
sprechend, vier  particuläre  Integrale,  wobei  zu  beachten  ist,  diiss  die 
Kugelfunction  P^(u+i)  mit  der  Kugelfunction  zweiter  Art  mit  positivem 
Index  On{^)  gleichwerthig  ist.  Das  erste  dieser  particulären  Integrale, 
Jsj  ist  eine  endliche  Reihe  von  Kugelfun ctionen  der  ersten  Art,  mit  Pa{a) 
beginnend,  mit  Pd{(i)  aufhörend.  Das  zweite  particuläre  Integral,  J_(,^2)y 
ist  eine  unendliche  Reihe  von  Eugelfunctionen  zweiter  Art,  mit  Qs'\.i 
beginnend ,  und  zwar  ist  der  Index  der  Q  steigend.  Das  dritte  Integral, 
J— (^^.1),  ist  eine  endliche  Reihe  der  Q,  mit  Qa  anfangend  und  mit  Qs 
aufhörend.  Die  Coefficienten  dieser  Reihe  stimmen  mit  denen  der  ersten 
Reihe  Überein.  Das  vierte  particuläre  Integral  endlich,  «/^.i,  ist  eine 
endliche  Reihe  der  P,  mit  Pa  anfangend  und  mit  Pq  oder  P^  aufhörend. 
Die  Coefficienten  jeder  der  Reihen  werden  durch  Recursionsformelu  voll- 
ständig bestimmt.  Durch  Betrachtung  der  singulären  Punkte  +  1 ,  Qo 
und  durch  das  Verhalten  der  Functionen  bei  Aenderung  des  Vorzeichens 
des  Arguments  ergiebt  sich  leicht  der  Zusammenhang  der  vier  Reihen 
mit  denjenigen  particulären  Integralen ,  die  in  Form  der  Producte  Pp .  Pq 
n.  8.  w.  dargestellt  waren ,  und  zwar  ist 

Die  Coefficienten  A^  B^  F^  ^^  E  lassen  sich  leicht  durch  das  Verhalten 
der  Reihen  im  Unendlichen  bestimmen,  resp.  dadurch,  dass  man  die 
Kugelfunction  der  zweiten  Art  mit  Hilfe  des  Logarithmus  ausdrückt. 
Hierbei  ergiebt  sich  noch  1^=^/,  so  dass 

womit  die  links  stehende  Differenz  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen 
entwickelt  ist.  Unter  den  verschiedenen  Anwendungen  auf  specielle 
Fälle,   u.  A.  auf  den  Fall  p  =  9,   heben   wir  besonders  hervor  die  Ent- 

Wickelung  von  ^^Qy^»     )  ii^  ein®  Qach  den  Kugelfunctionen  Pn(o)  fort- 

schreitende  unendliche  Reihe. 

An  die  Entwickelung  des  Productes  zweier  Kugelfunctionen  schliesst 
sich  nach  dem  Obigen  leicht  die  des  Productes  zweier  abgeleiteten  Kugel- 
functionen ersten  Grades,  z.  B.  PpiPgi  etc.,  sowie  einer  Kugelfunction 
mit  einer  abgeleiteten  Kugelfunction  ersten  Grades  an.  Auch  die  hier- 
für geltenden  Formeln  werden  sämmtlich  mitgetheilt.  Die  abgeleiteten. 
Reihen  sind  übersichtlich  in  Tabellen  zusammengeBteWt  ^  THidi  i.^«x  ^\^ 

SOHriU,  Abtblg,  d,  Z^iUobr.  i^  Ibth.  a.  Pbji.  XXY,  l.  ^ 
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endlichen  Reihen  in  doppelter  Anordnung,  nach  steigenden  und  fallenden 
Indices. 

Den   Schlnss    der  Neuman naschen    Arbeit  bildet   die   Ermitteliing 

von  Integralen  der  Form 

+  1 
F{z)  dz 


f 


o  —  z 

-1 

in    denen    die  Fanction   F{z)    entweder    das   Product  /p(0  ^q{^)    oder 

(1-^)«1^l(!}  I^SlIL^   oder   Ppiz)^-^^  vertritt.     Da  man   im   dritten 
dz  dz  '^  dz 

Falle   ein   verschiedenes  Resultat  erhält,  je  nachdem  p>q^  P<9  oder 

p  =  g  ist,  so  sind  fünf  Integrale  zu  betrachten.     Von  den  Resultaten,  die 

sich   aus   den   obigen   Reihenentwickelungen   ergeben,   sei  hier  das  eine 

angeführt : 


f 


a  —  z  .     '      7 


-1 

Nachdem  ich  über  den  Inhalt  d^r  Neumann 'scheu  Schrift  eine 
Uebersicht  gegeben,  bleibt  mir  noch  übrig,  daraufhinzuweisen,  dass  die 
Darstellung  des  Herrn  Neumanu  von  musterhafter  Klarheit,  der  Druck 
der  Formeln  sehr  correct  und  Übersichtlich  ist.  Dass  Herr  Neu  mann 
die  Arbeiten  anderer  Autoren  auch  da,  wo  sich  seine  Entwickelungen 
mit  denen  jener  berühren,  nicht  citirt,  ist  wohl  dadurch  zu  erklären, 
dass,  wie  ich  vermuthe,  die  hier  entwickelten  Resultate  schon  vor  Jahren 
gefunden  und  erst  jetzt  veröffentlicht  sind.  Auch  war  bei  der  einheit- 
lichen, in  sich  abgeschlossenen  Entwickelung  ein  solches  Citiren  sum 
Verstftndniss  nicht  nothwendig.  Ich  kann  nicht  schliessen,  ohne  den 
Wunsch  auszusprechen,  dass  Herr  Neumann  in  einer  Fortsetzung  seiner 
Beiträge  auch  Anwendungen  der  abgeleiteten  Formeln  auf  physikalische 
Probleme  mittheilen  möge. 

Berlin,  7.  April  1879.  A.  Wangerin. 


Handbuch  der  Kugelftinctionen,  Theorie  und  Anwendungen,  von  Dr.  E.  Heinr, 
ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Halle.  1.  Band. 
2.,  umgearbeitete  u.  vermehrte  Auflage.    Berlin,  G.Reimer.    1878. 

Schon  der  äussere  Vergleich  der  zweiten  Auflage  des  He  ine' sehen 

Handbuchs  mit  der  ersten,    1861  erschienenen,    zeigt,    dass  es  sich  hier 

um   eine  völlige  Umarbeitung  handelt.     Ist  doch  der  Umfang  des  bisher 

erschienenen  ersten  Theiles  (die  Theorie  der  Kugelfunctionen  umfassend) 

aaf  fast  500  Seiten  engen  Druckes'  angewachsen.     Der  Zweck,  den  die 
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erste  Auflage  mit  verfolgte,  den  Anfanger  in  die  Theorie  'der  Kngel- 
fnnctionen  einzuführen,  ist  bei  der  neuen  Auflage  in  den  Hintergrund 
getreten;  bei  dieser  ging  der  Herr  Verfasser  hauptsächlich  darauf  aus, 
eine  systematische  Darstellung  aller  hierher  gehörigen  Untersuchungen 
bis  auf  die  neueste  Zeit  zu  liefern.  Alle  Vorzüge,  die  schon  die  erste 
Auflage  auszeichneten,  besitzt  die  neue  Auflage  in  erhöhtem  Maasse. 
Die  verschiedenen  Gesichtspunkte,  aus  denen  die  Kugelfunctionen  Inter- 
esse  darbieten  und  welche  für  die  Entwickelung  der  Theorie  massgebend 
gewesen  sind,  sind  sämmtlich  hervorgehoben.  Die  Definitionen  zeichnen 
sich  durch  Exactbeit,  die  Beweise  durch  Strenge  aus.  Die  in  dem  Buche 
abgeleiteten  Formeln  sind  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Lehre  als  die 
wesentlichsten  anzusehen.  Ueberhaupt  ist  das  vorhandene  Material  so 
erschöpfend  benutzt,  dass  wohl  in  keinem  andern  Gebiete  der  Analysis 
zusammenfassende  Darstellungen  von  gleicher  Vollständigkeit  existiren. 
Die  Originalarbeiten,  aus  denen  der  Verfasser  geschöpft,  sind  überall 
mit  der  grössten  Sorgfalt  angegeben. 

Aus  dem  reichen  Inhalte  des  Buches  werde  ich  mir  im  Folgenden 
erlauben,  einzelne  Punkte  hervorzuheben,  die  mir  von  besonderem  Inter- 
esse erscheinen.  Dabei  werde  ich  mich  auf  solche  Gegenstände  beschrän- 
ken, bei  denen  die  neue  Auflage  von  der  ersten  abweicht,  da  die  letz- 
tere Allen,  die  sich  mit  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  beschäftigt 
haben,  hinreichend  bekannt  sein  dürfte. 

Zunächst  ist  hervorzuheben  eine  ausführlichere  und  strengere  Be- 
gründung überall  da,  wo  es  sich  um  Ausdehnung  von  Formeln,  die 
zunächst  für  reelle  Grössen  gelten,  auf  complexe  Grössen  handelt;  so 
gleich  im  Anfang  l^ei  der  Definition  der  Kugelfunctionen  aus  der  Ent- 
wickelung von  (1  —  2aa: -f  a*)~^  nach  Potenzen  von  a,  so  femer  bei 
der  Auswerthung  des  Integrals 

2« 

d(p 


ß 


A—  B  cos  q>  —  C  sin  q> 
0 

und  an  vielen  anderen  Stellen. 

Die  Darstellung  der  Kugelfunctionen  in  Form  von  höheren  Differen- 
tialquotienten,  die  früher  den  Namen  von  Ivory  und  «Jacobi  trug,  ist, 
wie  Herr  Heine  durch  literarische  Citate  zeigt,  Rodrignes  zuzuschreiben. 

Bei  der  Entwickelung  einer  Function  nach  Kugelfunctionen  ist  der 
Begriff  der  Üonvergenz  in  gleichem  Grade  ausführlich  erläutert. 

Bemerkenswerth  ist  das  Verfahren  bei  der  Definition  der  Kugelfunc- 
tionen zweiter  Art,  (/"(«).    Nachdem  Q^{x)  durch  Entwickelung  von 

.r     y 

nach  /^(y),   den  Kugelfunctionen   erster  Art  von  y,   eingeführt  und  da- 
durch für  solche  «,  deren  Modul  >»  1 «  definirt  ist,  wird  z\iiiücVi%l  %^i.^\^> 
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dass  diese  Function  der  Differentialgleichung  der  Kugelfanctionen  g^nfigt. 
Es  bleibt  Q'{^r)  auszudehnen  auf  Werthe  von  jr,  deren  Modul  <1  ist. 
Man  verbinde  zu  dem  Zwecke  die  beiden  Punkte  +  1  durch  einen  Quer- 
schnitt und  suche  eine  eindeutige  Function,  die  1)  bis  an  den  Quer- 
schnitt der  Differentialgleichung  der  Eugelfunctionen  gentigt,  die  2)  bis 
an  den  Querschnitt  continuirlich  bleibt,  nur  in  den  Punkten  +1  anend- 
lich  werden   darf,    die  3),   mit  «"  +  *  muUiplicirt,  für  a:  =  oo  gleich  wird 

1.2... yi 
3.5...(2«  +  l)' 

Diese  Function  heisst  Q^  (x)  ausserhalb  des  Querschnittes.  Im  Quer- 
schnitt selbst  ist  dagegen  Q^{nc)  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden 
Werthen  an  den  Uferrändern.  Die  Existenz  dieser  Function  wird  dadurch 
bewiesen ,  dass  das  Integral  der  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen 

nach  steigenden  Potenzen  von  S  =  ar  — j/a:*— 1  entwickelt  wird.  Von  den 
sich  ergebenden  particulären  Integralen,  die  hjpergeometrische  Reihen 
sind,  stimmt  das  eine  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  F^(x)  fiber- 
ein, das  andere  hat,  ebenfalls  mit  einem  constanten  Factor  muUiplicirt, 
die  verlangten  Eigenschaften.  Das  so  gefundene  Q^{x)  wird  flirÄ'=+ 1 
unendlich,  während  es  für  alle  übrigen  reellen  und  complezen  Werthe 
von  X  endlich  ist.  Bildet  man  nun  den  Werth  von  0"{x)  für  zwei 
Punkte,  die  auf  beiden  Seiten  des  Querschnittes  einander  sehr  nahe 
liegen,  also  für  die  beiden  Werthe  x  =  cos {^ -^  i s)  und  x^cos('d'  —  if), 
geht  dann  zur  Grenze  für  «  =  0  über,  so  hat  P"(a:)  für  einen  dieser 
Werthe  die  Form  A-\-ßi^  für  den  andern  J — Bi]  die  Werthe  von  O" 
zu  beiden  Seiten  eines  Querschnittes  unterscheiden  sich  daher  um 
2iB  =  i7cP''(x).  Der  Werth  von  Q"  (x)  im  Querschnitt  selbst  ist  J. 
Nachdem  so  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Function  0  ermittelt 
sind,  ohne  auf  die  allgemeinen  Sätze  über  lineare  Differentialgleichungen 
zu  verweisen,  ergiebt  sich  durch  Darstellung  der  hypergeometrischen  Reihe 
als  bestimmtes  Integral,  dass  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Quer- 
schnittes 

QO 

0 
während  für  Punkte  des  Querschnittes  selbst 

19a)  2  0'',.,=  f- ^^i=. +f- '-^^-^^ 

^7   {a:  +  cos[in).y,x^'-ly  +  ^    J   (,r  —  ro.<f  (im)  .//.r^— 1)"  +  * 
0  0 

iht;  und  aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dass  C^"(t)  auch  für  Punkte  im 
Querschnitt  der  Differentialgleichung  genügt 

Will    man    auf  die  Eindeutigkeit    verzichten,    so  kann   man  statt 
des   nh/gen   Verfahrens   auch    das   folgende    einschlagen.     Man   suche  für 
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die  Function  &"(a*),  die  ftir  modx^i  bekannt  ist,  eine  solche  Fortsetz- 
ung, die  der  Differentialgleichung  genügt  und  Überall  continuirlich  ist, 
ausser  in  den  Punkten  a  =  +l.  Man  erhält  dann  eine  mehrdeutige 
Function  ^"(a;),  die  beim  Umkreisen  der  Punkte  +1,  und  dieser  allein, 
sich  jedesmal  um  +  in  P^  {x)  ändert.  Diese  Function  lässt  sich  so  dar- 
stellen : 


20)  ?-(»)  =  i^W%(^)-Z-(*), 


wo  Z"(a:)  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  («  — 1)  ist.     Will  man 
für  die  oben  definirte  Function  Q^{x)  dieselbe  Darstellung  haben,  so  ist 


20  c)  ()"  (a?)  c=  ^  />»  {x)  log  (l^j)  -  2"  {x) 


für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Querschnittes,  während  für  die  Punkte 
des  Querschnittes 

20d)  ö»(a:)  =  i/>»(a;J%(|3|)-Z»(ar) 

ist.  In  den  beiden  Ausdrücken  für  Q^ix)  ist  der  Logarithmus  so  zu 
nehmen,  dass  der  Modulus  seines  imaginären  Theiles  möglichst  klein 
wird,  während  in  der  Function  q  der  Werth  des  Logarithmus  von  dem 
Wege  abhängt,  auf  dem  man  zum  Punkte  x  gelangt. 

Aus  dem  Abschnitte,  der  die  Kugelfunctionen  der  zweiten  Art  be- 
handelt und  der  eine  völlige  Umgestaltung  in  der  zweiten  Auflage  erfahren 
hat,  hebe  ich  noch  folgende  Punkte  hervor.  Bei  Gelegenheit  der  Dar- 
stellung von  Q^{x)  in  Form  eines  vielfachen  Differentialquotienten  be- 
handelt Herr  Heine  auch  die  beiden  folgenden  Differentialgleichungen, 
die  im  folgenden  Abschnitte,  bei  der  Theorie  der  zugeordneten  Functio- 
nen, eine  wesentliche  Rolle  spielen  und  deren  erste  durch  r- maliges 
Differentiiren  aus  der  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen  entsteht, 
die  zweite  durch   r- malige  Integration: 

23)        (l-a:*)^,-2(r  +  l)a:l|  +  („_r)(«  +  r  +  l)y  =  0, 

23a)     (l-a«)g  +  2(r-l)x^  +  (r.-r+l)(«  +  r)i,  =  0. 

Dabei  wird  nicht  nur  der  Fall  r<.n^  der  gewöhnlich  allein  in  Betracht 
gezogen  wird,  sondern  auch  der  Fall  r>n  behandelt.  Für  die  Gleich- 
ung 23)  ergeben  sich  hier  folgende  Sätze: 

1.  Ein  particuläres  Integral*  der  Gleichung  23)  ist  für  jede  Grösse 
der  ganzen  positiven  Zahl  r  gleich  der  Function 

n'»>  r-r^     r    IV  J-S-S-    ("-H)  <FQ'(.<B') 
O-  rCa^)  --=  (- 1)  — n^^^^) di?-- 

2.  Ein  zweites  particuläres  Integral  derselben  Gleichung  ist,  so  lange 
^^'i«   die  ganze  Function 
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1.3...(2n-l)      daj'- 
Wenn  aber  r'^n^  so  findet  man  ein  solches  gleich 

äp^  ,^=It[(>-'')--/(''-')-4 

Diese  Function,   welche,  mit  x*"^**  multiplicirt ,   für  a:s=oo  in  1 

übergeht,  wird  ^Lr(sc)  genannt. 
Nachdem  noch  für   0^(x)  ein   zweites,    dem  Integral  19)  analoges 
Integral  abgeleitet  ist,   das  aus  diesem  durch  die  imaginäre  Substitution 

^    .       .r  cos  (i  u)  +  l/.r*  —  1 

COS  (t  V)  = ' 

X  +  cos  (t  u)  yx^  —  1 

hervorgeht,  folgt  die  Ableitung  der  Grenze,  der  sich  die  Functionen  P^(x) 
und  Q^{x)  mit  wachsenden  n  nähern.  Hierbei  tritt  das  folgende  neue 
Resultat  auf,  das  von  besonderer  Wichtigkeit  ist  für  den  Convergenz- 
beweis    einer  nach  Eugelfunctionen   fortschreitenden  Beihe:    Ist  x  eine 

Grösse,  die  sich  mit  wachsendem  n  der  Grenze  1  nähert,  ^^^^^(-^ji 
(^1  endlich),  so  ist 


ll  =  QO 


sobald  0<tt^-^;  und  zwar  muss  man  für  a  einen  Werth  nehmen,  der 
angebbar  unter  \  liegt.  Die  Annäherung  von  P^(x)  an  Null  ist  dann 
von  der  Ordnung  ^(1--«). 

Aus  dem  Abschnitte  über  die  zugeordneten  Functionen ,  der  sich  vor- 
zugsweise auf  die  aus  den  obigen  Gleichungen  23)  und  23  a)  gewonnenen 
Resultate   stützt,   hebe  ich   die  Berücksichtigung   derjenigen  Functionen 

^?(^)i  ör  (^)  hervor,  für  die  der  untere  Index  r>w  ist.     Es  ist  in  allen 

^^^^^'^     />?(aO  =  (x»-l)^'-?j!:l(^),     ö?(a:)  =  (x«-l)^-Dl!lGr), 

wo  die  Bedeutung  der  Functionen  $,  D  oben  angegeben  ist.  Uebrigens 
lassen  die  zugeordneten  Functionen  noch  mehrfache  andere  Darstellungen  zu. 

Eine  wesentliche  Erweiterung  bat  der  Abschnitt  über  Kettenbrüche 
erfahren.  Es  würde  mich  jedoch  zu  weit  führen,  hier  auf  das  Einzelne 
einzugehen. 

Bei  der  Entwickelung  der  Kugelfunctionen  mit  mehreren  Veränder- 
lichen werden  die  Methoden  zur  Tran^ormation  des  Ausdrucks 

^2  J7        ^2  p        p2  Jjr 

auf  beliebige  orthogonale  krummlinige  Coordinaten  besprochen,  speciell 
die  von  Jacobi  und  Di  rieh  1  et,  welch'  letztere  auf  einer  Anwendung 
des  Gre en*schen  Satzes  auf  ein  Volumenelement  beruht.     Dann  ist  die- 
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Bern  Absehnitte  ein  Zusatz  über  die  geometrische  Bedeatnng  der  Kngel- 
fanetioDen  hinsugefllgt,  dem  eine  Bemerkung  ans  dem  Nachlass  von 
Gauss  zu  Grunde  liegt.  Auch  das  Gauss* sehe  Verfahren,  eine  ganze 
homogene  Function  g>{xtfz)  vom  Grade  n  in  eine  Beihe  von  Kugelfunc- 
tionen  zu  verwandeln,  wird  hier  mitgetheilt. 

Eine  ySlIige  Umgestaltung  hat  das  Capitel  erfahren,  das  die  Ent- 
Wickelung  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach  Kugel functionen 
behandelt.  Durch  Herrn  Kr o necker  war  Herr  Heine  darauf  aufmerk- 
aam  gemacht,  dass  bei  unserer  heutigen  Kenntniss  von  Eigenthümlich- 
keiten  der  Functionen  Dirichlet's  berühmter  Beweis  nicht  mehr  yöllig 
genügt,  da  er  die  Voraussetzung  enthftlt,  dass  das  Aggregat 

J   ^2(co5i/;  — co5fj)  J    ^2(co5iy  — cos^) 

^  0 

nach  ^  differentiirt  werden  könne,  wo  F(i})  den  Mittelwerth 

0 
/  die  zu  entwickelnde  Function  darstellt.  Da  man  nicht  im  Stande  ist, 
anzugeben,  welche  Eigenschaften  /  besitzen  muss,  damit  obige  Beding- 
ung  erfüllt  wird,  wurde  der  Dirichlet'sche  Beweis  durch  einen  völlig 
anderen  ersetzt,  bei  dem  eine  Arbeit  von  Dini  benutzt  wurde,  der  aber 
in  wesentlichen  Punkten  Herrn  Heine  eigenthümlich  ist.  Der  Wichtig- 
keit der  Sache  wegen  sei  es  gestattet,  den  Gedankengang  des  neuen 
Beweises  darzulegen.     Es  ist  die  Summe  der  Reihe  zu  ermitteln 

•) 

wo 


-  /If/J^irfO-,  // 


0  0 

cosy  =  cos  ^  cos  Oj  +  sin  ^  sin  ^j  cos  (^  —  ^i) , 
0<d<7r,     0<i/;<27i; 

ist.     Man   betrachte   zuerst  die   endliche  Reihe   von   n   Gliedern,    deren 
Summe  S^  sei,  für  den  Fall  0  =  0,  beachte,  dass 

F^{cos&).sin&  = 


00  wird 


d^  d^     ' 

n    ■ 


d)  ^2S„  =  j  FW^^d^+J  F{^)-j^d^, 
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wo  F  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  vorher  [Gl.  c)],  während  sugleicb  O^  durch 
^  ersetzt  ist.  Um  die  Grenze  zu  finden,  der  sich  jedes  der  auf  der  rech* 
ten  Seite  der  Gleichung  d)  stehenden  Integrale  mit  wachsendem  n  nShert, 
bestimme  man  die  reellen  und  zwischen  cos%=^'\'\  und  cos^  =  ^l  liegen- 
den Wurzeln  der  Gleichung  /'*(co5^)  =  0;  sie  seien  ^ssa^,  a^,  ...  o«, 
und  zwar  sollen  diese  Grössen  sämmtlich  zwischen  0  und  n  liegen.  Man 
zerlege  jedes  dieser  Integrale  in  Theilintegrale  zwischen  den  Grenzen  0 
bis  cTi,  Oj  bis  o^  etc.,  o„  bis  it.     Zwischen  je  zwei  Werthen  a  liegt  eine 

und  nur  eine  Wurzel  ^  der  Gleichung  -—-  =  0.     Zerlegt  man  nun  jedes 

der  vorigen  Theilintegrale  auf*s  Neue  in  zwei  Integrale  von  Um  bia  ^m 
und  von  /So,  bis  n^^\  und  wendet  auf  jedes  der  letzteren  Integrale  den 
Mittelwerthsatz  an,  so  erhftlt  man  für  das  ganze  Theilintegral  von  am 
bis  Om^-i  einen  Werth,  der  P*{cosßm)  als  Factor  hat;  und  es  ist 
Lim  P^  {cos  ßm)  ^=  0 '^  demgemäss  verschwinden  alle  Theilintegrale.     Dieser 


n  =  < 


Schluss  ist  jedoch  nicht  anzuwenden  auf  die  Theilintegrale,  die  0  und  n 
zur  untern,  resp.  obern  Grenze  haben,  weil  P^{cos^)  sich  mit  wachsen- 
dem n  nur  dann  der  Grenze  0  nähert,   wenn  ^  von  0  oder  n  verschie- 

den   ist.     Da  jedoch   Lim  P^  {cos  d)  =  0  ^    selbst  wenn   ^  =  -^,   falls   nur 

o  <  1^,  so  bleiben  für  n  e=:Qo  von  dem  ersten  der  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  von  d)  nur  die  Theilintegrale  übrig 


/"       dP^  r       ilP*^ 


0  ^  —  Vi 

wobei  1}  und  i7|  Grössen  sind,  die  sich  mit  wachsendem  n  der  Null  nähern, 

so  jedoch,  dass  yn.ri  noch  mit  n  ins  UneDdlicbe  wächst.  Die  Werthe 
dieser  Theilintegrale  ergeben  sich  mit  Hilfe  des  von  den  Herren  Du  Bois- 
Keymond  und  Weierstrass  gefundenen  Mittelwerthsatzes ;  dieselben 
sind  für  «  =  00  _^(o) +  (_!)„_.  ^(„_0). 

Behandelt  man  ebenso  das  zweite  Integral  der  rechten  Seite  von  d),  so 

findet  man  schliesslich 

Lim  Sn  =  F(0). 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter  ebenso,  wie  bei  Dirichlet,  die  Summe  der 
Reihe  a)  für  den  Fall,  dass  0  von  Null  verschieden  ist.  Damit  die  Reihe 
/■(O,  <p)  zur  Summe  hat,  muss  f  eine  endliche,  einwerthige  Function  vor- 
stellen, die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und  Minima  besitzt, 
und  es  muss  /(l^,  0)  = /*(^,  2;r)  und  /"(O,  t/;),  sowie  /"(tt,  t/;)  von  ^  unab- 
hängig sein. 

Die  bisherigen  Bemerkungen  bezogen  sich  auf  die  eigentlichen  Kugel - 
fuuctionen.     Meine  Absicht   war   es   nicht,    alle  Verbesserungen,    welche 
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^^^^^^^^^^^>^^^'^V^^'^>^V/^^i/^^MW\i^^N^\^i^^^>^^ 


die  sweite  Auflage  erfahren,  einzeln  anzuführen,  sondern  nur  durch 
Hervorheben  einiger  mir  besonders  wichtig  erscheinender  Punkte  eine 
Idee  davon  zn  geben,  ^it  welcher  Sorgsamkeit  Herr  Heine  das  neu 
hinzugekommene  Material  benutzt,  resp.  selbst  neues  Material  bei- 
gebracht hat. 

Neben  den  Eugelfnnctionen  hat  Herr  Heine  sodann  die  mit  ihnen 
verwandten  Cylinderfunctionen  berücksichtigt.  Bei  Besprechung  der 
Grenze  von  P^{cosd^)  für  «  =  qo  ergiebt  sich  die  Cylinderfunction  erster 

Art,  /(^),  als  Grenze  von  P"    co*  —  j  für  w  =  oo.    Ebenso  erhält  man  aus 

iP"  die  Cylinderfunction  zweiter  Art  /r„,  und  aus  den  zugeordneten  Func- 
tionen P"  und  Or  die  Cylinderfunctionen  Jr  und  A'r*  Von  diesen  Cylin- 
derfunctionen sind  die  wichtigsten  Eigenschaften  abgeleitet;  auf  eine  Voll- 
stftndigkeit  musste  bei  dem  grossen  Keichthum  an  Formeln,  die  für  diese 
Functionen  aufgestellt  sind,  verzichtet  werden.  Auch  in  den  späteren 
Capiteln  sind  die  Cylinderfunctionen  neben  den  Eugelfunctionen  berück- 
sichtigt. So  findet  man  zu  der  Entwickelung  von  P"  mit  dem  zusam- 
mengesetzten Argument 

cos  y  =  cos  d'  cos  ^j  +  sin  ^  sin  &^  cos  {q>  —  q)^) 

(Herr  Heine  nennt  diese  Entwickelung  das  Additionstheorem  der  Kugel- 
functionen)  ein  Analogen,  das  zuerst  von  Herrn  C.  Neumann  aufgestellt 
ist,  nämlich  die  Entwickelung  von  ^(^2)»  ^^ 

Endlich  ist  auch  die  Entwickelung  einer  beliebigen  Function  von  zwei 
Veränderlichen  nach  Cylinderfunctionen  abgeleitet. 

Von  Functionen,  die  den  Kugelfunctionen  analog  sind,  werden  fer- 
ner die  Kegelfunctionen  kurz  erwähnt,  die  man  als  Eugelfunctionen 
mit  dem  imaginären  Index  —l^  +  iAi  betrachten  kann. 

Den  L am ^' sehen  Functionen,  die  für  das  dreiaxige  EUipsoid  die- 
selbe Bolle  spielen,  wie  die  Kugelfunctionen  für  die  Kugel  und  das 
Rotationsellipsoid,  waren  bereits  in  der  ersten  Auflage  zwei  Capitel  ge- 
widmet. In  der  zweiten  Auflage  fügt  der  Verfasser  den  bisherigen  einige 
neue  Entwickelungen  hinzu  und  betrachtet  dann  auch  die  Functionen 
des  elliptischen  Cy linders,  die  mit  den  Cylinderfunctionen  ebenso  zu- 
sammenhängen, wie  die  L am ^* sehen  mit  den  Kugelfunctionen.  Diese 
Functionen  des  elliptischen  Cyliuders,  welche  der  Differentialgleichung 
genügen 

1^^  +  {Sß^cos2fp  +  4z)iSig>)=.0, 

werden  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der  reellen  oder  imaginären 
Grösse  g>  in  eine  convergente  Reihe  entwickelt,  deren  Coefficienten  Nähe- 
rungsnenner eines  gewissen  Kettenbruches  sind.     Dieselben.  Co^^<^\^tAa:^ 
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•>^V^^  ^  ^%^  i/>^>^NXV  •  •  ^  ••  •^^ -^  . 


treten   auch  auf  bei  der  Entwickelung  der  6  nach  Cylinderfanctionen  / 

mit  dem  Argument  ißj/Scostp,  Die  Grösse  Z  ist,  wie  bei  den  Lam^- 
schen  Functionen,  die  Wurzel  einer  gewissen.  Gleichung.  Von  den 
Coefficienten  bei  der  obigen  Entwickelung  von  6  in  eine  trigonome- 
trische Reihe  wird  ferner  gezeigt,  dass  sie  sich  zu  einander  verhalten 
wie  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Snbstitution,  durch  welche  eine 
gewisse  Form  zweiten  Grades  mit  unendlich  vielen  Veränderlichen  in 
eine  andere  Form  transformirt  wird,  die  nur  die  Quadrate  der  Variabein 
enthält.     Aehnliches  gilt  übrigens  auch  für  die  Entwickelung  der  Lam^- 

schen  Functionen  nach  den  Functionen  Fm  oder  in  trigonometrische 
Reihen. 

Ausser  den  genannten  Zusätzen  hat  die  Behandlung  der  La  mi- 
schen Functionen  noch  eine  Erweiterung  erfahren  durch  Hinzufügung 
eines  neuen  Abschnittes,  welcher  die  L am ^' sehen  Functionen  verschie- 
dener Ordnung  behandelt.  Herr  Heine  giebt  hier  wesentlich  eine  Be* 
arbeitung  seiner  eigenen  Aufsätze  aus  Borchardt's  Journal  Bd.  60,  61, 
62,  sowie  ans  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre 
1864.  Die  allgemeine  Definition  der  Lam^' sehen  Functionen  ist  folgende. 
Es  sei 

^(x)  sei  eine  ganze  Function  von  x  von  der  Beschaffenheit,  daaa  die 
Differentialgleichung 

(P  W  dW 

4t/;(^)  — ^  +  2t/;'(x) -r- +  ^(^) •  ^=  ^ 
dx^  dx 

eiiio  Lösung  zulässt,  welche  eine  ganze  Function  von  x  ist.    Dann  heisst 

jede  ganze  Function  n**^"  Grades  der  Grössen  j/a:,  Yx  —  Oj,  ...  j/« — a^,, 
welche  der  obigen  Differentialgleichung  genügt,  eine  Lam6*6che  Func- 
tion erster  Art,  p^^^  Ordnung  und  ^i^^"  Grades.  Ein  zweites  particuläres 
Integral  jener  Differentialgleichung,  das  im  Unendlicheu  verschwindet, 
wird  L am ^' sehe  Function  zweiter  Art  und  p^**"  Ordnung  genannt.  Die 
von  Lame  selbst  eingeführten  Functionen  sind  hiernach  von  der  zweiten 
Ordnung.  Was  die  Existenz  der  Function  ^(x)  betrifft,  so  lässt  sich 
zeigen,  dass  sich 

(.  +  l)(n  +  2)   ..(.4-P^2) 

1.2...(p-l)  ^      ^^     ^ 

Functionen  ^  von  der  geforderten  Eigenschaft  bestimmen  lassen,  so  dass 
man  für  ein  gegebenes  n  und  p  ebensoviel  verschiedene  Functionen  jeder 
Art  erhält.  Daraus  folgt  weiter:  Die  Anzahl  der  L am ^' sehen  Func- 
tionen p^'^^  Ordnung  und  erster  Art,  welche  zu  n  gehören,  ist  genau  so 
gross,  wie  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  in  der  allgemeinsten 
hom(»genen  Functionen  «^^"  Grades  TV  von  Grössen  J^,  Ig,  ...  ^p-|-i, 
welche  der  Differentialgleichung 
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genügt.  aii^"'"a«2*+ ••  +  aiWi"~ 

Die  speciellen  Lam^' sehen  Functionen  ergeben  sich  aus  den  vor- 
hergehenden dadurch,  dass  einige  der  Constanten  a^y  ...  ap  einander 
gleich  sind.  Unter  den  speciellen  Latn^*  sehen  Functionen  treten  be- 
sonders hervor  diejenigen,  für  die  alle  Constanten  a^,  ...  Op  einander 
gleich  sind;  sie  heissen  Kugelfunctionen  p^^^  Ordnung,  und  zwar 
wird  der  Einfachheit  wegen  a^  =  ^^  =  ...==  a^  =  1  genommen.  Diese, 
namentlich  von  Cayley  untersuchten  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung 
kann  man  auch,  ohne  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den  allgemeinen  Lam^- 

sehen  Functionen  einzugehen ,  durch  Entwickelung  von  (1 —  2  a  o:  -f  a^  ^ 
nach  Potenzen  von  o  erhalten;  der  Coefficient  von  o"  bei  dieser  Ent- 
wickelung ist  die  Eugelfunction  p^'  Ordnung,  n^^°  Grades  und  erster  Art. 
Auf  diese  Functionen  lassen  sich  viele  Sätze,  die  von  den  einfachen 
Kugelfunctionen  (/>  =  2)  gelten,  übertragen,  namentlich  auch  das  Ad- 
ditionstheorem. 

Aus  den   Kugelfunctionen  höherer  Ordnung  folgen  als  Grenze   für 

;t  =  Qo,  falls  nyx^-Ä  dabei  noch  endlich  bleibt,  die  Cylinderfunctionen 
höherer  Ordnung,  ebenso  folgen  aus  den  Lam duschen  Functionen  ana- 
loge, die  als  Verallgemeinerungen  der  Functionen  des  elliptischen  Cjlin- 
ders  anzusehen  sind. 

Bisher  habe  ich  aus  der  zweiten  Auflage  des  H  e  i  n  e '  sehen  Buches 
nur  solche  Punkte  hervorgehoben,  die  sich  auf  die  eigentlichen  Kugel- 
functionen oder  auf  verwandte  Functionen  beziehen.  Es  bleibt  noch 
übrig,  von  einigen  grösseren  Zusätzen  zu  sprechen,  die  einzelnen  Ab- 
schnitten angehängt  sind.  In  diesen  Zusätzen  wird  die  Behandlung  ein- 
zelner Gegenstände  weiter  geführt,  als  es  ihre  Beziehung  zu  den  Kugel- 
functionen nöthig  macht.  Geht  der  Inhalt  der  Zusätze  somit  auch  über 
den  eigentlichen  Zweck  des  Buches  hinaus,  so  ist  das  dort  gebotene 
Material  doch  an  sich  von  grossem  Interesse.  Als  solche  Zusätze  sind 
vor  Allem  zu  nennen  die  über  Kettenbrüche,  über  trigonometrische  und 
bjpergeometrische  Reihen,  lieber  die  beiden  letzteren  seien  mir  zum 
Schluss  noch  einige  Bemerkungen  gestattet.  Bei  den  Fourier* sehen 
Reihen  handelt  es  sich  vor  Allem  darum,  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 
immer  in  gleichem  Grade  convergirt;  und  dieser  Punkt  ist  durch  den 
Dirichlet^schen  Beweis  nicht  erledigt.  Herr  Heine  giebt  daher,  nach 
Besprechung  einiger  der  wichtigsten  neueren  Arbeiten  über  trigonome- 
trische Reihen ,  einen  neuen ,  verhältnissmässig  kurzen  Beweis  dafür,  dass 
die  Summe  der  trigonometrischen  Reihe  =  i{/"(^  +  0) -1-/(^^  —  0)1  ist, 
falls  f{x)  eine  endliche  integrable  Function  ist,  die  zwischen  —n  und 
+  ^  nicht  unendlich  oft  vom  Wachsen  ins  Abnehmen  übergebt  und  nicht 
unendlich  viel  Unstetigkeiten   besitzt;   und  aus  dlea^m  '^^ti^v^^  ^\^^\» 
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••>S^.^^rf  ^•«^  ^>^< 


sich  leicht  die  Convergenz  in  gleichem  Grade.  Der  sehr  bemerkenswer* 
Beweis  beruht  wesentlich  auf  folgendem  Satze:  „Ueberschreitet  die  ^ 
a  =  0  bis  a  =  A  für  jeden  Werth  des  Parameters  x  endliche  Punct' 
ip(ct)  nicht  einen  angebbaren  Werth  y  und  hat  sie  zwischen  asaO  r 
a=  h  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima  und  Minima;  ist  ferner  O^r 
so  kann  man  n  so  gross  nehmen,  dass 

h 

0 
und  zwar  für  alle  x  in  gleichem  Grade,  unter  jeden  Grad  der  KV' 
herabsinkt/*     Im  Uebrigen  ist  der  Beweis  analog  dem  über  die  C' 
genz  der  Kugelfunctionenreihe. 

In  dem  Abschnitte  über  die  hypergeoraetrische  Reihe  wird 
der  Gauss'schen  hjpergeometrischen  Reibe  fiot^ß^y^^)  ^^^  ^^^ 
meinerte  hypergeometrische  Reihe 

9>  («» /5,  y,  (/,  4) 

_  (l-./«Ul~^/^)    ,        (l^^a)(1^ya-H)(l_./)(l,^-hl) 

'■^(l-vKJ-v^)^  "^     (l-^)(l-.^«)(l-^r)(i-^+i)     ^ 

betrachtet.    Dieselbe  geht,  wenn  man  7  =-- 1  + -r- /o^  j  setzt  und  zv 

für   |  =  Qc   übergeht,   in    die  Gauss'sche  Reihe   ^(«.ftyt*)   ** 
wesentlicher  Unterschied   zwischen   beiden  Reihen   besteht  dari 
in    der    allgemeinen    Reihe   g>   eine   ähnliche   Rolle  spielt,    wi 
während  diese  Eigenschaft  dem  :  der  Gauss' sehen  Reihe  nicli' 
Die  doppolte  Periodicität  der  elliptischen  Functionen ,  die  siel i 
solcher  Reihen  q)  darstellen  lassen,  beruht  auf  dem  erwähnte i 
Während    nun   F  einer  (bekannten)  Diiferentialgleichung  gen 
g>    einer   Difl'erenzengleichung.      Wie   sich    ferner   die   hyper 
Reihe    F  für   :  =  1    summiren   und   durch    die   Gaus8*sche 
darstellen  lässt,  so  lässt  sich  q>  summiren  mit  Hilfe  einer  a1 
Product  dargestellten  Function 

o{i)  =  ii-gi+'){i-v^+^)..., 

rehp.  durch  das  endliche  Product 

Von    (l<"n    zahlreichen   Formeln,    die   sich    durch   weitere   1 
Functi»)nen   //,   O^  Sl  ergeben,   sei  hier  nur  die  folgende 

die    analog  der  Darstellung  von  ^^0  fr/~r  ~\  ^^rch  das   Ii 


ton   (lattung  ist : 


'^cos(iux)  —  ros(iuz)   d- 


'  vos{xn)  J 


0 
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Endlich  ist  ans  den  Anwendungen  der  Function  <p  auf  die  elliptischen 
Functionen  noch  eine  sehr  allgemeine  Partialhruchzerlegnng  erwähuens- 
werth,  welche  die  Zerlegung  der  elliptischen  Functionen  in  Partialbrüche 
als  specielle  Fälle  in  sich  enthält. 

Die  äussere  Ausstattung  des  Heine' sehen  Buches  ist  eine  gute. 
Die  fortlaufende  Nummerirung  der  Formeln ,  die  Angabe  der  Formelnum- 
mer und  des  Paragraphen  in  der  Ueberschrift  jeder  Seite,  endlich  ein 
ausführliches  Inhaltsverzeichniss  erleichtern  die  Uebersicbt.  Alles  nicht 
streng  zur  Theorie  Gehörige,  namentlich  die  obengenannten  Zusätze,  sind 
mit  kleinerer,  aber  sehr  deutlicher  Schrift  gedruckt.  Dass  einzelne  Druck- 
fehler und  Incorrectheiten  stehen  gehlieben  sind,  ist  bei  einer  so  um- 
fangreichen und  mühevollen  Arbeit  erklärlich;  übrigens  sind  dieselben 
grösstentheils  leicht  zu  verbessern  und  fallen  den  Vorzügen  des  Buches 
gegenüber  nicht  ins  Gewicht. 

Berlin,  6.  April  1879.  A.  Wangerin. 


Noiizie  storico-criiiche  sulla  costruzione  delle  equazioni  per 
Antonio  Favaro,  Professors  nella  r.  universitä  di  Padova,  Modetia, 
socielä  (ipografica.     1878.     IV,  206  S.     2  Figuren  tafeln. 

Wer  da  weiss,  welch'  ungemein  wichtige  Rolle  die  graphische  Auf- 
lösung der  Gleichungen  Jahrhunderte  hindurch  gespielt  hat,  einmal  des- 
halb, weil  überhaupt  die  geometrische  Einkleidung  arithmetischer  Ver- 
hältnisse als  etwas  Selbstverständliches  galt,  und  dann  noch  aus  dem 
weiteren  Grunde,  weil  die  Geometrie  in  einem  unvergleichlich  höheren 
Grade  ausgebildet  war,  als  die  Algebra,  der  wird  in  der  vorstehend  be- 
zeichneten Arbeit  des  bekannten  Verfassers  nur  die  Ausfüllung  einer 
bedeutenden  Lücke  unserer  geschichtlichen  Literatur  erkennen  können. 
Nicht  als  ob  diese  interessante  Partie  von  anderen  Schriftstellern  ver- 
nachlässigt worden  wäre,  allein  während  die  Einen  mehr  den  Griechen, 
die  Anderen  mehr  den  Arabern  ihre  Aufmerksamkeit  zuwandten,  konnte 
sich  keine  einheitliche  Gesammtdarstellung  bilden ,  wie  sie  uns  eben  Herr 
Favaro  geben  will.  Auf  158  Gross  -  Quartseiten  behandelt  er  sein  Thema 
bis  zum  Beginn  des  XVI.  Jahrhunderts  in  aller  Ausführlichkeit,  und  er 
hatte  Becht,  sich  dasselbe  gerade  so  abzugrenzen,  denn  eben  um  jene 
Zeit  war  es  der  Algebra  durch  die  Bestrebungen  eines  Pacioli,  dal 
Ferro,  Stifel  u.  A.  gelungen,  das  nunmehr  lästig  werdende  geometrische 
Gewand  abzustreifen  und  sich  völlig  auf  die  eigenen  Füsse  zu  stellen. 
Gleichwohl  bricht  der  Verfasser  an  jener  Stelle  noch  nicht  ab,  vielmehr 
liefert  er  uns  noch  eine  chronologisch  geordnete  Uebersicbt  über  alle 
hierher  zu  rechnenden  Leistungen  bis  in  die  allerneueste  Zeit  herein,  die 
freilich  nur  durch  die  staunenswerthe  Literaturkenutniss,  wie  sie  dem 
Verfasser  eignet,   zu  wirklicher  Vollständigkeit  gebiac\il  "w^t^^ii  Vq'qc^V»^« 
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Mit  Enklid  beginoend,  dessen  Behandlung  der  quadratischen  Oleich- 
ungen  er  im  Detail  wiedergiebt  —  die  „Data**  geben  Gelegenheit  t  aneh 
auf  Gleichungen  von  der  Form  x^+ax^  =  b  einzugehen  — ,  wendet  sich 
der  Verfasser  zum  delischen  Problem,  welches  so  recht  den  Mittelpunkt 
für  alle  hierher  gehörigen  Tendenzen  bildete.     Insbesondere  knttpft  sich 
hieran  gleich  am  besten  die  Erwähnung  dieser  und  jener  Methode,  eine 
unreine  kubische  Gleichung  graphisch  aufzulösen,   wie  sie  beispielsweise 
durch    die    Archimedische  Aufgabe,    eine  Kugel    durch    eine   Ebene    in 
gegebenem  Verhältnisse  zu  theilen ,  gefordert  wurden.     Es  teihen  sieh  an 
die  Kegeln   von  Pythagoras  und  Plato   zur  Verzeichnung  rationaler 
rechtwinkliger  Dreiecke,    und    da  man   somit  bereits   zur  unbestimmten 
Analytik  gelangt  ist,  so  wird  gleich  noch  die  13.  Aufgabe  des  5.  Buches 
von  Diophant's  y^^AQi^iArjxiKa^^  angereiht,   als   die  einzige,   bei  deren 
Lösung  sich  der  geniale  Arithmetiker  einer  geometrischen  Hilfsconstmc- 
tion  bediente.     Damit  endet  der  von  den  Griechen  handelnde  erste  Ab- 
schnitt, zu  welchem  vielleicht  aus  des  Pappus  „Collectio**  noch  ein  oder 
der  andere  Punkt  hätte  zugezogen  werden  dürfen,   und  es  kommen  die 
Inder  an  die  Keihe.     Bei  diesen  sind  es  in  erster  Linie  die  von  Thibant 
und  Cantör  erschlossenen   Culvasutras,   auf  welche  hingewiesen   wird; 
doch  geben   auch   die  zuerst  von  Chasles   in  ihrer  wahren  Bedentang 
erkannten    Regeln    Brahmegupta*s   zur  Construction   rationaler  Kreis- 
vierecke willkommene  Gelegenheit,  die  Diophan tische  Analjsis  der  Inder, 
die  später  sogenannte  Pe  IT  sehe  Gleichung  mit  inbegriffen,  zu  studiren. 
Aus  Bhascara  Acharya  werden  einerseits  dessen  Beweise  für  gewisse 
identische  Fundamentalgleichungen  der  Algebra,  andererseits  dessen  reizen- 
des Verfahren  zur  Lösung  der  Gleichung  xy  -\-  ax  -{-  by  =  c  herausgeho- 
ben ,  welch'  letzteres  in  seiner  geschickten  Vereinigung  rechnerischer  und 
constructiver  Hilfsmittel  nicht  leicht  von  irgend  einem  andern  übertroffen 
wird.     Unter  den  Arabern  beginnt  Mohammed  ben  Musa  den  Keigen 
mit   seiner  geometrischen   Einkleidung   der  Lösung   quadratischer  Gleich- 
ungen;   es   folgen   Abul    Wafa   und   Abul   Djud,    welcher  zuerst  den 
Versuch  macht,  dem  geometrisch  unangreifbaren  regelmässigen  Neuneck 
auf  algebraischem  Wege  beizukommen.     Wenig  bekannt  und  deshalb  vom 
Verfasser   mit  Recht   besonders    eingebend    discutirt   ist  Abu  Abdallah 
Almahani's    Methode,    die    Lösung    der    kubischen    Gleichung    stereo- 
inetrisch  zu  erbringen;  Beachtung  verdient  diese  Methode  besonders  des- 
halb, weil  ihrem  Urheber  eine  deutliche  Vorstellung  von  dem  innewohnt, 
was   wir   gegenwärtig  den  Sinus  einer  körperlichen  Ecke  nennen.      Dass 
des    verdienstvollsten    Theoretikers    im    Fache    der   (üeichungen    dritten 
(irades,  des  Omar  Alkhayyami  mit  besonderer  Ausführlichkeit  gedacht 
werden    würde,    war    bei    dessen    hervorragender    Stellung   zu    erwarten. 
Alliassan   Ben  Alhaitham,  eine  erst  spät  mit  dem  Optiker  Alhazen 
jüent'j&cirte  Persönlichkeit,    beschäftigte   sich    mit   der  Gleichung   x^=a. 
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8chlie8Blicii  gelangt  auch  die  eigen thtimliche  „Methode  der  Waage"  zu 
ibrem  Rechte,  welche  zuerst  hei  Abraham  Ben  E8ra(?)  sich  erwähnt 
findet,  mit  grösserer  Ausführlichkeit  aber  von  Ihn  Albanna  behandelt 
wurde.  Der  vierte  Abschnitt  ist  den  Abendländern  gewidmet,  d.  h. 
besonders  dem  Leonardo  Pisano  und  Luca  Pacioli.  Doch  greift 
Herr  Favaro  noch  in  das  XVI.  Jahrhundert  hinüber,  um  uns  mit  der 
geometrischen  Verification,  welche  den  Card  an  von  der  Richtigkeit  der 
nach  ihm  benannten  Regel  überzeugte,  sowie  mit  Benedetti*s  hüb- 
scher Construction  des  simultanen  Systems  x+y  =  a^  y  +  2  =  Ä,  2  +  a:  =  /? 
bekannt  zu  machen.  lieber  den  Anhang  als  eine  höchst  verdienstliche 
Leistung  haben  wir  uns  bereits  ausgesprochen;  wir  wüssten  den  so  zahl- 
reich darin  aufgeführten  Beiträgen  zur  constructiven  Lösung  der  Gleich- 
ungen nur  einen  einzigen  noch  zur  Seite  zu  stellen:  Buteon's  geist- 
reiche Idee,   durch   successive  Construction  von  rechtwinkligen  Parellel- 

epipeden  sich  der  ^2  bis  zu  jeder  willkürlichen  Genauigkeitsgrenze  zu 
nähern  {Bull,  de  bibliogr.,  d'hisloire  el  de  biogr,  malhem,,  Tome  11,  Paris  1856. 
S.  35).  —  In  Fig.  2  ist  KP  verzeichnet,  S.  11  Z.  10  v.  u.  statt  differenza 
/.  somma,  umgekehrt  S.  12  Z.  3  v.  o.;  S.  41  Z.  7  v.  u.  ergänze  zur  Rech- 
ten +  a*. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


JuL.  Caesar,  Christian  Wolff  in  Marburg.  Rede  bei  der  Marburger  Uni- 
versitätsfeier des  Geburtstages  Sr.  Maj.  des  Kaisers  am  22.  März 
1879.     N.  G.  Elwert'sche  Verlagsbuchh.     Marburg,  1879. 

Die  Bedeutung  Christian  Wolffs  liegt  in  der  Geschichte  der 
Philosophie.  Dort  ist  es  am  Platze,  ihn  den  Nachfolger  Leibnitzens 
zu  nennen,  den  Ausbilder  dessen,  was  jener  geniale,  schöpferische 
Geist  nur  angedeutet  hatte.  Für  die  Mathematik  hat  dagegen  Wolff 
nur  wenig  geleistet.  Sein  umfangreiches  Werk  über  alle  damals  vor- 
handenen Theile  unserer  Wissenschaft  darf  zwar  auf  das  Lob  der  Voll- 
ständigkeit, auch  auf  das  der  Klarheit  einigen  Anspruch  erheben,  auf 
das  zweite  noch  mehr,  als  auf  das  erstere;  allein  auch  Tadel  darf 
Ihm  nicht  erspart  werden.  Es  bildet  zwar  nicht  den  Anfang  zu  jener 
Genügsamkeit,  die,  mit  den  Elementen  und  deren  Anwendung  auf  Tech- 
nik zufrieden,  die  Lehrstühle  der  Mathematik  in  Deutschland  traurig 
genug  kennzeichnete,  aber  os  gab  diesem  Unwesen  eine  neue,  durch  den 
Ruhm  des  Verfassers  verhängnissvolle  Weihe,  es  war  so  Mitschuld  an 
der  Verflachung  in  unserem  Vaterlande,  die  später  einem  Gauss  das 
Lehramt  verleidete,  die  erst  gegen  die  vierziger  Jahre  dieses  Jahrhun- 
derts hin  ein  glückliches  Ende  nahm.  Ist  Wolff  demnach  keiner  der 
Geisteshelden,  mit  deren  Namen  die  Geschichte  der  Mathematik  ihre 
Blätter   zu  schmücken   liebt,  so   darf  sein  Name  ebenso  ^^Ti\^  «.^^  ^^^ql- 
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selben  fehlen,  und  es  hat  ein  immerhin  eigenthümliches  Inttoeue,  in 
erkennen,  wie  dieser  Mann  zu  seinem  Rnhme  gekommen  ist,  wie  Feind- 
schaft ihn  verfolgte,  Bewunderung  ihn  vertheidigte.  Eine  inhaltsreiche 
Frist  seines  Lebens  bilden  die  Jahre,  welche  er  als  Professor  der  Mathe- 
matik  und  Physik  in  Marburg  zubrachte  von  1723  an,  wo  er  fut  als 
Flüchtling  und  unter  Widerstreben  der  in  Marburg  angestellten  81  Pro- 
fessoren hinkam,  bis  1740.  wo  er  nach  Halle  zurückkehrte,  aus  welchem 
Neid  und  Unduldsamkeit  ihn  17  Jahre  früher  vertrieben  hatten.  Prof. 
Caesar  hat  von  dieser  Zeit  ein  lebensfrisches,  wohlangeordnetes  Bild 
in  der  verhältnissmässig  kurzen  Rede  entworfen,  auf  deren  Abdruck  wir 
alle  unsere  Leser,  welche  für  solche  Schilderungen  Interesse  haben,  recht 
sehr  aufmerksam  machen.  Camtor 

F.  G.  Gauss,  Fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  trigonomA- 
trische  Tafeln  zum  Gebrauche  für  Schule  und  Praxis.  11.  Stereo- 
typ-Auflage.    Verlag  von  Eugen  Strien.    Zeitz  und  Leipzig,  1879. 

Die  erste  Auflage  dieser  Tafeln  erschien  1870,  die  zweite  1871; 
heute,  keine  vollen  neun  «lahre  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Anf- . 
läge ,  liegt  die  elfte  vor  uns.  Das  war  bisher  der  äussere  Erfolg.  Einen 
innern  Erfolg  kann  man  die  Urtheile  von  Fachmännern  nennen,  wie  aie 
über  die  Gauss^ sehen  Tafeln  vielfach  gefällt  worden  sind.  Wenn  ein 
Lehrer  der  Feldmesskunst»  wie  Prof.  «Jordan  in  Carlsruhe,  ein  Prak- 
tiker derselben  Kunst,  wie  General  vonMorozowicz  in  Berlin,  Direc- 
toren  von  Sternwarten,  wie  Foerster  in  Berlin,  Peters  in  Altona, 
Weyer  in  Kiel,  ein  Lehrer  des  Eisenbahn-  und  Brückenbaues,  wie 
Winckler  in  Wien,  in  ihren  Lobsprüehen  über  den  säubern  Druck,  die 
übersichtliche  Anordnung,  die  vortreffliche  Brauchbarkeit  von  solchen 
Tafeln  wetteifern,  dann  kann  ein  relativer  Laie,  der  in  seinem  ganzen 
Leben  vermuthlich  nicht  soviel  mit  Logarithmen  zu  rechnen  hatte,  als 
einer  der  genannten  Männer  in  einem  Jahre,  nicht  besser  verfahren,  als 
ilass  er  auf  das  Urtheil  dieser  Männer  sich  beruft  und  seine  Leser  auf 
eben  dasselbe  als  sicherlich  genügende  Empfehlung  vorliegenden  Buches 

^^^^'^^«^-  Cantor. 

Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten,  von  Dr.  Budde.     Berlin, 
Verlag  von  Wiegau  dt,  Hempel  &  Parey.     1879. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  enthält  ein  für  seinen  Zweck  sehr  gut 
durchdachtes  und  von  tüchtiger  praktischer  Erfahrung  getragenes  Lehr- 
gebräude. Die  Vorzüge  des  vorliegenden  Lehrbuches  beruhen  in  der  Art, 
wie  die  einzelneu  Capitel  dargestellt  sind  und  wie  der  Verfasser  sie  dem 
Lehrer  zurecht  gelegt,  um  je  nach  dem  Fassungsvermögen  seiner  Schüler 
darüber  zu  disponiren. 


Der  Stoff  selbat  ist  der  Reihe  nach 
Einer  Einleitung,    11   SeitRn    nmfaaeend , 

gemeinen  Eigenschsrien   der  Materie  und  \ 
die  Bede    ist,    folgt    allgemeine  Mechanik 


.  folgender  Weise  angeordnet, 

der  Tpm  Messen,    von    alt- 

i  der  Eintbeilung  der  Physik 

ou  S.  18-37  und  sicli  gHe- 


I 


dernd  in  die  Mecb&nik  des  materiellen  Punktes,  die  Mechanik  starrer 
Körper  und  die  Bettachtung  von  Uefoimation ,  Stoss  und  Bewegungshin- 
dernis^^en.  Die  nun  folgende  Mechanik  der  AggregatzustSnde,  von  Seite 
138  —  215,  enthält  im  Besondern  die  Krysl&llerscheinungen ,  Betrachtung 
Aiissiger  Körper  einschlieselich  der  Capillarität  und  Löauug.  die  Mechanik 
der  Gase,  ei  nach  Hess  lieh  des  Verhaltens  von  Gasen  und  Fliisaigketten, 
Gasen  und  festen  Körpern.  Weiter  behandeln  die  Seiten  216—225  die 
Akustik,  256  —  332  die  Optik,  333  —  342  die  Magnetik,  343—402  die 
Elektrik  und  403  —  464  die  Calorik.  Ein  Schlusscapitel  von  S.  465  — 470 
betrachtet  noch  einmal  das  Gesammtgebiet  der  Physik  als  die  „Lehre  von 
der  Mittheiluug  und  Umwandlung  der  Energie". 

Wenn  auch  hiernach  die  Anordnung  des  Stoffes  im  Ganzen  in  der 
allhergebrachten  Weise  geschehen  ist,  so  betont  doch  der  Verfasser  im 
Vorwort  ganz  richtig,  dass  der  Lehrer  mit  dem  Einfacheren  und  Leich- 
teren zu  beginnen  habe  und  demgcmiiss  den  Stoff  etwa  in  folgender 
Weise  anordnen  werde:  Lehre  vom  Magnetiemns,  der  Klektricität,  Akustik 
und  Optik,  Mechanik,  Theorie  der  Aggregatzustfinde  und  WSimelehre. 
Groz  dieser  gedachten  Anordnung  entsprechend  ist  auch  die  Behandlung 
der  eineelnon  Abschnitte  geschehen,  indem  die  ersten  in  dieser  Reihen- 
folge genannten  Stoffe  mehi  elementar  und  möglichst  ohne  mathematische 
Hilfsmittel  behandelt  sind,  die  letzteren  aber  mehr  nnil  mehr  höhere  For- 
derungen an  das  heranreifende  Denkvermögen  des  Schülers  stellen.  Dabei 
ist  ganiK  der  vernünftigen  Maxime  Itaum  gegeben,  dass  der  Lehrer  seinen 
Stoff  dem  jeweiligen  Standpunkte  seiner  Schüler  und  dem  parallel  laufen- 
den mathematischen  Unterrichte  anpassen  kann. 

Im  Einzeluen  ist  noch  anzuführen,  dass  für  die  Krafteinbeit  der  Aus- 
druck i>yn  [nach  Maxwell  u.  Gen.)  angenommen  ist,  nm  die  Begriffs- 
yerwirmng  zu  vermeiden,  die  durch  das  in  mehrfacher  Bedeutung  ver- 
wendete Wort  Gewicht  herbeigeführt  ist.  Gase  sind  nicht  auf  0"  and 
760  mm  Druck,  sondern  auf  0"  und  273  mm  Druck  reducirt.  Sonst 
aind  dem  Buche  noch  eine  grosse  Anzahl  einfacher  Illustrationen  und 
Wne  kleine  farbige  Spectraltafel  beigegeben. 

Freiberg.  Dr.  Th.  Köttbeitzbch. 


Ifiis  TelegTapbentechiiik  der  Praxis  im  ganzen  Umfange.  Zum  Gehrauch 
für  den  Unterricht,  für  Bau-  und  Maschineningenieure  elc.  be- 
arbeitet von  A.  Mbrlino,  kaisorl.  Provinzial-Telegraphendirector 
«.  D.,  ordentl.  Lehrer  der  Telegtapbio  »m  k&a\g\.  tA'jXRÄa'iaÄsa. 

I.  AbibIg  d.ZriUi^hr  <  Kiib  v.Pbjt.X%V.\.  ~        "        ~ 


764  8.  mit  I  Karte,  2  titbogr.  Tareb  niid 
1  Test.     HnnuoTer,  Verlag   von  Carl  Mejer- 


ZD  Hannover.    Gl.  8". 
530  HolEBchnitten    i 
1879.     Preis  20  Mk. 

Der  Inhalt  U^b  roretehend  genannten  Werkes  ist  für  den  Praktiker 
ein  •sehr  verthvotler.  Cb  omraeBt  derselbe  einen  AbrisB  der  Lehre  von 
iler  Klektricit&t  und  dem  MagnetiBmas,  eine  vollslfindige  Äuleitnog  xavx 
Bau  nnd  Unterhalt  der  ober-  and  unterirdischen  Linien,  die  Beechreibuog 
der  am  hünfigateo  vorkommenden  Apparate  und  zum  Schlüsse  einige  epe- 
ciello  Anwendungen    der  ElektricitSt    (Eieenbahneignale,  Telephon    etc.)- 

In  der  Lehre  vom  Galvanisrous  begegnen  wir  einer  sehr  grUndlichen 
Beüprechuog  der  galvanischen  Süulen;  die  Constanten  sind  überall  genau 
angegeben,  Gut  nusgeführte  Curven  erläatern  das  Verhalten  der  elektro- 
motorischen Kraft  wahrend  des   Betriebes. 

Liem  LinieDban  ist  ein  längerer  Raum  gewidmet;  dagegen  wurde  die 
Bestimmung  der  Constanten  der  Kabel  etwas  stiefmütterlich  behaudelt. 
Gern  hätten  wir  an  dieser  Stelle  genaue  Beschreibung  und  Abbildung 
des  Thomson  'sehen  oder  des  Siemens'echen  Reflexgalvanome- 
icrs  gesehen.  Die  Anwendung  der  höhereu  Mathematik  ist  durchweg 
vermieden  worden. 

In  der  Lehre  von  den  Apparaten  sind  meist  nur  die  nllgemeinen 
Couslrnctioneprincipion  behandelt;  es  hat  sich  hier  Manches  eingeschlichen, 
was  längst  ans  der  Praxis  entschwunden  ist.  Ziemlich  nusführlicb  wurde 
der  Typendmcktclegraph  von  Hnghes  besprochen;  doch  vermissen  wir 
die  neueren  Verbesserungen  desselben  (mechanische  Einrlicknng  der 
Druckase  etc.),  welche  doch  schon  seit  mehreren  Jahren  definitiv  adop- 
litt  worden  sind.  Die  Einschaltung  der  Morse-Stalionen  für  Arbeits- 
and  Ruhestrom  wird  durch  zahlreiche,  mit  wenigen  Ausnahmen  sehr  über- 
sieh tlicb  angeordnete  Stromich emata  erläutert. 

Ueber  die  l>oppeltelegrapbie  spricht  sich  der  Herr  Verfasser  nicht 
eben  günstig  ans;  sein  Urtheil  bezieht  sich  freilich  hanptsächlich  auf  die 
iikonumiscbe  Leistung  der  genannten  Einrichtungen.  Es  scheint  ans 
indessen,  dass  man  allerorts  dem  Gegensprechcn  grosse  Bedeutung  zn- 
miest;  wir  hatten  auf  den  CentralnlatioDen  zn  Berlin,  Paris  und  Lon- 
don Gelegenheit,  dasselbe  in  seiner  Anwendung  aufMorso-nnd  Hughes- 
Apparate,  sowie  anf  Wheatstone's  Automaten  zu  sehen,  und  bor- 
ten nur  günstige  Urtheüe  über  die  Leistungen.  Seit  einiger  Zeit  fundionirt 
auf  dem  1874  gelegten  Kabel  der  Oirect  Lhiiled  Slairs  Calile.  Com 
paii'j  die  Unplexmethode  von  Dr.  Ä,  Muirhead,  während  im  gegen- 
wärtigen Momente  .1,  B.  Stearns  bemUbt  ist,  das  Gegensprecben  nuf 
einem  der  Kahel  der  Angto- American  Telegraph  Conipany  ea  at- 
mü  glichen. 

Unter  den  Signalapparaten  für  Eisenbahnen  hat  a«ch  die  etoktnsf 
WeaäaaebühB  ran  M.  Hipp  {dm  Harr  VarCMser  aohrwbt  Atttn   ' 


I 
I 


ictioD  irrthfiml  ich  erweise  Prof.  Scbneebeli  zn),  <ii(^  seit  meliT  hIb 
svülf  Jabien  auf  allen  UaupteUlionen  der  schwele.  Nordostbahn  in 
«rprobter  Anwendung  igt,  ein   FUtschen   gefunden. 

Ein  »lpbabet!sche§  Sachregister,  das  wir  leider  in  den  meiBteii  Wer- 
ken ähnlichen  Inbalto  vermissen,  bildet  den  Schlues  des  Bandes. 

h.  den  20.  Juli   1879.  Dr.  Ä.  Tobi.bk. 


OetDhieht«  der  TenneBBiingen   in  der  ficbweii  als  bistorisohe  Binleitung 
ZD  den  Arbeiten  der  flchweiB-  geodfiliscben  Commission  bearbeitet 
von   Rudolf  Wolf.     Mit   einem  Titelbilde    in   Lichtdruck    und 
mehreren  Hokechnitten.     VI,  32(t  S.  gr.4'>.     Zürich   1879,  Com- 
misBioD  von  S.  Höhr. 
Wer  von   unGeren  Lesern   die  Schweiz    eq    längerem  oder  auch  nur 
an  kürzerem  Anfenthalte  jemfils  besucht  hat,    dem  ist  gewiss  eine  dank- 
bare   Erinnerung    an    die    vortreffliche   sogenannte    Unfonr'sche    Karte 
geblieben,    deren    einzelne    BlÄtter   den    Wanderer   zu    begleiten    pflegen 
und  ihn  selten  oder  nie  rathlos  Ussen.    Ein  solches  musterhaft  gelungenes 
Kartenwerk    entsteht    nicht    plClKlich.      Es    bedarf  Jahi 
bereitnngen ,  um  das  nöthige  Material  an  Ortsbestimmungen 
Es  bedarf  vorbor  aber-  und  abermals  wiederholter,  ganz  nd 
misGlungener  Versuche  auf  ähnlichem  Gebiete,  um  nur  die  i 
den   Fehler    kennen    zu   lernen.     Eine   Geschiebte   alli 
hat    ein    doppeltes   Interesse.     Sie   kommt   der  pietStvollen  Wi 
der  Nachkommen  zn  Gnte,  welche  sich  um  die  Vergangenheit 


math  kümmern, 

lehrreich,  da  mit  blosser  Aen* 
nisae  wohl  in  allen  Ländern  si 
halbhundert  Jahre  ereignet  bat 
kanu.      Beiden    Interessen    zu 


icbeint  als  ein  Stück  Geschichte  di 
!r  Aenderung  der  Namen  und  di 


inuge 


berufen,  wie  Hudolf  Wolf.     Der  Verfasse] 
und  der  (jeschichle  der  Astronomie  hat  bei 
den   Freunden  der  Geschichte  der  Wissenschafti 
nnng    erwerben,    eine  Anerkennung,    welche 
umfang-  und  inhaltreichen  Bande  gegenüber 


Egidins  Techndi,  der  berühmte  Geschichts  forsch  et 
im  ersten  Drittel  des  XVI.  Jahrhunderts  die  erste  Schweizerkarte  anfer- 
tigte. Sie  war  so  orientirt,  dass  Siidou  oben  war.  Von  einer  Grad- 
eintheilnag  war  keine  Rede.  Zetchnniigen  nach  der  Natur,  Distanz- 
abscIiAtzungen,  mit  unbewaffnetem  Auge  vollzogen,  lagen  ihr  zu  Grunde. 
Das  waren  die  Anfange!  Noch  bei  Lobaeiten  Tschudi's  sehen  wir 
Fortschrittt  in  der  Karte ^  welche  Sebastian  MUnstei  1540  hertLUa^ah. 


Kartographie 
Sinzetverbält- 
liebes  im  Laufe  der  letzten  viert- 
Beispiel  statt  aller  gewühlt  werden 
,    war   kaum    ein  Schriftsteller  so 


Schweizer  Biographi« 

Landsleuten,  wie  bei 
sich  gerechte  Anerken- 
;h   dem  nns  vortiegendci 
steigern  kann. 
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lia,  de  Luc,  SauBSUTe  bis  etva  znm  Jahre  IBOO  anEnsehen  hat. 
weiteren  Fortschritt  bildeten  nm  die  gleiche  Zeit  die  ersten  Ge- 
birge p  an  oiamen  und  Reliefkarten,  wie  eie  von  Studer  und  von  Pfyffer 
angefertigt  wurden,  wie  sie  insbesondere  anter  der  geschickten  Hand 
Joachim  Eugen  Müller's  einen  wahrhaft  wiseenschafclichen  Wertli 
annahmen,  der  Mejer'scheu  Schweizerkarte  zu  Grnnde  liegend,  während 
man  heutigen  Tagea  nmgeliehrt  Reliefkarten  auf  der  Grundlage  gezeich- 
neter Karten  und  mit  Benutzung  von  deren  Höhecurven  zn  modellircn 
pflegt.  Eigentliche  geodUtische  Vermessangen  in  dem  modernen  Sinne 
des  Wortes  begannen  seit  di-m  Ende  der  achtziger  und  dem  Anfang  der 
neunziger  Jahre,  vollzogen  durch  Trallos  und  Uaseler.  Sie  wurden 
bald  unterbrochen.  Die  staallichen  Umwälzungen,  von  Frankreich  aus 
sich  fortsetzend,  aogen  auch  die  Schweiz  in  ihr  Erachtittemngsgebiet. 
Französische  Ingenieure  setzten  anf  französische  Kosten  die  begonnene 
Triangulation  allein  fort,  nachdem  Tr alles  seine  ferneie  Mitwirkung 
versagt  hatte,  und  die  Verdienste,  welche  Henry  und  Delcros  sich 
erworben  haben ,  sind  keineswegs  geringfügig.  Aber  wieder  änderte  sich 
die  Gestaltung  der  Reiche  in  Europa,  bevor  die  frauzösiBch-schweizeriscIien 
Arbeiten  beendigt  waren,  und  nnn  begann  die  eidgenössische  Triangula- 
tion, die  in  dem  Dufour-Atlas  den  Beweis  ihrer  vollendeten  Durch- 
führung geliefert  hat.  Eines  war  noch  übrig.  Der  Anschlasa  an  die 
Nachbarländer  und  deren  Dreiecksnetze  musste  vollzogen  werden.  Diese 
Aufgabe  bewältigte  die  geodätische  Coramission,  au  deren  Spitze  Rudolf 
Wolf  stand,  und  der  uns  vorliegende  Band  liefert  die  gesuhichtlicbe  Ein- 
leitung xa  ihrem  glücklich  vollendeten   Werke. 

Wir  haben  nur  wenige  Hauptpunkte  hervorheben  dflrfen,  welche  von 

selbst  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  sich  empfehlen.     Der  Überreiche 

Stoff  zwang  uns  eben  zur  knappsten  Ueschränkung.     Aber  auch  so  boffeu 

]t  zu  haben,  was  wir  beabsichtigten:  das  allgemeiuere  Interesse 

I  fOr   ein  Werk  angeregt  zu  haben,    welches  in  jeder  Beziehung  verdient, 

I  man  sich  genau  und  eingehend  damit  beschäftige.  Cantob 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die  Kenntnisse  des  Archimedes  über  die  Kegelschnitte. 

Von 

Dr.  phil.  J.  L.  Heiberg 

in  Kop«nhag«i. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  6-28. 


1. 

Bei  der  jetzt  allgemein  anerkannten  Unzulänglichkeit  der  älteren 
Forschungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik  der  Griechen,  die,  nur 
auf  das  Phänomenale  und  Aeussere  gerichtet,  meistens  darum  bemüht 
waren,  Notizen  über  die  Verfasser  und  deren  Werke  zusammenzustellen, 
ohne  den  Entwickelungsgang  der  Wissenschaft  als  Hauptziel  ins  Auge 
zu  fassen,  kann  es  nicht  befremden,  dass  bis  vor  nicht  langer  Zeit  die 
unhistorische  Ansicht  allgemein  verbreitet  war,  dass  die  Elemente  Euklid ^8 
wesentlich  seine  eigene  Arbeit,  sämmtliche  Sätze  von  ihm  selbst  erfun- 
den wären.  Jetzt  ist  es,  namentlich  durch  Bretschneider's  vorzüg- 
liche Arbeit  ,,Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklid*',  nachgewie- 
sen worden,  dass  Vieles  aus  älteren  Lehrbüchern  herübergenommen  ist 
und  dass  wir  den  Verdienst  Euklid's  auf  diesem  Gebiete  namentlich  in 
die  Anordnung  des  Ganzen  und  die  sorgfältige  systematische  Form  setzen 
dürfen. 

Dass  ein  ähnliches  Verhältniss  für  die  xoovixa  des  Apollonios  gelte, 
war  «schwerer  zu  verkennen,  weil  Apollonios  selbst  es  unumwunden 
musspricht  in  der  Vorrede  zum  I.  Buch  (p.  8  ed,  Hallej),  wo  er  im 
Gegensatz  zu  Buch  III  und  IV,  die  meistens  Neues  enthalten,  von  Buch  I 
sagt,  dass  es  nur  eine  vollständige  und  verallgemeinerte  Darstellung  des 
schon  bekannten  Stoffes  enthalte  (int  nXiov  nal  wx^okov  fiaAAov  i^ngyac- 
liiva  naget  xcc  vno  x(ov  SkkcDv  yeygaiifiiva).  Doch  ist  bis  jetzt,  soviel  mvc 
bekannt  ist,  noch  nicht  versucht  worden,  eine  DaxBteWxiY^^  dL^AA^n  vok  %^^^ 

BUt-ni  Abtblg,  <f.  Zeftaehr  f,  Mmth,  a.  Pbj«.  XXV,  2.  ^ 
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was  über  die  Eegelechnitte  vor  ApoUonios  bekannt  war.*  Weil  die 
älteren  Werke  des  Menaicbmos,  Aristaios,  Enkleides  bis  auf 
wenige  Trümmer  verloren  sind,  sind  wir  darauf  angewiesen,  aus  der 
späteren ,  aufbewahrten  Literatur  Rückschlüsse  zu  machen ,  und  hier  kann 
wesentlich  nur  Archimedes  in  Betracht  kommen,  der  sehr  oft  von  den 
Kegelschnitten  Gebrauch  macht.  Ich  will  daher  hier  die  in  meinen 
.jQuaestiones  Archimedeae^'  p.  31  angedeutete  Aufgabe  aufnehmen:  Alles, 
was  bei  Archimedes  auf  die  Kegelschnitte  Bezug  hat,  zusammenzu- 
stellen, in  der  Hoffnung,  dass  eine  solche  Sammlung  weiteren  Forsch- 
ungen über  die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  einen 
Anhalt  bieten  werde.  Ich  habe  sodann  zunächst  über  die  von  Archi- 
medes als  bekannt  vorausgesetzten  Sätze  zu  reden,  dann  seine  eigenen 
Entdeckungen  auf  diesem  Gebiete  zu  sammeln  und  endlich  einige  Auf- 
gaben hinzuzufügen,  deren  Lösung  Archimedes  bekannt  war  und  nur 
durch  Kegelschnitte  bewerkstelligt  werden  konnte.  Aber  zuerst  einige 
allgemeine  Bemerkungen. 

n. 

Ob  Archimedes  ein  selbstständiges  Werk  Über  Kegelschnitte  ge- 
schrieben habe,  ist  sehr  zweifelhaft.  In  meinen  Quaesi,  Archim,  p.  31 
not.  2  habe  ich  es  geleugnet,  und  ich  will  hier  meine  Meinung  etwas 
ausführlicher  begründen. 

Diejenigen  Worte  des  Archimedes,  auf  die  man  die  Annahme  einer 
Archimedischen  Schrift  xcDvixd  otoixsia  stützt:  anoöiÖBiKTa^  61  xavxa  Iv 
xolq  utaviKolq  öToixiiotg  p.  19,  10;  264,  29  (und  nichts  Anderes  bedeutet 
p.  265,  20:  iv  Tolg  xcoi/ixotg),  werden  erst  in  das  rechte  Licht  gestellt 
durch  Vergleichung  mit  p.  75,  21 :  tctvxa  ydg  iv  xy  axoixHoiaH  nagadi- 
öooxcti^  was  sich  ohne  Zweifel  auf  Euklid  (Elem.  XII,  2;  X,  1)  bezieht. 
Ebenso  bedeuten  die  angeführten  Worte  nur:  dieses  ist  in  den  Lehr- 
büchern über  die  Anfangsgründe  der  Kegelschnittlehre,  im  System  der 
elementaren  Kegelschnittlebre  bewiesen.  Einen  positiven  Beweis  finde 
ich  in  der  Stelle  des  Eutokios:  Comm.  zu  Apollon.  p.  8  —  9:  og  (Hga- 
xXiiöt}g)  xat  q>ri<n  xd  KO)Vixa  OsmQrJuaxa  inivorjaa^  ^lev  nQcixov  xov  ^A^xi- 
^fJÖriVy  xov  ÖS  ATtoXkoiviov  avxd  iVQovxa  vno  ^AQXifirjdovg  fti}  ixöo^ivxa 
löionoirjaao^ai,  ovx  akr^^tvoDV  xora  yc  xrjv  ifirjv'  o  te  yaQ  ^Agi^C^örig  iv 
TioXkoig  (faii'izai  dg  nccXai(oxiQag  [xrjg'\  GTOixiicioscog  xmv  xcDvtxcJv  fiiiivt}- 
^ivogj  xal  o  ATtoXXdviog  ovx  ^S  idiag  Inivolag  ygacpu.  Hieraus  erhellt 
deutlich,  dass  Eutokios  die  angeführten  Worte  des  Archimedes  in 
der  angegebenen  Weise  aufgefasst  hat,  als  auf  ältere  Untersuchungen  von 
Anderen  über  die  elementaren  Sätze  der  Kegelschnittlehre  hinweisend. 
Wenn   er   sie   auf   ein    früheres  Werk   des  Archimedes  selbst  bezogen 

*  Sehr  Dankenswerthes  über  Menaichmos  giebt  Bretschneider  a.  a.  0. 
Ä  155ßgg.,  über  AriattLio%  S.  171  flgg. 
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Pitt«,  vHrde  er  Blatt  atoixttmaims  gewiss  atotxtCaiv,  wie  nfoUQov  h6(So- 
wfffiv  st&tt  JtaXaiozffias  gesagt  liabeo.  Also  bat  er,  ebenso  wenig  wie 
Derakleides,  ^ie  geringste  Kunde  über  ein  Golcbes  Werk  des  Archi- 
■tedeg  vernommen. 

I  Uebrigens  brn  ich  llberzengt,  dass  Bretschn  eider  a.  a.  0.  S.  156 
P«n  Herakleides  üureubt  thot.  Dieser  wollte  gewiss  nlcbt  die  Er- 
■indnug  der  Kegelschnitte  seinem  Arctiimedes  vindiciren;  er  meinte 
Bor,  das  Lehrgebäude  der  elementaren  Kegelsf^bniltlebre,  wie  es  in  den 
IKeviK«  des  ApellonioB  aafgestellt  ist  (nur  dieses  bedeuten  die  Worte: 
%a  NuviKV  &iuptjnoTct)  gebore  eigentlich  dem  Archimedes  und  sei  nach 
Beinern  Nacblass  von  Apollonios  herausgegeben;  wenn  Eulokios  seine 
Worte  auf  die  von  Bretscbneider  angenommene  Weise  sufgefaest  hätte, 
wdrde  die  Widerlegung  gewiss  anders  lauten ;  der  verständige  nnd  beson- 
aene  Eutokioe,  dem  die  Arbeiten  des  Monnicbmos  ans  seinen  eige- 
iien  Blndien  bekannt  waren  (Comment.  zu  Archimedes  p.  141  flgg.). 
«Orde  es  nicht  versSnmt  haben,  auf  die  allgemein  bekannte  Tbatsacbe 
hinanweisen,  doas  Mensichmoe  der  Hrfindor  der  Kegelschnitte  war, 
während  er  jetil  sich  damit  begnügt,  ans  Endemos  zu  beweisen,  dass 
dasjenige  elementare  Lehrbuch    über   die  Kegelschnitte,   worauf  Archi- 

edea  hinweise,  nicht  sein  eigenes,  nach  Herakleides  von  Apol- 
lios  unter  eigenem  Nnmeu  herausgegebenes,  sei,  sondern  ein  älteres. 
ist  leiuht  erklärlich,  daas  Herakleides,  der  bei  Archimedes  viele 
von  den  Sätzen  des  Apollonios  als  bekannt  vorfand,  darauf  verfallen 
konnte,  diesen  des  Plagiats  zn  beschuldigen.  Vielleicht  kann  hieraus 
geschlossen  werden,  dass  Herakleides  nicht  der  Zeit  um  Archime- 
des nnd  Apollonios  (vergl.  Qmfsl.  Arch.  p.  5l  angehöre,  sondern  einer 
viel  spütereu,  wo  die  Knnde  von  dem  Lehrbncb  des  Aristaios  ver- 
Bchollen    war.      So    wird    wenigstens    sein  Irrthum   erklärlicher.     Dass    er 

lirrt,  zeigt  Kntokios  p.  9  mit  völlig  genügenden  GrQnden. 

Bei  dieser  Gelegenheit  theilt  er  aus  Geminos  mit,  dass  die  älteren 
V>"i»  Aoch  Euklid,  Elcm.  XI  def.  IS)  nur  den  rechlstehenden  Kegel 
bebandelten  nnd,  um  die  drei  Kegelschnitte  zu  bekommen,  stets  die 
■chneidende  Ebene  senkrecht  auf  eine  Seitenlinie  des  Ke^^els  legten 
(Bt#t8ohneider  p.  156),  so  dass  die  Ellipse  in  dem  spitzwinkligen 
Kegel,  die  Parabel  in  dem  rechtwinkligen,  die  Hyperbel  in  dem  stumpf- 
winkligen entstand,  wovon  sie  die  Namen  ij  roü  ojv^tnv/av  ku'vov  lOfttj, 
ipaoyiui'iov   McoVoi'   ru(i()    und    ij'  lav   a^^Xvyinvlov  xto'vov  roH'i  be- 

tmen.     Uasselbe  besagt  Eutokios  in  Archim.  p.  163,  41  flgg.  und  Pap- 
VII,  30  p   672.  ans  welcher  Stelle  wir  zugleich  erfahren,  dass  diese 

lameo    von  Aristaios    herrühren.     Sie   finden    eich  auch  durchgehends 
imedes;    nur    an    drei  Stellen    steht  in  den  Handschriften  l'A- 
Ift^tf,  WS«  «her  flherall  zu  entfernen  ist,  wie  schon  Niaie  VicWtsftVT.'Mv^ 
285,   ohne  das  Richf/ge  ganz  zu  treffen,   RusgeBptociVvfta  \i».X.    ^.^^ 
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extr.  sind  die  Worte:  xvxioe  rj  ^Xknifts,  die  dem  Folgenden  vorgreil 
und  die  ßatzvetbindnng  stören,  zn  streichen;  ebenso  p.  272,  3  von  am 
daa  gans  Gionlose  Tag  IdAct^foif,  wodurch  der  Abschreiber  bervorfaebeo 
wollte,  dftsa  ^J  in  der  Ellipee  liege,  während  ZT  in  dem  über  ZU 
beschnebenen  Ualbzirkel  gezogen  ist;  p.  273,  10  erkenne  icb  io  den 
Worten:  ö  ntQdaiißäviav  läv  i'Ueuf'tv  einen  erklärenden  Znaati  des  Ab- 
gchreiberK,  anch  weil  Archimedes  sonst  durchweg  nnr  von  &  xvlivifOf 
redet.  Das»  die  jetzt  gebräncblichen  Namen  von  ApoDonios  erfunden 
sind,  bezeugen  nnsdrücklicli  Entokios  zn  Apotlon.  p.  9,  !5.and  Pap- 
poH  VII,  30  p.  674.  üebrigenB  kennt  Archimedes  ancb  schiefe  Kegel 
(z.  B.  ncQi  Kui'odä.  S  p.  260,  10)  and  er  weise,  dass  die  Ellipse  ans  jedem 
beliehigea  Kegel  oder  gar  CylJnder  entstehen  kann,  aber  für  die  Para- 
bel und  sicher  ebenso  für  die  Hyperbel  war  er  anf  die  ältere  Weise  dea 
Hervorbringens  beschränkt  (s.  unten;  vergl,  Nizze,  Vorrede  p.  XI). 

Hier  nur  noch  Einiges  über  seine  von  Apollonins  bedeutend  abwi 
chende  Terminologie.  Die  Kunstwörter,  welche  ohne  Erklärung  bei  ihm 
braucht  werden,    gehören  ohne  Zweifel,  wie  wir  es  von  den  Namen  dt 
Schnitte  selbst  mit  Sicherheit  wiesen,  der  von  Aristaios  und  Enklid 
die  Kegokchnitte  ausgebildeten  Sprache  an.     Man  vergl.  hierzu:  Mülle 
Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker,  p- 29  flgg. 

Die  Axe  der  Parabel  heisst  ä  flio'fifrgce  (titpoj'.  nagaß.  1;  2;  3;  4  etc.; 
n£(il  xuv-  13  p.  275),  nur  p.  55,  20:  ö  o'pxixa  (ir.  äiöfitrgog)  in  GegensatB 
zu  den  mit  der  Axe  parallelen  Linien  (die  nach  Apollonios  Durch- 
messer heissen):  a£  .lopa'  ru'i-  iiäfttTfOp  {urgay.  jtoQaß.  1;  2;  3;  5;  14;  15), 
die  selbst  DnrchmesRer  in  Parabelsegmeten  werden  können.  Ein  solcher 
DnrchmeBser  heiest  dioV^T^oC  ^^C  ifio^aro;  im  Gegensatz  zu  diofjfrpo;  xäg 
rofia;  (d.  h.  die  Aie),  z.  C.  Imn.  lao(ff.  11,  5;  8;  10,  und  wird  nif't  kov. 
4  p.  264  so  definirtt  äiäitttpnv  6i  nekla  naviäs  T^ojuaTo;  xäv  dlx"  f^f- 
vovoav  tue  (v9iltcs  nuaog  lag  "ogä  rav  ßäaiv  uvtov  ayoitivag.  Man  ver- 
gleiche iiäntx^og  lou  lo'fiou  (eines  abgestumpften  Parabelsegments)  Im«, 
IcoQQ'  II,  10  p.  55,  3  mit  Entokios  p.  57.  Die  Bezeichnung  itiayjiivng 
von  den  Ordinalen  der  Parabel  kommt  nur  Ircirc.  tcopp.  II,  10  p.  55,  30 
vor:  at  6i  A7,^  JH  ilg  avxäv  iitaYulvag  (iul  Kttxaypivaiy  l7ifi6i{  nopa'A- 
lijkui  (!<si  Tp  aio  Tov  B  tüg  tofiüg  itpaTtto^tivtr ^  vgl,  Apollonios  I  def-  16. 
Ueber  ä  no^'  Sv  Avveviai  s.  unten  III  Nr.  13.  Für  die  Ellipse  wird  ala 
bekannte  Bezeichnung  ohne  Erläuterung  id  k^vt^iov  benutzt  ntg't  xuv.S  p,268; 
9  p.  270;  15  p.  27$;  20  p.  2S2;  32  p.  30».  Es  halbirt  alle  durch  dasselha 
gezogenen  Linien;  nivi  "toK  15  p-  27S,  38;  20  p.  382;  32  p.  309,  31.. 
Die  beiden  Axen  beissen  ä  (tiijtoi'  aiofieipoj  und  ä  ikäoamv  Siäfittpo^^ 
(p.  259.  11,  14;  mgi  xav.  5;  8;  13;  14;  15;  29  u.  a.  w.);  dass  die  and&- 
ren  Linien  darch  das  Centrum,  die  A  pollunins  Durchmesser  nennt, 
bei  Archimedes  nicht  so  hiessen,  gebt  schon  aus  der  Anwendung  der 
ixe  ftiiioiv  Dud  ikäaamv   \\i>tvn^  (j'^Tj^f   ^tP 
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HtTQOi  ncQi  xov.  6;  7  u.  s.  w.).     Jene  aadernn  Linien  hiegsen  wohl  nur 
et  iiä  xov  xitrtfov,    wenn   anch  dieser  Name  nie  vorkommt;    aber  vergl. 
wfpl  xwv.    19  p.  282,  1:   nfaürm  3ij  bv'tb  Siä  tov  HhrQOv ;  p.  282,  II,  16; 
20  p.  2S3,  1.     Die   beiden  Durchmesser  (Axen)  sind  ev^vytis]  nifi  n 
p.  270,  5  von  nnteo  :  rä  ijjiiiseia  rits  iif(ia^  diaulTfov,   a  iait  iv^vy^g  r 
Dataiis ,    dasB    diese  Bestimmung  binzngeTügt  ist,    nngeacbtet,    dnsB 
dem  Vorhergehenden  von  conjngirten  Durchmessern  im  flegenBatz  zu 
conjngirten  nicht  die  Kedo  sein  kann,   zeigt  sieb,  dass  das  Wort  auch  für 
andere  Linien  in  der  Ellipse  gebraucht  wurde;  es  hatte  wohl  schon  da- 
mals  denselben  Umfang,    als    bei  Apollonios  I   def.  17    nnd    19.     Die 
kleine    Äxe    ist    die   kürzeste   von   allen    durch    das    Centrum   gezogenen 
Linien  (fftpi  xaiv.   15  p.  278,  38).     Von  der  Hyperbel  iet  nur  au  bemer- 
ken, dass  die  Asymptoten  (die  schon  Udnaichmos  kannte.    Entok.  zn 
Archim.  p    142)    von  Archimedes    ofi    ^yyioia  tv^ciat  läg  toC  afißlvytü- 
viov  xtövov  rofin;  genannt  werden  (ref^ii  Ktati.  p.  258,  14,  18,  30,  27).    Wenn 
eine  Hyperbel    mit   ihren  Asymptoten    sich    um    die  Axe  dreht,    entsteht 
dae  hyperbolische  Konoid  mit  seinem  umschliessenden  Kegel;    die  Linie 
vom  Scheitelpunkte   der  Hyperbel    zum  Centmm  derselben  heisst  d  noi. 
tovaa  Ttd    S^ovi    (der  Ase   des  Konoids),    worüber   s.  unten    III,  Nr.  24 
Ueber  noffv^tj  u.  h.  w.  vergl.  IV,  Einl. 


III,    17. 


^H  darauf 
^K  Auoh  i; 


1  jetzt  dieji 
von  Arcbi 


HL 

en  Sä 
sdrttcki 
aeicbnet,    theils   stillschweigen 
und  bentitzt  werden,  zuerst  einig' 
I  treffende  SStze,  dann  einzeln  fUr  Ell: 

Allgemeines. 
Eine  Linie,  die  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes  verbindet,  fällt 
innerhalb  derselben;    Trcpi  xtavoiid-  16  p.  279,  3  v.  n. ;  17  p.  280,  8  v.  n. 

2.  Wenn  von  einem  Paukte  ans  zwei  Tangente 
gen  Kegelschnitte,  und  im  Kegelschnitte  Linien  n 
parallel  gezogen  werden,  so  dass  sie  itich  schneiden, 
8tUcken  der  Parallele  zusammengesetzten  Rcctangel  t 
wie  die  Quadrate  der  Tangenten  verhalten,  so  dase 
den  Stücken  der  einen  Linie  dem  Quadrate  der  mit 
gente  entspricht.  Dieser  Säte  wird  als  früher  bewiesen  vollständig  auf- 
getllfart  Tii^i  xtovoHi.  3  p.  264,  21  flgg.*     Er  findet  sich  bei  Apollonios 


Angewandt  xipl  »wv.  \i  p.  277,  »  and  15  p.  878,  M  und  SS  (wo  ausdrücklich 
darauf  hingewiesen  wird:  hi$l  xagä  i«;  ^xi^avovffffE  hti  «l  HP,  MA  Un.  I 
Auoh  13  p.  276,  II 
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3.  Von  Aehnlicbkeit  der  Kegelschnitte  und  der  Abschnitte  derselben 
spricht  Archimedes  häufig  ohne  weitere  Erläuterungen;  sie  war  also 
Yor  ihm  untersucht  und  in  die  älteren  Lehrbücher  aufgenommen.  Apol- 
lonios  behandelt  die  Aehnlicbkeit  im  6.  Buche,  das  wir  nur  arabisch 
besitzen.  Nach  der  lateinischen  Uebersetzung  bei  Halley  gab  er  VI 
def.  2  folgende  Definition:  similes  vero  dicaniur  sectiones,  in  guibus,  ducHs 
ad  tUriusque  axetn  ordinaiim  applicatis,  ipsae  ordinatim  applicaiae  ad  porUo- 
nes  axis  ab  üsdem  abscissas  veriicique  conterminas  fiterint  respeciive  propor- 
tionales, diüiso  scilicet  utroque  axe  in  partes  numero  aequales  vel  eandem  inter 
se  ralionem  servantes.  Eben  diese  Definition  scheint  bei  Archimedes 
SU  Grunde  zu  liegen.*  Wenn  es  z.  B.  mgl  %mv,  15  p.  278,  48flgg.  heisst: 
i$  avxdiv  öh  qfavfgov  iv  naCi  xolg  c%fifidxtcct  (d.  h.  in  allen  Sphäroiden), 
OTi,  ai  xa  nagalkakoig  inmiöoig  TftaO^^,  al  avtmv  rofial  o/uoicri  iaöovvxai' 
xd  yuQ  xsxQciyaiva  xa  dno  xdv  Ka^ixiov  noxl  xd  n£Qis%6fiiva  vno  xiov  Tfi.a- 
yidxtov  xovg  avxovg  koyovg  i^ovvxi^  ist  die  Sache  so  zu  erklären.     Es  ist 

ÖX*  BT^  a*      BT* 

bewiesen  (p.  278,  26),  dass  jiß-^p  =  yyja  (^'6-  ^) »  ^^^^  ^^^^  J%  =  Jff% • 

wenn  a  und  b  die  Halbazen  der  Ellipse  um  ^^i" bezeichnen;  wenn  femer 
a^  und  6j^  die  Halbazen  der  Ellipse  um  MA  bezeichnen,  wird  auch  hier 

das  Verhältniss   gelten  r^^'Jvr«^' T~  7^»    ^*®    ®^®"    ^^^   angegebene 

Aehnlichkeitsbedingung  ist  (angewandt  negi  xoovoeid.  22  p.  286,  2;   yergl. 
Apollonios  VI,  27).     Dasselbe  ist  angedeutet  nsgl  xcov.  7  p.  268,  21, 

wenn  aus  der  Proportion    Tr  =  -rB  ^^^  ähnliche  Ellipsen  unmittelbar  ge- 

E      Aß 

e        a^      b* 
schlössen  wird    -r=-:^  =  -;;5   (s«  unten  IV    Nr.  15).      Dass   alle  Parabeln 

E      A^      B*  ^ 

ähnlich  sind  (Apoilon.  VI,  11),  wusste  Archimedes  ohne  Zweifel;  wenig- 

..      T^  .  OG      JL      AD    ,       ,     y  rx      ,^ 

stens    scheinen    die    Proportionen    Trir=  j—.  X -rrj    (TtiQi    o%ovfi.    II,    10 

G^A       L  A       DJ 

AD 
p.  348,  9)  und   — -  =  -|^  (ebend.  p.  348,  13)  nur  aus  den  nach  diesem  Satze 

und  der  angegebenen  Definition  der  Aehnlicbkeit  geltenden  Proportionen 

BD      AD        ^    EZ       AJ      ^      ^  ,  ,  ,  ,^^.  ^^^ 

—=•  =  -7^  und  77^= -tt;  abgeleitet  werden  zu  können  (Nizze  p.  24o 
EZi       AZ>  Hl       AD 

not.  J  und  i)  (Fig.  6).  Auch  liegt  dieser  Satz  zu  Grunde,  wenn  es 
p.  258,  43  heisst:  xd  filv  ovv  og^oycovict  noDvoiiöia  ndvza  ofAoia  Iv«.  Wenn 
Archimedes  dessenungeachtet  von  ähnlichen  Parabelsegmenten  im  Ge- 
gensatz zu  unähnlichen  spricht  {Inm.  Igoqq.  11,  3  p.  39;  7  p.  44),  so  hat 


•  Man  vergl.  noch,  was  von  ähnlichen  Sphäroiden,  gewies  in  Uebereinstim- 
mung  mit  der  Definition  von  ähnlichen  Kegelschnitten,  gesagt  wird  ne^l  xodv. 
p.  259,  37:  o/ioia  dl  xalBiöd'od  rmv  atpaigoeidiav  oxrnidxtovy  mv  xa  ol  a^ovMg  noxl 
Tag  dia/ifT{>ovg  tbv  avxov   ''.O'/ov  iiovxt. 


I 
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dies  seinen  Grand  darin,  daw  er  aa&b  liier  dieselbe  Definition  XLnlicUer 
Segmente  vorfftod  und  za  Grunde  legte,  dieApollonioB  VI  der.  7  giebt: 
segmenia  vero  similia  dieantur,  guontm  bases  cum  iliamelrh  nequitlet  eonlinenl 
iingiilo3,  et  in  quorum  giiigiilis,  duelis  reclis  husi  parulletis  iiumerogue  aer/uii- 
Ubui.  ipsae  pamlUiae,  ul  et  bases,  nd  nbsrissas  diamelrunim  porliones  verli- 
cibut  conlerminas.  sunt  in  iisdem  ralitmibus  respeclive,  divisa  tcilicel  ah  ipsis 
parailelis  ulrhisgue  diamelro  in  partes  innicem  proporlianates ,  welche  Defini- 
tion Entokios  en  Archim.  p.  40  bo  mitlheilt:  t«  ofioia  r(tri7">r<t  roiv  lov 
HKvov  loiiäv  'AnoXkäi-tog  w^iaato  iv  rm  ?xria  ßißkiat  riöi'  Kt'ivmfäv,  iv  oI; 
(l'^9ltamv  iv  ixäata  na^akk^ltov  tij  ßäott  l'tfuv  rö  nXijdos,  et  nagäkXlikoi 
Koi  ttl  ßiietis  nfjög  Tag  aitoTCfivoitcvas  «'"'>  ^^v  äiaiAttfitov  n^o;  vaig  ko^v- 
91111$  iv  Toit  «L>io(5  i-oyoi;  tlal,  xai  ttl  öjtoiijtvöii.evat  npo£  ta;  «noitfivo- 
filvtfs*     Neae  Sätze  über  ähnliche  Ellipsen  a.  IV. 

4.  In  jedem  heliebigen  Kegelschnitte  wird  die  Tangeale  zumEndpnnkte 
des  Durchmessers  senkrecht  anf  diesem  stehen;  ausdrücklich  angefUhrt 
ntfi  Kuv.  16  p.  280,  10  {Quaesl.  Archim,  p.  164):  at  ii  tidtw  at  hn- 
Vavovaai  tüv  rojv  ntöiuv  tofinv  r.ara  10  itigag  tag  diapiiti/ov  o^^og  noioiTvrt 
yaviog  norl  (de  StoiiuQovi  auch  angewandt  Tiefit  oxovii.  II,  4  p.  341,  44, 
um  8U  beweisen,  dass  die  Senkrechte  aaf  NO  Tom  Pniikle  H  aus  die 
Linie  B B  zwischen  B  nnd  B  treffen  wird  (s.  Nizze  p.  236  not.  1);  die- 
selbe Scblnssrellie  itiQi  o'%otijx.  II,  5  p.  342,  30.  Der  Satz  ist  nur  ein 
specieller  Fall  von  ApoUonios  I,  17;  man  vergl,  die  Bemerkung  des 
Entokios  dazu  p.  44:  xovtoi  yag  dia<fiiQfi  o  xx/xkog  täv  tov  xtJvov  ru- 
fiwv,  011  in  iKeivvv  iiiv  a£  Terayfiivat  jt^og  o^&äg  äj-oviat  i^  Öiaitit^n  ... 
Inl  df  xäv  T^i«äv  TOfimv  ov  Ttavxiag  itQug  o^ffoj  äyovtcn,  ci  ^q  inl  (to- 
vavg  tovs  «govas.     Vergl.  Nr.  10. 


Ellipse. 
5.     Das  Verhältniss  Kwtschen  den  Quadraten  der  auf  eine  Axe  vom 
Umkreise  senkrecht  gezogenen  Linien   und  den  ans  den  Abschnitten  der 

Axe  gebildeten  Rechtecken   ist  überall  dasselbe,   d.  h.  (Fig.  7)    -■-  —■  ■ 

^ /'£■  g ft  ^^  r/inn^"  ~i'  *^'"'  "  '""^  *  ^'^  beiden  Halbazen  bezeichnen. 
Dieses  Verhältoiss  tritt  als  üanplcigenschart  der  Ellipse  dadurch  auf,  dass  es 
Oberall  angewandt  wird,  um  nachzuweisen,  dass  ein  gegebener  Schnitt 
wirklich  eine  Ellipse  sei;    auch  sind  die  entsprechenden  Sätzn  für  Para- 


*  Tergl,  ntfl  nwv.  p,  S59,  SC:  xßäiioxa  ii  atfaifotidiav  «itiidtmr  ij  natvon- 
timv  Siioia  xaxtlftat,  at  xa  dif  önotto»  axtfuäxtav  äqiatfijiiiva  tnvti  Kttl  zag  it 
fln'<ff(g  ö/toltit  fcovci,  Kdi  ol  ägovEC,  avtär  tjtiti  of&ol  iövris  noil  rä  Jn'ntda  t<iv 
ßäatar  ^  ytavias  fja;  noiovvtts  xoil  tag  Ofioloyadf  öiafifttovs  tmv  päesav  töv 
ov'töv  IjovEi  loyoM  «Ol'  iHlälovs  ^"is  dfoloyoif  Stayiitfoit  (dv  ^aatow. 


HiBtorisch-literamche  Äbth«ilting. 


hei  and  Hyperbel  Archimedes  bekannt  und  treten  als  früher  bewiesaua 
Hanpteigen Schäften  anf  (s.  anten  Nr.  12  und  24).  Dahor  gewinnt  die 
Vermuthang  Breteehneide  r's  (p.  157)  an  WahracbeiDlicbkeit,  dasa 
eben  diese  Eigenschaften  der  Kegelsi-hnitte  diejenigen  waren ,  welche  von 
Menaichnins  zuerst  entdeckt  und  als  charakterisltach«  Merkmale  auf- 
gestellt worden.  Für  Ellipse,  Bj'perbel  und  Kreis  ist  der  Satz  Apollon. 
Ktov.  I,  21  bewiesen.  Bei  Archimedefi  ist  er  direct  ans  gesprochen 
jtff'i  xamuS.  9  p.  271,  30:  Ij^ft  Sc  tJg  id  aitö  rös  N  jiTQoyiiivov  nori  rö 
iiwö  löv  AJ,  dB,  oviinii  ro  önö  la;  &K  ttigöyavov  nori  rö  vno  xiv AK, 
KB,  iitfi  iv  rä  aiizä  o'^vyiovlov  xtäfov  io(iä  xäditoi  ivt'i  öyiiivai  M  flia- 
(itTQov  xäv  AB;  denn  2iV  ist  die  mit  AB  conjogirte  Axe  (p.  270,  43)  und 
A  das  Centrum  der  Ellipse  (p.  270,  2ö).     Ebenso  beisst  tM  niQi  xuv,  13 

p.  276,  34,  nachdem  es  bewiesen  ist,  dass  ftr~~Tr^'  °f^**^"''S  Jd^fh)'- 


I  bewiesen  ist. 


AB. er' 

rttgaymva  läv  a^Ofi^i 


AC' 


idv  Ai'jtotl  Ta  nigitiofiiva  vtio  tiöv  iö(  Artjxanatiav  töv  fturöv  ^lovta  koytrVt 
av  TD  UTto  tägAA  iit^oyuvov  nort  to  nno  tag  AT.  ä^kov  ovv,  ori  a  TOfts 
ioiiv  oSvj'coviDv  X0VOV  TOfiä'  itttfutgiii  Si  atJiä;  fvW,  et  itiv  nii^tav  ä  AP, 
i  iii  IXäoaaiv  Xaa  xä  AA.  Vergl.  ncn'i  hmk.  14  p.  277.  28  Bgg.;  15  p.  278,  31, 
Voransgeserzt  wird  der  Satz  nt^\  xwv.  33  p.  311,  2  flgg.,  mit  ausdrück'] 
lieber  Hinwcisnng  angewandt  n-i^i  xatv.  10  p.  272,  44  flgg.  (tov  uvzov  i 
f^ti  }.öyov  xo  xiTifäymvov  xo  o'no  jäg  ÖÄ  «BÖtrou  jroil  lO  ijtö  töv  AH,  l 
ntQiixötifvov,  Kui  Tu  ojid  Z/'jioti  to  unu  tov  AA,  AB  ncQiiyöfUvovj  Infi 
Töo    iorlv  a  ZU  xä  (tepo  ÄionfTp«);    vergl.  «tpi  xwv.  8    p.  269,  40; 


).274,  12.    Ganz  dieselbe  Fol 


pollon 


.       /SG^  _  r/t.  HD 

Fig.  7J  hat  der  Säte  ttt^X  *mv.  29  p.  301,  Sa.     In  allen  diesen  Fällen  v 

die  eine  Senkrechte  die  Ase;  dass   aber  Archimedes  den  Satz  in  seit 

Allgemeinheit   kannte,    geht   ans  ntQi  xuv.  31  p.  306,  30  hervor.     Cebrl<J 

.V  AM* 

gens  stutzt  auch  die  Proportion  — — - — -r-r=  ■— —  ■  ,-„  jkjI  Kfov.  9  p.  271, 1 
La.  AH      IL,A.AB 

eich    auf  diesen  Sata;    denn  es  sei  2b  die  mit  EB  conjugirte  Axe;    : 

bat  dann  (p.  271,  2  flgg.)  =— — 77,^-77^,  aber   nach  nnserem  Satee   : 
La  ,A  H       ha 

AM*    _      h*      _  -Kl' 

I   die   grosse    Az.e   einer  Ellipse    ein  Kreis    beschrieben 


Eji.AB 

6.  Wenn 
wird  und  Linien,  di 
die  Ellipse  hinaus  bii 
von  dem  Umkreise  ' 
KM_ 
'  MA~ 


•(^ie-8)^=. 


auf  die  grosse  Axe  senkrecht  gezogen  sind,  über 
zur  Kreisperipherie  verlängert  werden,  werden  sie 
er   Ellipse    in    demselben    Verhältnisse   gesohnitlei|| 

Muv.  5   p.  266,  33:    knü  yäff  at  ES,  K^ 


%tt9t%<lt    tlg    lüV    tCVtOV    kiyOV    TfTfAtIVTBI 

fach  aas  dem  vurliergehpoilen ;  donn 


xa  iVf,  A     Dieser  Satz  folgt 

■  Be^~  A&.sr' 

dem  bekannten  Salze,  den  ich  früher  in  dieser  Zeitschrift  bei  Ärcb! tue- 

des  nachgewiesen  Imbe*,  ist  H.A*=  AA.AFmmA  £e*=^Ö.ör;  daraus 

MA*      KA'      KA       ES      .  ^    ,.        ,.,  ,,   „    .,,    KM 

;  darans  Oitiovxi  (Lnkl.  V, 


I 
I 

I 
I 


Die  Keantniase  des  Archimedes  Aber  die  Kegel  schnitte. 


■  >^)  70-;=« 


7.  In  einer  Ellipse  «ird  die  rom  Ceotrnm  zum  Berühnmggpnnkte 
einer  Tangente  gezogene  Linie  alle  in  der  Ellipse  mit  der  Tangente 
parallel  gezogenen  Linien  halbtheilen;  ntsi  nmv.  22  p.  285,  15  flgg  VergL 
für  die  Hyperbel  nnten  Nr.  26.  Eine  solche  Linie  ist  ja  nach  dem  Sprach- 
gebranch des  Apollonios  Durchmesser  der  Ellipse  (nicht  so  bei  Ar- 
chimedes,  s.  obenl;  dann  folgt  der  Satz  ans  Apollou.  nu>v.  1  def.  lU. 

8.  Die  Linie,  welche  die  Berührnngspnnkte  zweier  parallelen  Tan- 
genten verbindet,  wird  durch  das  Ceutrom  der  Ellipse  gehen;  ausdrück- 
lich ausgesprochen  ntf/X  niov.  18  p.  281,  3<!:  al  di  xa  äva  tvdiitii  ö^ym- 
iiov  xcavuif  toiiäs  im^ävojvxi  nagäXkaloi  iavaai,  x6  tf  kcvxqov  xäs  xov 
öivymvlov  nävov  rofiüs  »ni  ttt  tiipcii  ia' tv9flas  laaovvxat.  Vergl.  Apollon. 
Kar.  II,  27. 

9.  Wenn  durch  das  Centram  eine  mit  zwei  parallelen  Tangenten 
parallele  Linie  gezogen  wird,  werden  die  Linien,  die  von  ihren  End- 
punkten mit  der  die  Berühruugspnukte  verbindenden  Linie  parallel  ge- 
zogen werden,  Tangenten  zur  Ellipse  sein;  nnsgesproohen  Titpl  utov.  19 
p.2S2,  13flgg.:  Ijifl  oCv  hui'  i  ABVA  ^ro.  xvxlus»' 

TOftK,  Xtfl  iftuCni/üiTi  uvräq  Svo  iv&eiai  at  KZ,  i/0,  &iä  &i  toü  xiiTpot 
uKiui    TiaQukkjiloi  ttvTtdg  n  AI',    d^ioi 

ficfuv  nttpä  xäv  BA  ^nii(;iiJovri  rüg  lOfiäg  (Fig-  9)-  Der  Satz  folgt  aus 
Apollon.  Ktdv.  I,  17  (nicht  II,  6,  wie  Nizze  angiebt);  denn  nach  xmv. 
I,  def  11   ist  r  HOQvtp^.     Vergl.  Nr.  4. 

10.  Hieran  schliesae  sich,  dass  Archimedes  rcig't  xuv.  9  p.  271,2 flgg. 

die  Construction    einer   mit   einer   andern    ähnlichen  Ellipse  als  bekannt 

voranssetst.       Denn    hier    verlangt    Archimedes,    man    solle, 

N^^ZJ.JH,    um   ES  eine  Ellipse  constmiren,    so  dass  (es  sei  2b  die 

4(i"  ff* 

mit  EB  coningirte  Aie)  -7rsi=^— ; — 77,;  wenn  man  JV  als  Ordinate  e 

Ellipse,   deren  Azen  2H  und  2//  sind,  betrachtet,  bat  man  nach  Nr.  5 

ff»  46'»         ,  „      .  ^  ^  ,  46'        4i'»  /-  h- 

ZÄ:Jh^ZÜ-*'    "'*"    ''""    "'^^    ''"^*''^"    £B»==^*'=i£ß=pff- 


•  Bd.  XXIV  p.  181  Nr.  16.    Der  umgekehrte  Satz  findet  sich  bei  Sei 
«ed,  ci/I,  4  and  wird  von  Apoll ouios  angewandt  (na»'.  I,  6  p.  '23;  II. -18  p.  138], 
daher  auch  bei  Eutokios  zu  Apollon.  p.  s;-t  und  PapposTU,  337  p.  934, 

••  Fflr  den  Zirkel  ergiebt  »ich  der  Satz  aus  Eukl.  Elem.  III,  18  ao'^iofi«;  vgl 
_Entokios  zu  Apollon.  p.  44 


wae  oben  die  Bedingung  der  Aebaliehkelt  der  Ellipsen  um  ZB  und  EB 
ist  (Nr.  3). 

11.    Hit^r  ist  unr  noch  di 
Kuv,   p.  260,50   ausspricht,    di 
nfallendc 


weder  ein  Kreis  ist  ode 
ninrovii  nnflni;  lar;  toi 
^vyuvlov  xüvov  TOftfi). 
Ton  Cylindern  gelte:  x 
Tfia9^  otiitnmiovTfoat  tu 
aoiivtoi  ^toi  Kvnkot  y  i 
Der  letzte  Ratz  scLeint 
achtet    worder 


:an  zu  erinnern,  dass  Archimedes  kc^J 
IS,  wenn  ein  Kegel  durch  eine  mit  allen 
Ebt^ne  gcsctinitten  wird,  der  Scfamit  ent- 


■  eiue  Ellipse  (of  x«  xävog  iniriido)  Tf<«#g  öv(t- 
I  tiiävnv  nlivgoig,  a  to^ö  laathai  ^loi  »vxlkog  q 
P^benso  beisst  ee  p.  261 ,  8  flgg.,  dass  dasselbe 
Kl  aX  xa  xvkivi^og  ivotg  iatnläotg  nei(/al,liilatt 
iaaiS  rois  xoC  nvlivö^ov  nktvgnisy  al  rofial  it- 
'^vymvliav  xoiviov  TOfitti  iaai  Kai  o/ioiui  äiKakutf, 
gar  nicht  von  den  späteren  Mathematikern  be- 
Bcbwierignren    Werke   des 


sein,  wie  Überhaupt  die 
ArchimedeE  fast  in  Vergessenheit  gerathen 
stens  fand  der  gewiss  viel  spätere  Geometer  Serenos  es  nothwendig, 
ein  ganzes  Buch  tisqI  »vUvSqov  (ofiijg  zn  scliieiben,  nnr  um  sn  beweisen, 
dass  der  schiefe  Schnitt  des  Cylinders  nichts  Anderes,  als  die  gewöhn- 
liche Ellipse  ist;  das  Bach  beginnt  (p.  1  Hallcy)  mit  folgenden  Wor- 
ten: nokkuvs  OQtäv,  u  iplkt  Kvgt,  nüv  nifl  ytutfitif/lav  av(iaTgttpoi*ivai¥ 
olonivovg  Tijv  xov  nvkhdgov  yiXoyiav  lOfitjv  tiigav  tlvai  i^g  tov  xeo'vov 
tOfiqg  lijs  Kttkovitlvijg  ikltl^iiag,  iSixaltoa«  jiij  xQijvai  ncgiogäv  öyvooiivnis 
avTovg  xtI.  Ueberbanpt  ist  das  glSnsende  Genie  des  Archimedes  auf 
diesem  Punkte  über  das  Ueberlieferle  hinausgelangt  und  hat  die  erstes 
Schritte  auf  dem  Wege  gemacht,  der  später  ApolIonioB  sur  Verallj 
meinerang  der  konischen  Sätze  führte. 


Parabel. 

12.  Nach  Nr.  5  ist  die  Banpteigenschaft  der  Parabel,  dass  die  Qua- 
drate der  Ordinalen  sich  wie  die  von  ihnen  bis  znm  Scheitelpunkt  der 
P»rsbel  abgeschnittenen  Stücke  des  Diameters  verhalten.  Dieser  SatS' 
wird  itiQay.  nnpaß.  3  p.  19  aufgerührt  und  als  in  den  Siteren  Lehr-' 
bUchein  der  xuviNd'  bewiesen  bezeichnet:  oi'  xa  ^[  Qg9oyiaviov  kmvou  rofui 
ü  ABr  iFig,  10),  ä  df  ßil  ntiQa  tqV  Siä^txi/ov  ^  oüra  a  6ta^tXQog,  xai 
äiOüol  ilvf;  ai  Ad,  EZ  naga'  jäv  Notö  li  B  initiiavovaau  xdg  zov  xmvov 
tOfta;,  taaiitat  ag  ä  BA  jtatcu  noil  läv  BZ,    ovxatg  dvvafm  u  Ad  Kot4 

iDV  £Z  j:    Dy^lFTi'     ^"gewandt  wird  dieser  Satz  Intn.  foo(p.  II,  10 

p.  55,  %1\  TCTp.  Ttagu$.  4  p.  19,  24;    If)  p.  30,  44;  mgi.  xuvDftJ.  23  p.  287,1 
■iH;  24  p.  29(1,  II);  26  p.  293,  lit.      Apollonios  bat  ihn  kuv.  I,  20.  ■ 

13.  Mit  diesem  Satte  steht  in  genauestem  ZnsammenbBng,  was  befl 
Apullonios  I,   11    die  Grandeigenschafl    der  Psrabel  iet  und  zum  Be- 
weise   des    obigtMi  Salzes    von  ihm  beuntzl  wird:    dass  die  Quadrate  der 
Otä'attxv^   dem  B«ebtuigel  glmeb   sind,   der  kus  einer  gegebeneu  Liuia 


I 


I 

I 


nad  den  ron  den  Oidinateu  bis  zum  Scheitelpunkte  abgefichnittcnen 
Stücken  dee  DnrcbmegBerB  zueammengneetxt  sind;  wird  arij^ew&ndt  Fragia  • 
p.  166.  21  (t?;  di  w'to  XZNioov  id  o,ici  i'3'äiB  rijV  jM»eo|3oi^'v);  p.  167,  3<; 
1;  uffjl  KMv.  4  p.  265,  21,  22,  Ebeuso  liegt  dieser  Satz  an  Grunde, 
i  Mn.HZ^ZK*  geBcliloasen  wird,  dass  eine  dnrch  fl  mit  der 
Axe  HZ  nnd  dem  Parameter  MIl  beecliriebene  Parabel  durch  K  geben 
werde;  p.  164,  29;   165  extr.;   166,  3S.     Ferner  wird  doi  Satz  angewandt, 

um  die  Proportion    — j=^— —    ntfii   o-fjov^i.  IT,  S  p.  345,  25   zn  erbalten; 

denn  nach  diesem  Satze  hat  man  PI*  =  ^KR.ni,  weil  FR  die  Linie 
znm  Scheitelpunkte  oder  der  halbe  Parameter  (s.  nnteu)  ist  (p.  344,  8 
von  unten);  aber  IY=201  (Nr.  16);  also  Pi>  =  Ä'fl./r.  Vergl.  iripl 
v'xoi'Fi- Hl  9  p,  347,  Sl.  Endlich  weist  die  Bezeichnung  des  ParameterB 
als  «  noQ  av  dii'vnvitit  ft(  uito  rag  lo^ä;  aufdiesen  Salz  hin  (p.  264,  49). 
Der  Parameter  wird  a,  0.  als  ä  6nika<iia  tö^  i^he'  '«^  a^uvo;  (d.  h.  die 
Axe  des  die  Parabel  enthaltenden  Kegele)  genauer  bestimmt.  Hierin  liegt 
ein  handgreiflicher  Beweis  dafür,  dasa  Archimedes  die  Parabel  nur  als 
in  dem  rechtwiukligeo  Kegel  entstehend  betrachtete;  deuu  nur  für  diesen 
^It   dieses  Verhältniss.     Es    bezeichne  p   den  Parameter;    dann  ist  nach 

der  Definition  des  Parameters   bei   Apollonios  I,  11:  -n^=  „a    ^'r. 
CD* 


[Fig.  n)=~^    (denn 

+  ÄZ>»  =  2fiC>,   also    auch  j 


Kegel  ist  rechtsstehend);    aber  CD*=BL 
=  iAB.     Dasselbe  findet  sich  mehrmals  i 


»(^1  ijiOv(L.U,  2;  3;  4;  5;  6;  7;  8;  9;  lü. 

14-  Eine  Linie,  die  vom  Mittelpunkte  der  Grundlinie  eines  Parabel- 
aegmente  dem  Diameter  der  Parabel  (d-  h.  der  Axe)  parallel  gezogen 
wird,  halbtheilt  alle  in  der  Parabel  der  Grundlinie  parallel  gezogenen 
Linien  (d.  h,  ist  Diameter  dea  Segments);  ansgeeprochen  mal  «wv-  4 
p.  265,  1  flgg.i  lni\  ovv  diaVtTßoV  ^c^(  ^  ■^^  'o*^  ifiRjunto;,  a  tt  A  E  iija 
((fivtTm  KOI«  ro  Z  HCl  d  AT,  natja  tav  diunerpoi'  IsTi  TÖg  roO  oq9o- 
yavitiv  xtÖvov  lo/iiig-  nvro»  )'og  il^o  zijivti  itiinug  lag  Tiapo  zav  AE  oyo- 
fiivog.  Ebenso  wird  der  Satz  angewandt  Inin.  tao^ff.  II,  5  p,  41,  !8: 
xnixtti!9to  St]  di^a  fxoi^pa  xäv  AB,  BF  »axa  tÖ  Z,  H,  xai  Stä  tu  Z,  H 
lUifti  wv  BA  ox&moav  a!  ZK,  AH-  forat  Squ  xov  {ilv  AKB  iftaftBiOf 
lUmfw  tov  ^apcu;   inl    trc  ZK,   itv    ii    BFA  ifiafiaxoe  lo  itlvtgov  lov 

*  Bieruntar  ist  diejenige  Läsung  der  Aufgabe  nifl  aqgatp.  II,  b  p.  168  zu  ver- 
(teben,  die  Eutokios  zu  Archim.  p.  163 — 1<>9  mittheüt  (Qua»(,  Archim,  p.  31). 
Ich  holte  es  nB.mlich  fär  ganz  unzweifelhaft,  dass  Eutokios  dieses  von  ihm  auf- 
gefundene Frftgmunt  mit  Recht  dem  ArehimedeB  zuBclireibt,  De un  welcher  üeo- 
meter  vor  A)>otlijuiog  kOunte  uoant  eine  Holche  LOsung  doriech  herausgegeben 
haben'/  (Kutok,  p.  163.)  Dann  but  Kutokioa  nelbst  die  spätere  Terminologie 
Bubstitnirt  und  die  Citat«  aus  Apollonioa  hinzugeltttft. 


ßäi/cos  iiti  lag  HA  nich  II,  4,  wo  aber  our  bewiesen  ward,  du§  der 
Scbwer{iitukt  eines  Parabelfiegments  anf  dessca  Darcbmeaser  liegt;  dass 
ZA'  und  HA  Darcbmosser  sind,  ist  mitteUt  nnseres  Satzes  gescfalossen 
worden.  Eine  andere  Form  bat  derselbe  Satz  i^int.  iaoQ^.  II,  10  p.  55,  27; 
Mei  Ini'i  Iv  ög&oyuvliv  niävov  rofi-p  diäiitigvg  iaxi  lov  riiafttixog  ä  Z B, 
ä  BZ  ^101  ü^jiixä  ieri  rag  TUfto;  ij  Tia^in  xav  ötäntT^ov  öxroi;  vergl. 
Eutokios  p.  43,  3:  fi(ipciiH)]iloi  yap  itai  aäatti  al  itafitzqoi  r^$  na^a- 
ßokijii  ApoIloD.  I,  51  Tiögionrt.  EinR  andere,  allgemeinere  Gestalt  hat 
dieser  Satz  Ttt^jay.  nagaß.  1:  a)  oi  xa  r;  ä^Sayrnviov  utai-ov  TUfiä  ei  AB  Ff 
y  dt  a  ^(v  BJ  nopü  xäv  ämfitrQav  i]  oura  o  dia/iK^of,  ü  H  A  P  nufa 
läv  xaxä  ru  B  hriiliovovaav.  iaa  Idroi  o  AJ  rä  J F.  b)  xöv  Xaa  i  AA 
[r«  f*r]  jKxqäXXo:}.ai  kaaovvitH  3  XB  A  l'  xoi  ß  naxä  ro  ß  ijiitjioftj'ovo«  täff 
toTJ'  Ktövov  tofiäg.*  Diese  Form  wird  angewandt  nigi  xa>v.  22  p.  285,  II; 
24  p.  289,  IO((i);  m^i  oiovfi.  11,  10,  2  p.  349,  33;  uxQay.  aa^oß.  5  p.  20,  l)j 
17  p.  29,  30;  18  p.  30,  21;  19  p.  30,  43;  IntTi.  Ivo^g.  11,  II)  p.  55,  1(6), 
Gan;i  äbnlicli  Apollunios  1,  46. 

15.  Wenn  in  einem  Paiabeleegment  von  dem  Scbnitlpnnkte  der  Grund- 
linie mit  der  Parabel  eine  Senkrechte  auf  den  verlängerten  Durchmesser  des 
Segments  gesogea  wird  aud  das  Qaadrat  der  halben  Grundlinie  zum  Qua- 
drat der  Senkrechten  sieb  wie  eine  gegebene  Linie  zum  Parameti 
Parabel  verbält,  wird  die  gegebene  Linie  Parameter  des  ParabelsegmeuU 
eein.  Den  Beweis  dieses  Satzes,  der  ncpi  Ntoi'.  4  p,  265,  '■>  flgg.  angewandt 
und  als  „in  den  konischeu  Elementen"  bewiesen  bezeichnet  wird,  giebt 
Nizza  p.  159  so  (Fig.  12}:  es  sei  Tö  eine  Tangente,  5Z, //),  ^G  senkrecht 
aut  die  Äxe  RG,  nnd   /) F  Dnrcbmeeser  des  Segments -*^/J;  ferner  ver- 

halte  sich,  wenn  A^  der  Parameter  scn  £C  ist,  —  " — "■- 

~2ßT'  ^*°°  '"  °'*^''  -^P^llonios  I,  49  S  Pi 
—  S.DF).     Es  ist  aber  (Nr.  13)  DJ 


I 


Nr.  16)  =  - 


2/>y*     „  „  „      2OT.P0      ^riT»     ,      N       DJ*    _AK*  ' 

"ÄF* 

(weil  DJTf^  ^f'H);  also  A'=S  oder  Parameter  zu  DF.  Wahrscheinlich 
war  also  Äpollouios  I,  49;  iitv  TtoqaßoX^g  ivQeUi  iiH^avovaa  avfinlnt^ 
iif  dinfiftßU,  xcil  diö  fiiv  r)|;  örp^g  "X^V  ^"QÖkltjkos  r])  äiccfic'ipu.  äicö  ik 
xijs  xoffV<pt]e  "jP^  »agä  mayuivios  xaxiiYitlvtiv,  xal  jioiif&Q  "'S  ''*'  »CW** 
ti/f  iifiaitxoniviis  lö  fitiofv  i^j  ävriynfvjjs  xtii  irjg  äq>TJs  itpos  ro  Tftijjiof  xrjs 
jlojiek^kov  xo  neia^v  xtjs  ä(pr,g  uai  rijf  ttvtiy(iivtig ,  ovxmg  tv^tin  rie  jipo'f 
Tijv    itniaoiav  x^g  iipanxOfilvijg,    rjxig  Sv  äao    x^g  xD/t-^g   ö%^y  itapaXi,tjkoe 


*  Der  WortUut  den  Satne«  ist  mit  wenigen  evidenti:^!!  Benchtii;unt;en  nachJ 
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T^  ivantofn^t^  ini  njv  iui  T^g  äip^e  ^yfhniv  iv^iiav  nv^äHijiov  t^  dut- 
fi^pu,  Övv^anai  10  niQUxöixevov  öfdo^nivtov  iTnö  [117s]  tttnofiefxlvnf  cv&tlas 
xai  tflf  tt}ioXiifißavO(iiviig  vn  avi'^s*  wpöff  v^  «VV  —  Bchon  vor  Arcti- 
medes  bekannt. 

16.  Wenn  eine  Tangente  und  eine  dem  Diampter  der  Parabel  (d.  h. 
der  Axe)  parallel  gezogene  Linie  (die  also  nach  späterem  Sprncligebraacli 
ein  Diameter  sein  wird)  sich  schneiden,  wird  das  Stück  der  I'arBJIele 
vom  Svhnittpnnkte  der  heiden  Linien  zum  Schnittpunkte  der  Parallele 
nnd  der  Parabel  demjenigen  Stück  der  Parallele  gleich  sein,  das  zwischen 
dem  Schnittpunkte  mit  der  Patabel  und  einer  vom  Berührungspunkte  der 
Tangente  zn  diesem  Schnittpunkte  parallel  gezogenen  Ordinate  liegt,  d.  h. 
(Fig.  13)  BE=BD.  Der  Salz  wird  als  früher  bewiesen  aufgeführt  rttpnj'. 
ntt(iD^.  2  p.  IS:  «1  XQ  \]  ao^aymviov  xu'voti  lOfio  ö  ABT  (Fig.  IH),  y  di  ä 
ßd  na^a  töv  Stänetgov  ^  otirci  ä  dtafterQog,  ä  ii  A  f  napa  lav  xvra  10 
B  ini'Tfiavovaav  lög  rov  xwvov  lOfiög,  xol  a  FE  lüg  *<"'  xwvow  TOfiäg 
inm/avovati  xotr«  lö  T,  iaaovvtai  01  ^B,  BE  \!a<a  —  und  öfters  angewandt, 
wie  TiTQay-  na^aß,  5  p.  20,  12;  ntpl  xatv.  13  p.  276,  23;  ntpl  »V"**-  IN  8 
p.  345  (s.  oben  Nr.  13);  vgl.  jicqi  ttuv.  4  p.  265  (s.  oben  Nr.  15).  Ebenso 
Apollonios  I,  35.  Denselben  Salz  benutzt  Archimedes  Fragm. 
p.  166,  49.     Der  umgekehrte  Satz  (Apollonios  I,  33)   Ut  nöthig  zur 

Anffindnng  der  Proportion  T^^J-J^JT}  ™*pl   o'kouh.  H,  10   p.  348,  9 

(Nizze  p.  246  not.  £;  vergl.  Nr.  3). 

17.  Eine  mit  dem  Parabel dnrchmesser  parallele  Linie  wird  die  Pa- 
rabel in  einem  PnnUtn  treffen;  Fragm.  p.  166,  42:  kciI  avfircfafitttt  (i|  nti* 
fiaßoiji)  /x(3ttUo(i£vij  ip  &I'  JiopaUfjAto  ovOy  xy  Sinfiitpa  ttjg  ro^'Tsi  "tich 
p.  168,  24.  Apollonios  I,  26  beweist  den  Salz  für  Parabel  und  Hyper- 
bel, und  es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dasa  Archimedes  wnsste, 
daas  er  auch  von  dieser  gilt,  wenn  auch  directe  Zeugnisse  fehlen. 

18.  Tangenten  zu  einer  Parabel  zu  ziehen.  Eine  Tangente  zu 
einem  gegebenen  Punkte  der  Parabel  zu  ziehen  (itf^i  oxov[i.  II,  10  p.  3S4,  5; 
10,  2  p.  349,  18;  10,  5  p.  352,  M)  ist  nach  Nr.  16  leicht  möglich.  Vgl. 
Apollonios  11,  49  p,  139.  wo  es  eben  durch  diesen  Satz  bewerkstelligt 
wird.  Auch  kann  man  leicht  nach  Nr.  14  eine  Tangente  mit  einer  in 
der  Parabel  gegebenen  Linie  parallel  ziehen  {negi  öxovn.  II,  3  p.  340,  41; 
4  p.  341,  17;  5  p.  342,  12;  6  p.  343,  15;  7  p.  344,  15;  8  p.  345,  13;  9 
p.  347,  8;  10,  2  p.  349,  3-»;  10,  3  p.  350.  17;  10,  4  p.  351,  48;  10.  5 
p.  353,  10);  man  halbirt  nur  die  gegebene  Linie  und  zieht  durch  den 
Mittelpunkt  eine  mit  dem  Parabeldnrchmeaser  parallele  Linie. 

19.  Eine  von  einem  Punkte  der  Parabel  dem  Durchmesser  parallel 
gesogene  Linie    wird    ausserhalb   des    Schnittes   fallen,    wenn   sie   nach 
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der  Richtung  der  Convexität  gezogen  ist,  wenn  nach  der  entgegengesets- 
ten  Richtung,  innerhalb;  ausdrücklich  ausgesprochen  niQi  xcov.  16  p. 279, 12: 
iv  di  ra  oQ^oytovlov  nnvov  rofia  ano  navtog  Cafidov  tcov  inl  tag  rofiag 
ayofxivav  naget  rav  ÖidutXQOV  Bv^fiavy  at  ftiv  in\  ra  avxa  oyofievai^  ifp* S 
ivn  TU  KVQti  avtag,  ixtog  mjtrovn^  al  öi  inl  Oorfpa  ivtog.  Ebenso  texgay, 
nagaß,  20  p.  31,  17:  %a\  ano  xmv  A^  F  at  AJ^  FE  naga  xav  iidfiixgav' 
neoovvxai  öi^  avxai  ixxog  xov  xftafioxog,     Vergl.  Nr.  30. 

20.  Zwischen  zwei  Parabeln  ABL  (mit  dem  Durchmesser  BD)  und 
/iFD  eine  gegebene  Linie  (W)  mit  BD  parallel  zu  legen,  wie  MN  (Fig.  14); 
benutzt  nsgl  oxovfi  II,  10,  4  p.  351,  30:  aptetur  ergo  quaedam  recta  Hnea 
JV  inier  portiones  AVQLj  AXD  inier jectn,  quac  sit  nequalis  W  et  ipsi  BD 
uequidistans,  Vergl.  II,  10,  5  p.  352,  49.  II,  10,  2  p.  349,  1!  fehlt  ungenau 
die  Bestimmung  ipsi  BD  aequidislans. 

21.  Wenn  (Fig.  15)  PF"^  dem  Durchmesser  NO,  und  BT±NO  und 

RB  dem   halben   Parameter  gleich,   wird    die   Linie   RJ^  verlängert   die 

Tangente  KSl  senkrecht  treffen;  nrgl  oxovfi,  II,  4  p.  341,  45;  5  p.  342,  37; 

6  p.  343;  27;  7  p.  344,  21 ;  8  p.  345,  45;  9  p  347,  21.     Wenn  man  n&m- 

lich  PL  ±  KSl  und  PS±NO  macht,  wird  man  haben  SP^  =  2BB.S0 

LS       SP       SP 
(Nr.  13);  weil  aber  LPSfs,SPJIt,   ist  -^3= /rT>=sr?7i  (Nr.  16)  »:  SP* 

=  2LS.SOt:^2RB.SO',  also  RB=:  LS  o:  RTB^^  LPS,  also  LPLM 
=  TBB  und  RY'^LP,  die  auf  KSl  senkrecht  steht. 

22.  Wenn  (Fig.  16)  KSl:^AL,  PJ:^NO,  AS^  der  Tangente  zu  P, 

PJ  =  NSl  ,    , 

wird  folgende  Proportion  gelten:  ^^>pr5"5  angewandt  TTf^i  ojjovfi.  II,  6 

p.  343,  19  mit  dem  Znsatze  (lin.  23):  hoc  enim  tarn  demonslruium  est.  Den 
etwas  weitläufigen  Beweis,  wozu  aber  aus  der  Kegelschnittlebre  nur  Nr.  14 
und  16  nöthig  sind,  giebt  Robertson  (s.  p.  II)  bei  Torclli  p.  375, 
Nizze  p.  23S  flgg. 

23.  Wenn  (Fig.  17)  in  zwei  ähnlichen  Parabelsegmenten ,*  AMQL 
und  AXD^  von  den  Grundlinien  zu  den  Parabeln  unter  gleichen  Win- 
keln mit  den  Grundlinien  zwei  Linien,  AQ  und  AN  gezogen  sind,  wird 

folgende  Proportion  gelten:   — ^="rn5    ^^^^  o'xovft.  II,   10,  2  p.  349,  20. 

A  IS       AU 

Den  Beweis  giebt  Nizze  p.  248  so:  nach  IV  Nr.  3  bat  man  (Fig.  13) 
HL_HM        L_A_HG  DH_IfN       AD_HG  LA  __]S^ 

.      ,  QN      NM       AQ      NG      LA 

ferner  ist,  w,e  oben,    _  =  _.:_^=_  =  _. 

*  Man    muss   mit  Nizze   p.  292    statt  portionibus  und  portiones  p.  349,  21 
sectfontbus  und  sectiones  lesen. 
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24.  Die  QnniJraie  der  Ordinnten  (d.  b.  der  mit  der  Tangente  i 
Scheitelpunkte  parallel  gezogenen  Linien  in  dem  Schnitte)  verhalten  sich 
wie  die  Rechtecke,  die  aus  den  vnu  den  Ordiuaten  bis  zum  Scheitel- 
punkt abgeschnittenen  Stücken  des  Onrcbmepsers  nnd  den  Sui 
Stücke  und  des  zweifachea  Äbstands  dee  Scheitelpunktes  der  Hyperbel 
Tom  Schnittpunkte  der  Asymptoten  gebildet  sind,  d.  b.  wenn  (Fif 
B    der  Schnittpunkt  der  Asymptoten    ist   und  /IB=:BC\    wird  sich  ver- 

FG*       FA.  FC 
hallen  ^-7^=       '        ;  angewj'udt  ncgi  «wv.  27  p.  205,  Ifi  mit  dem  Zusätze: 

iv  tittOai  yap  i^  tov  ajißkvjuvlov  xai'voti  xojtä  lovro  avußaivtt;  28  p.  29S,  2fl. 
Haupteigenschaft  der  Hyperbel;  vergl.  Nr.  A.  Apollonios  I,  21.  Der 
Abatand  des  Scheitelpunktes  der  Hyperbel  vom  Schnittpunkte  der  Asymp- 
toten nennt  Ar  cliimedes  (aber  eigentlich  nur  für  das  hyperbolische  Konoid, 
H.  oben)  a  Jiotiovoa  (tä  a^ovi,  nämlicli  des  Konoids!  nacli  der  Definition  ntfi 
•inii-.  p.  258,  3R:  rctv  ii  ^frof|t!  ev9tiav  tag  te  icoi/iirpäs  rov  Ktovonäiog  xal 
TBS  KOpvv*S  ruiT  xiüvov  tov  itfpi/jovios  rö  xfowiiäl;  Ttoiiovoav  {f.  npoffoiJ- 
0o>r)  to]  nlofi  K eil tio 9a I ;  vergl.  p,  25S,  43.  Diese  Linie  ist  also  nach  dem 
SprHchgebrsuch  des  Apollonios  der  halbe  Dnrchmesser,  sber  diese  Anf- 
fassnng  ist  dem  Archimedes  fremd.  Er  kennt  augcnsclietnlich  nicht 
den  Schnittpunkt  der  Asymptoten  als  Centrum  der  Hyperbel;  denn  er 
nennt  ihn  stets  nnr  rö  arefieioi',  ku&'o  at  ^jicre  avirniTttoir,  (7t((ii  xatr. 
p.  258.  ai);  298,32).*  Die  einzige  Stelle,  wo  diese  spatere  Auffassung 
anftrilt,  ist  nigl  xwf.  27  p.  295,  13:  Iv  näaii  yäp  xä  rov  tfftfJifj-toi'foii 
xta'fov  Toiiä  Toüto  avftßolvti.  ä  yäq  ivitlaala  tag  nottovaag,  tovtiaxt 
täs  ^K  'o^  Ksvrqov,  nlayiei  iat'i  roiJ  iVdoiis  nlivgti.  Hier  sind  aber  die 
leisten  Worte:  ä  yäf  dmkaaln  ...  nlayUi  iaii  zov  iXSavg  itUv^ä  entschie- 
den unecht  und  von  einem  des  späteren  Sprachgebrauchs  kundigen  Ab- 
schreiber als  ErlSutoiung  hinzugefügt.  Denn  erstcna  weckt  die  zweifache 
Begründung   mit   yäQ  Anslnss  als  nnnSthig  weitläufig;    dann  erregt  auch 

Idie  Bezeichnung  ä  Trkoyla  tov  iXiovg  raitupit,  die  sonst  niemals  bei  Ar- 
chimedes  vorkommt,  Bedenken.  Der  Name  ^  Öq&Iu  für  den  Parameter 
iDhrt  nHmlich,  wie  Bretschuoider  bemerkt  hat,  ohne  Zweifel  erst  von 
ApolloDios  her;  denn  er  erklärt  sich  nur  aus  der  Weise,  in  welcher 
bei 
gel 
m» 
nie 
ROI 
: 


*  Ein  weiterer  Beweis  bierför  liegt  in  dem  Gebrauche  des  Wortes  iiüftetfot 

bei  der  Hyperbel,    ArcbimedeB  kennt,  wie  bei  der  Parubel,  nur  einen  (£  Jio- 

I   |itfpoe  p.  2Gg,  14, 11,  u),  Dud  di'isen  denkt  er  sich  gant  innerhalb  des  Schnittes.  Dies 

geht  daraus  hervor,  dase  er  die  Axe  des  hyperboUscben  Konoids  und  den  Durch- 

r  der  Hyperbel  identifidrt  (p,  258  a.  O.  vergl.  p.  277,  »);  die  Aie  geht  aber 

nicht  nber  diia  Eonoid  hinaus,  wie  das  Wort  Sitttzai  p,  ^58,  ib  und  der  Marne  d 

:  KOicoöda  i<p  S^ovi  zeigen  1  vergl.  auch  p.  379,  «D,  m,  wo  sonst  statt  c» 

,  BidftiTgov  atehen  wärde. 
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ApollonioB  I,  11;  12;  13  sich  den  Parameter  vorstellt  (senkrecht  anf 
dem  Durchmesser);  sber  ij  nluyiit  als  Name  für  den  Durt^hmesEer  hat 
keinen  Sinn,  wenn  er  nicht  in  Gt^gensatz  zn  ^  oQ&ia  gedacht  wird.  Anch 
konnte  der  Ausdrack  nkivfä  schwerlich  aufkommen,  ehe  man  gewohnt  war, 
die  HanpteigenBchaften  der  drei  Schnitte  dnrcb  die  der  Rechtecke  aas  dem 
Parameter  and  Darahmeeser  zn  bezeichnen,  and  das  geecbah,  wie  wir  be- 
stimmt wissen,  erst  von  Apollonios  an.  Die  Unechtheit  wird  anch  dnrch 
die  PurallelBtelle  jupl  kwv.  28  p.  298,  31  erwiesen,  wo  es  zur  Begründnng  der 
angefühlten  Fioportion  einfach  beiest:  fnii  imiv  ä  fiiv  Z  ^  uyftiva  6ia  rov  S, 
>tod"6  ol  ?YytSTa  aviiitintovti,  al  6i  A^,  KE  nagä  luv  xatit  ro  B  iTii^avoiioav. 
DasB  6B  die  jtoTiovati  und  SZ=^  9B  ist,  war  nach  der  anadräcklich<^n  Angabo 
p.  297,  18  nicht  nothwendig  zu  bcmrrken.  Der  Ansdrnck  ä  Ttottoiaa  kommftj 
nur  noch  ni^'i  xav.  27  p.  293,  3fl ,  39,  4«;  28  p.  297,  2,  4,   17  vor.         ■  ( 

25.  Wenn  von  einem  Fnakte  der  Hyperbel  zwei  Linien  zu  den 
Asymptoten  gezogen  werden  und  von  einem  andern  Punkte  derselben 
zwei  mit  diesen  Linien  parallele  ebenso  zu  den  Asymptoten,  werden  die 
Rechtecke  ans  den  beiden  Lioienpaaren  gleich  Bein;  angewandt  Fragm. 
p.l66,  lOflgg.;  167,37,52.  Bei  Apollonios  findet  sich  der  Satz  11,  I2. 
Der  umgekehrte  Satz  wird  angewandt  Fragm.  p.  164,  36,  wenn  an« 
9K.KA=  Aß.Bff  geschloGBen  wird,  daas  eine  Hyperbel  dnrcb  fi  mit 
BF,  FH  als  Asymptoten  dnrcb  A'  geben  wird;  vergl,  Fragm.  p.  166,  Sfigg., 
46  flgg. 

26-  In  einer  Hyperbel  wird  eine  Linie  vom  Schnittpunkte  der  Asymp- 
toten dnrch  den  Beruhrungspankt  alle  in  der  Hyperbel  mit  der  Tangente 
parallel  gezngcnen  Linien  balbiren;  angewandt  ntgi  «mv.  22  p.  28S,  18; 
28  p.2d7,  14.  Eine  solche  Linie  ist  nach  Apollonios  Durcbmesser; 
dann  b.  Äpollon.  I,  def.  10.     Vergl.  Nr.  7. 

27.  Wenn  in  einer  Hyperbel  von  dem  Berührungepunkte  einer  T»n- 
gente  eine  Linie  der  Tangente  zam  Scheitelpunkte  parallel  gezogen  wird, 
ist  das  von  dieser  Linie  bis  znm  ScheilelpRobte  abgeschnittene  Stück  dea 
Darcbmessers  grÖBser,  als  daB  Stück  zwischen  dem  Scheitelpunkte  and 
dem  Schnittpunkte  der  l'sngenle  und  des  DuTcbmesBerB;  angewandt  nefl 
xwv.  14  p.  277,  34  mit  dem  Zusatz:  rotiro  yäf  lonv  Iv  tais  tuü  äußivyia- 
viov  km'vou  TO(iai^  au'ftnriujio ;  vergl.  Nr.  lÖ.  Der  Beweis  wird  nach  Apol- 
lon.  1,  36  gauE  einfach  geführt;  denn  nach  diesem  Sntee  ist  (Fig.  1' ~' 
BE      BD       ,       EA       BK      ^       ^      ,  ,  ,  ,     „«      , 

TrT='^>  "'so  j-—  =-frf:<  *ber  oE  ist  notbwendig  grösser  als  BB,  aj 

anch  EJ  >  ÜA.  Hieraus  darf  geschlossen  werden,  da$s  Apollon.  I,  36 
schon  vor  Arcbimedes  bewiesen  war,  wenigstens  für  die  Hyperbel;  er 
lautet:  iäv  vntQßo).^s  i;  Hkit^nug  i]  »vxkov  Kiottpfoiio^  irpämrizoi  xif 
nS9eia  Offi«/arovijo  xij  jtktiyia  lov  fl6ovq  Ttliv^ä  Kfii  ä-nö  tf^q  ötp^s  xnrc(j;B^ 
iv&tta  rdft/fi^i'Wf  i'ni  rjjv   Siä[iiTiiOv,  foiat   w's   »;'   äiti>l<xfißavo)iivTi  vaö   r^f 


I  ßavofilvi]  'vTiö  njs  xaiijyfi^vtje  itpo'g  iw  nt^aii  r^g  nkcv^äg  ttpo;  tijv  »no- 
XuftßavotiivtfV  iTno  rijj  xt(rjj)'(<^vT;c  Jipof  rw  Er/poi  n/^ari  TKg  ^ilEvpä;,  muri 
täs  ofioköyovg  avvtxtlg  ilvai, 

28,  Wenn  eine  Linie  zwischen  den  Asymptoten  mit  der  Hyperbel 
Bnaammenfällt  nnd  dAdurcb  hnibirt  wird,  iet  sie  eine  Tangente;  benutzt 
Fragm,  p.  167,  lOj  fi^lgt  ak  Umkebrung  ans  Apollon.  II,  3. 

e  Linie,  die  in  dem  von  den  AEymploten  und  der  Hyperbel 
I  begrenzten  Räume  ein^r  Asymplote  pftrallel  gezogen  wird,  trifft  mit  der 
(  Hyperbel  {nur  in  einem  Pnnkte)  zusammpn;  ansdrUcklicb  angedeutet 
.  167,  4Q:    aviißakti  yap    oviij   {rg  vafgßokij)    diB   ro  nagakltjkog 


ihö 


30.    Eine 


I  ansgespro 

I  ovtag  (d, 

der  Hyperbel)  «yn^i 
[  uvTäg  ta  xvqiu,    h 


Apol 

von  einem  Punkte  der  Hyperbel  dem  Durcbmesser  parallel 

I  wird  ansaerbalb  des  Scbnittes  fallen,  wenn  sie  naeb  der 

gezogen    ist,    bei   entgegengesetzter   Hivbtnng   iniierhBlb; 

jif(ii    Kidt'.   16  p.  279,  30:    iv  de  ra  roO  äiißkvjioviiiv  k6vov 

's  aafiiiov   roii  Iti'i   zog  Toftäg  räv  ayo^ivttv  evQtiav  reo(iii  rov 

Schnittpunkt  der  Asymptoten  dnrcb  den  Scheitelpunkt 

ygafinäu   tri  fiiv   im'i  rä   aviä  äyoiilvai,   irp  S  laiiv 

w/jrrevii,    al  Öi  ln\  &<ittfa  IvtÖs-     Vergl.  für  die 


I  Parabel  Nr.  19. 

Vergl.  Parabel  Nr.  17. 
•ua  auch  von  allen  diesen  Sätzen  einige,    namentlich  der 


I  &iov(i{]'Oig    vorkommeridi 

*  rühren   sollten,    sondern    von    ihm  t 

t  ohne  Beweis  dabin  gestellt,  weil 

SD    können    glaubte,    selbst    den    B< 

Sfttsen  der  Lehrbücher  der  Konika 

falls  gewiss,  dass  die  hier  anfgefUhrli 

I  und  in  die  eioixtla  xaiviitä  des  Arist 


I  den 

der  Zeit  vor  Arcbimedes  ber- 
!n  sind,  nnd  nur  darum 
andigen  Leser  überlassen 
pn  allgemein  bekannten 
itclten  —  soviel  ist  jeden- 
HanptsMze  schon  vor  ihm  bekannt 
OS  und  Eukleides  aufgenommen 


I 


waren.  Ausser  einigen  Sätzen  der  übrigen  Bücher  des  Apollonios  nnd 
einigen  anderen,  die  er  nicht  aufnahm,  weil  sie  in  das  System  nicht  pass- 
ton, enthielten  also  diese  Alteren  Lehrbücher  das  Wesentliche  der  beiden 
ersten  Bücher  des  Apollontos  (ausgenommen  sind  jedoch  alle.  Sätze 
fiber  die  ävtixtiiilvai,  die  gewiss  von  Apollonios  selbst  erst  In  die  Unler- 
■nchnng  hineingezogen  wurden).  Denn  um  die  hier  anfgeftibrten  Sätze 
bsveiflen  zu  künnen,  waren  natürlich  viele  andere  von  den  ßützen  des 
Apollonios  nütbig;  aber  aus  den  Beweisen  des  Apollonios  kann 
nichts  Directes  für  die  Sltc.re  Gestalt  der  Beweise  geschlossen  werden, 
t*eil  eben  die  Beweise,  um  in  die  allgemeinere  Fassung  passen  zu  kön- 
nen, von  Apollonios  untgearbeilet  sein  müssen;  daraus,  dass  Apol- 
lonios bei  dem  Beweise  eines  auch  bei  Arcbimedes  vorkommenden 
Satzes  dnen  Satz  benutzt,  kann  nNo  gar  nicht  geBdiWsew  "*nixi«i\i,  ^w. 

HlAOlt.  AbUilr.  d.  ZmlUobr.  t  Uttb.  n.  Phji  XXV,  7,  * 


V  xävov  joftüv.  Der  Satz  ist  nar  eine  ümRetsiing 
von  THQay.  nn^o/),  ],  b  (III  Nr.  14)  in  die  von  Äichimedea  nea  auf- 
gestellten Begriffe  xopti^a  n.  t.  w.  (s,  oben).  Angewandt  zng.  naQtiß,  21 
p.  31,  44;   p.  32,  1. 

5.  In  einem  PaTabeUegment  ist  die  Linie  vom  Mittelpunkte  der 
Grandlinie  (dem  Dnrclimesser  parallel)  j  der  vom  Mittelpunkte  der  Lai- 
ben Grundlinie  ebenso  gezogenen  Linie;  Ktpßj'.  itagoß.  19  p.  30:  Iv 
finri*  iHpii);ofiEvo)  t>iiö  tv&iiag  xui  o'eöoj-wvior  kuVou  tofiöf  ä  aaö  fiisat 
tag  ßäactüs  dx^ciaa  tag  cfnö  jiiaos  ^ög  i]fiiiJft'a£  n^ofifva;  i/ctTpiro;  ifffffiisn 

^„W     Denn  (Fig.  22)    ||  =  ||i'  ("I  Nr.  14  und  12)  =4  j:  |^  =  i 

a:  fl.J  =  iZE.     Angewandt  ttiQny.  noc«^.  21   p.  32,  6. 

6.  Das  in  einem  Parabelsegment  eingescbriebene  Dreieck  mit  gleicher 
Uölie  nnd  Grnodlinie  ist  grösser,  als  die  ÜSUte  des  Segments;  rittfoy. 
itttgaß.  20  p.  31:  nl'  xtt  tlg  tfiefi«  nlQilxöfitvav  vnö  rt  lv9iiiis  KO»  o'p#o- 
ytoviov  Kfovov  tofiä;  tifiyoivov  l-yy^a^^  rtiv  aviüv  ßciaiv  ijoc  tu  ifia'^uii  xal 
üVu?  to  ouro,  fifijoc  iaatixai  ro  ij'j'pdip^v  ijii'j'Mvijv  ij  t/fiiev  tov  ifMi'fiOTOC 
(denn  JBTUt  die  H&lfte  des  Parallelogramms  A  J  E  F,  das  nacb  III 
Nr.  19  grösser  ist,  als  da»  Segment). 

7i  Wenn  in  einem  Parabel segment  ein  Dreieck  mit  gleicher  Höbe 
und  Grundlinie  eingeschriebeo  wird  nnd  dasselbe  in  den  zu  rück  bleiben- 
den kleinen  Segmenten  geschieht,  ist  das  grössere  Dreieck  das  Achtfache 
von  jedem  der  beiden  kleineren;  ttxqey.  Jia^aß.  21  p,  31 :  aX  xa  ti(  tfiöfia 
nc^iilOfievov  vno  fv9ficg  kki  agdoycoviov  xavnv  tonäg  T^iyatvou  iyygaip^ 
[UV  cuicrv  ßoaiv  {];ov  xai  ifta^ari  xtti  ii^oc:  (o  «vco,  iyygaipitavu  äi  > 
Skka  T^iyo3va  fi;  xä  kfinöiitva  tfiäi^aia  int  aöräv  ßäetv  Ijoi-io  toif  t(<«p 
^((1(9131  xqI  tfi^o$  tÖ  avtö,  intiTfQOV  t<äv  iQiyävuv  ttäv  (lg  xa  j[f^Uu;T 
ifidfioTQ  i/^fiB^^VTcav  oxTmtlaoiav  iaatttat  to  ip(}>mvov  lo'  f  l;  ro  olov  tftäftU 
tyygaifiiv.  Denn  weil  (Fig.  24)  AJ  =  ^l\  JÖ=ÖB,  BI=ir,  sind 
ß,  Z,  W  xopvqDü/  (Nr.  4);  man  hat  nnn  (Nr.  5)  BJ  =  i  EZ  =  2E8  o: 
eE  =  2eZ;  .4EB=2ZBA,  weil  AEe  =  2yiez  nndöflE  =  2ZeB; 
aber  A ER  =  \J BJ^  ^AB  Ca:  Jflr=8Zß-i.  Angewandt  rersfoy.  «opojS. 

22  p.  32,  33;  24  p.  34,  li. 

H.  Wenn  man  eine  Anzahl  Grossen  hat,  die  eine  Quotientenreihe 
mit  dem  Quotienten  4  bilden,  und  die  grüsste  einem  Dreieck,  das  die- 
selbe Höhe  und  Grundlinie  mit  einem  Parabeleegment  hat,  gleich  ist, 
wird  die  Summe  der  Grössen  kleiner  ab  das  Segment  sein;  ttT^oy,  tiafaß,il 

23  p.  32:  «r  XU  jj  tfiöfia  Jtiftfxöfnvov  vnö  ivSeiag  »ol  ö(/9oy(ovlov  xiävowM 
TOfiaf,    xoi  %tofia  iiSieavu  i^^g  nnoeaovv  iv  Tetßtinliaaiovi  köya,    ■ 
fiiyiotov  läv   lupi'nv  Tuov  tu  tf/iymvot  xä  ßäaiv  fjovri  jär  niirov  t^  Tftic 


'  Pi^M^io  OeaUltang  dieses  Sattes  s.  Qttatit.  Äf 
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parallel  die  Linie  6  Z  gezogen  wird ,  dann  wird  sich  verhalten  -^^=  -=--: ; 

xiTgay,  nagaß*  4  p.  19*  foroo  Tfiafia  niQitxpfiSvov  vno  iv&slag  xal  ö^^o- 
ymvlov  xcivov  roiiäg  to  ABF^  a  öl  BJ  ano  iiicag  rag  AT  naga  tdv  öia- 
(itcgov  S%^m^  ij  avra  öidfistgog  ioza)^  Kai  d  BF  Bv^Bia  im^wx^siaa  ix/3c- 
ßkijc^fo,  El  ÖtJ  Kotax&slri  rig  akka  d  ZS  nagd  xdv  BA  xi^vovoa  ixatigav 
täv  AF  xal  FB  ivd'ndv^  rov  avxov  ?|£i  koyov  d  Z0  noxl  xdv  BH^  ov  d 

AA  noxl  xdv  A Z,     Der  Beweis  wird  so  geführt:  •5-p  =  TrPi  (III  Nr.  12) 

B  iL      SK. 

Br_jr*_Br*         bf _b9    rs    sz _/ir  r_    . 

'''bI~JZ?~B&''  BH~  Bl~~Bl~  &H~  JZ'  ^t^-^^, 

also  •s~5=' — ^  •    Angewandt  w£^l  o%ov\k.  II,  10  p.  348,  3   (der  umgekehrte 
cy  XE     A  z 

DZ     B  K 
Satz),  wenn  ans  i^.^^^te  (Nizze  p.  245  not.  d)  geschlossen  wird,  dass 

Z  A      JJ  D 

K  anf  der  Parabel  liegt.     VergU  Nr.  3. 

3.  Es  sei  wiederum  ii£r(Fig.  21)  ein  Parabelsegment.  Ans  A  ziehe 
man  dem  Durchmesser  parallel  Zi4,  und  FZ  sei  eine  Tangente  in  F. 
Wenn  dann  im  Dreieck  ZA F  der  Linie  ^^Z  parallel  eine  Linie  gezogen 
wird,  wird  diese  Linie  von  der  Parabel,  und  ^Pvon  der  gezogenen  Linie 
in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  so  dass  die  beiden  Stücke  bei  A  und 
AF  sich  entsprechen;  xergay-  nagaß*  5  p.  19  —  20:  fattv  xiidfta  ntg^Biofii- 
vov  vno  evOelag  xai  og^oycDvlov  Ttaivov  xofidg  xo  ABFy  xcrl  a%&m  dno  xov 
A  nagd  xdv  didiitxgav  d  ZAj  ano  öh  xov  F  in^^avovoa  xäg  xov  Küivov 
xofidg  xazd  xo  F  d  FZ.  ü  dif  xig  d%^ilfi  iv  tco  ZAF  xgiymvm  nagd  xdv 
AZj  [ilg^  xov  avxov  koyov  a  d%^H0a  xtx^iqonai  vno  xdg  xov  dg^oymvlov 
xoovov  xofidg  xal  d  AF  vno  xdg  dx&Blcag'  6(A6koyov  dh  icoBlxai  xo  Xfidfia 
xdg  A  F  xo  noxl  xm  A  xm  xfidfiaxi  xdg  d%9üoag  xm  noxl  x^  A  F»  Der  Be- 
weis wird  erst  für  AA  s=AF  geführt;  dann  ist  nach  III  Nr.  14  AF  pa- 
rallel   mit  der  Tangente  zu  B,    und   nach  III  Nr.  16  BEssBA,    also 

-7- =  7771=1.  Wenn  aber  AF  nicht  halbirt  wird,  ist  IA=sKly  weil 
A  F     ß  E 

»r.       «.:.,_       KA     AF      ^      ,       ,    ^-     oN  A'J      AA      KA      AF 
BE^BA,   daher   j^-^,  aber  (nach  Nr.  2)  _=_.:_«_; 

ÖjK      AK 
daraus   Tr-:=T77,'     Angewandt  xtxgay,  nagaß.  14   p.  26,  1,  27  und  negl 

o^ot/fi.  II,  10  p.  348,  0  (Nizze  p.  246);  II,  10,  2  p.  349,  22  (Nizze 
p.  248). 

4.  Wenn  in  einem  Parabelsegment  vom  Mittelpunkte  der  Grundlinie 
eine  Linie  dem  Durchmesser  parallel  gezogen  wird,  ist  der  Punkt,  in 
welchem  diese  die  Parabel  schneidet,  der  Scheitelpunkt  des  Segments; 
xExgay,  nagaß.  18  p.  30:  at  xo  h  Tfiofftari,  0  nfgUxtzat  vno  sv^dag  xol 
dgdoytovlov  %tivov  xo^idg  dno  niaag  xdg  ßdciog  djfiijl  Bv^%la  na^a  xav  ^\a- 


lang  tit^ayiavtaiiäs  ttagaßoX^g  nicht  geaelieti  (Quoesl,  Archint.  p.  39).    Bonst 

würde  er  eingesehen  haben,    dass   Arcfaimedea  selbst  in  dieser  Schrift 

Hinlängliches  giebt,  nm  diese  Beweise  zu  Stande  zn  bringen.     Ich  gebe 

hier  nach  Nizso  p.  27  einen  solebcn  Beweis,  der  nur  SKtze  ans  zit^ay. 

Ttagaß.   bennlzt  nnd    dem  Arcbimediscben    ähnlich    sein    tnüi^hte.     Gs   sei 

HJKABCbEF  yvupi^ois   eingeschrieben.      Man    halhire    Hk',    KB,   SO, 

DF,  HB,   ßF  (Fig.  251  nnd  ziehe  durch  die  Mittelpunkte  JL,  h'M,  JN, 

CO,    DP,  EQ   dem  Dnrcbmesser    BG    par&Uel;    sie  werden  dann  die  xo- 

^v<pa't  der  Segmente  treffen  (iii^o)'.  na^aß.  IS,  Nr.  4|,  d.  h.  die  Wiokel- 

spitzen    (weil   die  Höhen  der  Äbscbnitte  nnd  Dreiecke  gleich  sind): 

gleich    wird  HL  =  LM  =  MN=NG  nnd  G0  =  (XP=^PQ  =  Q F.  nnd  weU 

£G  =  GF,    alle   Slücke    der   Grondlinie    unter    »ich    gleich.     Femer 

HL_SG_CF  _QF 

T~R~G~B~G~Ü~Q~S 

■      ^-                 L        XT     o          ^    m      GF     HG      QS 
zweite  Figur,  r    -'■—  "-  ■>  —  \ —        — 


-0^-     Dann   ist  nach  twp.  naqaß.  4 


nj      GL      GQ      SE 


LJ=QE;  sie  sind  aber  auch  parallel,  also  JEQL  ein  PKrallelogramiD, 
nnd  JE'^UF;  ebenso  kann  bewiesen  werden,  dass  AC-^KDi^BF. 
Femer  weil  LE,  TD  nnd  FC  Parallelogramme  sind,  IG  =  G0,  TY=YV, 
VZ=Z.\-,  sind  auch  JV^YE,  EZ^ZD,  ^*=<PC.  Endlich  verhält 
sich  R^:BZ:ßF:/lG:^A(^:&Z*.jy^:HG*  («rpBy.  ««(..  3,  III  Nr.  12) 
=  1:4:9:16  q:  Ä*  :  *Z  :  Z  J"  :  f'G=  1 :  3  :  5  :  7  w.  z.  b.  w.  Angewandt 
laut.  lOopp.  II,  3  p.  39,  31  (c);  5  p-  41,  28  (i). 

10.  Wenn  in  einem  Parabelssgment  ein  Dreieck  mit  gleicher  Grund- 
linie und  Hohe  eingeschrieben  wird,  ist  der  Unrchmesser  das  Vierfache 
von  jedem  der  beiden  DurchmesBer  der  übrig  gebliebenen  kleinen  Seg- 
mente; iain.  i'üupp.  II,  8  p.  46,  10:  ä  6e  BJ  (Fig.  26)  JHQankaoiinv  t«5 
KZ-  lovid  yÖQ  in'i  tiket  dtUvvxtii,  ov  aantiov  tö  8.  Also  hatte  Archi- 
medes  in  einem  Anhange  diesen  Beweis  gegeben,  der  aber  verloren 
gegangen  und  schon  dem  Eutokios  fehlte;  denn  er  sagt  p.  46:  nrpo- 
Jtiatta  di  tj  BJ  lig  KZ'  loiTro  yöp  irtl  tIKh  Öf/xwroi,  ov  aafitiov  8] 
i^rjs  Si  ttiiiö  tjfiti;  6tiio(tiv.  Kr  giebt  dann  folgenden  Beweis:  es  sei  SB 
Durchmesser  des  Segments  ABG,    k'Z  des  Ak'B,   und  KE^ZH'^AG; 


tn- 
weil  ^H 

1 


dann  ist 


BZ 


=  1  = 


BH      AF 


31  A0  =  1tEE\    aber 


RE      k'F-* 


=  i    oder 


AD* 

BD  =  ABE=1Bn,  BH=2BE,  BE=EB=EZ,  also  Ä/>=4i'Z.  Ebend. 
p.  46,  22:  xai  iittX  tttforclaaiuv  ä  BA  tag  BS-  ksI  yä^  tuvro  StUvxnai 
wird  angewandt  BD  =  \BE  (Fig.  26);  vergl.  Eutokios  p.  47,  18  flgg. 

11.    Wenn  von  einer  Parabel  ewei  Segmente  abgeschnitten  werdeo, 

deren  Durchmesser  gleich  sind,  werden  sowohl  die  Segmente,  als  die  la 

ihnen    eingeschriebenen    Dreiecke    mit  gleichen    Höhen    und  Grundlinien 

gleich   seil»;    ntyl   nav.  4   p.  264:    ci   xo   quo   lo?  aviä?  oQ^oyiavlov  xmvov 

^nj«0/    ivo    Tfia/iaia    anor/iaö^uvit   o'ncaffovv    'iaag    Üj^vta    tag  iHtfUtfov^ 


I  tßäiMia  taa  ictovvtat  xbI  tr  ii/lyttiva  tu  iyyfoipöfuva  tlf  avtä 
•  txovza  rois  TjitttfiaTfiiai  xml  v^og  »ö  cn/io.*     Angewandt 
25  p.  291,  12. 

12.  Eine  Ellipse  verhält  sich  zd  dnm  mit  der  grossen  Aze  als  Dia- 
meter  bescbrielieuen  Kreise  wie  die  kleine  Aie  sum  grossen ;  ncgi  xtav.  5 
p.  265:  näv  jm^iov  ro  itiQitfö^tvov  uno  i^vyutviov  MÖvov  toiiäg  tiotI  idv 
HVK^O)'  Tov  liotixa  Stäfictifov  taav  rä  fitifoi"»  SiafiliQm  roj  lov  ö^vyotvlov 
KÜvov  Tofiäs  lov  avTOf  f);tt  i^öyov,  o»  ä  IXäeaav  dioftfipog  etviä;  nari  lav 
fi»£(a,  TUuti^K  »0»  lav  lov  xv'kAov  dtitfttT^ov;  angewandt  ntpt  kuv,  6 
p.  267.  36. 

13.  Eine  Ellipse  (£)  verhält  sieb  zu  einem  Ereiae  [V)  wie  das  ans 
den  Axen  {A,  B)  der  Ellipse  gebildete  Rechteck  som  Quadrat  des  Durtrh- 
meesers  {&)  des  Kreises;  nc^l  kuv.  6  p.  267:  näv  -itagiov  n((iif;^o'^Fvuv 
»wo  oluj'oiv/oti  xmvov  rof*oj  Jiorl  nävTa  xiikIdv  tov  crvrijv  fjjEi  loYoVi  ö'v 
TD    nfpiEjöf^fvo;'    vTiö    täv    Siaftitfiav    tag   rov   oivytovlov  Kiövov  rofiag  «o»i 

I  xvxiov  diajiirqov  rixffäytuvov.     Denn  es  sei  c  ein  Kreis  um 

die  gioBBR  Axe  A  als  Darchmesser;  dann  ist  (Nr.  12)  —  ^  —  =     ■  ^-  ;  aber 


j  tEnW.^n,2)3 


.  Angewandt  7  p.  268, 12;  25  p 


14.    Ellipsen   verhalten   sich    wie    die    Rechtecke   der  beiden    Axen; 

)(  xwv.  7  p.  267:  tö  jiiQUxöixtva  xtagla  »ijio  äivycovlov  xtovov  loftäv  xov 

töv   ?];ovti  Xoyav  not' oAioAo,    ov   lo   rKpil^o^Eva   u«o   täv  diajiitgiav  tÜv 

'  a^}'(Ofiov  Kuvov  roftnv  noi'  ÖilAciilo.     Es  seien  die  Ellipsen  e,  E  mit 

den  Äsen  o,  &  und  .4,   ß;    ferner  C  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  D. 


Dann  Ist  nach  Nr.  13  - 


nnd    „=  - 


ß» 


Hieraus  folgt,  daas  ähnliche  Ellipsen  sich  wie  die  Quadrate  der 
entsprechenden  Axen  verhalten;  7  p.  268,  21:  t%  xovxov  öe  ipavcQÖv,  ori 
tö  mfit]öii(Vtt  itai/la  -vito  oV'>"'>'  o^yavimv  xatvwv  rofxöii  rov  ouio'v  i.oyov 
J^ovTI  nox   äKXaXtt,   ov   ^xovti  Öwäftti   tiot  älkälag  at  oiiökoyoi  Stanitgot  tÖlv 

.  14).     Angewandt  tiiqI  xov.  24  p.  290, 


TOfiöv.     Wenn  t 


-  =  —  ;  also  - 


1  E  (s.  Nr.  14)  ähnlich  sind, 


10;  28  p.  298.  2«. 

16.  Wenn  eine  Ellipse  und  e 
diculXre  auf  der  Kbeae  der  Ellipsi 
die  Ellipse  onlhallendeu  Kegel  mit 
als  Scheitelpunkt  zn  finden;    nc^i 


ne  im  Centrnm  anfgerichtete  Perpen- 
gegeben  sind,  ist  es  möglich,  einen 
dem  Endpunkte  der  gegebenen  Linie 

(OV.  8  p,  268  —  270:  oSiVyotviov  xävoti 


*  Hier,  wie  bei  einigren  der  folgenden  Sätxe  habe  idh  den  eMuweitLäufigeu 
Beweis  des  Baumes  wegen  weggclruwea. 


64  Historisch -literarische  Abtheilung. 

to^kclq  do&iiaag  xal  ygafifiäg  ano  xov  itivTQov  rag  tov  o^ymvlov  Kuivov 
tofiag  avsovaiiovoag  og^äg  noxi  x6  intnföov^  iv  o)  Soxiv  a  xov  o^vy^ovlov 
xoivov  TOfiff,  dvvavov  ioti  xdvov  ev^elv  xoQvq)dv  Ix^vxa  xo  niqag  xag  dvBCxa- 
KOVKag  sv^slag^  ov  iv  xa  iniq>avüci  iccslxai  d  öo&Bl0a  xov  o^vymvlov  xcivov 
xo(id.     Angewandt  9  p.  271,  9;  24  p.  289,  30. 

17.  Auch  wenn  die  gegebene  Linie  nicht  senkrecht  auf  die  Ebene 
der  Ellipse  ist,  aber  in  einer  Ebene  liegt,  die  durch  die  eine  Aze  senk- 
recht auf  der  Ebene  der  Ellipse  steht,  ist  dasselbe  möglich;  mgl  xcov. 
9  p.  270  —  271:  o^vymviov  kwvov  xo^iag  Öo^siaag  xai  ygafifiag  fitj  og^äg 
dvtoxaxovaag  ano  xov  xivxQOV  xag  xov  o^vyavlov  xoivov  xofiag  iv  imniito^ 
0  ioxiv  og^ov  dvBCxaxog  öid  xdg  ixigccg  diafiixgov  nox\  xo  iTtlneöovy  iv  g> 
iöxiv  i  xov  o^vy^ovlov  xcivov  xofid,  övvaxov  ioxi  xcSvov  ivgtlv  xogvtpdv 
l%ovxa  xo  nigag  xdg  dvfCxoxov0ag  iv^tlag^  ov  iv  xa  inig)avsla  iaasixat  d 
do&Biött  xov  o^vyavlov  xmvov  xo(id.  Angewandt  28  p.  297,  45;  30  p.  303, 
41 ;  32  p.  309,  14. 

18.  Wenn  Alles,  wie  oben  (Nr.  17)  gegeben  ist,  kann  auch  ein 
Cylinder  gefanden  werden  mit  der  Axe  auf  der  Verlängerung  der  ge- 
gebenen Linie,  der  die  gegebene  Ellipse  enthält;  negl  xov.  10  p.  272 
bis  274:  o^vymvlov  xcivov  xofidg  öo&doag  xal  ygafiiiäg  ano  xov  xlvxgov 
xdg  xov  o^vymvlov  xcivov  xofidg  fiij  ogd'dg  dvfCxaxovOag  iv  i7tiniö(pj  o  icriv 
ano  xdg  ixigag  öiafiirgov  og^ov  avfoxaxog  noxl  xo  inlnsdov^  iv  oo  iaxiv  d 
xov  o^vymvlov  xoivov  xofid^  övvaxov  ioti  xvkivögov  ivgelv  xov  a^ova  ^lovxa 
in  (v9tlag  xa  dvBOxaxovoa  ygafifidy  ov  iv  xa  ini(paveia  iaoelxa^  d  Öo^iloa 
rov  o^vyaviov  xcivov  xofjid.  Angewandt  22  p.  285,  25;  24  p.  289,  25;  28 
p.  297,  31;  30  p.  303,  38;  32  p.  309,9.  Die  drei  letzten  Sätze  (Nr.  16, 
17,  18)  haben  einen  gewissen  Anklang  an  ApoUonios  xcov,  VI,  31 — 33. 

19.  Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  Archimedes  negl 
xcov.  12  p.  274  —  275  einige  Sätze  (ohne  Beweis)  über  die  Schneidung 
der  Konoiden  und  Sphäroiden  giebt  mit  dem  Zusätze  p.  275,  26:  xovxcav 
ÖS  ndvx(ov  iv  (pavtgäi  ivti  ai  dnodsi^itg, 

a)  Wenn  ein  rechtwinkliges  Konoid  von  einer  durch  die  Axe  oder 
derselben  parallel  gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  ist  der  Schnitt  die 
hervorbringende  Parabel;  angewandt  16  p.  279,  11;  24  p.  289,  6;  vergl. 
16  p.  279,  46;  280,  8.     Den  Beweis  giebt  Torelli  p.  315;  Nizze  p.  168. 

b)  Wenn  dagegen  der  Schnitt  senkrecht  auf  die  Axe  gelegt  wird, 
entsteht  ein  Kreis  mit  dem  Ceutrum  auf  der  Axe;  angewandt  13  p.  276,  5; 
25  p.  291,  41. 

c)  Wenn  ein  stumpfwinkliges  Konoid  durch  die  Axe  geschnitten 
wird,  entsteht  die  hervorbringende  Hyperbel,  wenn  der  Axe  parallel,  eine 
damit  ähnliche,  wenn  durch  den  Scheitelpunkt  des  umscbliessenden 
Kegels,  eine  nicht  ähnliche;  Torelli  p.  316  —  317;  Nizze  p.  169 — 170. 
Angewandt  16  p.  279,  28;  vergl.  p.  279,  46;  280,  8. 


d)  Wenn  der  Schnitt  aenkrecht  auf  die  Axa  gelegt  wird,  entsteht 
in  Kreis  mit  dem  Centmm  anf  der  Äie;  angewandt  14  p,  277,  17. 

e)  Wenn  ein  Sphäroid  darch  die  Aie  geschnitten  wird,  ist  der 
tchnitt  die  hervorbriogende  Ellipse  selbst,  wenn  der  Äxe  parallel,  eine 
leiselben  ähnlicbe;  Torelli  p.  317~3lS;  Nlzse  p.  171.  Angewandt 
,7  p.  280,  44;  18  p.  281,  32;  19  p.  2S2,  l;  29  p.  299,  30. 

fj  Wenn  der  Schnitt  senkrecht  aaf  die  Ase  gelegt  wird,  entsteht 
ach  hier  ein  Kreix;   19  p.  282,  13. 

Für  a,  c  and  e  wird  der  Durchmesser  des  Schnittes  die  Scbneidnogs- 
inie  der  schneidenden  Ebene  mit  einer  darch  die  Axe  anf  diese  Ebene 
enkrecht  gelegten  sein. 

Es  könnte  auffallen,  dass  Apol  lonios  keinen  einzigen  der  von  Ar- 

himedes    entdeckten    Sätze    in    seinen    Elementen    anfgenommen    bat. 

Aber  es  ist  zu  bedenken,  dass  sie  wesentlich  Segmente  und  Ranmberech- 

nangen    betreffen,    die   beide    von   jeher   in  der  elementaren  Behandlnng 

der  Kegelschnitte  keinen  Flatu  fanden. 


Eine  vollständige  TJeb ersiebt  der  Kenntnisse  des  Ärchimedos  tiber 
ie  Kegelschnitte  muss  anch  diejenigen,  nur  durch  Hilfe  der 
Kegelschnitte  zu  löseuJen  Aufgaben  amfassen,  von  denen 
ir  wissen,  dass  Archiroedes  eineLösnng  besessen  hat,  wenn 
■ir  auch  nicht  angeben  können,  wie  er  sie  bewerkstelligte. 

1.  Die  Auffindung  zweier  mittleren  Proportionalen  wird  vorausgesetzt 
1^1  07.  xoi  v.vX.  II,  2  p.  133,  3:  xni  sllrjtpQw  tiäv  fJ^  EZ  dv'o  fiiaai 
vakofov  a[  H8,  MN.  Vielleicht  begntigle  er  sich  mit  den  älteren  Lö- 
ingen  des  Piaton,  Arcbytas,  Menaichmos. 


2.    Eini 


)  Linie  JZ  so  zn  tfaeilen  (in  X),  dass  ^'ä^'Ä'yi 


renn  ZS  und  B^^  gegeben  sind;  wird  vorausgesetzt  nfpi  eqi.  tta'i  xvX.  U,  5 

I,  158,  20:    xol   ärj  Sodfieav  r^v  JZ  Tiftfiv  Sti  xura  xö  X  xoi  nonlv  äs 

ijv  XZ  npo's  io^iiaav  njv  ZB,  ouruf  10  So9if  10  ano  BJ  npog  to  äno 

4X.     Hierzu  bemerkt  Archimcdes  p.  158,  23:    xoCto  ovtas  anlag  itev 

ifj'OficvDi'   l-^ti   iio^iafiiv,    7igoaTi9tjüvcav  61  ruv  ni/oßKr/fiätiav  rwv  iv9äSc 

vnai/x^VTOiy,   iuuiejei   tov   ie   ii7i\a0tuv   Elvm  xt/v  -dB   x^g  BZ,   ttol  toC  nil- 

ptvti  xxjv  BZ  x^g  Z9,  (a£  ttaxa  i>;v  üvakMeiv,  ovx  ?x^i  iiogtaii,6v'   »ui  sactn 

Ki/ößlrina  xotuvxov.  ivo  doftftaäv  iv^iitSv  xäv  JB,  BZ,  xci  imhaalas 

'Ofie    f>U   ^B  tijs  BZ,    xa\   Oiinflov  int   irji   BZ  xov    6,    xt(iiiv  ujv   JB 

mxu  xo  X  xul  Roieiv,  tag  xö  ato'  BJ  Tcgog  xü  aio  2I X,  xijv  XZ  itQog  ZS; 

I  die  Schlussworle  p.  158,  33:    tiätcga  6i  laiiu  ItxI  liUi  ävakvOt'iaeial 

Kttl    avvxtStiotxai  zeigen,    hatte  Arcliiinedes  sowohl  das  allgemeine, 

das  speciolle  Problem  in  einem  besoudein  Anhang  g«.Vä«\..  \)»sa  ^«a^;^ 


Aiib»ng  schon  xa  Entokioa'  Zeiten  Terlureo  war  und  dass  er  nor  „nacb 
Tielem  Snchen"  ein  Fragment  fand,  das  ibm  (und  nohl  mit  Recht)  die 
ArubimediHche  Löenng  zu  enthalten  schien,  habe  ich  oben  schon  berührt. 
Wir  haben  bIgo  bei  Entokios  p.  163  flgg.  die  echten  Archimedischen 
robleme,  wenn  auch  von  Entokios  überarbeitet  nnd 
-  Anwendung  kommenden  SStze  habe  ich  ob«n 


li  ein  Kreis  gegeben  nnd  KB  (Fig.  27)  dnrcb  das  Centnin 
in  B  parallel.  Man  soll  eine  Linie  BH  so  legen,  dass  SB 
e  Grösse  hat  nnd  verlängert  B  trifft;  roraasgesetzt  nt^'i  ikitu 
5  p.  222,  1  von  unten:  »ni  %ii<!9o>  ö  HB  taa  zÖ  E  vevovaa  M  to  »; 
ebenso  nt^t  ili*.  7  p.  224,  15 :  liha  noj'i  I N  vtvovaav  ini  jö  P.  Dieselbe 
Aufgabe  tritt  nt^l  IUk.  6  p.  223,  S5  in  anderer  Gestalt  auf:  xci<s9m  ii  « 
BN  fitia^v  TÜg  Jtt^itptQcias  xcL  rüg  fv&tia;  äiä  lov  F*.  Es  wird  also 
verlangt,  man  eolle  eine  Linie  durch  &  (Fig.  2S]  nach  ß  legen,  so  dass 
Bß  eine  gegebene  Grösse  hat;  weil  aber  B6  durch  ihre  Bndpunkte  B,  S 
gegeben  ist,  fdllt  diese  Aufgabe  mit  der  oben  angeführten  zusammen. 
Durch  die  Analjsis  dieser  Aufgabe  hat  Archimedes  auch  den  6io(iiS(iöv 
gefunden:  ei  xo  6  dortig  löyog  iiäaatov  ^  tov,  ov  fx**  «  jfftloti 
zä  Kvxkai  dfioiiivag  noti  xäv  ano  tov  xivt^ov  xtxQnov  htavzäv  äyo/tix 

4.  In  einem  gegebenen  Klreise  zn  einer  gegebenen  Linie  SA 
Linie  J N  von  einer  gegebenen  Grösse  so  in  legen,  dass  sie  verlÄnj 
einen  gegebenen  Punkt  A'  trifft;  postnlirt  nip)  ikix.  8  p.  224,  i  von  n 
dvvaiöv  iffti  r«  MF  Teav  SXkav  Sf/itv  röv  IN  vevovaav  inl  zi  K. 
Hilfssätze  zn  dieser  Aufgabe  giebt  Pappos  I  p.  298  Hultscb  (^ 
p.  272).  Eine  Restitution  der  lückenhaften  Stelle  I  p.  302,  worii 
Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Lösung  unserer  Aufgabe  enthalten  ist, 
gab  ich  in  dieser  Zeitschnfl  Histor.literar.  Abth.  XXIII  p.  117  figg.; 
zu  ganz  demselben  Keenltate  kam  Baltzer  (Hnitsch:  Pappos  III 
p,  1231  flgg.)  Archimedes  fand  dnrch  seine  Analjsis  anch  hier  einen 
iiogiaiiög:  at  sa  ö  io^tig  löyog  lkäa«iav  ^  rov,  ö'v  ^tt  ü  ■iifilinta  x&s  Iv 
Ten  xiixim  ffdoiiivag  not!  rov  öno  tav  xivr^ou  tov  xv'xloti  xä^tiov  ti» 
oviäv  ay/tivovi  denn  hierauf  bemht  die  p.  224,  &  v.  n.  aufgestellte  Mög- 
lichkeitsbedingung: iitt't  ovv  iau  iiil^wv  a  SF  lös  F^  xol  not'  o'pOcif  tvxt 
aUäXaig  oi  K  F,  SA.  Ganz  dieselbe  Aufgabe  ist  angewandt  ni^l  kU%. 
9  p.  225,  42  (den  Sta^ta^h^  s.  p.  325,  it;  vergl.  lio.  38). 

&.    Auch  der  tftopifffid;  nrpi  nuv.  8  p.  269,  1:  Svvazöv  ii  hnv,    iitA 
(ullmv  lorlv  6  kiyos**  tov,  öv  ^ti  tö  vno  tov  JJ,  J B  nt^iijo^fvov  ni 


•  Schon  die  Worlstaüung  lehrt,  das»  tiä  ron  r  uii'ht  zu  läf  tv9tiaf  (« 
will},  sondern  zu  »tlaOm  gebOttj  läf  i'iftiiits  ist  KN. 
AEy.  E7. 


er^^l 


■  D.  h.  das  VerhältuisB  ' 


Die  EenntniBBe  des  Aichimedee  Über  die  Kegelschnitit?. 


8» 

i- 


if»o  rn;  ^r  mifäyiovQV  konnte  nm  durch  Hilfe  der  Kegelschoittlehre 
ifnnden  werden;  s.  Nizae  p.  162 — 163. 

Bodlich  mögen  noch  diejenigen  Sätze,  welche  ArchimodeB  nf^l 
Hov,  p,  260 ,  3  flgg.  ftls  mittelst  der  SStze  dieanr  Abhandlung  beweisbar 
■nffiihrt,  biet  angedeutet  werden;  a)  äusB  Sbnliche  Sphäroiden  und  fihn- 
licbe  Konoid-  nnd  Sphäroidsegmente  sich  wie  die  Knben  der  Axen  verbal- 
ten; b)  dasH  in  gleichen  Sphäroiden  die  Qtiadrate  der  Durchmesser  sich  um- 
gekehrt wie  die  Axcn  verhalten;  c)  daes  umgekehrt,  neun  dieses  Ver- 
bSItniss  stattfindet,  die  Spliäroiden  gleich  sind;  d)  von  einem  gegebenen 
Sphüroid  oder  Konoid  dnrch  eine  einer  gegebenen  parallel  gelegte  Ebene 
ein  Segment  abzuschneiden,  d»s  einem  gegebenen  Kegel,  Cjlindor  oder 
Kugel  gleich  ist.  Die  drei  Theoreme  a),  b),  c)  setzen  nicht  weitere 
Kenntnisse  über  die  Kegelschnitte  voraus,  als  was  oben  als  dem  Archi- 
edes  bekannt  nachgewiesen  ward  (e.  Nizze  p.  203—205).  Das  Fre- 
iem il),  das  an  Jitpl  atp.  xni  xvl.  U,  5  erinnert,  ist  für  das  Spbäroid 
:nd  das  parabolische  Konoid  ohne  Schwierigkeit  nnd  ohne  Anweudnag 
weitBrer  konischer  Sätze  ansrührbar  (Nizze  p.  205  —  207).  Beim  hyper- 
bolisdiRU  Konoid  aber  führt  es  anT  die  Lösung  einer  Gleichung  dritten 
Grades  (Nisze  p.  207— 20S);  dass  Archimedes  diese,  wie  so  manche 
andere  über  das  Gebiet  der  griechischen  Mathematik  scheinbar  weit  hin- 
ausreichende  Anl'gabe*  wirklich  gelöst  hat,  ist  unzweifelhaft;  wie  es  aber 
geschehen  iat,  können  wir  nicht  angeben. 

Ehe  ich  diese  Abhandlung  schliease,  kann  ich  nicht  umhin,  meine 
lanhbarkeit  gegen  Ernst  Nizae  annznaprechen ,  dessen  treffliche  Deber- 
itsung  und  Krlanterungen  ich  bei  jedem  Schritte  zu  Bathe  gezogen  habe; 
wieviel  ich  ihm  zn  verdanken  habe,  auch  da,  wo  er  nicht  genannt  ist, 
wird  keinem  Kundigen  entgehen.  Diese  Uebersetzung  war  die  einzige 
Vorarbeit  von  Bedeutung;  denn  die  von  Stnrm,  Uebers.,  p.  195 — 226 
gegebene  „Sammlung  der  nothwendigen  Vorbetrachtungen  von  denen 
sogenannten  KegelHnien"  war  fUr  meinen  Zweck  wenig  brauchbar,  eo 
ntttzlich  sie  auch  in  anderen  Beziehungen  sein  mag. 


*  V  Nr.  I  fahrt  auf  die  Ausziehung  einer  Kubikwurzel,  Nr.  2  auf  eine  Gleichung 
n  Qradea,  Nr,  9  auf  eine  quadratische  Gleichung,  Nr.  4  auf  eine  Gleichung 

ierteu  Qradei  (nicht  eine  quadratiscbe,  wie  ich  in  dieser  Zeitschr.,  Qiat.-lit.  Abth. 

'XIU  p.  118  ungenau  angab). 


Kecensionen. 


Brach j-Teleskop  betreffond.  Zu  meiner  vergleichenden  Besprechnng 
voTBchiedener  Spiegelteleskope  (d.  Zeitechr.  Bd.  24  hist.-lit.  ALtli,  3. 
43—52)  hat  Herr  Lippich  Bemerkungen  gemacht  (ebenda  S.  123—126), 
welche  mit  deo  Worten  schliesaen :  „Wie  schon  erwähnt ,  geben  die  Brachy- 
Teleekope  in  der  That  ganz  vorzügliche  Bilder."  Dem  Znsammeti bange  nach 
mnBB  man  annehmen,  es  aolle  hierdurch  anf  dem  EirahrungBwege  meinen 
theoretisch  begründeten  Behauplangen ,  das  Braehy -Teleskop  beaitze  die 
vom  Verfertiger  ihm  zogeHchricbenen  Vorzüge  gegen  andere  Spiegelfe-m- 
röhre  nicht,  entgegengetreten  werden.  Dasn  war«  nun  vor  Allem  eine 
messende  Vergleicbnag  der  optifichen  Leistungen  verschiedenartiger 
Spiegelteleskope  erforderlich;  diese  fehlt  jedoch.  ErgHbe  aber  eine 
künftige  Vergleichung  einmal  uptische  Vorztige  eines  bestimmten  Brachy- 
Teleskops  gegen  ein  bestimmtes  Newton'sches,  Cassegrain'sches  od« 
HerscherschesTeleskop,  so  «ürden  meine  Aasfiibningen  nicht  widerlegt, 
denn  einzig  der  vollendetere  Schliff  der  Spiegel  (und  des  Ocnlars)  könnte 
ein  solches  Ergebniss  erklären. 

Hierzu  möge  erinnert  werden  an  das  Ergebniss  von  Versuchen  im 
grösslen  Maassstab  des  Lord  Oxmantown.  Dieser  benutzte  seine 
sorgfitltigst  hergestellten  grossen  Spiegel  in  der  Zusammenstellung  eines 
Newton'schen  Teleskopes,  „denn  ich  finde,  dase  bei  den  Spiegeln  mit 
grosser  Oeffnnng  und  kurzer  Brennweite  der  Gewinn  an  Lichtstärke 
durch  die  Uerschel'sche  Einrichtung  durchaus  kein  Ersatz  ist  für  die 
Einbusse  sn  deBnirender  Kraft.  Dies  ist  wenigstens  das  Ergebniss  meiner 
gegenwärtigen  Erfahrung,  llebrigeus  erscheint  mir  die  aus  der  Schief>-a 
Stellung  des  Spiegels  hervorgehende  Undenilicbkeit  nicht  so  gtosa,  ■!■  | 
ich  glanlite  erwarten  zu  sollen."     (Phil.   Transacl.   1840  p.  524.) 

Eine  einzige  der  von  mir  untersuchten  Fragen  wird  in  die  „Bemer- 
kungen" aufgenommen.  Es  wird  nämlich  der  von  mir  geführte  Nach- 
weis, dass,  wenn  der  Hohlspiegel  völlig  ausgenutzt  werden  und  das  la- 
stramcQt  die  kleinstmügÜcbe  LSogo  behalten  soll ,  der  Winkel  der  Ab- 
sehrichtung  des  Suchers  mit  der  Ocularaxe  geändert  werden  muss,  sobald^ 
Gegenstände  in  anderer  Entfernung,  oder  mit  anderem  Ocular,  oder  ^ 
einem  Beobachter  mit  anderer  deutlicher  Sehweite  gesehen  werden  sollei 
—   dadurch    zn  entkräften  und   lurUckia weisen   versucht,    dass   ecstea 
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ein  unendlich  entfernter  strabtencler  Pnnkt  Toransgesetst  wird  (wozu 
dtnn  aber  die  BeigAbe  vnn  Erdocnlaran  nnd  die  Bemerknng  ttnf  8.  4 
13  oben  der  angazoigten  Schrift?),  nnd  zweitens  die  gewöhn- 
Iche  Einrichtung  der  OcnlarrCbie,  „wie  sie  jedes  Fernrohr  zeigt",  ver- 
langt wird. 

Eine  Angabe  über  das  Ocnlar  ist,  wie  in  meiner  Recension  bemerkt, 
weder  im  Texte,  noch  in  der  Abbildang  in  der  Schrift  des  Herrn  Fritech 
zn  finden.  Nach  allen  mir  bekannten  Zeichnungen  und  Bescbreibnngeu 
Ton  Spiegelteleeknpen  nnd  bei  allen  (wenigen),  die  ich  zn  sehen  Gelegen- 
heit hatte,  erfolgt  die  Einstellung  darch  Verschieben  des  zweiten,  kleine 
len  Spiegels.  Bei  manchen  (dioptriecben)  Fernrohren,  namentlich  jenen 
englischer  Theodolithe ,  wird  die  Einstellung  vorgenommen  durch  Ver- 
sebiebnng  des  Objectires,  nicht  dee  Ocnlares;  ferner  kenne  ich  Fern- 
rohre, bei  denen  Ohjectiv  und  Ocnlar  nnverrilckt  gegen  einander  bleiben, 
obgleich  sie  zum  Betrachten  von  Gegenständen  sehr  wechselnder  Ent- 
fernung dienen  sollen;  die  Einetelinng  erfolgt  durch  Verschiebung  einer 
«wischen  Objecliv  nnd  Ocnlar  gelegenen  ( Coli ectiv-) Linse.  Diese  von 
■Steinbeil  bei  Kathetometern  angewendeten  Fernrohre  machen  Herrn 
Lippich's  Versuch  (S.  125,  Z.  10,  11  der  Bemerkungen)  einer  demon- 
llralio   ad  absurdum   hinfttllig. 

Die  Einstellnngsverrichtung  ist  also  durchaus  nicht  bei  jedem  Fern- 

)  dieselbe  und  die  OcuUreinrichtung  so  voransinsetsen ,  wie  sie  nun 
(suerst)  in  den  Bemerkungen  beschrieben  wird,  ist  nicht  zwingend  ge- 
vesen,  ja  sie  war  nach  Analogie  des  Gebrauchs  bei  andern  Spiegelteles- 
kopen, da  die  Aendemng  nicht  angeführt  war,  nicht  zu  vermntben. 
Aber  selbst  die  beiden  mir  zugemnt beten  Voraussetzungen  genügen 
noch  nicht,  die  Lage  des  Suchers  unverändert  za  machen,  es  muss  noch 
der  Verzicht  anf  die  möglichste  Verkürzung  des  Fernrohres  hiuEukommen. 
Wäre  mir  entgegnet  worden,  Brachy-Teleskop  beisse  KurKrobr  nud  nicht 
kürzestes,  und  die  Einrichtung  strebn  gar  nicht  die  stärkste  Verkür- 
zung an,  so  hätte  ich  mich  allenfalls  h^rubigeu  künneo;  das^  was  wirk- 
lich angeführt  wurde,  läsiit  aber,  so  scheint  mir,  meine  Darlegung  als 
berechtigt  und  in  voller  Kraft  bestehen. 

Ein  von  mir  nebenbei  gemachter  Vorschlag,  lichtstarke  Spiegel- 
teleskope ohne  ubergrosses  Gewicht  berzustollen,  wird  ebenso  wirksam 
als  bequem  mit  einem  !  abgethan.  Mein  Vorschlag  erhebt  keinen  An- 
Bprncb  anf  Neuheit,  denn  in  ganz  ähnlicber  Weise  hat  Foucanlt  in 
faris  Fernrohre  ausführen  lassen,  bald  nachdem  die  neue  Versilberunga- 
nethode  den  Spiegelinstrumeuten  erneute  Daseinsberechtignng  verlieh. 
er  Fnesnote  zu  S,  124  der  Bemerkungen  wird  das  Bracby- 
Teleakop  ein  PrScisionsinstrument  genannt,  was  ich  nur  dabin  verstehen 
kann,  dass  oh  xm  messenden  Beobachtungen  dienen  soll,  also  mit  Faden- 
kreuz versehen   sei.     Ich   schlage  vor,   den  Vergleich  des  Br&ab^-T«Vsb- 
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kops  mit  den  centrirten  Spiegelfemrohren  (CassegraiD,  Newton,  Gre- 
gory) dadurch  zu  Tervollständigen,  daBS  man  sich  Rechenschaft  gebe  von  der 
Lagenbeziehnng  der  durch  das  Fadenkreuz  bedingten  Absehrichtang  sa 
dem  mit  dem  Fernrohr  Terbundenen  Theilkreise,  und  dass  man  erwäge, 
welcher  Mechanismus  nöthig  sei,  das  Durchschlagen  (behufs  Elimination 
von  Excentricit&tsfehlern)  bei  beiden  Arten  von  Spiegelteleskopen  mit  genä- 
gender  Sicherheit  und  Bequemlichkeit  zu  ermöglichen.  Bohn. 


Neue  Theorie  des  Imaginären  in  der  Functionenrechnung  aus  der  ana- 
lytischen Oeometrie»  von  Wilhelm  Friedrich  ScbOler.  (Pro- 
gramm zu  dem  Jahresberichte  der  k.  bayrischen  Realschule  Frei- 
sing pro  1877/78.) 

Nur  der  erste  Theil  des  Programms  soll  hier  besprochen  werden. 
Jede  geometrische  Darstellung  des  Imaginären  wird  in  der  Analysis  das 
Bürgerrecht  erwerben,  wenn  sie  entweder  bekannte  Sätze  einfacher  ab- 
leiten lehrt  oder  gar  zu  neuen  Wahrheiten  den  Weg  bahnt.  Wo  aber 
weder  das  £ine,  noch  das  Andere  geleistet  wird,  da  hat  man  das  Recht, 
einer  solchen   „neuen  Theorie^  vorläufig  keine  Wichtigkeit  beizulegen. 

Die  in  dem  vorliegenden  Programm  gegebene  Darstellung  kommt, 
in  den  Beispielen  wenigstens,  darauf  hinaus,  in  der  Gleichung 

wo  f  eine  Function  ist,  die  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil 
zerfällt,  X  und  y  als  cartesische  Punktcoordinaten  anzusehen  und  in 
jedem    Punkte    (a:,    y)    senkrecht    zur    Coordinatenebene    eine    Strecke 

y^'\"v^  aufzutragen.  Die  freien  Endpunkte  constituiren  eine  Fläche, 
welche  den  Verlauf  der  Function  durch  Darstellung  der  Wertbpaare 
y  +  ^  '  1  ^  +  I  <  sinnbilden  soll. 

Wie  diese  unnatürliche  Verquickung  des  Arguments  mit  dem  Fuuc- 

tionalwerthe  zum  Punkte  «,  y  und  zur  „Potenz"  j/g^-fij*  uns  über  den 
Gang  der  Variablen  zu  belehren  besonders  geeignet  sein  soll,  ist  von 
vornherein  schwer  zu  begreifen.  Der  Verfasser  glaubt  jedoch  seiner 
Sache  sehr  sicher  zu  sein,  wie  der  kecke  Ton,  mit  welchem  er  die 
Leistungen  seiner  neuen  Theorie  auseinandersetzt,  beweist. 

So  bescheert  er  uns  Seite  6  mit  einer  neuen  Definition  der  Ableitung, 
„welche  von  infinitesimalen  Betrachtungen  ganz  frei  ist**.  Dieselbe 
lautet : 

„Jede  Function,  welche  Giltigkeit  besitzt  für  complexe  Wertbe,  so 
dass  sie  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil  zerfällt,  hat  eine 
abgeleitete  Function.  Man  versteht  darunter  das  Verhältniss  des  imagi- 
nären Theils  der  Function  zum  imaginären  Theil  des  Arguments.'* 

Demnach  wäre  also  cos  u, :-  die  Ableitung:  des  Sinus.   Doch  wohl 
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rtti  ti  =  OI  VerFuB«!  ISsst  wirklich  8. 22  dieaea Uebeigang  darcb  Ein- 
Pklimmernng,  welche  vermathlich  die  lufiniteBim&lbetrKchtnagen 
•raetzen  soll,  sich  vollziehen. 

Die  näcliste  Fiucbt  der  neuen  Definitiun  ist  eine  Entdfickimg  ersten 
Banges.     Der  Vcrl'asser  schreibt: 

„Nach  unserer  Dpfioition  der  abgeleiteten  Function  ist  nun  aach 
klar,  dass  die  Existene  stetiger  Functtoneu  ohne  Ableitung  keine  er- 
greiTeude  Thatsacbe  mehr  ist." 

Seite  15  zieht  der  Verfasser  die  Exponentialfnnction  tf^C*  oder 
vielniebr  ^  =  6*  (cos  2mna+t.siH  2mMJ-)  in  den  Kreis  seiner  Betrach- 
tungen. Hier  ergiebt  sich  das  Resultat:  „Läugs  des  Theils  der  Ourve 
y  ^  e',  der  auf  der  negativen  Seite  der  x-Axe  liegt,  eustiren  reelle 
Punkte  nur  fBr  solcbe  Werthe  von  x,  die  durch  eiuen  Bruch  mit  gersd- 
Bahligem  Nenner  und  ungeradem  Zübler  dargestellt  sind.  Folglich  ezisti- 
ren  nir  irrationale  Werthe  des  Arguments  x  auf  der  negativen  Seite  der 
a-Axe  keine  reellen  Punkte." 

Die  Freude  des  Verfassers  fiber  diese  neue  Entdeckung  ist  mit 
Recht  gross.     Er  schreibt: 

„Man  steht,  der  bisherige  Begriff  der  Stetigkeit,  auf  dem  doch  die 
ganze  Infinitesimalrechnung  aufgebaut  ist,  bekommt  hier  ein  ganz  ge- 
valtigeB  Loch." 

Oa  wird  also  Euler  seine  Introdnctio  in  annlytin  infinilorum  wohl  zum 
zweiten  Uale  schreiben  müseen. 

SeJte  25  nimmt  unser  Verfasser  den  Taylor'schen  Lehrsatz  vor. 
Gegen  den  Scbluss  seiner  üntersuchungeu  begegnen  wir  der  folgenden 
Bemerkung : 

„  Der  erBchöpfenden  Behandlung  des  wichtigen  Taylor'schen  Theorems 
hat  vom  Standpunkte  unserer  Imaginürtbeorie  eine  Theorie  der  ainguU- 
ren  Punkte  voranszugeheu.  Diese  Theorie  soll  in  einem  zweiten  Pro~ 
gramm  geliefert  werden.  Nach  derselben  scheint  es,  als  ob  die  Taj. 
lor'sche  Reihe  vorzugsweise  nur  fQr  solche  Functionen 
Giltigkeit  habe,  welche  auch  fUr  complexe  Werthe  des  Ar- 
gumentes bestehen." 

Wir  möchten  dem  Verfasser  den  dringenden  Rath  ertheilen ,  mit 
diesem  zweiten  Programm  so  lange  zurückzuhalten,  bis  ihm  der  in  den 
letzten  Zeilen  ausgesprochene  Zweifel  vollständig  behoben  ist. 

Coesfeld,  den  18.  October  1879.  Dr.  K.  Scbwebinc. 
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bericbten    wir   fiber   den   II.  Band,    welcher  in  2  Büchern   mit  di 
metrischen  Anwendungen  des  Infinites  im  Blcftlcttls  und  mit  der  Integratit 
der   Differentialgleichungen    sieb    hescbafligt.     Beiden    BUchero    fehlt 
nicht  an  Eigenthümlicbkeiten,  welche  sie  der  Beachtung  gar  sehr  wU: 
machen. 

So  beben  wir  aus  dem  ersten  Bnche  (dem  III.  Buche  in  der 
eammtzühlnng)  die  SStee  inäDitesimaler  Geometrie  der  Ebene,  sowie 
Katimefl  hervor,  welche  auf  8.33—37  und  auf  S.  134— 139  ansfübrlid 
abgehandelt  sind,  als  es  sonst  in  Lehrböchem  zu  geschehen  pflegt,  i 
ist  es  gewiss  für  den  Leser  erwüuscbl,  hier  die  Grundztige  des  sogenani 
ten  Eqnipallenzencalculs  auf  S.  Ö3— 112  anzntrefTen,  wenn  au< 
die  demselben  eigenth {im liehen  Bezeichnnngen,  welche  wir  gern  i 
Anmerkung  wenigstens  nngegeben  gesehen  hStten,  weil  gerade 
letzten  Jahren  in  den  in  französischer  Sprache  erscheinenden  Zeitscbrfl 
ten  mehrfach  von  der  Methode  und  ihren  Zeichen  Gehrancb  gemacht 
worden  ist.  Eine  kleine  Bemerkung  möchten  wir  zu  der  Lehre  von  den 
Berührungen  höherer  Ordnnng  machen.  Es  ist  Nr.  568  gezeigt,  daas 
eine  Cnrve,  in  deren  Gleichung  "  +  1  Parameter  vorkommen,  zn  einer 
vollkommen  bestimmten  gemacht  werden  kann,  indem  man  von  der  Be- 
dingung ansgebl,  sie  solle  zu  einer  anderen  gegebenen  Curve  eine  Be- 
rührung n'""  Ordnung  besitzen.  Es  ist  auch  Nr.  574  der  Fall  besprochen, 
duss  der  Erümmungskreis  in  solchen  Punkten  einer  Curve  C,  in  welchen 
der  Krtimmnngsbalbmefser  zn  einem  Maximum  oder  Minimnm  wird,  min- 
destens eine  Berührnng  3.  Ordnnng  mit  der  Cnrve  besitze.  Das  ist  schon 
ein  Fall,  welcher  in  den  meisten  Lehrbüchern  unberücksichtigt  bleibt. 
Allein  auch  mit  ihm  sind  die  Bedenken,  welche  Schülern  anfieulreten 
pflegen,  nicht  erledigt.  Es  scheint  uns  wfinschenswerth ,  in  einem  be- 
sonderen Paragraphen  eu  erörtern  ,  dass  bei  der  Berührung  zweier  Cnr- 
ven  C  und  C,  deren  erstore  n+l,  die  zweite  ii'+l  Parameter  besitzt, 
ed  wesentlich  darauf  ankomme,  ob  man  die  C  so  bestimmen  will,  dasB 
sie  die  (f  berühre,  oder  ob  man  die  C'  bestimmen  will,  so  dass  sie  dio 
('  berühre,  dass  anter  der  einen  Voraussetzung  eine  Beruh 
der  anderen  eine  Berührung  'i''"'Ordnung  zwischen  beiden  Curven  herv) 
gobr&cht  werden  kann,  die  deshalb  ihre  geometrische  Natur  keineswi 
verändern.  Das  ist  gewiss  jedem  Mathematiker  sofort  einlenchtend 
dem  Schüler  —  und  fUr  solche  in  erster  Linie  ist  ein  Lehrbuch  geschrie- 
ben —  kommen,  wie  die  Erfahrung  uns  gezeigt  hat,  nicht  gar  selten 
Zweifel  in  dieser  Beziehung. 

Dieselbe  Auffassung,    dass    man    ein  Lehrhnch  and  nicht 
für  Gelehrte  vor  sich  habe,    darf  man  hei  der  Beurtheilang  des  vii 
von  der  Iiilegiation  der  Differentinigleicbnngen   handelnden  Buches 
vergessen,    wenn    man  sich  nicht  zu  ungerechten  Anforderungen  an 
Verfasser  will  verleiten  lassen.     Die  letzten  Jahrzehnte  haben  dia 


1 

.her 
,-L.>.,.rie- 
r  selten 

viertel 
an  ^^^1 

J 


1  den  Differentialgtnicbntigeii  wesentlicli  nmgestahet.  Froher  der  Hnupt- 
iche  nach  ein  Theil  der  Intpgralrecbnnng  und  damit  abgeachlassen, 
lie  DifTerenlialgleichang  gelreonte  Veränderliche  hesass,  also  auf 
luadratnren  zurückgeführt  war,  ist  sie  zu  einem  Theile  der  Fnnctionen- 
lehre  geworden.  Wohl  bestehen  die  alten  Anforderungen  uocb  fort,  aber 
selbst  erffillt  befriedigen  sie  nicht  das  nene  Verlangen,  Über  dae  Wesen 
und  den  Verlauf  der  der  Gleichung  genügenden  Gebilde  Ansknuft  au 
erbalten,  und  umgekehrt  ist  solche  Auskunft  mitunter  ans  der  DifTeren- 
"tiftlgleicbang  selbst  ohne  weitergehende  Inlegratioo  zu  gewinnen.  Diese 
nodemen  UntersnchnngeD,  welcbe  wesentlich  dentschen  Mathematikern 
•igenthümlich  sind,  aberanch  durch  Franzosen,  wie  H.  Jules  Taunery  im 
,  Baude  der  Aiimiles  de  Pecole  normale  (1875),  mit  der  ihnen  eigenen 
Eleganz  zur  Unrstellnng  gebracht  worden  sind,  wurden  wir  —  wir  leug- 
nicht  —  sehr  gern  in  einem  Lebrhnche  des  lufinileaimatcalculs 
iriedetfinden ,  und  unser  erstes  Gefühl  war  ein  Gefühl  des  Unmulhs  Über 
Ijese  Lücke.  Aber  der  Unmuth  schwand  ,  sobald  wir  uns  die  Frage  vor- 
legten,  oh  jene  Untersuchungen  einetn  Leser  den  II.  Bandes  eines  Lebr- 
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functionentheoretischen  Capitel  enthalten  soll,  wird  man 
dleicbt  Andeutungen  über  die  Verwerlbnng  dieser  Lehren  im  Gebiete 
fler  Differenlialgleichun<:en  erwarten  dürfen;  wirsagen:  vielleicht,  da  wir 
keineswegs  sicher  sind,  ob  sogar  dort  das  Material  der  im  Buche  selbst 
enthaltenen  Vorkenntnisse  ausreicben  wird,  Im  IL  Bande  kann  der 
Hauptsache  nach  nicbis  Anderes  stehen,  als  was  in  sonstigen  Lehrbüchern 
ähnlicher  Art  gleichfalls  angegeben  ist,  und  das  finden  wir  auch  mit 
Geschicklichkeit  bearbeitet,  mit  dem  Streben,  möglich  grösste  Strenge 
der  BeweisfübruDg  mit  Klarheit  zu  verbinden,  welche  wir  in  unsorm 
ersten  Referate  anerkennen  durften.  Wir  macfaen  z.  B.  anf  den.  wie  es 
«ns  scheint,  sehr  glücklieb  formnlirten  Beweis  dafür,  dass  jede  Difi'eren- 
Walgleiclinng  ein  Integral  besitzt  (S.  316ägg.),  aufmerksam,  anf  den  all- 
gemeinen Lehrsatz,  das«  jede  Gleichung /(x.  y)=0,  in  welcher  eine  will- 
kürliche Coustante  nicht  enthalten  ist,  welche  aber  ihren  Ursprung  in  einer 
eine  solche  Constante  in  sieb  schliesseuden  Gleichung  F{x.i/,r)  =  0  bat, 
nothwendig  eine  Identität  sein  tarn  (S.  351J  u.  8.  w.  Audi  die  Menge 
des  innorball)  des  gewiihnlichen  Rahmens  zur  Behandlung  gebrachten 
Stoffes  ist  eine  erfronlicbe.  Fagnano's  Theorem  (3  234),  mehrfachen 
litioDStbeoretDS  (S.  340  flgg.)  vud.  tuui  i 
Jij»  XXV,  1,  * 
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Vergnügen  begegnen,  und  auch  die  Lehre  vom  integrirenden  Mnltipii- 
cator  nnterscbeidet  sich  in  manchen  Punkten  vortbeilhaft  von  der  Art, 
wie  sie  in  anderen  Lehrbüchern  dargestellt  ist. 

Somit  ist  der  Eindruck,  unter  welchem  wir  von  dem  IL  Bande  uns 
trennen,  dem  IIL  Bande  entgegensehen,  ein  angenehmer.  Eine  Anfor- 
derung stellen  wir  an  diesen  IIL  Band,  die  wir  jetzt  schon  auszusprechen 
nicht  unterlassen.  H.  Hoüel  hat  seinem  L  wie  seinem  IL  Bande  zahl- 
reiche Uehungsbeispiele  einverleibt.  Eine  Auflösung  ist  nirgends  bei- 
gefügt. Ob  dieses  Verfahren  zweckmässig,  ob  nicht,  darüber  lässt  sich 
streiten ,  und  diesen  Streit  vermeiden  wir  lieber.  Aber  unter  allen  Um- 
ständen scheint  uns  ein  Anhang  geboten ,  in  welchem  der  Studirende  wie 
der  Lehrer,  welcher  sich  des  Werkes  bedient,  sich  über  die  Ergebnisse 
aller  vorgelegten  Aufgaben  vergewissern  könne.  Nur  dann  wird  jener 
mit  der  Beruhigung,  die  Lebren  richtig  angewandt  zu  haben,  weiter- 
gehen ,  oder  des  Irrthums  Überführt  zu  wiederholten  Anstrengungen  sieb 
bewogen  fühlen  können;  nur  dann  wird  dieser  wissen,  welche  Aufgaben 
er  seinem  Unterrichte  einfügen  soll,  ohne  genöthigt  zu  sein,  eine  kost- 
bare Zeit  mit  langwierigen  Bechnungen,  die  vielleicht  scbliessliöh  zu 
keinem  ihm  lohnend  erscheinenden  Ergebnisse  führen,  zu  vertrödeln. 

Cantob. 

Lezioni  dt  siatica  grafica  per  Antonio  Favaro.    Padova,    Premida 
Tipografia  Edü.  F.  Sacchetto.   1877.   8».  650  Seiten  mit  32  Tafeln. 

Das  Werk  ist  zwar  seinem  Werthe  nach  bereits  genügend  durch  eine 
Recension  der  Herren  6.  Jung  (Mailand),  E.  Bertini  (Pisa)  und  C. 
Saviotti  (Rom)  im  „Po/i7«»c;2ico",  Giorn,delV Ing.  Arch,  Civ.  cd  Jndustr,^'  Vol, 
XXVI,  gewürdigt  worden.  Der  Inhalt  dieser  Recension  bezieht  sich  aber 
der  Hauptsache  nach  nur  auf  den  dritten  Theil  des  Buches ,  die  graphische 
Statik.  Da  ferner  der  Inhalt  derselben  in  Deutschland  nur  in  engeren 
Kreisen  bekannt  geworden  zu  sein  scheint,  und  inzwischen  auch  eine 
französische  Uebersetzung  des  ersten  Theiles  durch  HeiTn  Paul  Terrier 
bei  Gauthier- Villars  erschienen  ist,  glaubt  der  Unterzeichnete  noch  ein- 
mal auf  dasselbe  zurückkommen  zu  müssen. 

Das  Werk  ist  nämlich  mit  allen  Zeichen  und  Ansprüchen  eines 
selbständigen  Werkes  in  die  Welt  getreten.  In  der  Vorrede  (S.  VIII) 
sagt  Herr  Favaro  sogar  ausdrücklich:  ,,Ich  habe  schon  bemerkt,  dass 
das  vorliegende  Buch  eine  Zusammenfassung  von  Originalarbeiten  ent- 
hält, welche  mir  als  Leitfaden  bei  den  Vorlesungen  dienen,  und  ich  be- 
merke hier  nochmals,  dass  ich  die  in  ihm  enthaltenen  Sachen  nicht  für 
eine  Originalarbeit  von  mir  im  strengen  Sinne  des  Worts  auszugeben  be- 
absichtige. Zu  Anfang  jedes  Abschnittes  habe  ich  gewissenhaft  die 
Quellen  citirt,  aus  denen  ich  geschöpft  habe  und  auf  welche  zurückzu- 
greifen  ich  Jeden  bitte,  der  sich  in  derartige  Studien  vertiefen  will.    Ich 


will  bier  noch  hinEnfügei 
des  Werkes  vonv.  Btaudt 
fttr  das  graphisube  Recliti' 
in  bedient  Ijabe. 


RecenBionen. 

daea  ich  mich  fUr  die  GeometriB  dqr  Lage 
id  ganz  besonders  desjenigen  von  Reye  and 
und  die  gr&phische  Statik  desjenigen  von 
Ich  würde  mich  sogar  aaTeine  einfache 
:nkt  haben,  wenn  einerseits  sich  dem  nicht  die 
Schwierigkeit  entgegengestellt  hatte,  einen  Verleger  für  ein  Werk  zn  findea, 
o  grosse  Verlagskosten  fordert,  und  mir  an- 
dererseits beim  Unterricht  nicht  die  Augemessenheit  eiuigerÄbSn^erungen 
tind  Zusätze  klar  geworden  wäre,  welche  von  dem  Wunsche  bervorgemfen 
irden,  auch  die  VerÖtTcot liebungen  za  benutzen,  welche  von  anderen 
Autoren  iiber  diesen  Gegenstand  gemacht  worden  waren."  (Hu  giä  avver- 
0  che  U  prcienle  volume  conliene  un  riassunlo  üi  nlcuni  scrilti  originali  che 
i  »ervono  tii  guida  per  le  Uztoni  e  qui  nolo  nuovamenle  che  io  non  prelendo 
'  far  paaiart  le  cose  in  easo  conicnule  per  un  mio  tavoro  originale  nello 
■tlretU)  senio  della  parola:  in  capo  all  ogni  paragrafo  ho  cilalo  scrttpulosamenl« 
Je  fonti  alle  guali  ho  atlinto  ed  a  cui  inoito  a  ricorrere  ckiunque  voglia  appra- 
ftmdirai  in  aimili  studi:  ngguinyerä  gut  che  per  la  Geometria  di  positione 
I  valso  delfopcni  di  v.  Slaiiill  cd  in  parlicolar  modo  di  guella  dcl  Reye 
t  per  il  Calcolo  grafico  e  la  Slalica  grofica  di  guella  del  Culmanii.  mi  surei 
0II2I  limilala  a  dare  e  ad  annunciare  una  semplice  (raduzione  di  esse  se  da  un 
talo  non  Pr"  rr  fusae  opposla  la  difficollä  di  Irovarc  un  edilore  per  un'opera, 
ehe,  eome  guella  del  Culmaun,  imparta  cosi  gravi  spesi  di  pubbticazionc  e  se 
MPallro  nelC insegnamento  non  mi  si  fosse  manifestuta  fopporlunilä  di  lalune 
liodificazioni  e  di  lalune  aggiunle  rese.  necessarie  dal  deaiderio  di  approfillare 
t  dette  pubblicazioni  che  da  altri  autori  erano  ttate  falte  inlorno  ai  medoimi 
irgomenfi.) 

Nach  diesen  Worten  wird  der  Leser  schwerlich  noch  den  Gedanken 
bkben,  dasa  er  es  mit  einer  einfachen  UebersetKung  zo  than  habe.  Er 
irird  diirnach  das  feste  Vertraneo  haben,  dass  er  in  dem  Werke, 
iltan  auch  nicht  originelle  Untersuchungen,  so  doch  eine  selbstKodigo 
Bearbeitung  des  Gegenstandes  auf  Grund  der  neueren  Arbeiten  voräu- 
flen  werde.  Üies  Vertrauen  wird  noch  durch  die  Anlage  des  Buches 
leibst  erhöht.  Denn  am  Beginne  jedes  Capitels  findet  sich  eine  Reihe 
l*on  Literaturnachweisen  für  den  speciellen  Inhalt  des  Capitels.  Zebu, 
1  mehr  Arbeiten  werden  citirt  genau  bis  anf  die  Seiteuanzahlen,  resp. 
nnmmem  der  Paragraphen.  Als  Beispiel  möge  §  6  dienen.  Der  Para- 
iph  trKgt  den  Titel:  „  Projcttivilä  delle  forme  geomelrichc  semplice."  Die 
Wgegebenen  Quellen  sind:  Mübins,  Der  barycentrischc  Calcul.  Leipzig 
1827.  S.  246  flg.  —  Steiner,  Systematische  Entwickelungen  etc.  Berlin 
J832.  8.  4,  35  —  47,  91.  —  Standt,  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg 
1847,  8.  49  —  60.  —  Ckasles,  Traili  de  geomitrie  superieure.  Paris  1852. 
BInmberger,  Grnndztlge  einiger  Theorien  aus  der  neueren 
}eometm.    Halle  1B5S.  8.  1-35.  —   Cremona,  Iniroduzione  ad  una  teorJa 
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geometrica  deUe  eurve  pianc.  Bologna  1862.  3.  3 — 10.  —  Keye,  Die 
Geometrie  der  Lage.  Hannover  1S66,  8.  41  —  52.  —  Staudigl,  Lefai- 
buch  der  neaereo  Geometrie.  Wien  1870.  1.  Abschn.  —  Ilankel,  Die 
Elemente  der  projectiviscben  Geometrie.  Leipzig  1875.  Abscbn.  I,  III. 
So  geht  es  fort  dnrcb  das  ganze  Werk.  Paragraph  für  Paragraph  finden 
sich  in  dieser  Weise  bald  mehr,  bald  weniger  Citate.  Wer  fiollte  da 
nicht  an  eine  acrnpulose  Gewissenhaftigkeit  in  der  Benutzung  anderer 
Autoren  glauben!  Troizdom  ist  das  ganze  Werk  nur  eine  Aneinander- 
Beihnug  wörtlich  ausgezogener  und  übersetzter  Stellen.  In  di^ui  gan- 
zen Werke  findet  sich  fast  Nichts,  was  der  Verfasser  einer  eigeupn, 
selbständigen  Bearbeitang  noterzogen  hätte.  Alles  ist  Uebersetzang  odd 
Abschrift.  Der  oben  bereits  herangezogene  §  6  ist  beispielsweise  eine 
wörtliche  Uebcrsetzung  von  Beye's  Geometrie  der  Lage  1.  Aufl, 
I.  S.  42  —  55.  Die  AbAnderaiigen,  die  der  Verfasser  vorgenommen 
hat,  bestehen  theils  in  einer  Vertanschung  der  Reihenfolge  der  Satxei 
d.  b.  bei  horizontal  neben  einander  gestellten  Sätzen  ist  die  rechte 
nnd  lioke  Seite  vertauscht,  theils  in  Einschaltungen  einzelner  Stellen, 
die  zum  Theil  wieder  anderen  Werken  wörtliih  entnommen  sind,  wie 
beispielsweise  in  §  1  S.  3  ^8  nicht  aus  Key  e.  sondern  ans  Staa- 
digl  S.  1 — 3  abgeschrieben  sind.  Dass  in  dieser  sugeuannten  Bearbei- 
tung Bucb  böse  Sachen  vorkommen,  die  mindestens  Zweifel  an  der 
Sorgfalt  der  Uebersetsung  erwecken,  ist  bereits  in  der  Recension  von 
Jung  genügend  hervorgehoben.  Hier  möge  nur  §  6  in  dieser  Be- 
ziehnng  erwähnt  werden,  femer  §  4,  wo  ein  Satz  mit  Beweis  wörtlich 
und  mit  den  vim  Keye  gebrauchten  Buchstaben  sich  findet,  während 
in  der  Figur  (denn  ancb  diese  sind  znm  grossen  Theil  genau  den  fremden 
Werken  entnommen)  die  Buchstaben  zum  Theil  vertauscht  sind,  so  daas 
Beides  nicht  mehr  Übereinstimmt.  Auch  mit  den  Citaten  hat  es  stellen- 
weise eine  eigenthümliche  Bewandtniss.  So  erwähnt  er  im  üap.lll  (^Loide 
rcciprocUe)  der  frauaösiscben  Uebersetzung,  wie  mir  Herr  Reye  die  Güte 
hatte  mitzutheilen,  die  mathematische  Correspondenz  von  Legendre  und 
Jacobi  und  Kronecker's:  „Bemerkungen  zur  Geschichte  des  Reciproci* 
tXtsgesetzes."  (Im  italienischen  Urtesl  findet  sich  dieses  Citat  nicht.)  Sa 
stellt  sich,  trota  jener  Worte  der  Vorrede,  der  wahre  Sachverhalt  dahin, 
dass  das  Buch  eine  einfache  Uebersotzung  mit  einzelnen  eingeschobeDen, 
anderen  Werken  entlehnten  Stelleu  ist,  so  dass  der  ganze  Apparat  von 
Citaten  etc.  nur  darauf  berechnet  scheint,  den  Leser  zu  täuschen  nnd 
EU  dem  Glauben  zu  bringen,  er  habe  es  mit  einer  wirklieben,  selbatün- 
digen  Bearbeitung  zu  than.  Für  den  dritten  Theil,  die  graphuche  Statik, 
ist  bereite  in  der  obenerwähnten  Recension  der  genane  Nachweis  über  die 
Arbeiten,  die  in  dieser  Weise  benutzt  worden  sind,  gegeben.  Der  Unter* 
zeichnete  glaubt  sich  daher  hier  mit  einem  genauen  Nachweis  für  dea 
F  snten  Theil,  die  Geometrie  der  Lage,  begnügen  zu  können.    Im  GroaMn . 


nänrcb    I 


Qtnzen  ist  derselbe  eine  Bam  Tbeil  mangelbafte  Debereetzung  des 
f  «'sehen  Bucbes  (siehe  auch  die  Vorrede  zur  zweiten  Abtheilang  der 
eiten  Anflago).  Für  den  zweiten  Theil  hatte  der  Verfasser  dieser 
lilen  die  Literatur  nicht  so  eur  Hand.  Auch  glaubte  derselbe,  dass 
den  genauen  Nachweis  des  im  erateo  und  dritten  Theile  gettbten 
Verfahrens  die  Art,  wie  der  Verfasser  zu  Werke  gegangen,  hinreichend 
gekennzeichnet  sei,  Denn  mit  knrzen  Worten  muss  das  Urtheil  dahin 
formalirt  werden,  dasa  der  Verfasser  mit  Bewusstsein  eine  üebersetzung 
geliefert  und  versucht  bat,  diese  Üebersetzung  fUr  eino  selbständige  Be- 
Arbeitnng  auszugeben.  Um  indesseD  dies  bis  in  die  Einzelheiten  nacb- 
:o  sein  Urtheü  zu  rechtfertigen,  giubt  der  Unterzeichnete 
•ine  Uebersicht  über  den  ersten  Theil,  welche  wohl  ohne  Weiteres  ver- 
«tfindlich  sein  wird. 

Favaro"s§  l  S.  3-8,  siehe  Stau digl  8.1-3;  §2  8.9—13,  siehe 
eje  I  S.  14  — 19  ausaugsweise;  §3  S.  14  — 20,  Key  e  S.  21— 25  wörtlich 
it  kleinen  Auslassungen  und  Umstellnng  einiger  Sätze;  §  4  S.  21 — 27 
,oye  8.  26  —  32  ebenso;  §  5  8.  28  —  36,  Reye  S.  32  —  41  fast  wörtlich; 

6  8.  37—51,  KeyeS- 42  —  55  ebenso;  Nr.  54  anf  S.  51,  Eoye  S.  94; 

7  8.55-64,  Reye  8.  55 -65  ebenso;  S.  65-67,  Cremon»  S.  70-73 
«t  wörtlich;  §8  S.68  — 78,  Heye  S.  65  — 74  wörtlich  bis  anfNr.82; 

9   8.  79—84,   Reye  8.  74  —  76  wörtlich  bis   auf  8.  81.   wo   Nr.  97 
•ingeschoben,  98  und  99  unwesentlich  verändert  sind;  §  10  S.  85—103, 
Beye  8.  77-96,   anf  S.  87  ist  ein    Einschub    von   10  Zeilen,    Nr.   106 
DDd    107  auszugsweise    aus  Reya  S.   78,    80,    ebenso  S.   00,   01  —  96; 
118.104-112,  iteyeS.  96  — 102,  nur  Anfang  und  Ende  etwas  ver- 
lodert; §  12  8.113  —  126,  Reye  8.  102— 115,  anfangs  Anszug,  dann 
'örtlich;  §  13  S.   127—146,    Reye  S.   115  —  136,    einiges   hinzugesetzt 
&d  ausgelassen;  §  14  S.  147—156,  Keye  S.  136-146  mit  einer  kiel- 
en   Einschiehune;    §    15    S.   157—174,    Reye  11.  Abth.  S.  1  —  18  mit 
Innigen  Anolassungen  nnd  kleinen  Eitiscbiehnngeu,  S>  175 — 183,  Reye  II, 
fl,  43  —  51   ebenso;    §  16  8.   184  —  189,    Reye  II,    8.  26—33  ebenso; 
.17  S.  190—201,  Reye  II.  8.  33-43  wörtlich;  §  18  S.  202-209, 
teyo  II,  S.  18—26;  8.209—215,  Reye  II.  8.51      57,  Nr.  306  ein - 
jeeohaltet;  §  19  8.  216  —  227,  Reye  II,  S.  57—66,  Nr.  321  eingeschal- 
tet; §  20  8.228  —  233.  Staudigl  8.  352ete,;  S.  233  — 246,  Reye  II, 
ß.  73  nnd  weller  8.  76-88. 

Berlin,  Decomber  1879.  Ohbtuann. 
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Ankündigung. 

Wir  erhielten  soeben  (23.  März)  eine  etwa  einen  halben  Druckbogen  starke 
Erklärung  und  Abwehr  von  Heim  Dr.  Emil  Wohlwill  in  Hamburg  gegen  einen 
Artikel  von  Herrn  Gilbert  in  Löwen  vom  Januar  1880,  welcher  selbst  gegen  die 
Abhandlung  des  Ersteren,  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIV,  Hist.-lit.  Abth.  1-26, 
gerichtet  ist.  Da  wir  wegen  Raummangels  Herrn  Wohl  will's  Erklärung  nicht 
früher,  als  im  VI.  Heft  dieses  Jahrganges  zum  Abdruck  bringen  können,  so  glauben 
wir  ihm  wenigstens  schuldig  zu  sein,  unsere  Leser  einstweilen  von  dem  Eintrefien 
seiner  Aeusserung  in  Eenntniss  zu  setzen. 

Heidelberg,  23.  März  1880.  M.  Cantor. 
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Recensionen, 


I 


Gottlob  Fbhob,    BegriffBaobrift ,    eine    der  aritbme tischen  nachgebildete 
Formel  spräche    des    reinen    Denkens.      Halle    a.  S.,    Verlag    von 
LouiB  Nebert.      1879.     88  S.     3   Mk. 
Diese    ganz    eigenartige    Schrift    —    offenbar    das    originelle    Werk 
eines  strebsKinen  Denkers  von  rein  wisseuBchal'tlicher  Geistesrichtnng  — 
verfolgt  eine  Tendenz,   welche  dem  Recensenten ,  der  sich  selbst  «ach  iu 
verwandten  Richtangen  versuchte,  natürlich  böchst  sympalbisch  ist.    Ver- 
spricht dieselbe  doch,  dem  von   LeibuLz  aufgestellten  Ideale  einer  Pasi- 
graphie  ntiher  zu  treten,  das  von  seiner  Verwirklich ting ,  so  grosses  Qe- 
wicht  auch  von  diesem  genialen  Pbiloaopben  auf  sie  gelegt  wurde,  doch 
nnmerhin  noch  so  weit  entfernt  geblieben  istl 

Umstand,  dass  eine  vollendete  Pasigraphie,  Chkrakteriatik  oder 
mllgemeiae  Begriffsschrift  auch  hente  noch  nicht  existirt,  dürfte  es  recht- 
fertigen, dass  ich  vorweg  zu  sagen  versuche,  was  darunter  zu  verBteben 
ist.  Fast  möchte  ich  sagen:  „dass  ich  es  nnszusprechen  riskire".  Denn 
in  dem  weiteren  Verfolg  von  dergleichen  Idealen,  namentlich,  wenn  es 
einmal  glQckt,  denselben  wesentlich  näher  su  treten,  findet  man,  wie  die 
Geschichte  lehrt,  sich  hKufig  veraDtasst,  die  ursprünglichen  sehr  bedeutend 
jtn  modificiren.  Man  beginnt  vielleicht,  auf  anlSnglicb  als  nehensfichlich 
Irachtetes  oder  Uebersebenos  gerade  das  Hauptgewicht  eu  logen;  ge- 
iStbigt  sieht  man  sich,  von  a.\n  unmöglich  Erkanntem  ahKustebeu ,  mit 
^der  Wirklichkeit  Compromiuse  zu  scliliessen,  nicht  eu  reden  auch  von 
neuen  Zielen,  die  sich  unterwegs  als  begehrenswerth  und  in  vielleicht 
ijSSgeahnter  Weise  erreichbar  darstellen  mHgen. 

Ich  glaube  mich  von  der  historischen  Auffasüung  nicht  zu  entfernen, 

1    ich    das    Problem    dahin    formulirR  —  nötbigenfalls   gesondert   auf 

10  verschiedenen  elementaren  Wissensgehieten  — '.  mittelst  weniger, 

in  facher,  völlig  bestimmter  und  übersichtlich  classificirter 

lOperationen    alle    zusammengesetzteren    Begriffe    aus    mög- 

8t  wenigen  {ihrem  Umfange  nach  unzweifelhaft  begrenz- 

Orundbegriffen(Kategorien)nuch  äussern  Chan  Tz 

Bei  einem  Ideale  ist  der  Hinweis  auf  ein  schon  wirkliches  Vorbild  nicht 

ifiuseud;  ich  möchte  also  einen,   wenn  ich  mich  recbt  e 
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von  Lcibniz  gsbranchten  Vet^leivh  benntEend  hinzofügen:  snklog,  wie 
etwa  die  zusammengesetzten  Zahlen  durch  Multiplic&tion  ans  den  Prim- 
aablen  hervorgehen  —  oder  anch,  wennmanwiU;  auf  ähnliche  Weis«-,  wie 
die  DBtürlichen  Zahlen  Überhaupt  durch  muliipücative  nad  additive  Vrr- 
k.uUpfnng  ans  den  elf  ersten  derselben  im  dekadischen  System  zusammen- 
geaetzt  werden.  —  Beiläntig  sind  in  neuerer  Zeit  allerdings  wieder  mehrtre 
Werke  erschienen,  welche  sich  mit  der  Aufslellnng  der  Kategnrien  lir> 
KchKftigen.  E«  dtrfle  jedoch  dergleichen  St hematisi rangen  nur  ein  unter- 
geordneter Werth  zuzuerkennen  «ein,  sfi  lange  —  was  ich  bei  denselben 
vermisse  —  der  Nachweis  unterlassen  ist,  dass  in  der  l'hat  durch  die 
Verknüpfung  der  ebendaselbst  aufgestellten  Grundbegriffe  die  übrigen 
Begriffe  sich  alle  ergeben,  so  lange  also  auch  die  Untersnchung  darfibei 
fehlt,  welche  verknüpfenden  Operationen  dabei  in  Betracht  kommen  und 
welchen  Gesetzen  die   Verknlip fangen  nnlerliegeo- 

Wenn  nun  aller  früheren  und  auch  des  vorliegenden  jQngaten  Ver- 
sncbee  ungeachtet  der  Gedanke  der  Pasigraphie  noch  immer  nicht  in 
einem  annähernd  befriedigenden  Sinne  realisirt  worden,  so  ist  doch  an- 
dererseits anch  noch  nicht  die  Unmöglichkeit  des  Unterfangens  eu  'I'age 
getreten,  vielmehr  immer  noch  einer,  wenn  auch  entfernten  HoB'nong 
Raum  gegeben,  durch  Präeisirung  der  vorhandenen  oder  auch  Än»ibildung 
einer  besonderen  wissenscbaftlicheD  Kunstsprache  ein  festei  t'undament 
Eti  gewinnen,  in  der  Anlehnung  an  welches  es  einst  möglich  würde,  ans 
dem  Wirrsal  der  philosophischen  Controversen,  Terminologien  und  Systeme 
herauszukommen,  deren  Widerstreit  oder  Uiscrepaoz  doch  (wie  wohl  all- 
gemein anerkannt  sein  dürfte)  vor  Allem  der  mangelnden  Bestimmtbeil 
der  Grundbegriffe  zuzuschreiben,  fast  ganz  den  Unvollkommen  heilen  der 
Sprache  zur  Last  zu  legen  ist,  in  weichet  man  von  vornherein  genüthigt 
ist,  zu  argnmenliren. 

In  dem  Sinne,  den  ich  durch  vorstehende  Bemerkungen  anzudeuten 
versuchte,  muss  nun  allerdings  ge.'iagt  werden ,  dass  die  „  Begriffsschrift'' 
von  Frege  in  ihrem  Titel  an  viel  verspricht  —  genauer:  dass  letzterem 
der  Inhalt  überhaupt  nicht  entspricht.  Statt  nach  der  Seite  der  „all- 
gemeinen Charakteristik"  neigt  sich  dieser  —  dem  Verfasser  vielleicht 
selbst  unbewusfit  —  vielmehr  entschieden  nach  der  Seite  des  ..calcvlus 
ralioeinaUir'-  von  Leibnis  hin  and  nimmt  das  Werkchen  in  dieser  leU 
teren  Richtung  einen  Anlauf,  den  ich  sehr  verdienstlich  nennen  würde,  wenn 
nicht  ein  grosser  Theil  dessen,  was  dasselbe  erstrebt,  bereits  von  anderer 
Seite  und  zwar  in  —  wie  ich  nachweisen  werde  —  unswcifelhart  an- 
gemessenerer Weise  geleistet  wäre. 

Die  Schrift  ist  klar  und  frisch  geschrieben,  anch  reich  an  scharf- 
sinuigen  Bemerknogeu.  Die  Beispiele  sind  treffend  und  ich  habe  fast 
alles  Beiwerk  der  Frege'seheo  Theorie,  wie  z.B.  die  vorzüglich  ge- 
■cbriehene  Einleitung,    mit  wirklichem  VergnUgeu    gelesen,    wogegen j 


rt>er  den  Manptinhalt  —  Ü'w  Formelschrift  Belbet  —  kein  so  bedingongs- 
Ktoses  Urtheil  (Kllen  kann.  Uer  &ii  der  Methodik  de«  Denkens  Interesse- 
F  nehmende  wird  jedoth  au«  dem  Durchgehen  der  Schrift  mannigfache  An- 
I  regung  schöiifen  nnd  ich  bemerke  ausdrücklich,  daas  mir  dieselhe  werth 
I  aeheint,  zum  nüheren  Studium  empfohlen  lu  werden,  ungeachtet  der 
rmehrfachen  und  zum  Theil  schwerwiegenden  Ansstellungen,  walclie  ich 
I  ann  in  objectiver  Hinsicht  auch  mit  vorzubringen  habe. 

1  erster  Linie  finde  ich  an  der  Schrift  ansznsetzen ,  dass  dieselbe 
I  lieh  au  tsolirt  hinstellt  und  an  Leistungen,  welche  in  sachlich  ganz  ver- 
indten  Richtungen  —  namentlich  von  fioale  —  gemacht  sind,  nicht 
ir  keinen  ernstlichen  Anschluss  sucht ,  sondern  diesellicn  günzlich  un- 
I  berücksichtigt  ISsst.  Die  einzige  auf  dergleichen  entfernt  abzielende  Be- 
3rkung  des  VerfaseerH  ist  der  Ansspruch  auf  S.  IV  der  Einleitung, 
\  lautend:  „Jene  Bestrebungen,  durch  Auffassung  des  Begriffs  als  Summe 
Brkmale  eine  kUneilliche  Aehnlichkeit"  {sc.  zwischen  der  arithme- 
'tischen  und  der  logischen  Formelsprache)  „herzustellen,  haben  mir  dabei 
durchaus  fern  gelegen."  I>ieser  Ausspruch  giebt  sclxin  allein  der  Ver- 
muthuog  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit,  welche  noch  anderweitige  Be- 
atHtigung  gewinnt,  dass  Verfasser  von  ,, jenen  Bestrebungen"  eine  irrige, 
lediglich  wegen  mangelnder  Kcmntniss  derselben  geringe  Meinung  habe. 
Ee  sei  hier  erwKhut,  dass  die  Schrift  bereits  von  anderer  Seite 
Teceneirt  worden  ist  —  Kurt  Lasswitz,  Jenaer  Literaturzeitung, 
'Jahrg.  IS79  Nr.  IS,  S  245  &g.  Mit  dieser  sebr  wohlwollend  gehaltenen 
Recensioii  kann  ich  zwitr  in  manchen  Punkten  ttbeteinatimmen;  indem 
mir  jedoch  gestatte,  auch  auf  sie  hier  einen  Seitenblick  zu  werfen, 
)  ich  rfigen,  dass  dieselbe  bei  ihrer,  Boole's  Richtung  speciell  be- 
treffenden Anslassnng  in  der  angedeuteten  irrigen  Auffassnug  noch  viel 
weiter  geht,  als  der  Verfasser. 

„Einseitig'*  ist  die  Boole'ache  Theori 
jede  auf  specialwissenschaftlichem  (jebiet  s 
Vaturgemass  ist^  sie  leistet  lange  nicht  Allei 
wird  noch  vielseitiger  Weitereutwickelang 


)  freilich,  wie  es  überhaupt 
ich  bewegende  Untersuchung 
I,  was  man  wünschen  könnte, 
;  bedürfen.     Dagegen  „be- 


ruht" dieselbe,  so  lange  der  Beweis  des  Oegenthetls  nicht  speciell  erbracht 
iit,  weder  auf  einer  ,, unzulässigen  Auflassung  des  Begriffs",  noch  über- 
banpt  auf  „bedenklichen"  Voranssetznngen  (vgl.  meine  nute»  Tolgendn 
Auseinandersetzung). 

Am  wirksamsten  mUcbte  aber  zur  Richtigstellung  der  Ansichten  die 
weiterbin  begründete  Bemerkung  beitragen,  daas  die  Frege'sche  „Bo- 
griffsBchrift"    gar    nicht   so    wesentlich    von  Boule's  Formelsprache   sich 

Inntericheidet,    wie    die  Jenaer  Recensiun  (vielleicht    auch  der  Verfasser) 
Tür  ausgemacht  annimmt. 
Hit  Ansnahme  des   auf  S,  15  —  22    Über  „die  Function"  und  „die 
All^meinbeit"  Gesagten  und  bis  in  dem  a 


I  welchen  nnr  die  drei  ersten  auch  in  der  Arithmetik  zatreffen*, 
dann  tod  den  die  Negation  betreffenden  Sätzen 
o.»,  =  0.  «  +  «,  =  1,  (.,),  =  a,  (..»X  =  »,  +  l.,,  (»  +  »),-«,.*„ 
deren  beide  letzten  theilwdse  schon  von  Boole  und  Jevons'),  vull- 
ständig  erst  von  Rob.  Graesmann  auegesp rochen  sind,  —  so  hat  man 
alles  mm  Verstindoiss  des  Nachfolgenden  and  schon  zahlreicher  schöner 
Anwendungen  des  Logikcalcnls  —  wie  8)  —  Erfurderltche  gewonnen- 

lo  den  eigentlichen  Logikcalcal,  genauer  den  ersten  Theil  desGelben, 
oder  die  Rechnung  mit  (hiusicbtlich  ihres  Umfange«  ins  Auge  ge- 
fasstenj  Begriffen  gebt  nun  die  vorstehende  propädeutische  Diaciplin 
aber,  wenn  man  unter  u,  >>,  ...  bezüglich  die  „Classen"  derjenigen 
Individuen  versteht,  welche  zu  der  Kategorie  der  zu  untersuchenden  Be- 
griffe gehören,  milbin  deren  Umfang  ausmachen,  wobei  dann  1  die  Man- 
nigfaltigkeit aller  der  Objpcte  dee  Ueukeni  bedeuten  wird,  welche  in  die 
Sphäre  eines  dem  Untersuchungsgebiet  angehörigen  Begriffes  hineinfallea 
(erentuell  Boole's  ganzer  ,.universe  af  discourse"  oder  „of  Ihnughl"), 
Der  logiacheu  Maltiplication  eotfipricht  dann  die  sogenannte  „Detertni- 
uation"  eines  Begriffes  durch  einen  anderen**,  der  Addition  entspricht 
die  collecttve  Zusammenfassung. 

In  dem  gänzlichen  Absehen  vom  „Inhalte"  der  Begriffe  liegt  onn 
allerdings  eine  Einseitigkeit.  Es  soll  auch  nicht  behauptet  werden,  dass 
obiger  Calcul  die  ganze  Logik  sammt  ihrer  etwaigen  künTiigeu  Weiter- 
entwickelung  zu  ersetzen  habe.  Indessen  Iftest  er  doch  den  grössten 
Theil  der  bisherigen  formalen  Logik  in  einem  neuen  und  wunderbar 
klaren  Lichte  erscheinen. 

Jene  Einseitigkeit  ist  aber  dadurch  motivirt.  Ja  fQr  die  nächsten 
Ziele  gerechtfertigt,  dass  viele  Begriffe  von  unzweifelhaft  begrenztem  Um- 
fange dem  Inhalte  nach  gar  nicht  existiren.  So  die  meisten  ursprünglich 
durch  Verneinung  entstandenen,  indem  es  z.  B.,  wie  H.  Lotze"'* 
witzig  bemerkt,  fUr  den  menschlichen  Geist  eine  ewig  unerfüllbare  Auf- 
gabe bleibt,  von  Allem,  was  nJoht  ein  Mensch  ist,  also  von  Dreieck, 
Wehmnth  und  Schwefelsäure,  die  gemeinsamen  Merkmale  zn  abstrahtn^H 
nnd  in  dem  Begriffe  „Nichtmensch"  zu  vereinigen.  ^^ 


*  Die  Wahl  des  8;mbolB  m  statt  1.  welchem  Wundt')  den  Voreug  geben 
mScht«,  würde  uns  auch  der  ersten  von  den  drei  erwähnten  Formeln  berauben, 
vofär  allerdiogB  die  vierte,  minder  geläufige  dann  der  Arithmetik  conform  würde. 
Jenes  Symbol  wäre  zudem  fOr  alle  endlichen  Mtinnigfaltig keilen  ebenso  nupaieend, 
als  (Br  die  unendlichen  das  von  ihm  beajistandete  Symbol  1.  Anf  Beib^altong 
des  letzteren  drängen  ausserdem  die  Auwendangen  der  Dieciplin  auf  WiihrBchein- 
lichkeitsrechnnng  ganz  unzweiJeUiaft  hin. 

••  Mit  dieser  Bebauptuag  atellt  sich  neuerdings  Wundt')  in  Widenpruofa  — 
ein  Punkt,  auf  den  ich  bei  einer  anderen  Qelc^nbeit  einzugeben  beabsiohtig«, 
~*  Logik,  Leipzig,  1814. 


eben  charakterisirten  Tbetl  des  Logikcalcala ,  d.  l.  der 
Buole'achenKecliDUQgiiait  Begriffen,  bat  nao  Freg'e's  „Begriffsschrift" 
I  in  der  That  fast  NicbU  gemeio*.  Wolil  aber  mit  d«m  zweiten  Theile,  der 
I  Boole'Gi:hen  Rechnung  mit  Uitheilen.  Zu  dieser  führt  folgencle 
k^ofaclie  UeberlegUQg  hinüber.  Der  Calcui  mit  Gebieten  ist  anch  an- 
pwcDdhar  auf  Strfckengebiete  einet  Geraden.  Ebenso  ist  er  anwendbar 
,nf  Zeitrüuue,  wenn  diese  wiedei'  nicht  gemessen  gedacht  werden 
k  sondern  einfach  aufgefasat  werden  al§  die  Mannigfaltigkeiten  (Claasen) 
■  d«r  in  ihnen  enthaltenen  (individuellen)  Augenblicke  oder  such  beliebigen 
IZeittbeite. 

Jede  Unters uchnng  geht  wohl  von  gewissen  Voraussetzungen  aus, 
welche  im  ganzen  Verlauf  derselben  beständig  als  erfüllt  angenommen 
werden.  Die  1  bedeute  jetzt  —  um  die  Ewigkeit  thuulichst  hier  aus 
dem  Spiele  zn  lassen  —  den  Zeitraum,  während  dessen  die  Vorsussetz- 
nngen  einer  sn  führenden  Untersuchung  verwirklicht  sind.  Unter  a,b,c,... 
denke  man  sieb  nunmehr  Urtheile  [Aussagen,  Behauptungen  —  eng- 
Itscb  passend  „sli-tements'*  vgl.  8)]  und  zugleich,  sobald  man  Formeln 
bildet  uder  reebnet  (unter  Vollziehung  eines  kleinen  Bedentungs- 
wechsels),  die  Zeiträume,  während  deren  diese  Aussagen  be 
aiiglich  wahr  sind.  Alsdann  ist  von  vornherein  einlencbtend,  dasa 
»an  im  Stande  sein  wird ,  die  gleichzeitige  Geltung  und  gegenseitige 
AusGcbliessnng,  auch  das  einseitige  Zurfolgehaben  (Bedingen)  der  vev- 
•ohiedensten  Aussagen  durch  Formeln  oder  Gleichungen  darzastelleii ,  in 
«eichen  die  Ucsetzo  des  Logikcaiculs  massgebend  sind.  Die  nachfolgen- 
den Anwendungen  werden  dies  zur  Genüge  veranschaulichen,  und  können 
jetzt  dazu  schreiten,  den  Haupttheil  der  Frege'schen  Schrift  bu 
betrachten,  welche  in  dem  Abschnitt  „Darstellung  und  Ableitung  einiger 
Urtheile  des  reinen  Denkens"  gipfelt. 

Zu   dem  Ende  muss  icb  zuerst  einige  der  einfachsten  Schemata  des 
Verfassers  vorführen  und  erUntern. 

:  \^n  bezeichnet  Frege,  dass  a  gilt,  was  nach  Obigem  mit 
durch  o  ;=  1  oder  0[  =  0  darzustellen  ist.  Mit  hr  6  bezeichnet 
Jener,  dass  b  nicht  gilt,  d.  b.  dass  6,  =  1  oder  b  —  D  ist.  (Es  verBteht 
letzteren  Schreibweisen  auch  rein  conventioneil  ein- 
fthren  könnte,  um  die  Wahrheit,  resp.  Unwahrheit  einer  Aussage  dar- 
last eilen  —  ganz  ohne  die  oben  nach  Boole  vermittelungs weise  ein- 
geführten Zeiträume  mit  in  Betracht  zu  ziehen,  wie  dies  n.  a.  McColM) 
thut-)     Mil  dem  ersten  der  Schemata'. 

l-n '        H '.' 


*  Aucb  in  dieser  Uinsicbt  ist  der  Titel  nicht  correct  und  i 
h„DrtknlMcbiitt" 


Hiatoriflch  ■  literarische  Abtheilnng. 


elellt  Frege  die  Aussage  dar:  Wann  b  gilt,  dann  gilt  (wenn  aneh 
gerade    nothwendig,   so    doch   wenigstens    factisch)   aach    a,    d.  h.  in 
Schreibweise    des    Logikcalcnls    Hj  6  =  0    uder    «ncli    a  +  A,  :=  1    ^- 
Gleichlingen,  vnn  denen  die  erste  sasiiagt,  dass  der  Fall,  wo  6  gilt 
gleich  aber  a  nicht  gilt,  nicht  vorkomme;    die  zweit«  hebt  hi 
di«    FHlle,    wo    a    gilt    oder    b    nicht    gilt,    die    allein    möglichen    sind. 
Die  eine  Gleichung  würde  sich  anch  dntch  Negation  (geaaneT  Opposition) 
ans  der  andetn  ableiten  lassen,  da  ("i  &)]  =  "  + '',   nnd  0,  :=  t   ist. 

Mit  dem  sweiten  Schema  stellt  der  Verrasser  die  Anssage  dar: 
b  and  c  zugleich  gelten ,  dann  gilt  auch  a ,  A.  h.  a^bc=:  0 
«  +  A,  +  c,=  l. 

Bei  dem  dritten  Schema,  welches  für  die  Schrift  von  fnndame 
Bedeutung  ist ,  macht  der  Verfasser  leider  einen  Fehler  (S.  7  —  Ubrr) 
der   einzige,    der    raiv    im   ganzen    Boche  aufgefallen):    er  giebt  «wei 
kiKrungen,  die  einander  nicht  decken  nnd  von  denen  nur  die  zweite  die 
richtige,    im  Einklang   mit  allen   fernerhin  gemachten  und  beabsichtigten 
Anwendungen    befindliche    ist.     Die    Einkleidung   in    Worte   ist  bei 
durch  dieses  Schema  darzustellenden  Behauptung  zudem  verfänglich  wi 
der  Synonymitftt  der  Conjnnctionen  „  wenn  "  und  „wann  "  (; 
„falls",   „immer    dann,    wenn"   etc.).    die,    hitnfig   für  einander  setd 
hier  einen  wesentlich  verschiedenen  Sinn  geben.     Aus  diesem  Gruad«': 
es   aber  auch    lehrreich,    einen    Angenblick    hierbei    zu    verweilet 
Schema   soll    die  Behauptung  | — a,    d.  h.    dass    u   gilt,    knüpfen 
nach    dem   ersten    Schema    dargestellt    gedachte  Vorausscl; 
oder  A,c  =  0;  es  sagt  also:  Ks  gilt  n ,  sobald  fi  gilt,  wann  c  gilt, 
genancr:  Nehmen   wir  die  Voranssetsung  des  Sntzes  aU  erfüllt  »n 
die   Möglichkeit   von   ft,c    {d.    h.    Geltung    von    e   ohne    die    von    . 
geschlossen ;   es   bleiben    dann    nar   die  Möglichkeiten    übrig ,    die 
(ft|C),  =  ö  +  f,  =  fc»-,  +*i:  4-Ä|Cj  =  6c  +  c,     verschiedentlich 
fassea    können.     Für    alle  diese  noch  übrigen  Möglichkeiten  solle  onu  a 
gelten.     Dieses  spricht  mithin  di«  Gleichung  aus 

n,(6,c),=0,  m.  a.  W.  n,(h  +  c,)  =  0  oder  auch  a-f-6,c  =  l.  M 
(Erwähnter  Fehler  des  VerfasserB  besteht  im  Grunde  nnr  darin,  dan'^| 
die  Negation  von  6,  r  in  der  ersten  Gleichnng  wegISsst,  also  n, '',  c=7 
als  erste  Interpretation  seines  Schemas  angiebt,  indem  nach  dem  Wort- 
laut dasselbe  „den  Fall  leugnet,  wo  c*  bejaht  wird,  b  und  a  aber  ver- 
neint werden".) 


llOIl) 
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*  Ich  bediene  mich  hier  anderer  Bachetaben ,  da  mir  die  häufig  von  dem 
fusser   ganz   nnnOthigerweise   beliebte  Abwechselung  in  der  Wahl  der  Buchsl 
(vgl.  E  ß,  S.  23  und  2*)  nur  die  Ueberaicht  zu  erschweren  und  einigermassen 
im  guten  Qeschmack  zu  ventosseo  sobeint. 


] 
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Würden  wir  jetzt  als  Bedentnng  des  Schemas  die  Änssage  liinstellen : 
b  von  c  bedingt  wird,  so  gilt  n",  was  »ich  dftr  Kweiton  (riclitig 
rstandeu  immerhin  correclen)  iDterpretAtion  des  VprCassers  ziemlich 
anschlifSBt ,  ho  würde  es  dem  gemeinen  Vorstands  unfasBlmr  ei- 
■cheinen,  dass  dieser  Satz  völlig  gUicIiliedenlPiid  ist  mit  diesen  beiden 
sQsammcngenommen :  „wenn  0  gilt,  gilt  «",  sowie  auch;  „wenn  r  nithl 
gilt,  so  gilt  r".  Und  doch  verhält  sich  dies  so,  da  in  der  Tbat  die 
Gleicbnng  n,(6  +  C|)=0  zerOillt  in  die  beiden  n,*  =0  and  o,p[  =  0.  Die 
Schwierigkeit  rührt  daher,  dass  dnrub  die  Fassung  des  Satzes  —  sowohl 
dnrch  den  Gebranch  der  Partikel  „wenn"  statt  „so  oft",  als  aach  durch 
die  Beeeicbunng  der  Beziehung  als  ein  Bedingtsein  (bei  Fr.  eine  „notb- 
wendige  Folge")  —  der  Leser  disponirt  wird  %n  folgender  Anfrasenng: 
Entweder  wird  l>  von  c  stels  (gewisser massen  ursKcblicb)  bedingt,  und 
dann  gilt  gewiss  a ,  oder  Jenes  ist  nicht  dnrchaus  der  Fall,  und  dann  ist 
die  Aussage  inhaltlos,  giebt  uns  keinerlei  Ini'orraation  über  die  Geltnng 
oder  NichtgeltUDg  von  a.  Letzteres  sollte  eben  nicht  gemeint  sein  — 
im  Gegentbeil:  auch  wenn  das  Bedinglsein  des  li  dnrch  e  zeitweise  nicht 
zutrifft,  soll  doch  fUr  die  anderen  Fälle  das  Schema  noch  Etwas  aus- 
sagen, behaupten,  dass  a  gelte.  Die  conditionale  Fassung*  verleitet  also 
BU  einer  Anftnssung  der  Prämisse  als  einer  nilgemein  giltigen,  die  hier 
nicht  beabsichtigt  sein  sollte,  zu  einer  Unterste llnng  von  „Allgemeinheit" 
—  über  welche  letztere  der  Verfasser  übrigens  später  (S.  19J  noch  sehr 
berechtigte  Betrachtungen  anstellt. 

Um  nnn  z.  B.  das  disjuuctive,,oder"  darzustellen,  nHmlteh  ansindrücken, 
dasH  a  oder  aber  h  gelte,  bedarf  Verfuser  des  Seheroas: 
was  gegenüber  der  Boole' sehen  Schreibweise:  ab^-^-/t^b=  1 
oder  auch  a!i  +  'i,fr,=0  entschieden  schwerföllig  erscheint. 
Von  der  „Darstellung  ...  einiger  Urtbeile  des  reinen 
Denkens"  Führe  ich  zur  Veranschaulichang  ein  Beispiel  an. 
Soll  heissen:  wenn  n  von  ti  nnd  r,  auwie  6  von  e  bedingt      ' 

c    gilt,    so    gilt   a.     Nach  Boole  wSre  dies  so 
darzustellen  :    wenn   Sj  b  c  =  0   und   6^  e  ^  0 ,    so    ist    auch 

-  0.     Beweis :  1   1  (, 

ii,c  =  n,(/i  +  6,)c  =  n,6c  +  a,.6iC  =  0+o,.0  =  0.  ' c 

Doch  können  wir  das  Gänse  auch  in  einer  Formet  schreiben,  nftm- 
,Ueh  nach  Belieben: 

+  c,  +  6,r  +  a,6c!=l   oder  auch  a,c(6  +  rj  (rt +  6,  + c,)  =  0. 
Die  letzte  Form   Ist   am    bequemsten  (durch  Ansmultipliciren)   als  Iden- 
tität  zn    veriticiren ,    da   hierbei    immer   Factoren   zusammenkommen ,    die 
•Is  Negationen  von  einander  sich  gegenseitig  ausscbliessen  nnd  das  Pru- 
änct   0   geben.     Aus    der  letzten  Form  liest  man  auch  (von  rechts  nach 


SflnAilbar  ntna«  ich  mich  dieser  Fosanng  nachher  doch  noch  be^anea. 
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links  gebend)  bequem  die  vom  Veir(»aaer  gewünschte  luierpietation  \ 
auK,  indem  innn  nnr  znr  Riclitschanr  nimmt,  duBs,  wenn  i 
NdII  gleichgesetzten  Producte  ABC  ...=0  einige  Factoren  ...  C,B  gleieli 
1  geseixt,  d.  h.  als  waht  angenommen  werden,  (das  Prodact)  der  iibriee(ii) 
A  verschwinden,  il.  b.  J,  wabr  sein  muss. 

Wenn  Jemand  einen  Vorzug  der  Frege'acbcn  Schreibweise  ilario 
erblicken  wollte,  dass  derselbe  sieb  nnr  einer  einbeitlicben  Verknüpfn&gt- 
weise  seiner  Urtbeila-  (oder  besser  Scblnse-) Glieder  bediene,  wahrem] 
Boole's  Calcnl  auseer  der  (ja  aucli  vom  Verfasser  vollauf  verweDdeteo) 
Negation  »weierlei  verknüpfender  Operstionen  (+  and  X)  bedürfe,  so 
kann  damit  gedient  werden,  dass  der  letztere  Jenes  ebenfalls  so  leislea 
vermag,  und  zwar  auf  vier  Arten.  Rein  multiplicativ  geBuhriebeo  lautet 
X.  B.  die  letztere  Formel:  «,  c(A,  c),  rij,(/c)|  =  0  nnd  die  Opposition  würde 
bierzu    ancb    eine    rein    additive    Formel    liefern. 

Nichts,  da   eine  Gletebnng   doch   selbst    eine  behauptnng  ist,    ancli  ■ 
solche    als    logiscben  Factor   elc.  anftreten  zu  lassen,    also  eq  scbieib^ 
a,c((<,c  =  U)(a,("--  =  0)=O,    woaa    es    wiederum   ein    duales  Gegeni 
giebt. 

Ancb  Verfasser  wendet  IdentitSten  als  Schlnssglieder  as.  Formela 
sind  als  Operationsglieder  zuerst  vielleicht  von  Kob.  Grassmann  an- 
gesetst  worden,  jedocb,  scheint  mir,  in  einer  n n statthafte n ,  nämlicb  den 
Principien  iseines  eigenen  Oalculs  nicht  conformen  Welse,  indem  «r  sie 
dabei  stets  durch  das  Plus-  anstatt  des  Maliteicbens  verknüpft. 

Uebrigens  hat  es  keinen  so  grossen  Weitb,  es  streift  an  Pcdan(eri< 
die  vorkommenden  Sätise  jeweils  wirklieb  in  einer  einzigen  Formel  ans- 
zusprechen.     Man  kann  sieb  füglich  begnügen,  ein-  l^r  allemal  die  ]| 
licbkeit  davon  theoretisch  erkannt  an  haben. 

Wir  stellen  hier  noch  einige  von  den  „Urtheilen  des  reineu  Deitki 
mit  den  Nammeru  des  Verfassers  in  der  Schreibweise  a 
sich  au  LeibniK-Boole's  Calcnl  anlebni: 
lJo.i«-y,    5)a,<:(h^-f,)("^-^)=^0,    l}a,cdib  +  c,+d,)^a  +  t,;)4 

U)  o,ft(fl  +  *,t)  =  0,      12)  «,c6rf(«  +  t,  +  f,  +  rf,)  =  0, 

21)  a,(t  +  c,)(c  +  (/,)(o  +  i,ri)  =  0.      24)   a,(-<-(a  + c,)  =  0,      27)  a,a  =  0, 

28)  ft«,(a  +  fc,)  =  0,      33)  6,o,(«4-'')  =  0.      46)  a,C« +  q)  ("  +  «)  =  ». 

51)  a,(6  +  c)rf(«  +  M('"  +  q  +  rf,)  =  0,  etc. 

Die  BÜmmtlicben  auf  H.  25  bis  50  von  dem  Verfasser  Eusammen- 
gestelllen  und  abgeleiteten  „ürtlieile  etc."  würden  in  vorstehender  Weise 
bequem  anf  dem  Raum  einer  Iial  beu  Druckseite  wiederzugeben  sein 
und  würden  zQgleicb  (durch  mentales  Ausmultipliciren)  sofort  als  evident«, 
nämlich  auf  die  Identität  27)  hinauslaufende  sich  eu  erkennen  geben. 
Verfassers  Formelsprache  huldigt  in  der  That  nicht  allein  der  japsuiachea 
Sitte  einer  Vertical»;cbrift,  sondern  bedingt  ancb,  dass  die  8eite  bei  ihm 
nar  aia«  ZeÜa   bat  a4ef  ailenfalla,    nena  wir  die  zur  Erläuteroog  bea< 


)  würde 
biD4«^ 
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gegebene  Colomne  mitrechnen,  zwei  Zeileal  Die«e  nngeKeure  Baninrer- 
aehwendang,  welche,  wie  hiernach  erBichtlich,  der  Frege'schea  „  Be- 
griffsBchrift"  in  typographischer  üitiBicht  eigen  ist,  dUrfte  aber  —  wenn 
anders  noch  von  einer  Wahl  die  Rede  —  definitiv  den  Ausschlag  au 
Gunsten  der  Boole'schen  Schule  geben.  —  Im  Uebrigen  erscheinen  diese 
zahlreichen  vom  Verfasser  dargestellten  ,,Urtheile  etc.",  von  welchen  ich 
oben  noch  die  interessantesten  heran ezngrei Ten  suchte,  als  loginche  Iden- 
titäten, die  grösstentheils  keiu  sonderliches  Interesse  darbieten.  Zu  rttgen 
ist  auch  der  denn  doch  übergroase  Mangel  an  Systematik  in  Hinsicht  auf 
Anordnung  and  Auswahl  der  SStze,  auf  welche  ja  allerdings  der  Titel 
des  Abschnittes  Verzicht  leistet.  Dazu  finden  auch  zahlreiche  Wieder- 
holungen statt,  welche  sich  nur  durch  die  Keihanfolge  der  Facturen 
unterscheiden  oder  dadurch,  dass  für  ein  Element  seine  zweimalige  Ne- 
gation gesetzt  ist.  Nachdem  jene  CommulativitSt  oder  diese  Ersetzbar- 
keit einmal  erknnnt  und  an  möglichst  ciorachem  Schema  siebtbar  gemacht 
ist,  erscheint  es  milssig,  sie  anch  bei  complicirtereti  ßxempeln  immer 
wieder  zum  Ausdruck  m  bringen.  Endlich  wfiren  überzählige  (d.  h. 
in  den  Übrigen  mitentbaltene,  entbehrliche)  PrÜmissen  der  Urtheile  resp. 
Schlüsse  nnd  damit  einige  von  diesen  selbst  zu  unterdrücken,  vergl. 
St.  3),  4),  32),  45). 

Verfassers  Methode  des  JÖchlieasens  besteht  im  Wesentlichen,  direct 
'«der  mittelbar,  darin,  aufznzäbleD  nnd  an  resnmiren,  welche  FXUe  übrig 
bleiben,  wenn  mau  die  durch  die  Prämissen  ausgeschlossenen  aus  der 
Gesammtheit  der  überhaupt  denkbaren  Fälle  weglässt. 

vorangegangenen  Ausstellungen  berttbrnn  nicht  die  Klarheit  nnd 
Lesbarkeit  des  Buches,  welches  iu  anderen  Partien  wieder  Werthvolleres 
darbietet,  und  nach  den  oben  gegebenen  Vorhildorn  wird  .Jeder,  der  es 
wünscht,  sich  die  Formeln  leicht  in  die  bessere  Darstell nngs weise  um- 
nhreiben  können. 

Es  ist  ein  von  Vielen  gefühlter  nnd  neuerdings  gegenüber  Jevons 
Ton  Wundt^)  sehr  treffend  illustrirter  Mangel  von  Boole'a  Theorie, 
dass  particulare  Urtheile  nur  einen  unzulHnglicben,  streng  genommen  gar 
keinen  Ausdruck  in  ihr  finden.  Der  unbestimmte  Factor  d,  dessen  sich 
Boole  bedient,  um  z.  B.  im  ersten  Tbeil  des  Logikcaiculs  in  Gestalt  von 
den  Satz  anszudrllckeni  „einige  o  sind  b",  entspricht  seinem 
Zwecke  darum  nicht,  weil  diese  tileichuug  durch  die  Annahme  ti'=uh 
fftets  identisch  erfüilt  wird  —  auch  dann  sogar,  wenn  kein  a  ein  b  ist. 
In  dem  „die  Allgemeinheit"  behandelnden  Abschnitte  trifft  nun  Frege 
nit  Recht  solche  Festsetzungen,  welche  ihm  gestatten,  anch  solche  Ur- 
theile unzweifelhaft  auszusprechen.  Ich  will  ihm  hierin  nicht  eclavisch 
folgen,  vielmehr  zeigen,  wie  darin  nicht  etwa  eine  Rechtfertigung  seiner 
Bonstigen  Abweichungen  von  Iloole's  Schreibweise  zu  finden  ist,  sondern 
•ach  bei   der   letztereu   die  analoge  Modification   oder  Erweiteraog  mit 


Leichtigkeit  sich  anbringen  lässt.  Verfasser  erreicbt  Jene«  im  Weseatli 
dadarch,  dsss  er  golhische  Buchstaben  in  der  Bedeutung  ron  allgemeia 
Zeichen  einführt  und  eine  Schreibweisn  verabredet,  diese  Allgem 
zu  negiren  —  wozu  ich  jetzt  einen  darüber  gesetzten  Strich  i 
will.  Sagt  die  Gleichnng  /"(o)  =  l  ans:  slle  I  hhben  die  Eigenechaft  /, 
DO  wird  !/'(d)l,  i>der  kürzer  fj(t)^l  anasagen:  alle  fl  haben  die  Eigen- 
schaft Nichl-^.  d.  h.  allen  fl  fehlt  die  Eigenschaft  f;  dagegen  /  (■)  =  I 
wird  aussagen:  aichl  alle  S  haben  die  Eigenschaft  f,  oder:  einige  a  haben 
nicht  die  t^igenschaft  f.  Sagt  (ebenfalls  an  Frege  anschliessend t  di« 
Gleichnng  Pit)  IU(i)  =  i\  aus;  kein  /H  ist  ein  P,  so  wird  die  Gleichnng 
P(i)M{i)  =  (i  verneinen,  dass  die  vorhergehende  fflr  jede  Bedeatoog 
von  B  wahr  sei.  mithin  ansdräcken,  dass  es  mindestens  ein  I  gebe,  fBr 
welches  jene  falsch  wird,  oder  dass  einige  M  auch  P  seien  etc. 

Man  kann  sich  hier  übrigens  auf  verschiedene  Weise  helfen,  z.  B. 
(firoodgedanke  vrjn  Cayley)  dnrch  ein  Zeichen,  wie  4'  ^'  „nicht 
gleich",  wo  dann  i-a^Pb  zusamraan  mit  t'a  + 0  oder  noch  kürzer  a6  +  0 
ausdrücken  wird,  dass  einige  a  aach  b  seien.  In  anderer  Weise  füllte 
feirce*'')  die  erwähnte  Lücke  ans. 

Ganz  rigenthüintich  nnd  sehr  umfassend  ist  die  Deutung,  welche 
Verfasser  dem  Begriffe  der  (logischen)  ,,  Function "  giebt.  Diese  geht 
viel  weiter,  als  alle  früheren  Erklärungen  'und  scheint  mir  nicht  ohne 
Berechtigung  zu  sein.  Der  Raumbeechräuknng  wegen  will  ich  jedoch 
in  Bezug  hierauf  auf  die  Schrift  selbst  verweisen  und  blos  noch  anführen, 
dass  mir  durch  die  Güte  des  Verlegers  ein  Separatabzug  aus  den  Sitznnga- 
berichten  der  Jonaischeu  Gesellschaft  für  Med.  n.  Naturw.  (Jahrgang 
1879,  Sitzung  vom  10.  Januar)  zugestellt  worden  ist.  nach  welchem  Ver- 
fasser dort  zwei  Anwendungen  seiner  „BegriffsBchrift"  vorgetragen  hat, 
die  eine  zur  Darstellung  einer  geometrischen  Beziehung  (dass  drei  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen),  die  andere  einen  zahlentheoretischen  Satz  be- 
treffend, welche  in  der  That  geeignet  sind,  die  von  ihm  beabsichtigte 
Verwendungsweise  seiner  „Schrift"  —  weniger  allerdings  deren  Nntzen 
—  zu  verdeutlichen. 

Der  ,. Anhang"  der  „Begriffsschrift"  behandelt  „Einiges  ane  einer 
allgemeinen  Reiheiilebre"  und  sieht  sehr  abstrus  ans,  die  Schemata  sinil 
mit  Zeichen  überladen.  Hier  wSre  zu  wünschen,  dass,  wenn  dnch  ein- 
mal neue  Zeichen  fUr  gewisse  im  bisherigen  System  darstellbare  com- 
plicirtere  Beziehnngen  eingeführt  werden  aollen,  diese  einfacher  gew&htt 
würden  (sei  es  selbst  vorUberg«hend  auf  Kosten  der  AnsdrucksfUlle). 
Solcher  Beziehungen  kommen  drei  vor,  welche  das  Folgen  eines  Elementes 
auf  ein  anderes  in  einer  gewiesen,  sehr  unbestimmt  gelassenen  Art  von 
„  Reihe ",  die  „Vererbung "  einer  Eigenschaft  in  derselben  von  einem 
Element  auf  die  folgenden  nnd  die  .,  Eindeutigkeit  eines  (nicht  nSher 
ehvmktenÜTteo)    Verfahrens"    betreffen.     Die   „Reihe"    ist   nur   dadnich 


r 


ikennseichnet,  dus  eine  gewisse,  ttbrigens  allgemein  gelsuene  Art  des 
Portscbreitens  von  einem  Element  znm  anderen  möglieb  ist  —  ich  vill 
etwa  sagen,  dass  ein  gewisses  Schlnsarerralireo  von  einem  Element  mm 
anderen  hinföbrt.  Hier  können  natürlich  die  Schlusewegc  sich  eventnell 
auch  selbst  durcbEchneiden,  gabeln  nnit  wieder  ansammenlaufen,  nnd 
thut  sich  Verfasser  auf  die  grosse  Verallgemeinernng  etwas  zn  Gnte,  die 
dadurch  dem  Begriff  der  Reilie  gegeben  wird.  Mir  scheint  indess  eine 
solche  Veraltgenieiiierung  keineswegs  wünscbenswerth;  vielmehr  balle  ich 
darur,  dass,  wenn  die  anBchauliche  Anordnung  der  Elemente  längs  ge- 
rader   Linien    nebensächlich ,    unmotivirbar    oder    aoznlässig    wird ,    statt 

,Reihe"  dann  einfach  die  Bezeichnung  als  „Menge"  lesp.  „System"  oder 

iMannigfaltigkeit"  au  gebrauchen  wäre. 

Nach  seiner  Angabe  bat  Verfasser  die  ganze  Arbeit  in  der  Absieht 
anternomnien ,  am  über  die  logische  Natur  der  arithmetischen  Urtheile 
zn  völliger  Klarheit  zn  kommen  nnd  znnttchst  za  veranchen,  „wie  weit 
man  In  der  Arithmetik  durch  Schlüsse  allein  gelangen  könne".  Habe 
Jeh,  was  Verfasser  sucht,  recht  verstanden,  so  möchte  auch  dieser  Punkt 
namentlich  durch  Hermno  n  G  rassmann's  scharfsinnige  Untersnch- 
;en  —  schon  groseentheils  erledigt  sein.  Bei  dem  ungleich  grösaeren 
Umfange  aber,  welchen  die  Literatur  der  einschlägigen  Bestrebungen  auf 
diesem  Eelde  besitzt,  erscheint  jedenfalls  der  Wunsch  nicht  nngerecht- 
fertigt,  dass  es  dem  Verfasser  hier  besser  gelingen  möchte,  das  schon  Vor- 
handene z»  berücksichtigen.  Mögen  indess  meine  Bemerkungen  überhaupt 
die  Wirkung  haben,  denselben  im  weiteren  Verfolg  seiner  Forschungen 
>n  fördern ,  nicht  aber  zn  entmnthigen-. 

Ich  glaube  mir  schliesslich  den  Dank  aller  für  die  neuere  analytische 
IGntwickeInng  der  Logik  sich  Interessirenden  zu  verdienen,  zugleich  be 
bflglich  der  mir  bei  Abfassung  meiner  Sclirift*)  noch  nnbekannt  gewesenen 
Vorgüngigen  Arbeiten  einer  Pflicht  nachzukommen,  wenn  ich  nachstehend 
ptne  Zusammenstellung  der  einscblKgigen  Schritten  gebe,  soweit  sie  zu 
feiner  Kenntniss  gekommen  nnd  eich  nicht  bereits  in  dem  Literalurver- 
fteicIinisB  von  6)  finden. 

f  1)  Witliim  Stanley  Jevonm  Pure  logic ,  or  tke  logtc  of  qvality  apart 
wnm  quantity  ictth  reiuarks  im  Soale'g  nynttm  and  im  üir  relation  of  logic  and 
mathniMtiai.     London  &  NeK-York  1864.    87  8. 

m        V)  Den. :  Tlit  nut/ttitution  of  »imtlam,  the  true  principU  of  rcamning, 
mirived  from  a  tnodificatwii  nf  AriHiAW»  diclutn.    London  I8GS.    SC  8. 
k         3)   Ders.:    Tbc   principle»  of  »eitnee,   a  irtaiite  oti   logic  and  teieiUific 
muthod  —  ein  sehr  bedeutsames  Werk,  dessea  B.  Aufl.,  London  1370,  786  S.,  mir 

C  *)  Charltx  S.  Peircr  (Tliree  jiaiier«  im  Ittgii:,  rtad  befort  the  American  iwxi- 
nny  of  art»  aitd  »cieneex  1867).  I.  U><  an  iniitroremetit  in  B  na  W t  calculu!'  of  logic. 
R  £60-261.    U.  On  the  natural  cta/ai/ieatinn  of  argumenta.  S.  sei~287.   Jll.  On  u 


1867,  Schrift  1  sntioipiTt  TenobiedeDfl  ErgebsiiM,  tu  weJofaen  auch  BeeenHnt  ia I) 
gelangt  ist. 

5)  Den.:  Dereription  of  a  nolatiim  for  tht  logic  of  relative»  resulting  ftvm 
an  amplificatiim  of  Ihe  aticepliotia  ofBoole'n  calcvlw  of  logic,  rxtraeteti  front  tlu 
mtmoirs  of  Ihe  American  acadany,  imI.  IX.  Camhridge  ISTO,  IV.     63  S. 

6)Ernst  8chrSder:  Der  Operatiomkreis  det  LogikkalkuU,  Leipzig.  Teabner 
1817.    ST  S. 

7)  J.  Delhiieuf:  Ijfigiqve  algorithmiqiif.  Lügt  rt  Bruxeiles  1W7,  99  S, 

8)  JlughJUeColl.-  Ute  cnkttlw  of  tqm'f'ilenl  stulfiiieritn  <ind  itdegratioti  ItmtU, 
Pror,(e-Ung»  of  the  Lonäim  malhematicol  socitig.  i'ii).  IX,  1S77/7S.  S.  9— !<>,  177— IBS, 
Der  ente  Theil  giebt  eine  intereasant«  Anwendung  dei  Logikcaiculs  lur  (rmn 
mechaniacbeai  LOinng  des  ProbleniB:  venu  bei  mehrfacben  Integralen  iwisdieB 
variablen  Oreniea  die  Int^rationBfolge  beliebig  abgeändert  wird ,  die  seoeD  Gno- 
len  zu  beetiiDinen.  Den  «weiten  Theil  verdirbt  der  Umstand,  dass  der  Autor  lot 
DaratelluDg  der  unsymmetriecben  Beeiebung  der  Unterordnung  and  Nichtunt«rord- 
uuDg  BjmmetriBche  Zeichen  einftihrl  t:  und  ~).  infolge  desKen  er  richtig  selbet  in 
Confuaion  ger&th. 

9)  Wilhelm  Wundt:  Logik,  eine  Uutenncbung  der  Friucipieo  der  Erkennt- 
nias  und  der  Metiioden  wisBeDHchaftÜcher  Forschung,  I.  Bd.:  ErkenutnisBlehie 
StDttgart  1980,  bSb  S.  —  Dem  LogikcaJcul  widmet  da«  Werk  bi  Seiten.  Dürfte 
darin  auch  Eituelnes  zu  beanstanüea  sein,  so  let  docli  tu  begrüasen,  dase  PbUo- 
Bopben  TOD  Fach  beginnen,  die  muthematiache  Reform  der  Logik,  wie  de 
e»  verdient,  zu  beiückiicfatigen. 

Karlsrnhe.  Ernst  Soikop.DE^H 


Zur  Onchiohte  der  Tbeorie  der  alliptischGii  Tianiceadsnteii  in  den  Jahrra 
1826—1829.  Von  Leo  Kömgshehübu.  Leipzig  1879.  Verlag  vod 
B.  G.  Tenbner.  104  S. 
Die  sehr  dankenswertbe  Schrift  des  Herrn  Königsberger  enthält  eine 
detaillirte  Schilderung  der  ersten  Arbeiten  über  die  Theorie  der  elUpti- 
ecbnn  Pnnctioneo  Ton  Abel  nad  .Tacohi,  und  zwar  für  den  Zeitraam 
IS26-I829,  also  von  der  Begründung  des  „Journal  fUr  Mathematik" durch 
Urelle  big  2a  Abel'aTode.  Eine  äuaserc  Veranlassnng  zn  dieser  Dar- 
stellung bot  dem  Herrn  Verfasser  das  Hin f zigjährige  JubilXum  von 
Jacohi's  ..Fniiilametila  novo  fttncitonum  elliplicariim'-,  deren  PnblicatioD 
am  wenige  Monatp  dem  Tode  Ahel's  vorausging.  Es  ist  sflbetvertitiind- 
lieh,  dass  ein»  Darlegung  der  Verdienste  von  Abel  und  Jacuhi  einen 
korsen  Rückblick  aof  die  Arbeiten  ihrer  Vorgänger  erforderte,  von  denen 
indessen  nur  Legendre  in  Betracht  kommen  konnte  in  Beziehung  auf 
directen  Einflans  durch  gedruckte  Arbeiten.  Die  grossartigen  hinter- 
lassenen  Untersnchnngen  von  Gatiss  sind  am  Ende  der  Schrift  übersicht- 
lich EdsammengostelU  zu  einem  luteresiianten  Vergleich  mit  den  von  Abel 
und  Jacobi  gefundenen  Resultaten.  Mit  Hilfe  der  .,Bxercices  de  ealeul 
iriUyral"  und  des  ..TraiW  des  fonelions  elliplii/uei"  von  Legendre,  der 
AafaHtea  von  Abel  und  Jacobi  in  Band  1—6  des  Crellc'scbctt  J« 


,  der  „Oeuvres  complilet"  von  Äbel^  der  „Ftindamettln"  von  Jsoobi, 
m.  Bandeo    von    „Carl    Friedrich    GanaH"   Wecke",    der    durch 


nrnn!    für   Mathematik" 

udre   und  Jacobi,    eadtich 

n    aus    dem    „Briefwechsel    zwiBchon 

acher"  hat  Herr  Königsberger  ein 

es  Bild  aus  der  t^ntwickelnngsgescbichtn 

itworfen.    ücberall  werden  die  cigeoen  Wnrte 

Stand    gesfitzt   ist,    die  MeiDungen  der  Be- 

lernen,    ein   Verfahren,    welches  der  Schrift 


Herrn  Rorchardt  im  : 
üffentlichteD  Correepnnde 
einiger  Bemerkungen  in 
C.  F.  Gauss  und  H.  G. 
ebenso  anKiehendes  wie 
K'^r  elliptischen  Function« 
so  dass  der  Leuei 
eiligten  direct  kennen 
htm  grotaen  Vortheil  gereicht. 

Nach  einer  gedrängten  Uarlegung  der  Arbeiten  von  Legendre,  gC' 
btgl  von  einigen  interespanten  Notizen  über  Jacobi  und  Gauss,  be- 
pnnen  auf  S.  21  die  üntersncbnugen,  welchen  die  Bchrift  besonders  ge- 
Iridmet  ist.  Znnüchst  werden  die  h  int  erlassenen  Arbeiten  Abel's  be- 
prochen,  an  welche  sich  eine  Darstellung  des  berühmten  Theorems  von 
inschliesst.  Hiermit  in  Verbindung  sind  die  einschlägigen  Arbeilen 
ohi  nnd  Legendre  gebracht,  sowie  ein  Bericht  über  das  Schick- 
er von  Abel  lä2ß  der  Pariser  Akademie  vorgelegten  Abhaiidlnng, 
Reiche  erst  15  Jahre  später  dnrch  Fürsorge  Libri's  in  den  „Memiiires 
iresenlti  par  dii'crs  supums"  veröffentlicht  worden  ist.  Äof  S.  35  flg,  wer- 
||en  die  AufsStse  von  Abel  nnd  Jaobi  näher  besprochen,  welche  eine 
fcrt  von  Wettknmpf  zwischen  den  beiden  grossen  Mathematikern  bezeich- 


^orkoc 

gekommen,  wobei 
noch  nicht  im  Bes 
Wechsel  mit  Lege 


a  Spuren   in   dpn  „Astronomischen  Nachricbtf 

colli  war  Abel  mit  dem  Transformntionsproblem  zuv 

ii   es    bezeichnend    ist,    dass   er    bei    der   ersten  Anze 

lesitz    eines  strengen  Beweises  war, 

ir  vorgeht. 
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B  dem  Brief- 
Auf  S.  43—61  werden  die  „He 
cherchet  mir  Ug  fanrtions  elli/iliyites"  von  Abel  einer  eingehenden  Analyse 
nnlerworfeu  mit  Berücksichtigung  der  gleichzeitigen  Arbeiten  jBcobi's. 
Hierbei  wird  auf  S.  43  eine  von  Jacobi  uiemals  conlestirle  PrioriiÄt 
vieler  Entdecknngen  Abel's  hervorgehoben  unter  besonderer  Betonung 
des  Verdienstes  von  Jacobi  einer  neuen  nnd  selbstständigen  Constraclion 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Der  Leser  lernt  liier  J&cobi 
als  Interpreten  der  Arbeiten  Abel's  bi-i  Legendre  kennen,  welchem 
merkwürdiger  Weise  die  Lectnre  ÄbeTscher  Arbeiten  nicht  besonders 
«ogesagt  zn  haben  scheint.  Auf  die  von  Abel  betrachtete  Theilung  der 
elliptischen  Functionen,  welche  den  zweiten  Theil  der  ..Recherchef  aus- 
machen, werden  Abel's  meisterhafte  Untersuchungen  über  Transformation 
_iD  Kr,  J38  der  „Astron.  Nachr."  erwähnt.  Nachdem  Abel  und  Jacobi 
^n  ihren  ersten  Arbeiten  eine  Art  Parallelismus  gezeigt  haben,  tritt  spä- 
r  eine  Treuanng  ihrer  Wege  ein;  Abel  wendet  sich  der  Untersucbaug 
r . Integrale  zu,  wie  dieses  namentlich  aus  BMaem., f'rM»  iCwte  Ikt 


de$  fonctions  elliptiqxifS"  hervorgeht,  der  letzten  Arbeit  des  groBtcn  Ofl»- 
meiers  in  Crelle'a  Journal.  Jscobi  macht  die  elliptischen  Fnnetionco 
aam  Gegenstand  eingehender  Untersnchnngen,  die  ihn  «nf  die  Theta- 
Tanctinnen  lüliren,  in  Verbindung  mit  einer  Beibe  von  nichtigen  und 
giHnzenden  Enldeckungen,  die  aber  da«  Jabr  1S29  binauDgchen  and  da- 
mit ancb  über  die  Grenzen  des  Bncbes  hinaus.  Auf  S.  81— S6  wird  dtv 
..freds"  von  Abel  besprochen,  dann  folgt  8.  86—93  eine  prXdse  An- 
gabe des  Inhalts  der  „Fiindamfiil-a",  vou  welchem  Inhalte  schon  ein  ai«Bi- 
licher  Tbeil  im  Briefwechsel  mitLegendre  enihalteu  ist.  Li  i  es  er  Brief- 
wechsel, welcher  von  Herrn  Kil  Digsberger  fortwährend  cilirt  wird,  ge- 
hört   20    den  i II teressan teste u  w isa e nach att liehen  Corresjiondepseo,    dnidi 


rdt  der  Geschichte  der  eliip- 
n  Dienst  erwiesen  hat.  Die  letataB 
Konigsberger  den  hinterlassen«!) 
er  Herr  Verfasser  gelangt  dabei  so 
esentlichen  Gran'lzilgen  die  Thenrie 
früher  wie  Abel  und  Jacobi  ge 
l:  Bigentbilmlich  bleiheu  Abel  seine 


dessen  sorgsame  Herausgabe 

tischen  Functionen   einen  sehr  gross 

zelin  Seiten  seiner  Schrift  hat  Herr 

Arbeiten  von   Gauss  zugewandt.     I 

dem  Betultate,  dasa  Gauss  in  den  t 

ü^T  elliptischen  Functionen  30  Jahr 

kannl  habe,  mit  folgenden  Ausnahme 

Untersuchungen  übet  das  nach  ihm  benannte  Tbeorei 

allgemeinen  'rransformation  und   die  Keduction  der  Integrale  algebraischer 

Uifferentiale.     Aus  dem  kurzen  Zeiträume  von  1826—1829  kann  J  «cobi 

für  sich  die  algebraischen  Untersuchungen  ans  der  Theorie  der  elliptischen 

Functionen    und    die    Einführung    der   Thetafunctionen    in    die   Integrale 

zweiler  und  dritter  Gattung  als  besonderes  Eigenthum  den  Besultaten  von 

Gauss  gegenüber  in  Anspruch  nehmen- 

Zn  der  sehr  lebendig  gehaltenen  Schrift  des  Herrn  Koni  gsberger, 
welche  gewiss  Vielen,  die  sich  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen besch^fligt  haben,  sehr  willkommen  sein  wird,  erlaubt  steh  der  Re- 
ferent, eiuige  Bemerkungen  beizufügen.  Dieselben  sind  aus  dem  früher 
erwähnten  Briefwechsel  iwischen  Gauss  und  Schumacher  entnommen 
nnd  beziehen  sich  auf  Aensserangeu  von  Gauss  über  Jacobi,  deren 
etwas  schroS'er  Ton  wohl  durch  das  Missvergnügen  hervorgerufen  werden 
konnte,  die  Priorität  einer  Reihe  grossartiger  und  tiefsinniger  Untersuch- 
ungen eingebOsst  zu  haben. 

8<'huniBcber  an  <Ja&ss.     IS27,  Juli  21.* 

„Von  Jacobi  ist  beifolgender  Brief  gekommen,  den  ich  Ihnen  nur 

schicke,  weil  Sie  es  nachdrücklich  verlangten  und  mir  noch  auf  dem  Ei- 

innerungBzettel   notirt  haben.     Seinem  Verlangen  gemSss  will  ich  hinan- 

seticen ,    „dass   er  Legendre's    neues  Werk   damals  noch  nicht  gesehen 


Aus  den  angelogenen  Briefen  sind  nar  die  S'Hte  c 
fibar  »Ibptiichc  Fmtolionea  benehen. 
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habe^;  ich  bitte  Sie  aber  sehr,  wenn  Sie  sonst  mögen  und  können,  sen- 
den Sie  mir  ein  paar  Worte  Anmerkung/* 

Als  Nachschrift  zn  diesem  Briefe  findet  sich: 

9,Bei  dem  Versiegeln  sehe  ich,  dass  Jacobi  sich  gewöhnlich  solcher 
Pettschafte  zn  bedienen  scheint,  die  ihm  nicht  angehören.  Erst  Kff, 
dann  W.B.D." 

Gauss  an  Schumacher.    4.  August  1827. 

„Anbei,    mein    thenerster    Frennd,    schicke    ich    Ihnen    die    beiden 

Jacobi'schen  Briefe  zurück.     Es  scheint  mir  nnn  anch,  nach  Erwägung 

aller  Umstände,  am  schicklichsten,  wenn  ich  dabei  ganz  aus  dem  Spiele 

bleibe." 

Schumacher  an  Gauss.    1827^  Augast  14* 

„Ich  sende  Ihnen,  mein  thenerster  Freund,  noch  folgenden  Brief 
von  Jacobi  (diesmal  mit  seinem  eigenen  Pettschafte  gesiegelt).  Ich  werde 
ihn  einrticken  und  damit  denke  ich,  ist  diese  Communication  geschlossen. 
Einen  Schreibfehler  oben  auf  der  zweiten  Seite  habe  ich  verbessert  und 
lasse  ^'"  ftlr  tp    drucken.** 

Gauss  an  Schumacher.  19.  August  1827. 
„Hieneben  erhalten  Sie,  mein  thenerster  Freund,  zuvörderst  den 
Jacob  loschen  Brief  zurück.  Auch  das  darin  enthaltene  Theorem  wird 
ganz  leicht  aus  meinen  Untersuchungen  über  die  Transcendenten  abgeleitet. 
Aus  einer  Andeutung  Ihres  Briefes  scheint  es  mir  fast,  als  ob  Sie  ab- 
geneigt sind,  ähnliche  nackte  Aufstellungen  von  Sätzen  ohne  Begründung 
in  Ihr  Blatt  aufzunehmen.  Ich  enthalte  mich  ganz,  ein  eigenes  Urtheil 
über  diese  Manier,  die  wenigstens  nicht  die  meinige  ist,  zu  fällen;  aber 
auf  den  Fall,  dass  ich  Ihre  Andeutung  recht  verstanden  haben  sollte, 
bitte  ich  Sie,  wenn  künftig  solche  Briefe  eingehen  sollten,  die  Sie  nicht 
publiciren  wollen,  sie  mir  nicht  zu  schicken.** 

Die  „Communication**,  welche  Schumacher  für  geschlossen  erklärte, 
war  noch  nicht  ganz  beendet,  wie  folgender  Brief  an  Oauss  beweist, 
der  die  Verlegenheit  von  Schumacher  darthut,  als  Mittelperson  in 
Dingen  gedient  zu  haben,  die  ihm  absolut  fremd  waren. 

Schumacher  an  Gauss. 
,Jch  habe  hier,  mein  thenerster  Freund,  einen  Brief  von  Jacobi 
erhalten,  von  dessen  Inhalt  ich  Sie  doch  in  Eenntniss  setzen  muss,  um 
zu  erfahren,  ob  das,  was  ich  ihm  zu  antworten  denke,  Ihren  Beifall  hat. 
Er  schreibt,  dass  mein  Brief  aus  Altona,  der  während  Ihrer  Anwesenheit 
und,  wie  ich  glaube,  mit  Ihrer  Approbation  geschrieben  ward,  folgende 
Stelle  enthalte: 

„Gauss  hat  schon  im  Jahre  1808  die  Dreitheilnng,  Fünftheilung 
und  Siebentheilung  entwickelt  und  dabei  die  neuen  sich  darauf  be- 
ziehenden Modalscalen  gefunden.** 

Hisi.-1{t  Abtblff.  d.  ZetUchr.  f.  Math.  a.  Pbyi.  XXV,  3  ^ 


98  Historisch -literarische  Ahtheilnng. 

Nun  verlangt  er  zu  wissen,  was  ich  mit  dem  Worte  entwickeln 
verstanden  habe?  Ob  es  heissen  solle,  dass  Sie  die  Gleichungen  vom 
9.,  25.  nnd  49.  Grade,  wovon  dieses  abhängt,  wirklich  aufgelöst  und  die 
Wurzeln  algebraisch  dargestellt  hätten  ?  In  diesem  Falle,  setzt  er  hinzu, 
müssten  Sie  im  Besitz  von  Hülfsmitteln  und  Methoden  seyn  und  Schwierig- 
keiten überwunden  haben,  wogegen  alles,  was  er  gethan  habe,  Kinder- 
spiel sej,  indem  die  ganze  allgemeine  analytische  Theorie,  wie  glänzend 
sie  auch  seyn  möge,  nicht  soviel  Schwierigkeiten  darbiete,  als  die  Ent- 
wicklung (er  hat  es  unterstrichen)  selbst  des  einfachsten  Falles,  der 
Dreitheilung  n.  s.  w. 

Ich  denke  nun,  sobald  ich  Ihre  Billigung  weiss,  ihm  zu  antworten: 
„ich  habe  damals  ihm  Ihre  Aeusserungen ,  so  wie  ich  sie  von  Ihnen 
verstanden  zu  haben  glaubte,  mitgetheilt«  könne  aber,  da  ich  in  diesen 
Sachen  fremd  sey,  nicht  verbürgen,  ob  ich  sie  wörtlich  oder  nach  dem 
diesen  Aenssernngen  von  mir  untergelegten  Sinne  übersandt  habe. 
Soviel  erinnere  ich  mich  bestimmt,  dass  Sie  mir  gesagt  hätten,  diese 
Untersuchungen  seyeu  nur  specielle  Fälle  einer  weit  allgemeineren 
Theorie.  Er  ^ürde  also  in  jeder  Hinsicht  am  besten  thun,  bei  Ihnen 
selbst  Auflösung  seiner  Zweifel  zu  suchen." 

Es  ist,  wie  es  mir  scheint,  ganz  unnatürlich,  dass  ich  in  einer  mir 
gänzlich  fremden  Sache  ihm  als  Mittelperson  dienen  soll,  wo  es  weit 
sicherer  ist  und  vor  allen  Missverständnissen  schützt,  wenn  er  geradezu 
an  Sie  schreibt  und  um  Belehrung  bittet. 

Haben  Sie  die  Güte,  mir  Ihre  Antwort  nach  Altona  zu  senden,  wo- 
hin ich  bald  zurückzukehren  denke. 
Von  Herzen  Ihr 

Coponhagen,   1828,  Mai  7.  H.  C.  Schumacher.** 

Gauss  an  Schumacher. 

,, Beigebend  übersende  ich  Ihnen,  mein  theuerster  Freund,  ein  Exem- 
plar meiner  Bestimmung  des  Breitenunterschiedes  zwischen  Göttingen  und 
Altona,  und  bitte,  solches  mit  Ihrer  gewohnton  freundschaftlichen  Güte 
aufzunehmen. 

Ich  kann  Ihnen  nicht  widersprechen,  wenn  Sie  es  unnatürlich  finden, 
dass  Ur.  J.  Sie  mit  Fragen,  wie  die  mir  von  Ihnen  aus  Copenhagen  ge- 
meldete, behelligt,  noch  weniger  es  misvsbilligen  ,  wenn  Sie  ihm  das  An- 
gezeigte antworten.  Die  ausdrückliche  Aufforderung,  sich  deshalb  an 
mich  zu  wenden,  könnte  vielleicht  auch  weg-  nnd  dies  ihm  selljst  über- 
lassen bleiben,  l'alls  Sie  es  nicht  dazu  nothwendig  finden,  für  die  Zu- 
kunft aehnliches  bei  llinen  zu  coupiren.  Schreibt  er  deshalb  an  mich, 
so  werde  ich  ihm  Rede  stehen,  obwohl  seine  Frage  unklar  und,  meines 
Erachtens,  nach  dem  Erscheinen  von  Al)crs  Aiboit  (die,  Ihnen  gesagt, 
mir  von  meinen  eigenen   Untersuchungen  wol   j^   weggenommen  hat,   und 


mit  disBem  znm  Theü  eelbst  bis  auf  die  gewählten  beEeicku enden  Buch- 
fltabeD  öbeTeinatimmt)  sehr  müsflig  ist, 

»StetB  von  Herzen  der  Ihrige 
Göttingen,  d.  30.  Mai  1828.  C.  F.  Gntise. 

P.  S.  Sollte  Ihnen  vielleicht  znflilHg  die  gegenwärtige  Adresse  von 
Dlle.  Sophie  GermaiD  bekannt  oder  ohne  Bclästignng  für  Sie  zu  erfahren 
Beyn,  so  würde  ich  die  Mittheilang  dankbar  erkennen." 
Gegenwärtig  erscheint  die  vornehme,  kalte  Ablehnung  von  Gauss 
gegen  die  Arbeiten  Jacohi's,  nach  Pnblication  der  nach  gelassenen  Ar- 
beiten, vielleicht  gerechtlertigt,  wenn  auch  von  wenig  Sympathie  für  ein 
junges,  feurig  aufstrebendes  Talent  zengend.  Jacobi  hatte  sich  schon 
damals  darcb  einige  Aufsätze  in  Grelle' s  Journal  bekannt  gemacht, 
deren  erster,  merkwürdiger  Weise,  eine  Vereinfachung  der  Untersuchungen 
von  Gauss  über  nähernngsweise  Berechnung  von  Integralen  betrifft. 
(Journal  f.  Math.  I,  S.  301.)  In  directem  Gegensatz  zn  der  etwas  unter- 
geordneten Rolle  Jacobi'G  in  dem  oben  citirten  Briefwechsel  sieht  die 
Aeussernng  von  Legendrc  in  einem  vom  9.  Februar  1828  an  Jacobi 
gerichteten  Schreiben:  „Vous  vous  placez  par  ces  Iravnux  nu  rang  rfcs  meil- 
ieurs  analystes  de  tiölren  epoquc"  (Borchardt.  Journal  LXXX,  8.  226), 
vrelche  Worte  etwas  mehr  wie  ein  Jahr  später  durch  das  Erscheinen  der 
„Fundamenia"  glänzend  bestätigt  wurden.  Ensbpär 


Vioolana  Coppemicns  aus  Thorn,  üeber  die  Ereilbewegungen  der  Welt- 
körper.    Uebrrsetzt  und  mit  Anmerkungen  von  Dr.  C.  L.  Mekzzkr, 
durchgesehen    und    mit   einem  Vorwort  von  Dr.  Mobitz  Cantob, 
herausgegeben  von  dem  Copfkknicus-Vbkein  für  Wissenschaft  und 
Kunst    zu   Thorn.     Thorn    1S79.     Druck   und    Verlag   von    Ernst 
Lambeck. 
Der  ausführliche   Titel    des    hier  genannten    Werkes   genügt   gewiss 
tTollständig,  unsere  Leser  von  dessen  Wichtigkeit  in  Kennlniss  zu  setzen, 
[  ÜB    genügt    aber   auch  aus  anderem  Grunde  dazu,    nna  einer  besonderen 
[  Besprechung  zu  überheben.    Der  Coppernicusverein  bat,  wie  aus  dem  Titel 
f  hervorgeht,    dem  Unterzeichoeten    den    ehrenvollen  Auftrag  ertbeilt,   die 
Menizer'sche  Uebersetinng   durch    ein  Vorwort  einzuleiten.     Was  wir 
über  Nutzen  nnd  Nolbwendigkoit  einer  Uebersetznng  der  „Revolutionen" 
pagen  zu  sollen  glaubten,  haben  wir  dort  gesagt  und  wir  würden  uns  nur 
vollstHudig  wiederholen  können.     Wir  verweisen  deshalb  nuf  jenes  Vor- 
wort selbst,  einzig  und  allein  den  Wunsch  zu  erneutem  Abdruck  bringend, 
mit   welchem   wir   auch    dort  schlössen:    Möge    die  Uebersetznng   das  su 
[  Wege  bringen,  was  mit  ihr  beabsichtigt  wurde,  eine  immer  weitere  Ver- 
■lireitnDg  der  Kenntniss  von  der  ganzen  Bedeutsamkeit  des  Verfassers. 

CA.!t-xüa. 


Histomch-literaTiBche  Äbtheilnnff. 

Lehr-  und  Vebnn^bach  fttr  den  Unterricht  in  der  Algebra  rd  QymDi 
Real-  und  GowerbeBuhulen  von  Dt.  H.  übilehuann,  Director 
Realsctiule  in  Essen ,  nnd  Dr.  J.  Diekmann,  Oberlehrer  am  I 
Gymnasmm  in  Eseen.  EBsen  Ittj  G.  D.  Bädeker,  1878- 
I.  Theil:  Die  Tier  Grundrechonngen.  —  Die  lioearen  Gleicb' 
VII,  117.  I[.  Theil;  Die  Erweiterung  der  vier  Grundrechnung*«. 
—  Die  GleichangeD  zweiteo,  dritten  nnd  vierten  Grades.  III,  121. 
HI.  Theil:  Die  Progressionen,  die  Keltenbrüche  nnd  die  diophui- 
tischen  Gleichungen.  —    Niedere  Analysis.    110.  ^M 

Eb  ist  ein  eigenartiges  Bncli,  welches  die  Verfasser  hier  v^r&fff^H 
lieht  haben,  eigenartig  in  Form  nnd  Inhalt.  Lehr-  nnd  Uebnngeb^l 
haben  sie  es  betitelt.  Die  Anurdnnng  würde  vielleicht  besser  durch  eine 
UmkehruDg  der  beiden  Wörter  bezeichnet-  Es  ist  ein  Uebungs-  and 
Lebrbnch,  welches  den  Schülern  geboten  wird,  eine  ungemein  grosse 
Anzahl  von  Uebungen,  aus  welchen  jeder  Lehrer  wählen  mag,  verbi 
den  dnrch  einen  in  äuBserster  Knappheit  gehaltenen  Text,  zu  welchem 
jeder  Lehrer  seine  erklärenden  ZusKtze  zn  machen  nicht  unterlassen  wi| 
Doi'h  darf.  Diese  Form,  für  RecheubÜcher  auch  sonst  wohl  schon 
gewandt,  ist  fllr  die  Algebra  in  diesem  Umfange  wohl  ziemlich  neu, 
duich  die  Schttizwecke  geradezu  geboten.  Auch  für  die  8cha1e  ist 
Bnchdrnckerkunst  erfunden!  Man  soll  nicht  durch  Dictiren  eine 
Zeil  verlieren,  deren  man  zn  anderen  Zwecken  dringend  bedarf, 
darum  ist  es  wünschenswerlh ,  gedruckte  Ucbiingsbeispiele  zn  besitzen 
grüsserer  Anzahl,  als  sie  durchgenommen  werden  können.  Aber  um- 
gekehrt beruht  nach  der  neueren  Methode  die  Hanpisache  auf  dem  münd- 
lichen Unterricht.  Während  der  Schulstunde  und  aus  dem  Munde  des 
Lehrers  soll  der  Schüler  das  Meiste  sich  aneigoen,  und  darum  ist  es 
geradezu  nolhweodig,  dass  vermieden  werde,  dass  der  Li-brer  ,, Nichts  sagt, 
als  was  im  Buche  steht".  Das  Buch  darf  daher  nur  das  znr  bäDBlicbea 
Wiederholung  Unentbehrlichsie  enthalten,  Anlehnnugspunkle,  an  welchen 
der  Schüler  das  in  seinem  GedächtnisB  unatät  sich  Umherhewegende  sn 
stfltzen  vermag.  So  will  es  uns  wenigstens  scheinen,  die  wir  freilieb  im 
Schulunterrichte  uns  nie  versucht  haben;  aber  wenn  so  gewiegte  Schul- 
männer, wie  die  Herren  Heilermann  und  Diekmann,  Ähnliche  Qt 
sinnungen  durch  ihr  von  uns  besprochenes  Werk  an  den  Tag  legen 
mnss  unseren  Ansichten  doch  wohl  mehr  als  nnr  persönliche  B«echti| 
inne  wohnen. 

Eigenartig,  wie  in  der  Form,  sagten  wir,  sei  das  neue  Bneb 
im  Inhalte.  Die  Verfasser  gehen  etwa  von  folgendem  Gedanken  aus. 
Die  Mathematik  hat  in  den  letzten  Jahrzelmlen  eine  Ansdebunog  ge- 
wonnen, die  es  nicht  mehr  statthaft  erscheinen  ISfist,  den  mathematischen 
Unterricht  auf  den  Mittelschnlen  so  au  beschrünken,  wie  es  noch  in  der 
ersten  HSlfte  uDseres  Jahrhundert»  erlaubt  war.      Dieses  unheimliche  Ge- 
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kjBbl,  Schüler  entlaiseD  su  sollen  .  denen  es  an  der  notbweDdigen  Vor- 
I  bereitnng  sur  WeiterfUhning  ihier  mathematischen  Studien  fehlt,  ver- 
ursacht jedem  sein  Fach  liebenden  Lehrer  Unbehagen.  Es  nmss,  so  sagen 
Alle,  in  der  Sebnle  mehr  geleistet  werden!  Aber  alsbald  geben  die 
Meinungen  wieder  ftuseinsnder.  Während  die  Einen  unverzagt  mit  ihren 
Schalem  au  das  Gebiet  des  Unendlichen  aich  heranwagen  und  Differential- 
und  Integralrechnnag,  ja  sogar  theoretische  Mechanik  dem  Lebrplane  ihrer 
höchsteo  Gymnasialdasse  einverleiben  und  ihre  Schüler  mit  diesen  Theilen 
der  Mathematik  wohl  vertraut  machen  ,  wie  PrüfungSHfheilen  bezeugen, 
welche  ans  vorgelegen  haben,  sind  andere  G^'mnasialmathematiker  —  und 
sie  bilden  wobl  die  grosse  Mehrzahl  —  der  entschiedenen  Ueinung,  jene 
Gegenstände  seien  von  der  Schale  fern  zo  halten.  Unsere  Verfasser  ge- 
hören zu  dieser  Gruppe,  ohne  jedoch  mit  dem  allhergebrachten  Stoffe 
sieb  begnügen  zu  wollen.  Sie  suchen  nicht  einzig  in  den  geometrischen 
Theilen  nach  lilrgänznng,  wenngleich  anzanehmen  sein  wird,  dass  sie  auch 
dort  dem  Fortschritt  huldigen;  aber  gegenwärtig  geben  sie  uns  das,  was 
sie  als  moderne  Schulalgebra  eich  denken.  Sie  bemerken  ausdrücklich  in 
der  Vorrede,  dass  für  jede  Nenernng,  welche  sie  sieb  erlaubt  haben,  eine 
günstige  Erfahrung  vorliege,  welihe  gezeigt  habe,  „dass  der  Gegenstand 
in  einer  Classe  von  mittlerer  Begalinng  ohne  zu  grosnen  Aufwand  an  Zeit 
mit  gutem  Erfolg  behandelt  werden  kann".  Sehen  wir  au,  was  von  den 
weniger  gewöhnlichen  Gegenständen  \a  den  drei  Heften  sich  vorfindet, 
deren  erstes  für  Qnarla  nnd  Tertia,  d.  h.  für  ein  Durchschnittsalter  unter 
Jahren,  das  zweite  für  Secunda,  das  dritte  für  Prima  berechnet  ist. 
Das  erste  Heft  enthalt  Kettenreihen,  d.  h.  Summen  von  Brüchen, 
deren  Nenner  nach  Potenzen  derselben  Zahl  steigen ,  und  dabei  Aufgaben, 
folgende:  Welche  Nenner  haben  die  gemeinen  Brüche,  die  in  Ketten- 
Leihen  nach  der  U»sis  13  verwandelt  eine  einstellige  Periode  geben  V 
uflüsong:  3,  i,  6,  12.  In  demselben  Uefte  ist  die  Lehre  von  den  De- 
minanten  bis  zur  Deoutzung  derselben  zur  Anfläsuog  linearer  Gleich- 
lingen mit  mehreren  Unbekannten  durchgeführt.  Auch  die  homogenen 
,üneareti  Gleichungen  sind  besprochen  and  geben  Antass  zur  EinfUhmng 
idei  Namens  der  Resultante. 

Im  zweiten  Hefte  ist  dem  Rechnen  mit  complexen  Zahlen  beson- 
.ere  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Die  quadratische  Gleichung  mit  einer 
führt  durch  das  Gleichwerden  der  beiden  Wurzelwerthe  zum 
.Begriff  der  Discriminaute,  und  diese  selbst  wird  angewandt,  um  den 
grösHten  oder  kleinsten  Wertb  zu  finden,  welchen  die  qnadra- 
tiscbe  Form  F=aa^ +2h.r  +  c  auzunebmen  im  Stande  ist,  wodurch 
Also  wieder  neue  wichtige  Begriffe  dem  Schüler  bekannt  werden.  Aber 
ijamit  ist  noch  nicht  das  Capitel  erreicht,  auf  welches,  wie  in  der  Vor- 
lYede  zum  zweiten  Hefte  betont  wird,  die  Verfasser  das  meiste  Gewicht 
i.     Dieees  hat  eg  mit  qtiadra tischen  Gletchnngen  mit  melueT«<K  Tl^r 


ciplinen  eo  kennen  lerne,  wie  ein  gegenseitig  sich  stüUeo,  w'w  die  eint 
enr  Gnin<llage  für  die  anderen  dient.  Die  Mathematik  dieser  Encjlüo- 
pädie  zerfällt  in  eine  elementare  und  eine  höhere-  Jene  lehrt  die  Arilh- 
metik  und  Algebrs,  die  Planimetrie,  Stereometrie,  Prujectionslebie  nnd 
Trigünometrie ;  diese  die  anajjrti&che  Geometrie  der  Kbene  and  des  Rau- 
mes, DifTereatiftliechnuDg,  Inlegralrechnnng  und  einen  Abriss  der  Wahr- 
scheinlicbkeitsrecbnuDg. 

Wir  berichten  beute  über  die  erste  Hillfte  des  elementaren  Tbeilet, 
über  Arithmetik  und  Algebra,  welche  in  Dr.  Reidt  in  Hamm  einen 
durcbaua  geschickten  Bearbeiter  gefunden  haben.  Von  deo  einfachnteu 
Voraussetzungen  ausgebend,  hitt  er  den  Gegi-nstand  so  weit  fortgefäbit, 
dass  der  Leser  mit  den  einfachen  Rechnungaver  fahren  an  Zahlen  und 
Buchstaben  mit  Einscbluss  der  einfachsten  Reihen  ,  mit  den  GrundzUgen 
der  Syntaktik,  die  Wahrscbeiulichkeitsrechnung  und  die  Lehre  tod  den 
Determinanten  bis  zur  Multtplicatiou  der  Determinanten  einscbliesBÜch 
inbegriffen,  mit  der  Auflösung  von  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade 
bekannt  wird.  Leichtigkeit  des  Verstfindniases  ist  überall  ein  Ziel  der  Dar- 
fitellnng  gewesen,  ohne  dass  ihr  die  Strenge  znm  Opfer  gebracht  wäre- 
Es  ist  begreiflich,  dsss  ein  Hervorheben  von  Einzelheiten  da  am  leich- 
testen fällt,  wo  man  Ausstellungen  zn  machen  hat-  Man  möge  daher 
unsere  nun  folgenden  wenigen  Bemängelungen  von  diesem  Standpunkte 
aus  betrachten  ond  keineswegs  als  Summe  Dessen,  was  wir  in  dem  Reidt- 
sehen  Buche  als  beraerkenswerth  gefunden  hätten.  Wir  vermiaaen  un- 
gern S,  14  das  Einmaleins,  während  S.  3  dea  Einnndeins  gedacht.int. 
Wir  vermiaaen  diejenige  MultipHcation ,  welche  die  Inder  die  blitzartige 
nennen  und  welche  mit  ihrem  Seitenstück,  der  Fourier'echen  Division, 
wenn  vielleicht  auch  dem  Unierrichte  in  der  gemeinen  Rechenkunst ,  jeden- 
falls dem  wiGseuschaftlichen  Rechen  unterrichte  nicht  fernbleiben  darf.  Wir 
halten  es  ferner  keineswegs  für  genügend,  wenn  S.  25  nur  gesagt  ist, 
„es  empfehle  sich  für  den  AnTanger  zunächst",  bei  der  Division  den 
Dividendas  und  den  Divisor  nach  dem  gleichen  Buchstaben  xn  ordnen. 
Das  ist  überhaupt  nothwendig  bei  jeder  Division,  und  wir  halten  es  fllr 
einen  fast  allgemeinen  Mangel  der  Lehrbücher,  dass  diese  Nothweudigkeit 

nicht  genügend  betont  wird.  Endlich  möchten  wir  für  das  Zeichen  1  I 
des  />'"'  Binomialcoefficienten  zur  n'"'  Potenz,  wo  es  S.  118  zuerst  auf- 
tritt, auch  ein  aussp  rech  bares  Wort  dafür  angegeben  sehen.  Das  häufig 
benutzte  n  über  p  scheint  uns  dazu  sehr  geeignet.  Cantor 

Die  Physik  anf  Omndlage  der  Erfabrnng  von  Dr.  Alb.  Moüssoh,  Pro- 
fessor an  der  achwciieriathen  polyt.  Schule.   3.  Änfl.  Zürich  1879. 
Von  der  dritten  Auflage  dtescs  bekannten  Werkes  ist  bi»  jetzt  der 
ente  Band  erschienen,  die  allgemeine  und  die  Molecnlarphyeik  niafa 
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^Aiithnetilc  nnd  Algab»  von  Dr.  F.Bbidt.  166  S.  gr.  8°.  Breslan  1879. 
Verlag  vou  Bdunrd  Trewendt. 
Das  Schriftcheu ,  über  welches  wir  berichten,  bildet  eine  Äbtiieilung 
eines  Samtnelwerlces ,  über  welches  wir  wenige  Worte  allgemeiuerer  Natar 
ToransK  Uschi  eben  für  nüthig  hnlteu,  Dii^  oben  genannte  Verlagsbachhand- 
Inng  hat  den  Plan  einer  En  cyk  lopädie  der  Natarwiasenschaften 
erfasst,  welcher,  wie  der  Prospect  sagt,  ,,die  AnTgabe  gestellt  ist,  das 
Studium  und  die  Forschung  zu  erleichtern  und  su  berordern,  und  einen 
Boden  au  bihlen,  anf  welchem  die  Wiflsenschaft  fortgepflanzt  und  weiter 
ansgehatit  werden  kann".  Die  Encyklopädie  ist  auf  acht  Abtheilungen 
berechnet,  für  deren  jede  ein  besonderer  Fachredacteur  angestellt  ist. 
Die  Abtheilungcn  sind  der  Keihe  nnchr  1.  Zoologie  und  Anthropologie, 
S.  ßotftnik,  3.  Mathematik,  4.  Mineralogie  and  Geologie  nebst  Palifon- 
lologie,  5.  Physik,  6.  Chemie,  7.  ÄstroDomie,  8.  Pharmakognosie.  Wir 
haben  uatflrlich  nicht  die  Aufgabe,  diese  Fintheilung  selbst  einer  Kritik 
zn  unterwerfen,  sonst  würden  wir  wohl  die  Frage  stellen,  ob  die  achte 
Abtheilung  wirklich  als  selhstständige  aufzutreten  die  Berechtigung  hat, 
oh  sie  nicht,  wir  möchten  nicht  gern  sagen,  nur  eine  Verlegenheits- 
abtheilnng  ist,  nm  die  sechste  Abtheilung  zu  entlasten?  Für's  Erste  sind 
von  diesem  grossen,  auf  viele  BSnde  angelegten  Sammelwerke  nur  die 
erste,  zweite  nnd  dritte  Abtheilung  in  Angriff  genommen,  als  deren 
Herausgeber  1.  Prof.  Dr.  Gustav  Jaeger  in  Stnttgart,  2.  Prof. 
Dr.  Schenk  in  Leipzig,  3.  Geh.  Kath  Dr.  Schlömilch  in  Dresden 
genannt  sind.  Diese  drei  Abtheilungen  sollen  mit  etwa  30  Lieferungen 
Ton  je  9  Oruckbogen  abgeschlossen  sein.  Der  Preis  jeder  Lieferung  stellt 
»ich  auf  drei  Mark  Während  wir  diese  Zeilen  zum  Drucke  gehen,  sind 
neun  Lieferungen  in  unseren  Händen.  Die  Art  der  Behandlung  der  ein- 
steinen  Abtheiluugeo  ist  eine  durchaus  verschiedene.  Die  Zoologie  und 
iDthropologie  erscheint  in  Form  eines  alphabetisch  geordneten  Uand- 
'Qrterbnches.  Für  die  Botanik  ist  „eine  Anzahl  getrennter  kleinerer  oder 
isserer  Abhandlungen,  welche  ein  entsprechend  umgrenztes  Gebiet  der 
nschaft  umfa-isen,"  in  Aussicht  genommen.  Die  Mathematik  endlich 
Boll  nach  der  Absicht  des  Herausgebers  dieser  Äbtheiinng  in  Gestalt  eines 
Handbuches  zur  FrÖrteiung  kommen.  Dem  Mathematiker  die  Uichtigkeit 
dieser  Behandlungswcise  noch  auseinanderzusetzen,  dürfte  unnöthig  sein. 
Der  Mathematiker  von  Fach  holt  sich  vielleicht  Über  einzelne  Dinge,  die 
seinem  Gedüchtniss  entschwunden  sind ,  mit  deren  Ableitung  er  aber 
nicht  erst  Zeit  versäumen  will,  am  liebsten  in  einem  Wörterbuche  Rath, 
eignet  sich  andere  Dinge,  mit  denen  er  sich  nie  beschäftigt  hatte,  nm 
liebsten  durch  besondere  Abhandlungen  an.  Allein  die  Eocyklopädie  der 
id  des  Fachmannes  nur  bestimmt. 


Naturwissenschaften  ist  nicht  für 
Sie  soll  vorzugsweise  dem  allget 
Für  diMfln   aber  igt  erst«  Bedinej 


■in  Gebildeten  sich 

I  er  die  xowihx 
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buch  der  Astronomie,  in  dem  jeder  zweite  oder  dritte  Satz  mit  ,,01111'* 
beginnt;  hat  man  das  einmal  gemerkt,  so  wird  das  Lesen  ganz  unleid- 
lich. Ein  ähnlicher  Fehler  begegnet  dem  Leser  bei  dem  vorliegenden 
Werke  manchmal,  beispielsweise  Band  I  8.  62  oder  69,  wo  fünf  SStxe 
hinter  einander  mit  „nnn^'  angereiht  sind;  an  anderen  Stellen,  z.  6. 
S.  119,  tritt  „dann"  an  die  Stelle  von  „nnn^S  Als  Beispiel  für  mangel- 
hafte Satzbildnn'g  diene  S.  140,  wo  der  dritte  Satz  der  Seite  sieh  drei- 
mal durch  „dass  die"  fortspinnt.  Es  sind  das  Kleinigkeiten ,  aber  besser 
wären  sie  weg. 

Femer  lassen  sich  einzelne  Wünsche  grösserer  Correctheit  der  Dar- 
stellung nicht  unterdrücken.  Ich  habe  schon  früher  (XXIL  Band  dieser 
Zeitschrift)  bei  Recension  eines  anderen  Lehrbuches  der  Physik  dasBedauera 
ausgesprochen,  dass  die  Lehrbücher  der  Physik  im  Allgemeinen  so  schwer  Alt- 
hergebrachtes, Unbrauchbares  abschütteln.  Ich  habe  dort  von  der  unsnläng- 
liehen  Behandlung  der  Waage,  der  zweifelhaften  Begriffsbestimmung  der 
Schwere,  der  mangelhaften  Behandlung  der  elementaren  Optik  gesprochen. 
Auch  dem  vorliegenden  Werke  gelten  diese  Ausstellungen:  in  §  15  s.  B.  ist 
verlangt,  nicht  blos,  dass  die  beiden  Hälften  des  Waagbalkens  genau  gleiche 
Länge,  sondern  auch,  dass  sie  genau  das  gleiche  Gewicht  haben,  was  beides 
mechanisch  unausführbar  ist.  Die  Ueberschrift  des  §26  lautet:  Identität 
der  Schwere  nnd  der  allgemeinen  Anziehung,  und  in  §  25  wird  die  an- 
ziehende Kraft  der  Erde  von  der  Schwerkraft  unterschieden.  In  der 
elementaren  Optikwerden  die  einfachen  Auseinandersetzungen  von  Reu  seh 
ignorirt,  daher  die  Brechung  im  Prisma  (§  136)  einseitig  behandelt,  ebenso 
die  Brechung  an  kugelförmigen  Flächen  (§  145).  Wie  in  einer  Reibe 
von  Lehrbüchern  der  Physik,  wird  auch  hier  (S.  79)  von  Kepler  be- 
hauptet, er  habe  aus  seinen  eigenen  Beobachtungen  seine  Gesetze  ab- 
geleitet. 

Bei  der  Wärmetheorie  würde  wohl  die  Uebersichtlichkeit  gefördert, 
wenn  die  drei  Fälle,  die  zugefübrte  Wärmemenge  als  Function  der  Pressung 
und  des  Volumens,  oder  des  Volumens  und  der  Temperatur,  oder  der 
Temperatur  und  der  Pressung  zu  betrachten ,  neben  einander  gestellt  und 
die  Consequenzen  angereiht  würden,  in  der  Art,  wie  es  Briot  zuerst 
gethan  hat. 

Der  Lehre  vom  Magnetismus  und  der  Elektricität  sind  die  einfachsten 
Sätze  über  die  Potentialfunction,  Niveaufläebe  und  Kraftlinien  voran- 
gestellt, was  bei  der  vielfachen  Verwendung  dieser  Ausdrücke  in  der 
Elektricitätslehre  nur  zu  billigen  ist. 

Abgesehen  von  den  kleinen  gerügten  Mängeln,  wird  das  Werk  jedem 
Studirenden  der  Pbysik  sehr  zu  empfehlen  sein.  p    2ech 
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Für  die  Jahre  1880  bis  1883  sind  von  der  fürstUch  Jablonowsky'- 
BChen  GesellBOhaft  in  Leipzig  folgeilde  Preisaufgaben  gestellt  worden: 

Mathematisch -naturwissensehaftlielie  Seetion. 

1.  Für  das  Jahr  1880. 

'Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtlicher  Thiere 
—  mit  Ausschluss  der  sog.  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weise  aus  einigen 
wenigen  Keimblättern  sich  aufbaut,  entsteht  die  Frage,  ob  der  Antheil, 
welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickelung  der  einzelnen  Organe  imd 
Gewebe  nehmen,  überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine  Frage, 
die  dann  naturgemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt,  ob  dieser 
Antheil  durch  die  specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder 
durch  gewisse  secundäre  Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse  der 
späteren  Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedeutung, 
welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung  der  thierischen 
Organisation  hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegründete  Kritik  der  Lehre  von 
der  Homologie  der  Keimblätter, 
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2.  Für  das  Jahr  1881 

* 

wird  die,  ursprünglich  für  1877  gestellte,  in  diesem  Jahr  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der  nach  Encke  benannte  und  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitraumes  von  1819 — 1848  sorgfältig  untersuchte  Gomet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegimg  Anomalien  gezeigt^  welche  zu  ihrer  Erklärung 
auf  die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da 
indessen    eine    genauere    Untersuchung    der    Bahn    nur    über    einen 


beschrankten  Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobach- 
tungen fleit  1786)  sich  erstrecken,  und  die  von  Asten'schen  Unter- 
suchungen, wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
zu  keinem  definitiven  Resultate  geführt  haben,  so  ist  eine  vollständige 
Neubearbeitung  der  Bahn  des  Encke'schen  Cometen  um  so  mehr 
wünschenswerth,  als  die  bisher  untersuchten  Bewegrmgen  anderer 
periodischer  Cometen  keinen  analogen  widerstehenden  Einfluss  verrathen 
haben.  Die  Gesellschaft  wünscht  eine  solche  vollständige  Neubear- 
beitung herbeizuführen,  und  stellt  desshalb  ^ie  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Encke'schen  Cometen  mit  Berücksicktig%mg  aller 
störenden  Kräfte,  welche  von  Einfluss  sein  Tc'önnen,  vorläufig 
wenigstens  innerhalb  des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen  Zeit- 
raums zu  untersuchen. 

Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor  eventuell  zum  Gegenstand  einer  spätem  Preisbewerbung 
zu  machen.     Preis  700  Mark. 


3.  Für  das  Jahr  1882. 

Für  manche  weniger  erforschte  Gebiete  der  Erystallographie  hat 
sich  das  Studium  der  durch  Einwirkung  von  Losungs-  und  Corrosionfl- 
mitteln  auf  den  Erystallflächen  erzeugten  sog.  Aetzfiguren  in  hohem 
Grade  erspriesslich  erwiesen.  Einerseits  ist  es  wünschenswerth,  die 
zahlreichen,  in  dieser  Hinsicht  an  Mineralien  und  künstlichen  Kry stallen 
gemachten,  und  in  sehr  verschiedenen  Zeitschriften  seit  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  mitgetheilten,  nur  lose  xmter  einander  zusammen- 
hängenden Untersuchungen  kritisch  zu  sammeln  und  von  einem  be- 
stimmten wissenschaftlichen  Gesichtspimkt  aus  zur  einheitlichen  Dar- 
stellung zu  bringen,  insbesondere  aber  auch  die  bisherigen  Ermittelungen 
durch  weitere  neue  zu  vermehren  und  zu  ergänzen,  wobei  noch  die 
früher  weniger  erörterten  Fragen  Berücksichtigung  verdienen,  in  welcher 
Weise  die  Form  der  Aetzeindrücke  von  der  Natur  des  Aetzmittels  und 
von  der  Verschiedenartigkeit  der  Krystallfläehen  abhängig  ist,  femer, 
wie  sich  die  Aetzeindrücke  bei  isomorphen  Substanzen  verhalten.  Anderer- 
seits ist  es  aber  von  noch  höherer  Bedeutung,  wenn  solche  ältere  und 
selbständige  neue  Untersuchungen  dazu  verwerthet  werden,  durch 
Entwickelung  neuer  all«j^emein  gültiger  und  berechtigter  Sätze  unsere 
Kenntnisse  von  den  Cohäsions-  und  Structurverhältnissen  der  Krystalle 
zu  erweitem  imd  die  Frage  zu  lösen,  ob  die  Aetzfiguren  die  Form  der 
den  Krystall  aufbauenden  Molecüle  wiedergeben. 


Die  Gesellschaft  wünscht  daher 

-  eine  Zusammenstellung  unserer  bisherigen  Kenntnisse  und  der  durch 
selbständige  Untersudiungen  nach  den  angegebenen  Sichtungen  hin 
neugewonnenen  Erfahrungen  über  die  Aetzfiguren  der  KrystaUe, 
femer  eine  daraus  sich  ergehende  Ableitung  allgemeiner  Sätze, 
welche  für  die  Auffassung  der  Cohäsions-  und  Structurverhältnissey 
so  tme  der  Molecularbeschaffenheit  der  Kry stalle  von  Wichtigkeit  sind. 
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4.  Für  das  Jahr  1883. 

Unser  Miiglied,  Herr  W.  Hankel,  hat  in  seiner  Abhandlung  »über 
die  photo-  und  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Flussspathes«  (im 
20.  Bd.  der  Abh.  der  Eönigl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.,  12.  Bd.  d.  Abh.  der 
math.-phys.  Classe)  den  Nachweis  geführt;  dass  auf  farbigen  Fluss- 
spathkrystallen  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes  elektrische  Span- 
nungen erregt  werden.  Diese  photoelektrische  Erregung  der  bezeich- 
neten Erystalle  ist  eine  Folge  der  Einwirkung  des  Lichtes  auf  den  in 
ihnen  enthaltenen  Farbstoff;  die  hierdurch  eingeleiteten  Vorgänge 
werden  durch  die  Structur  der  Substanz  in  bestimmter  Weise  beeinflusst^ 
so  dass  die  elektrischen  Yertheilungen  in  strenger  Abhängigkeit  Ton 
der  Gestalt  und  dem  Wachsthum  der  Erystalle  erscheinen.  Dieselben 
stehen  femer  bei  dem  Flussspath  in  engster  Beziehung  zu  den  durch 
Temperaturänderungen  erzeugten  thermoelektrischen  Spannungen^  der- 
gestalt, dass  beim  Belichten  dieselben  Polaritäten,  wenn  auch  in  grösserer 
oder  geringerer  Intensität,  auftreten,  wie  bei  steigender  Temperatur. 
Ob  bei  anderen  Erystallformen  und  namentlich  bei  anderen  Farbstoffen 
die  eben  erwähnte  Beziehung  fortbesteht,  lässt  sich  im  Voraus  nicht  ent- 
scheiden. Für  eine  weitere  Verfolgung  der  elektrischen  Wirkungen  des 
Lichtes  werden  wahrscheinlich  nur  sehr  wenige  Mineralien  ausser  dem 
Flussspathe  tauglich  sein;  dagegen  steht  zu  erwarten,  dass  es  gelingen 
werde,  auf  künstlich  dargestellten,  mit  geeigneten  Farbstoffen  impräg- 
nirten  Eiystallen   die   photoelektrischen  Erscheinungen  hervorzurufen. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  als  Preisaufgabe: 

Die  Nachweisung  und  nähere  Bestimmung  der  durch  JEinunrkung 
des  Lichtes  auf  künstlich  dargestellten  und  mit  geeigneten  Stoffen 
gefärhten  Kry  stallen  hervorgerufenen  photoelektriscihen  Spannungen, 
so  une  ihrer  Beziehung  zu  den  durch  Temperaturänderungen  er- 
zeugtcfi  thermoelektrisclien  Erregungen. 

Preis  700  Mark. 


£.•«  *"iegrfiyhaft  im  bcsaa^i^r^i  FjUe  äoädrücklick  dis.  Gebxaach  einer 
ami«*ngL  Spnebe  ge^itäcsec.  in  datisdifer,  lattimiäeier  odo-  /raHAWÜeier 
SpraeiLe  zzi  TerlkaKn.  moäsiaL  deufilielL  gesehröb^a  qjai  jwjywBrfc.  fioner 
ULic  eiZL<nL  Jüb^^  Tersehot  nud  toel  emesL  T(»rd«geliidn  Cooroc  bcgleilet 
sem.  das  aof  tLsr  AossenätHie  d^d  Mono  «ier  AriKis  trigt.  iBwendig 
den  XarntTi  izzi«i  WoJicorti  des  Yerfakat^eis  Angiefac  Die  Zsfe  d^  Ein- 
senduzig  eiL^iec  mfc  dem  30.  X^j^rembsr  den  ofßojiftjeb^men  JoAr^^  cmd  die 
Z:i*aiiiiiDg  ist  AiL  dfun  S>cii>tÄr  der  •ieseLbcfcaffe  '  l5r  dfts  Jftkr  1Sj?0 
♦ien-  Hoitadi  Pri^lL  Dr.  G,  C^rtmi;  m  ricriteiL  Die  Besuhsfie  der 
PriTiag  der  eingegangenen  Sctriften  w»»rden  «iarch  die  JLexpa^per  Zei- 
tung-*  im  Min  CMier  Aprü  des  fi^Igatden  Jabres  bekssnt  gfiwifktL 

I>ie   gekrooGes  BewerbangssehriftefL   wesden  Eigenfibiim   der  Ge- 
?eIIadiaxL 


Cvtin.    «.  HaikeL    A.  Leskica.    R.  LMckirt 

6.  V«i|L    F.  Zaracki^    F.  ZirinL 


Historisch -literarische  Abtheilung. 


Das  Froblema  bovinum  des  Archimedes. 

Bearbeitet  von 

Dr.  B.  Krumbieqel 

and 

Dr.  A.  Amthor. 


Die  vorliegende  Bebandlang  der  nnter  dem  Namen  y^Problema  hovi- 
num  des  Archimedes*'  bekaDnten  Aufgabe  zerfällt  in  einen  philologi- 
schen und  einen  mathematischen  Theil. 

Der  philologische  Theil  (§§  1  —  3)  ist  von  Dr.  Krambieg el,  der 
mathematische  Theil  (§§4  —  8)  von  Dr.  Amthor. 


§  1.   Oescliiehte  des-  Problema  bovinum. 

Im  Jahre  1773  veröffentlichte  Lessing^)  ans  einem  Codex  der 
Bibliothek  zu  Wolfenbtittel  (77  Gud.  GraecS)  vier  noch  ungedruckte  Stücke 
zur  griechischen  Anthologie,  die  auch  von  Brunck-iTacobs  in  die 
Anihologia  graeca  nicht  aufgenommen  worden  sind.  Dieselben  stehen  im 
9.  Bande  der  Lachmann-Maltzahn'schen  Ausgabe,  S.  285  flgg.  Das 
erste  jener  Stücke  trägt  die  Aufschrift:  y^ngoßkruia^  onsg  *AQXt(ir}ii^g  iv 
iniyQafAfiaaiv  svQtiv  rolg  iv  ^AkB^avÖgfla  tibqI  xavxa  ngayfiaroviiivoig  itixslv 
aniöTStlev^  iv  xy  ngog  'EQaxoa^ivtiv  xov  KvQtivoilov  intöxol'^'*.  Es  enthält 
eine  versificirte  arithmetische  Aufgabe  in  22  Distichen^).     Zugleich  damit 


1)  Zur  Geschichte  der  Literatur.  Aus  den  Schätzen  der  herzogl.  Bibliothek 
zu  Wolfenbüttel.  Zweiter  Beitrag  von  Gotth.  £phr.  Lessing.  Braunschweig  1773. 

2)  Merkwürdigerweise  scheint  Los  sing  diese  Abfassung  iu  Distichen  nicht 
bemerkt  zu  haben ;  festgestellt  ist  diese  Verkennung  bezüglich  des  vierten  der  von 
L.  veröffentlichten  Stücke,  und  zwar  durch  seine  ausdrückliche  Bemerk ung,  dass 
diese  Stücke  (er  spricht  von  den  drei  letzten)  f,in  lauter  Hexametern''  abgefasst 
seien,  während  doch  das  letzte  aus  Distichen  besteht.  Dass  er  auch  im  ersten 
Stücke,  dem  probl.  bov.,  den  metrischen  Bau,  so  seltsam  dies  erscheint,  verkannt 

Hisk-Ut.  Abtblg.  d.  Z«lUobr.  f.  Mfttb.  n.  Phyi«  XXV,  4.  'VQ 
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veröffentlichte  Lessing  ein  in  demselben  Codex  befindliches  Scholion, 
worin  eioe  allerdings  ungenügende  Lösung  der  Aafgabe  ohne  Angabe 
des  Weges,  auf  welchem  dieselbe  gefunden,  gegeben  wird,  und  einen 
Lösnngsversnch  des  Wolfen btittler  Rectors  Ohr.  Leiste.  Lessing  lässt 
es  dahingestellt,  ob  das  Gedicht  wirklich  von  Archimedes,  dessen 
Namen  es  „an  der  8time  führet '',  abgefasst  sei.  Diese  Abstammung  von 
Archimedes  wird  verworfen  von  den  nächsten  Herausgebern  und  Be- 
arbeitern des  Epigramms,  J.  Struve  und  K.  L.  Struve^).  Der  Erstere 
schreibt  es  einem  ungenannten  alten  Mathematiker  zu,  von  dem  er  in 
ziemlich  herabwürdigender  Weise  spricht;  derselbe  habe  durch  die  Lee- 
tnre  von  Hom.  Od.  12,  260flgg.  sich  veranlasst  gesehen,  über  die  Zahl 
der  Sonnenrinder  „ohne  Berechnung  eine  nicht  wenig  verwickelte  Auf- 
gabe zu  entwerfen  und  sie  in  griechische  Hexameter  und  Pentameter 
hineinzudrechseln.  Unter  dem  Namen  Epigramm  schickte  er  also  seine 
Aufgabe  in  die  Welt,  spiegelte  dieser  vor,  sie  sei  von  Archimedes 
oder  gar  noch  älter  und  mag,  so  lange  er  lebte,  heimlich  ins  Fäustchen 
gelacht  haben ,  dass  Keiner  dies  vorgebliche  Archimedische  Räthsel  lösen 
konnte,  sich  bewusst,  dass  es  von  ihm  sei  und  er  selbst  es  nicht  voll- 
ständig zu  lösen  vermöge'*.  Die  Schwierigkeiten  der  Aufgabe,  die  durch 
die  Bedingungen  der  zweiten  Hälfte  des  Epigramms  verursacht  werden, 
beseitigte  Struve  durch  ein  einfaches  Auskunftsmittel :  er  erklärte  v.  31 
bis  44  für  spätere  „Flicken".  Des  in  solcher  Weise  verunglimpften  Ver- 
fassers und  seines  Epigramms  nahm  sich  an  Gottfr.  Hermann  in  einem 
Leipziger  Universitätsprogramm  vom  Jahre  1828*).  Hermann  tadelt 
zunächst  ziemlich  streng  das  Verfahren  und  die  Sprache  der  beiden 
Struve:  ,,horum  lanta  fuH  iascivia,  ut  non  solum  cottiemplim  de  eo  (seil,  epi- 
grammale)  senlirent  abiudicarenlque  ab  Archimedc,  sed  etiam  alter  am  eins 
parlem  ab  obsruro  quodam  homine  ad  ludificandus  maihemalicos  compositum 
existimarent,  Nimirum  Uli  morc  multorum,  qui  autiquitatis  monimenta  trartunt, 
viluperare   et   ut  inepta    reicere   quae   ipsis  molesliam  crearent  quam  accurale 


habe,  ist  deshalb  höchst  wahrscheinlich,  weil  er  die  Pentameter  nicht,  wie  er  sonst 
thut,  eingerflckt  hat.  Auch  seine  Verbesserung  in  v.  14,  wodurch  der  Pentameter 
zerstört  wird,  bestätigt  diese  Verkennung.  Henning  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
XX,  histor.  literar.  Abth.  S.  91)  lässt  das  Epigramm  in  alexandrinischen  Versen  i!) 
abgefasst  sein. 

3)  Altes  griechisches  Epigramm  mathematischen  Inhalts,  von  Lesaing  erst 
einmal  zum  Druck  befordert,  jetzt  neu  abgedruckt  und  mathematisch  und  kritisch 
behandelt  von  Dr.  J.  Struve,  Dir.  d.  künigl.  Gymnas.  in  Altena,  und  Dr.  K.  L. 
Struve,  Dir.  d.  städt.  Gymnas.  in  Königsberg,  Vater  u.  Sohn,     Altoua  \>^2\. 

4)  Wieder  abgedruckt  in  Ojjusc.  Vol,  IV,  S.  288  figg.  Vincent  (s.  unten 
S.  124)  ist  das  komische  Versehen  begegnet,  dass  erHermanu's  I'rugramiii  einem 
Mr.  Thieme  zuschreibt,  weil  d.is  H  'sehe  Programm  die  Einladung.-bchritt  zu  einem 
FcHtactus  (ad  memoriam  Krcgdio-Sternbachianam  ccUbrandami  ist,  hei  welchem  ein 
Student  Namens  Thieme  die  yratiarum  actio  zu  halten  hatte. 


pervesligare  matuerunl",  Hermann  selbst  zweifelt  nicht  an  der  Abfitssung 
dnich  Arohimedes  nnd  gerade  der  »weite  Theil,  der  die  eigenllicben 
Schwierigkeiten  der  Aufgabe  enthSit,  ist  ilim  dallir  beweisend :  „natu  prior 
pars  eilig  mndi  efl,  ul  snlutia  eius  aliquiri  uperae,  nihil  auica  arlis  rri/uirat: 
altern  vero  rl  digna  est  iiigeniu  Archimeäii  et  talia.  ul  rrcle  prouocari  ad  eam 
explicandam  pntuerinl  nohilUstmi  mathemalici".  Aacb  die  Sprache  des  Ge- 
dichts bietet  ihm  keinen  AnstosBi  „ner  mirutn  si  Archimedes  i»  rf  commtmi 
tum  est  pnlriii  dialeelo  usus".  Er  weiflt  ferner  nach,  daaa  jenes  Epigrnmm 
als  das  ^^ößkruta  jSciiixov  dee  Archimedes  „nobile  uptid  veteres  fuiaW 
nnd  bernft  sich  anf  da«  ZenguisB  des  Soholiasten  zu  Plat.  Charmid.  p.  324 
(91  erf.  Ruhnh.),  .in  welchem  ji>  xhiüiv  va  ^Aexiiitldavs  ßotixov  npößXiifiD 
erwShnt  wird.  Hieranf  giebt  Hermann  den  berichtigten  Text  des  Epi- 
gramme sammt  dem  Suliolion  nnd  acbliesHt  liiernn  i'JDe  Besprechnng  de 
Leearten,  durch  welche  die  Bedingnngen  dea  Problems  theils  abgefiD 
dert,  theila  vermehrt  werden.  Von  Interesse  ist  noch  die  Bemeikang 
H.'a,  er  habe  in  Erfahrnng  gebracht,  dnas  Gänse  eine  vollständig 
Lösung  deJj  Problems  erreicht  habe;  leider  bat  H.  nach  dieser  Lösung 
eich  nicht  erkundigt,  vnn  anderer  Seite  aber  ist  über  eine  Bearbeitnng 
dea  Problems  durch  Gaues  Nichts  bekannt  geworden.  Eine  Recension 
der  H. 'scheu  Arbeit  erschien  in  der  Jenaer  Li teraturzeitang  Jahrg  1829, 
M<.nat  MSrz,  eine  andere  in  Jahn'a  Jahrb.  XIV,  S.  194  fif. ;  letztere  von 
Jul,  Fr.  Wurm.  Die  Frage  der  Urheberschaft  bleibt  in  beiden  Recen- 
eioneu  unberührt. 

Die  nüchete  auEführlicbe  Besprechung  dee  Problems  findet  sich  bei 
R.  H.  F.  Nesselmann  {Die  Algebra  d.  Griechen,  Berlin  IS42,  S.481flgg.). 
Leider  weise  Nesselmann  von  der  Hermanu'schen  Bearbeitung,  b< 
den  beiden  Reconsiouen  derselben  Nichts,  er  knüpft  demnach  an  Str 
an  und  ist  ancli  bezüglich  dee  Urtheile  über  die  Zusammensetzung  des 
Gedichte  aue  Stücken  verschiedener  Urheber  und  Zeiten  von  der  Stru 
sehen  Darstellnng  nllzn  abhüugig.  Bezüglich  dee  Verfassers  kommt  er 
zn  dem  Resultat,  dase  kein  Tlieil  des  Gedichte,  auch  der  erste  n 
aus  dem  Zeitalter  des  Arcbimedes  herrühre;  er  schlieset  diee  insbeson- 
dere darans,  dass  in  jener  Zeit  an  eine  Betrachtung  der  „dreieckigen" 
Zahlen  noch  nicht  zu  denken  eei^Ji  folglich  sei  der  zweite  Theil  nicht 
vjn  Arcbimedes.  Der  erste  Theil  aber  oline  den  zweiten  wQrde 
von  Arch.  w.dd  kaum  für  werlh  gf<hn]teu  worden  sein,  nU  besondere 
schwieriges  Problem  den  alexandrinisoben  Mathematikern  übersandt  zu 
werden. 


6]  Aebnlich  Echon  Elügel  im  muthem.  Wörterliiich  Tb.  I  S.  134:  derselbe 
spricht  daa  üedicht  dem  Arch.,  wie  jedem  Eiteren  MafhemFitiker  dieser  Periode  ab, 
weil  die  Aufgabe  und  ihre  LQsung  bereib  diu  Bekunotiuhart  mit  der  dekadiicbeu 
AritkmeUfc,  d.  i.  unserem  KfthleaqntoiB  vonmsstie, 


I 
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In  neaerer  Zeit  Ut  das  Epigramm  voa  Vincent,  Mitgl. 
Akad.,  behandeil  worden');  er  verHllirt  noch  willkürlicher,  als  die  StruTSj 
insofern  er  niclil  blos  in  dem  mit  v.  31  beginnenden  zweiten  Theile,  ion. 
il^rn  schon  von  v.  17  an  einen  spSteren ,  von  der  ur8prjlnglich<>n  Aufgabe 
(v.  1  — 16}  zu  trennenden  ZubaIz  erkennt.  Dann  würde  die  gance  Aa^ 
gäbe  auT  die  vv.  1 — 16,  d.  i.  anf  die  bezüglich  der  Stiere  gegebenen 
Htimmnngen,  uder  die  drei  Gleichnngen 

H=^j'+z,    x^^r+z,    r=^w+z 

bnBchrttnkt.     Ans    dem   Texte   iBt    ein    Grnnd    für   diese    AnsBchetdang« 
ebenso  wenig,  wie  für  die  von  Strnve  vorgenommenen  zu  erkennen. 

In  entscbiedenen  Gegensalz  sn  den  besprucbenen  Bearbeitungen  nnd 
Benitbeilangen  des  Epigramms  Btellt  sich  J.  L.  Heiberg  in  seinen 
Qiinexlio'ics  Archimtileae  {Haatiiae  1879).  Er  tritt  für  die  Äbrassung  dutcb 
Arcfaim.,  wie  G.  Hermann,  dessen  Äuffassnng  im  Einzelnen  er  jedoch 
ri<>lfBcb  bestreitet,  anf's  BeBtimmteste  «in  nnd  beruft  sieb 

1,  darauf,    dnss   das    Tt^ößltKirt  ßon-Kov  schon  im  Alterthum  berttbi 
gewesen  sei.     Hierfür  führt  er  ausser  der  schon  von  Hermann  benntz- 
mn  Sielle    des  Scbotions    zu   Plnl.   Charm.  (s.  c.)  die  beiden  .'^teilen  de. 
nd  AU.  X!l.  4  nnd  Xlll.  2S  an:  er  versteht  an  beiden  Stellen  das  „n^o- 
(Jiijfia  Up;[i(tt)'dEiov",  weldies  dort  als  spriicbwörtüeher  Ansdruck  fiir  etwi 
besondere  Schwierige»  gebraucht  wird,  von  dflm  Jigößhifui  ßonxöv. 

%  auf   den   Gi^brauch    der   alten  Mathematiker,   ihren  Aufgaben    dii 
Form  des  Gedichtes  zu  geben  (F]pigrarara  des  Eratostbenes  bei  Eutoi 
cimmenf,  in  Uhr.  II  ile  fphaera  et  eijl.  p.  M6;  Epigramm  des  D 
in   Arilhm.  V,  33.  f.  34.'i;  Sammlungen  solcher  Kpigrnmme  bei  Heilbron 
ner,   Hisl.  math.  uiiiv    p.  483.   nnd    Bacher,   zn   Dioph.  Arilhm.   t.  (.), 

3.  Uass  Arcb.  das  Epigramm  in  ionischer,  nicht  dorischer  Spracbi 
abgefasst.  erklärt  Heiherg  aus  dem  constanten  Gebrauch  de^  ionischen 
Mialecls  in  epischen  nnd  elegischen  Gedichten. 

4.  Der  Verkehr  des  Archim.  mit  alexandrinischen  Malhematikern 
auch  sonst  nachgewiesen  (Heiberg  p   7  not,  4). 

5.  ÜBSS  Archim,  im  Stande  gewesen,  derartige  Probleme  zu  lösen, 
lifgrnndet  Heiherg* durch  Hinweis  auf  das  von  Archim.  erfunden? ZahleO' 
«ystem,  vermöge  dessen  er  im  Stande  war,  anch  diu  grösslen  Zahlen  aus- 
zudrücken. 

6.  Den  Einwand  Nesselmann's  beeüglich  der  Trigonalzahlen  enl 
kräftet  U.    (I.  l.  p.  6H)    durch    Hinweis    anf   die    Artihmctira    des 
mnchu»  nnd  seine  eingehende  Behandlung  der  Potygnnalzahlen:  hiersi 
gehe    hervor,    dass    die    Untersuchung    der    F^igenschal^en    dieser    Zabli 
-chon  in  ziemlich  alter  Zeit  begonnen  habe. 


Auf- 

1 

nge^H 
nrcb 

ntz- 

Cie. 

.w«^^^| 

di^H 

che 

äO- 

f 


)  Im  BtUMin  de  bibUograpMe  elc,  Voi  1,  p.  lU—ieO.  Vol.II p.a9  l,Ai 

■M  par  TvfMm  et  Qamm,  ei^XlV,&^ 
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Das  Probkmn  bovinum  des  Aichimedea, 


§  2.    Die  Frage  der  ürhebersohsft. 

Waren    die    Gründe,    welclie    die-   StTuve-Nossel 
gegen  die  AbotBinmung  des  Epigrammii  von  Ärclj  imed 
willkürlicb,    wi(\  die  ganze  Uehandlting,    di 
Ton  den  Genaonlen  prfnhr,  so  läest  sich  anderei'peits 
daas  die  Grüade  Hormaiiii'ti  und  Heiberg's  für 
UrspiUDg  nicfat  zwiageod  sind.     Da  die  Giünde  He 
apud  vetere»  fuisse  prohUma  liooinum,  2.  dignam  esse  nl, 
malis  ingetiiu   Archimedis)   auch  bei  Heiberg  direct  oder 
kehren,    so  beHchrUnke   ich   mich   auf  eine  tnrae  üesprechung   der  von 
Heiberg  geltend  gemachten  Gründe. 

Adl.  Was  zuiiilclist  das  Stholion  zu  Plnt.  fhnrm.  anbetrifft'),  so 
beweisen  die  Worte  docb  nnr,  dass  maa  schon  frUh  anfing,  das  TiQÖßkrjjia 
•  mit  dem  Namen  des  Archimedes  in  Verbindung  tu  bringen; 
es  konnte  dies  aber  geschehen,  ohne  dass  man  deshalb  den  Archimedes 
als  Verfasser  anzunehmen  berechtigt  würe:  die  Bezeichnung  mit  seinem 
Namen  war  möglicherweise  der  Schlnnssatz  eines  Syllogismus,  zu  welchem 
die  Schwierigkeit  des  vorliegenden  Problems,  sowie  das  Ansehen  und  der 
Rnhm  des  Arcbimedes  die  Prämissen  bildeten. 

Noch  wenii;er  beweisend  sind  die  Anführungen  des  nßo|3A>ffi<i[  ^t>X'~ 
ftr]6uav  bei  Ciceru  (s.  o.):  weder  aus  den  Worten,  noch  aus  dem  Zusam- 
menhang ergiebt  sich  irgendwelche  Ntttbigung,  den  Ausdruck  :ipö^il. '^^j;. 
gerade  vom  problema  buvimim  zu  verateheu;  der  Ausdruck  steht  ganz  all- 
gemein als  sprüchwörtlichu  Bezeichnung  einer  sehr  schweren  Sache  und 
ist  daher  nur  ein  Beweis  für  die  Würdigung,  die  man  den  Leistungen 
des  Archimedes  zn  Theil  werden  Hess.  Es  ist  nicht  einzusehen,  wes- 
balb  man  an  jenen  Stellen  bei  Cicero  gerade  an  das  prubl.  bov.  denken 
müsse  und  weshalb  man  nicht  an  den  Fsammites  oder  ähnliche  Probleme 
denken  dürfe. 

Ad  2.  Die  Gewohnheit  der  alten  Mathematiker,  ihren  Aufgaben  epi- 
grammatische Form  zu  geben,  gehiirt  doch  wesentlich  erst  einer  spätem 
Zeit  an.  Es  scheint  mir  dies  durchaus  im  Wesen  der  Sache  zu  liegen: 
HSnner,  wie  Archimedes,  die  durch  die  Kühnheit  und  Fülle  ihrer 
Combination  die  mathematische  Wissenschaft  ans  der  elementaren  Gestalt 
heraus,  in  der  sie  dieselbe  vorfanden,,  zu  so  glänzender  Höhe  empor- 
hoben nnd  mit  schUrfstem  Blicke  die  Anwendbarkeit  mathematischer 
Theoreme  auf  weite  Gebiete  der  I'raiib  ermassen,  können  kaum  Sinn 
und    Neigung   für   jioetiscbe   Spielereien    gehabt   haben,    zu   denen    doch 


7)  Dieselben  Worte  Üudun  sich  auch   hei  Uultacb,  Uerou. '.I,  ä.^48; 
barg  a  87. 


ebenso  unser  probl.  hon.  (wenigstens  der  Form  oacli),  wie  die  bei  Heü- 
bronner  ftnfgeftlbrten  in atbemati sehen  Epigramme  gezählt  werden  mtlMen.^ 
Uazn  koTnnit,  dasB  wir  jn  im  Psammites  ein  Beispiel  für  die  Art  liabenfl 
wie  Archimedee  derartige  Probleme  bebandelte:  auch  die  Berecbonil^H 
dee  Sandes  scheint  zanüchst  ein  müssiges  Spiel  der  Fhanlaeie  zn  srin^ 
aber  er  knüpft  dnrun  die  Darlegung  eines  neuen,  bewanderungswürdigen 
Zah1ena;Btenis,  welches  ihn  in  den  Stand  setzt,  anch  die  nngehenersten 
Zahlen  auszndriickeu ,  Zahlen,  die  alte  in  der  uns  zugänglichen  Welt  vor- 
liegenden VerbflltnisBe  Hbereteigen.  Möglich,  dasG  in  Alexandrien,  am 
Uofe  der  PlolemSer  Veranlassung  zur  Entstehung  solcher  metrisch  gefasB- 
ter  malbema  tisch  er  Räthsel  (denn  anf  den  Namen  von  Problemen  machen 
docli  wohl  die  wenigsten  der  bei  FIeilbr<in  ner  aufgeführten  Epigratniae 
dieser  Art  Anspruch)  sich  fand:  hierher  mag  das  an  Ptolemaeus  III. 
Euergfltes  gerichtete  Epigramm  gehören,  welches  Eutokius  in  seinen 
Vitmmfiil,  in  Archim.  Ib.  II  rfc  spharrri  et  cijÜndro  p,  146  (crf.  Torelli)  ala 
Epigramm  des  Eratosthenes  anfführt;  das  nächste  sicher  zu  beetim- 
mende  matbematische  Epigramm  führt,  da  es  dem  Diophantns  angehört, 
bereits  in  die  Mitte  des  4.  Jahrb.  n.  Chr.  hinab  und  so  gehört  wohl  die 
Hauptmasse  solcher  maihematiscbea  Epigramme,  deren  genauere  chrono- 
logische Bestimmung  in  Ermangelung  aller  positiven  Anhaltepnnkte  ge> 
radezu  anmöglich  ist,  sicher  erst  der  nachchristlichen,  insbesondere  der 
bjsantinischen  Periode  an.  Dass  aber  in  der  Ueberschrift  unseres  prahl, 
bov.,  wo  noch  dazu  der  Sinn  der  Worte  sehr  zweifelhaft  ist,  sowie  im 
Eingänge  des  Scboliou  das  Epigramm  dem  Archimedes  beigelegt  wird, 
dürfte  zunächst,  wenn  nicht  anderweite  Gründe  hinzukommen,  nicht  mehr 
Anspruch  auf  Glaubwürdigkeit  haben,  als  wenn  beispielsweise  dos  letzte 
der  bei  Bacbet  und  Heilhronnor  zusammengestellten  mathematischen 
Epigramme  dem  Euküdes  beigelegt  wird. 

Jd  3.  Was  Ueiberg  (in  Uebereinstimmung  mit  Hermann)  Über 
die  Sprache  des  Gedichts  sagt,  rftumt  doch  nnr  einen  Kinwand,  den  man 
gegen  die  Abfassung  durch  Arch.  machen  könnte,  hinweg,  kann  aber 
nicht  als  ein  Argument  für  diese  Urheberschaft  des  Arch.  geltend  ge- 
macht werden.  Allerdings  findet  die  Abfassung  des  Gedichts  in  ionischer 
oder  richtiger  episch '  homerischer  Sprache  im  vorliegenden  Falle  ihre 
ErklArnng  nicht  bloe  in  der  Erw&guug  ..Gmccö*  setnper  hac  diaUelo  m 
i'arminibus  epkh  et  elegiai-is  tisos  eise"  (Heiberg)  oder,  wie  Hermann 
es  ausdrückt:  „nee  mirum,  st  Archimedes  in  re  eommnni  non  esl  palria  rfwi- 
lerlo  iigus",  sondern  es  liegt  hier  zu  dieiicr  Sprechweise  eine  noch  speciel- 
lere  Veranlassung  vor,  insofern  das  ;*roW,  bov.  auf  der  Grundlage  des 
homerischen  Mythus  von  den  Sonnenrindcm  beruht  (Od,  k  lOS  n/^,, 
H  127—136,  Z^bsgq.):  allein  auch  hierdurch  wird  doch  nur  die  MögUcIt-j 
keit  Archimedischer  Anffassung  offen  gehalten,  nicht  die  WirklicfalM 
deneihen  erwiesen. 


Aä  4.  Erwiesen  ist  der  Verkehr  dea  Arch.  mit  Conen  in  AlexBn- 
drien  (s.  Heiberg  p.  7  adn.  4,  p.  II)  nnd  mit  Doaitheus  (ibid.),  den 
Verkelir  mit  ErntostbeneB  Gchli«sBt  Eeiberg  nur  aue  deni  probtema 
iTxa  ancli  ein  solclicr  Verkehr  mit  ErntoHthenes  recht 
wahrscheinlich,  so  läeat  sich  Joch  hieraaC  ein  Beweis  für  den  Arcliiin. 
als  Verfasser  des  Gedichtes  nicht  grfinden. 

Wichtiger  ist   claa   iinler    5  nnd  6  Geltendge machte,    womit  wir  zu- 
gleich zu  dem  unter  2  Besprochenen  zurückkehren. 

Weist  nämlich  die  ansführliche  Behandlung  der  l'olygonalzahlen,  wie 

eie  be:  Nicomachas  {agiS^i.  itaaytoy^  it.  W)  vorliegt,  entschieden  darauf 

hin,    dasB  man  sich  mit  der  Theorie  dieser  Zahlen  iihon  laage  vor  Ni- 

comachne    hehchäfligt  haben  müsse,    darf  man  voraussetzen,    dase  zum 

mindesten    die  EigeoBcbaflen  der  Trigonal-  nnd  Tetragonalzahlen  schon 

I  Mathematikern    des   3.  Jahrb.  v.  Chr.  bekannt  waren,    so  wird  auch 

hierdurch  die  Möglichkeit  der  Abstammung  unseres  probt,  liov.  vom  Arch, 

offen    gehallen.      Es   scheint  jedoch,    als  ob  man  auf  diesem  Wege  noch 

weiter  von  der  Möglichkeit  zur  Wahrscheinlichkeit  gelangen  könne.  Führen 

aSmIicb   die   im  prntit.  bot.   gegebenen    Bedingungen   mit  Notbwendigkeit 

I   zn  den  ungeheuersten  Zahlen  (als  Gesammtzahl  der  Heerde  ergieht  eich 

I  eine  Zahl,  die*i])it  206545  Ziffern  geschrieben  wird,  a.  Abth.  TI  §  S),  so 

ird  die  Möglichkeit  Archimedischer  Aufstellung  des  Problems  zur  Wahr- 

:heiulichkeit,    üa   nnr    das  Zahlensystem    des  ArchlmedcH  eine  solche 

Zahl    znm  Ausdruck  bringen    konnte   (sie  würde  im  System  des  Archim. 

bezeichnet   werden   ab    eine  Zahl    der   Sexäötg   der  25S19.  Ordnung   der 

ersten  Zahlenperioden). 

Als  Resultat  wli/de  sich  demnach  Folgendes  herausstellen: 

1.  Es  ist  nicht  au  erweisen  nnd  wohl  eher  zu  bezweifeln,  dass  das 
I   Epigramm  in  der  vorliegenden  Form  von  Archimodes  herrühre; 

2.  es  int  aber  wohl  möglich,  ja  wahrflcheinUcb ,  dass  die  Aufgabe 
I  gelbst  in  der  T hat  den  Archimedes  znm  Urheber  bat.  Derselbe  elellle 
,    die  Aufgabe,  nm  zu  zeigen,  dass  man  von  den  einfacbstcn  Zahlen gröesen 

B  durch  Combination  sehr  leicht  zu  den  ungeheuersten  Zablengrössen 
I  gelangen  könne,  und  um  einen  weiteren  Beweis  nnd  ein  weiteres  Beispiel 
'  für  die  Ausdrückbarkeit  auch  der  grössten,  die  Ranmverhaltnisse  unseres 
Weltsystems  Überschreitenden  Zahlen  za  geben.  Er  benatzte  dazn  den 
allbekannten  Homerischen  Mythus  von  den  Sonnenrindern,  gab  aber  den 
lUndern  eine  andere  Deutung;  denn  wahrend  hei  Homer  nach  gewöhn- 
licber  Deutung,  wenn  auch  dem  Dichter  selbst  vielleicht  nnbewnsst,  die 
Wochen,  Tage  nnd  Nüchte  des  Mondjahres  anter  den  Hoerden  verstan- 
den werden,  ist  im  prolil.  biiv.  vielleicht  au  die  unsählbaren  Gestirne  zu 
denken,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  anzunehmen,  dass  der  Verfasser 
überhaupt  von  jeder  Uentung  seiner  Sonnenrinder  abgesehen  und  den 
Mythus  nur  fär  seine  mathematisch en  Zwecke  ans^enatii 


'  •     '    r 


19»  JBBrtwdhu^.tthiifriBeh»  AillM^wig. 

« 

habe.  Depnnaeh  enÜMliTeii  aaeh  „die  Fliuen  Tlirinakieiii*\  oVf^eieh  4m 
Oedicbt  In  Toiliegettder  Form  noeh  die  nihere  Beetimmiiiig  SmUHq  vif#Mf 
hinsafllgti  jeder  rinailidieii  Begreuniig  und  es  ist  um  ao  weniger  gecedit* 
fertigt,  ans  der  Geetalt  Sieüiens  [ßqwfod^  nicht  dnmal  bei  Homer 
BS  £g%tiiny  einen  Sehlnse  auf  die  QfQne  der  im  Problem  geforderten 
Zahlen  in  sieben  (StrnTe»  Nettelmann).  Die  Theilnng  in  Heerdm 
▼ertchiedener  Farbe,  aowie  die  nach  Stieren  nnd  KilhMi  ist  dem  Home* 
ritehen  Mythnt  naehgeUtdet,  ohne  dass  dies  für  die  darunter  Yorgeelell* 
ten  KOrper  Ton  irgendweleher  Bedeutung  wlre. 

Wat  nun  eadlidi  die  Fähigkeit  des  Arohimedes  anlangt,  derartige 
Berechnungen,  wie  sie  aur  Lösung  des  prold.  bov.  erfordert  werden,  an- 
austeilen,  so  gestatte  ieh  nur,  auf  die  AusfUimngen  Heiberg^s  hinan- 
wmsen ,  welcher  an  folgendem  Besultate  gelangt:  ^^gwmpiam  hohAmi  cm* 
tktif  qua  raihne  mni$  sH  ArtMmedeiy  küc  Umten  eoUigi  pcleH^  mm  a  noMtrm 
arUkmeiiea  aUemm  mkdme  fuisH  ei  raUones  halntisse^  quikus  idem  fere  effk^re 
fio$9eiy  qmd  nos  aWs  wuikedis  ad  malhemaiicam  iubi&hrem  ei  gwui  aUhrem 
perimeniihus  a^pUcmur^  (p.  66);  femer  am  Schlüsse  Ton  Cap.  4  (p.  68): 
„JBykis  igOmr  Mj^uiatiattis  sumata  kaee  e$i  JreMmedem  praeier  minora  fume 
dam  euppiemeaia  ariäkmeticaey  quaHi  ab  ßueUde  iradäa  erai^  j^raporOattSme 
maxiate  mum  ad  wwas  diffieüespie  qaaesihiies  j^ragreiemaigney  quikmi.m 
^^mwutramdU  propaMo9ähu$  geameirkis  suis  mterekur^  eumque  hoc  vis  ad 
meAados  t$Ms  ignoias  perseaiue^  qwbus  aOqua  ex  parte  nosiram  arOhaseUemm 
aeguateL^ 


§  3^   Text  und  Vebersetiang  des  Problems,  sowie  Vebersetiung  des 
•  Scholions,  nebst  Anmerlrangen. 

Im  Folgenden  geben  wir  den  Text  des  Problems  nnd  zwar  im  All- 
gemeinen in  der  von  Hermann  festgestellten  Fassung,  in  welcher  vor 
Allem  eine  den  Regeln  der  Grammatik  und  dem  Sinne  genau  entspre- 
chende Interpunktion  hergestellt  ist.  Von  dieser  Fassung  sind  wir  nur 
da  abgegangen,  wo  wir  den  Hermann* sehen  Aenderungen  nicht  bei- 
stimmen konnten  (▼.  24,  35,  38,  39).  Nur  an  diesen  Stellen,  sowie  an 
denen,  wo  schon  Struve  (im  Verzeichniss  Str.)  das  Richtige  gesehen, 
ist  daher  H ermannte  Lesung  unter  dem  Texte  ausdrücklich  veraeichnet. 
Da  femer  der  Lessing' sehe  Text  mit  dem  Mannscripte  ausser  den  Stel- 
len, die  er  selbst  angiebt  (▼.  12,  19,  20  xsTgara)  für  xBxaQxa)^  ▼.  14  noini- 
XoxQoag  für  noiKtkoxgaxag  und  v.  22  naarjg  —  igxo^^ivrig  für  naaaig  —  iQXO" 
jüivai^),  genau  übereinstimmt,  so  bedurfte  es  bei  Angabe  der  Varianten 
einer  Scheidung  zwischen  Lessing  und  dem  Mannscripte  nur  an  diesen 
Stellen ,  an  allen  anderen  ist  L.  =  Manuscript  und  Lassing. 
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n  q6 ß  kri^a^ 

oncQ  'A(fx^^9f]g  iv  iniyQunfiaaiv  iVQiov 
toig  iv  *AXe^€tvd(ft£a  ni(fl  vavta  ngayuattvogAevots*  tfjtiiv 

äniöTSilBv 

h  tf  ngbg  'EQatoa^ivfjv  tov  KvqtivuIov  iicietolj. 

nirfivv  'Hekloio  |3ocdv,  <o  ^HVSy  nizgfiöov^ 

g>Q0VTid  intati^aa^y  il  fxsTi%€ig  öog>ifig, 
noöörj  Sq  iv  nsdloig  £iKfkrjg  not  ißoöKBTO  virjoov 

SQtvamrig^  xBtgaxy  cxiq>ia  daaaafiivri 
5       XQoii^v  dlkaaaovxa,  xo  fiiv  XsvkoIo  y^aAaxro^, 

xvavio)  6*  ?xiQov  xQoifiaxi  Xafiitofnvov 
SXlo  ys  fihv  |ov<&'oi'y  x6  öi  nomikoV  iv  öi  indaxo) 

axiq>H  iöav  xoivqoi  nlrj^tai  ßgi^Ofiivot^ 
öVfifisxQlrjg  xoi'rigdB  x€Xiv%6xfg'  aQyoxQixag  ftiv 
10  Kvavimv  xoivQtov  i^filoei  '^dh  xgixfo 

xal  ^av&olg  avfiitaaiv  Xöovg,  a  ^slve^  votiaov 

avxag  Kvaviovg  xm  xBxgdxo)  xs  (jiSgn 
fiiKXoxQooav  na\  nifiTcxto^  Iri  ^avd'olöi  xz  nciciv, 

xovg  ö*  VTtoXunofiSvovg  noixik6%gmxag  Sd'QBi 
15       agysvvdav  xavQcav  exro)  fAigei  ißdofiaxca  xs 

xal  ^av^olg  avxtg  nciatv  löaj^ofiivovg. 
^rikelaiai  ös  ßoval  xiS  inkexo '  Itvxoxgtxfg  f^^v 

rjaoiv  avfAfcaafig  Kvotvirjg  ayikrjg 
xm  xQixaxtp  xb  nigsi  xcrl  xBxgaxto  argexig  löai. 
20  avxag  nvaveat  xm  xBxgaxo)  xb  ndkiv 

fjuxxoxQomv  xa\  nifiTcxo)  ofAOv  fiiQBi  laäl^ovxo 

avv  xavQOig'  Tcdarig  6*  Big  vofjLOV  iQXOtiiv^lS 
IcrvOoT^t^oiv  äyilrig  nifinxca  fxiQBi  iqdi  xal  exxta 

notxiXai,  ladgt(^fAOV  nkrj^og  Sx^v,     Tsxgaxy 
25       |av^ol  d'  rjgi^iiBvvxo  fiiQovg  xgixov  i^filöBi  laai 

dgyBvvijg  dyiktjg  ißdofidxG>  xe  ftipei. 
Icive,  av  d'!ffeA/oiO  ßotav  nocai  axgBxig  bItkov^ 

X^Q^9  y^^v  tavgoDv  iaxgBfpimv  dgi^fnov^ 
X(OQ)g  d'  av  ^i^ketai  oöai  xaxd  X9^(^^  Bxaaxai^ 
30  ovx  aiÖgig  xb  kiyoi  ovo*  dgi^^AWv  adarjg' 


•  L.  xgay/iatov(iivoig ,  Str.  Herrn,  ngayfiattvofiivotg»  —  v.  4  L.  tstgaxfj-  — 
V.  12  L.  ttp  ttTQaTtp  (iigti.  —  v.  14  L.  nomtkdxgoag,  MS.  nomiXdxQntagf  dies 
wiederhergestellt  von  Str.  Herrn.  -  v.  16  L.  avtovg,  Str.  Herrn,  avttg  ~  v.  22  MS. 
ÖV9  xavgoig  ndaaig  tlg  voiiöp  igxofiivaig,  L  aifv  v  ndarjg  Big  vofiov  igxoiiivrjg, 
Str.  aifv  r.  naoäv  igxoiiivatv,  —  v.  24  L.  nlij^og  ixov>  Tttgai^  ^av^al.  Herrn. 
xk^4^0i  ixov  tfxgaxV'   iBlav^al.  —  v.  27  L.  ßdtg.  —  v.  29  L.  ZQ^^dp.  -  v»  31  L. 
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ov  fitfv  nci  ys  öoq>oig  ivagl^fitog'  dkk  l^i  g^Qa^iv 

xttj  tdd'  Ir'  SXka  ßotSv  'Helloio  nddui, 
aQYOTQixBg  xavQOi  filv  Inn  (ii^alaro  nXti^vv 

nvavioiCi  loxttvx*  Ifinedov  taofiixgot 
35       eig  ßa^og  sig  (VQog  xb'  xa  d*  crJ  ntQifi'qicia  ndvxi^ 

nifinkavxo  nklvd'ov   SQivaxlrig  niÖlcc, 
lorv^oi  ö'  ctvx  tlg  Sv  xol  itomikoi  i^QOiO^ivxtg 

7axavi  dfAßokddriv  i^  ivog  o^x^f*^^^* 
cxfjlici  xikeiovvTsg  x6  xQuigdanfSov  ovxs  nQOöovxtav 
40  dkkoxQomv  xavQoav  ovx  imkeinoiiivmv. 

xavxa  avvf^svQoiv  xal  ivl  irganidiaaiv  a^Qoioag 

xal  nkri^ioav  dnodovg^  oo  ^ivB^  ncivxcc  {lixga 
SqXBo  xvdiowv  viKfifpoQog  tö^i  xe  ndvxfog 

KtXQifiivog  xavx^  y  ofinviog  iv  öo(piy. 

Auf  g  abC; 

welche  Archimedes  unter  (den)  Epigrammen  fand  and  den  in  Alexandrien  mit 

der  Untersuchung  derartiger  Dinge  Beschäftigten  übersandte, 

in  dem  an  Eratosthenes  den  Eyrenäer  gerichteten  Briefe. 

Berechne,  o  Freund,  die  Menge  der  Sonnenrinder, 

Sorgfalt  dabei  anwendend,  wenn  du  an  Weisheit  Theil  hast: 
(berechne)  in  welcher  Zahl  sie  einst  weidete  auf  den  Fluren 

der  8icili8chen  Insel  Thrinakien,  vierfach  in  Heerden  getheilt 
5    wechselnd  an  Farbe,  die  eine  von  milchweissem  Aussehen, 

von  schwarzer  Farbe  die  zweite  erglänzend, 
braungelb  sodann  die  dritte,  die  vierte  scheckig;   in  jeder 

Heerde  waren  die  Stiere  überwiegend  an  Menge, 
in  folgendem  Verhältnisse  stehend:  die  weisshaarigen    (I.Gleichung.) 
10        nimm,  o  Freund,  als  gleich  der  Hälfte  und  dem  dritten 
Thoile  der  schwarzen  und  sämmtlichcn  braunen; 

die  schwarzen  aber  gleich  dem  vierten  Theil  (2.  Gleichung.) 

und  dem  fünften  der  scheckigen  und  dazu  den  sämmtlichcn  braunen: 

die  noch  übrigen  scheckigen  aber  betrachte  (3. Gleichung.) 

l'i    als  gleichkommend  dem  sechsten  und  siebenten  Theile 

der  weissen  Stiere  und  wiederum  sämmtlichen  braunen. 
Bei  den  weiblichen   Rindern  aber  waren  die  Verhältnisse  folgende: 

die  weisshaarigen  waren  genau  gleich  dem  dritten       (4. Gleichung.) 
und  dem  vierten  Theile  der  gesammten  schwarzen  Heerde; 
2(»        die  schwarzen   aber  wiederum  waren   gleich  (5.  Gleichung.) 

aofpolg  iv  dgi^fiolg,  —  v.  32  L.  xal  zd  d«  ndvxa  -  v.  35  Herrn,  xa  Ö'  av  nigi  fiTJxfcCy 
ndvxj],  iO.  L.ndvTT].  —  v.  38  Herrn.  Taxavx*,  dfißoldörjv.  -  v.  69  sq.  Herrn.  tixB  ngoc- 
oPTtov  —  Eit   imlfinofthtov    —  v.  44  L.  xavtj^  ofinviog. 
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dem  vierten  Theile  zasammen  mit  dem  fünften  der  scheckigen, 

eingerechnet  die  Stiere:  die  scheckigen  aber  (6. Gleichung.) 

hatten  ganz  gleiche  Zahl  mit  dem  fünften  nnd  sechsten  Theile 
der  brannhaarigen  Heerde,  wenn  sie  in  voller  Zahl  znr  Weide  ging« 
25   braune  aber  wurden  gezählt  gleich  der  Hälfte  des  dritten       (7. Gleich.) 
und  dem  siebenten  Theile  der  weissen  Heerde. 
Hast  du  aber  genau  angegeben,  o  Freund,  wieviel  der  Sonnenrinder 

es  waren, 
Für  sich  gesondert  die  Zahl  der  wohlgenährten  Stiere 
und  gesondert  auch,  wieviel  jedesmal  nach  der  Farbe  Kühe  es  waren, 
30       nicht  unwissend  nennt  man  dich  dann,  noch  unkundig  der  Zahlen : 
doch   noch  zählt  man  dich  nicht  zu  den  Weisen:  aber  wohlauf  nun, 

melde  noch  'weiter  folgende  Verhältnisse  der  Sonnenrinder. 
Wenn  die  weisshaarigen  Stiere  an  Zahl  den  schwarzen 
sich  mischten,  standen  sie  genau  gleichseitig  (8. Gleichung.) 

35    nach  Tiefe  und  Breite:  die  weitgedehnten  Fluren  Thrinakiens 
füllten  sich  dann  vollständig  mit  der  Menge  (der  Stiere). 
Die  braunen  dagegen  und  scheckigen  zu  einem  Ganzen  vereinigt, 

standen  in  aufsteigender  Form,  von  einem  anfangend 
die  Dreiecksfigur  hervorbringend,  indem  weder  andersfarbige     (9.  Glch.) 
40        Stiere    dabei    waren   (hinzukamen),    noch   (von   den   braunen   und 

scheckigen  welche)  übrig  blieben. 
Hast  du  dies  Alles  ausfindig  gemacht  und  im  Verstände  geeinigt, 

hast  du  auch  sämmtliche  Maasse  der  Heerden,  o  Freund,  ausgeführt, 
dann  gehe  stolz  als  Sieger  davon  und  wisse  sicher, 

dass  du  als  ein  Reicher  in  dieser  Wissenschaft  erfunden  bist. 


Anmerkungen* 

iiQoßl.  ontQ  *j4qx»  ^y  intyQ.  tvQtov  rotg  n^ayfictv.  trjTslv  dniötsilBv,]  Der  Sinn 
dieser  Worte,  insbesondere  des  Ausdruckes  iv  itciygafifiaoiv  tuQoif  ist  dunkel :  fasst 
man  die  Worte  in  der  Weise,  wie  es  oben  in  der  Uebersetzung  geschehen,  so  wird 
die  Abfassung  durch  Archimedes  wenigstens  in  der  Ueberschrift  nicht  direct 
behauptet.  Lessing  sagt  daher:  „das  Problem  soll,  wenn  es  nicht  von  dem  Ar- 
chimedes selbst  abgefasst  worden,  doch  von  ihm  für  werth  erkannt  sein'^  u.  s.  w. 
Heiberg  (l.  l.  p.  26 sq.)  verbindet  deshalb  iv  irny^dfifiamv  mit  dniateiUv:  Pro- 
blem, welches  Arch.  in  einem  Epigramm  an  die  alexaudrin.  Mathematiker  über- 
sandte. Gewiss  ist  diese  Deutung  höchst  entsprechend,  allein  Heiberg  setzt  selbst 
hinsu:  quamquam  offendit  verborum  ordo,  off'endit  etiam  pluralis  numerus.  Man 
kann  hierzu  noch  weiter  hinzuftigen:  auffällig  ist  auch  das  Partie,  ivgciv,  welches 
dann  als  ganz  isolirter  und  müssiger  Zusatz  noch  dazu  an  höchst  befremdender 
Stelle  steht.  Kurz  ich  glaube,  wie  die  Worte  der  Ueberschrift  lauten,  lässt  sich  die 
Verbindung  und  Deutung  Heiberg*s  nicht  rechtfertigen.  Eine  Entstellung  der 
Ueberschrift  (etwa  so,  dass  h  intyg.  tvQoiv  irrthümlich  hereingekommen)  lässt  sich 
kaum  irgendwie  begründen  und  so  meine  ich  hier  mit  einem  Non  liquet  mich 
begnügen  zu  müssen.    Der  in  der  Uebersetzung  ausgedrückte  SinxL,  dAü  ^%it  H^  ^xV 


laut  der  Ueberscbrift  wiedergiebt,  eracbeint  jedeufsJU  nobefriedigBiid.  Auf  die 
durob  die  Worte:  ir  tniy^.  (vam*  verualosBte  Unklarheit  des  Sinnes  d«r  D«ber- 
Bcbrifl  deutet  auch  J.  Struie  hJD,  weon  er  tagt:  „spiegelte  vor,  aie  sei  von  Ar- 
chimcdes  oder  gar  noch  älter".  Heruiann  hat  sich  Ober  die  üeberBchrift 
überhaupt  nicht  aoagesprocbeiL 

V.  8.  taifoi  alrfi.  ßei9.  Stnive  NesBeltnana:  schwerwiegead  an  Menge. 
dann  ueiulicb  muBüiger  Zusata  (E.  L.  Sttuv  e:  schwOlEtiger  Ausdruck  für  «a^xiq- 
9tlsi  Durch  die  in  der  UebereetzuDg  gegebene  Deutuug  gewinut  der  Zueutz  an 
Selbstständigkeit  Zugleich  ergiebt  si'Cb  darauH,  dasa  die  Bedingungen  bezüglich  der 
Kühe  schon  lum  uraprSnglichen  Epigramm  gehörten  (gegen  Vincent),  Der  Plural 
sl^&ioi  wie  V.  42. 

V.  14.  lovs  S' ixaliinofiirovs  naixil6-n/io7a(]  entweder:  die  auwer  deo 
weiaaen  and  schnarzen  v  9  —  13  bestimmten  Stieren  noch  übrigen  scheckigen,  wobä 
dsjin  die  braunen  durch  die  Zahlen  verbal  tniBse  der  weisEen  und  schwarzen  als 
HcboD  bestimmt  vorauagesetEt  werden^ 

oder:  die  nach  tünwegnabme  des  4.  und  5.  Theilea  (v.  12  u.  13)  noch  dbrig 
bleibenden  eoheclügen  —  also  ij,,  eine  Auffassung,  deren  Möglichkeit  von  JuL 
Fr.  Wurm  (Jahn'a  Jahrb,  XIV,  194.  1830)  hervurgehoben  worden  irt.  Die  Mög- 
lichkeit dieser  AufToaaung  musB  zugegeben  werden,  doch  hat  dieselbe  nur  geringe 
Wahrscheinlichkeit,  worüber  s.  Anm.  zu  v.  B4. 

T.  SS,  Die  Verbindung  des  av«  toiipoic  mit  dem  Vorausgehenden  (Herrn.; 
empfiehlt  sich,  insofern  dadurch  dieser  ZusatE  einen  geeigneteren,  seibat« ländigeren 
Sinn  erhält,  während  bei  der  Verbindung  mit  dem  Folgenden  derselbe  als  mOseigec 
Füllwort  erscheint.  Die  Angabe  hdv  tavf.  zu  v.  äO  n.  Sl  bezogen  ist  parallel  dem 
avpT«ai)C  uvavir]!  ayflije  in  t.  19  und  dem  näaijs  ia*9oitf'X<"'  b/eIi;;  in  t.  22  n.  U. 

Das  letzte  Wort  in  v,  S4  viipajö  hat  L.  zu  v.  2b  gezogen  und  wohl  in  der 
B(.-deutung  „viertens"  gefasst  Ebenso  muaa  es  der  Scboliast  aufgefaeet  haben, 
wenn  er  nicht  eine  andere  dem  sT^tii^s  (Inai)  in  v.  19  entsprechende,  unten  tu 
erwähnende  Bestimmong  darin  gefunden  hat.  Ganz  anders  (I.  Hermann,  dei 
vielmehr  tttQax^  zum  Vorausgehenden  zieht  und  mit  diesem  Worte  wie  den  Pen- 
tameter, so  auch  den  Satz  schlieast.  insofern  er  nun  rtT^ajQ  =  ttTftiius  faKst, 
entsteht  hieraus  eine  ganz  andere,   von  der  Fassnug  des  SchoÜaeten  abweichende 

Zuzugeben  iat  hierbei,  dase  das  Enjambement  zwischen  dem  Pentameter  v.  24  und 
dem  Hciameter  v.  35  sehr  hart  und  autfällig,  und  ferner,  dass  die  Bedeatang 
„viertens"  für  tnpajj  oicht  nachweiabar  ist.  Allein  dieser  letztere  Einwand  gilt 
ebenso  gegen  die  Deatung  Hermann'^,  da  iinch  is Ttiaj^ ^=  liioaiue  sonst  nir- 
gends crweinlich  Ist.  Ea  lOsst  eich  aber  gegen  diese  AutTossung  H.'a  noch  weiter 
Folgendes  einwenden^ 

I.  Die  Stellang  des  m^a];^  isl  hilchsl  sonderbar  und  autTüllig,  wenn  dadurch 
da«  vierfoebc  Product  der  vorausgehenden  aritbmetiBcben  Bestimmung  a: 
werden  soll.     Zudem  enthält  streng  genummen   ifipai^  ~  cii^aviE  e 
Spruch  gegen  die  vorausgehende  Augabe  ltäin9pov  nlii%'-g 

3.  Die  Zahlcnttestimmnngen  der  ganzen  Aufgabe  bis  v. 
durchgehende  Regelmäasigkeit  des  AoadruckB  und  der  Aufeinanderfolge, 
zwar  bewegen  sich  dieselben  iu  einer  höchst  einfachen  uod  regelmSasigen  Steige- 
nuig  (bei  den  Stieren  i-Hj,  {  +  ^,  J,-H,  bei  den  Kühen  J-t-J,  \  +  i.  J  +  J,  \  +  \). 
Diese,  wie  mir  scheint,  unbedingt  beabsichtigte  Regel uiäseigkeit  wird  durch  di« 
Deutung  rtcpot^  =-  rn^ifxtE  in  auffäUigster  Weise  gestört.  Dieses  Moment  der 
Regelmäsoigkeit  |dee  Aufbaues  der  Aufgabe)  ist  ebenso  auch  gegen  die  au  v.  14 
urwäluite  Wurm'sdie  Auffaasong  des  love  vxolttmottnovs  geltend  eu  machao. 


3.  Wollte  derVerfoaaer  des  ProblemB  wirklieb  deo  regelmäaaigeD  Anl'biiu  Beiner 
Aufgabe  in  der  von  Hermann  aDKeiiomineDen  Weiae  stOren  und  io  der  Tkat  das 
rierfftche  Product  der  vorausgehenden  Bestimmung  verstanden  wiaaen,  ao  tat  nicht 
einzusehen,  wariiin  er  nicht  das  in  solchem  Falle  gcbifiuchliche  Zahladv.  rK^crxic 
gebrauchte,  due  Ja  an  den  Schlüge  des  Pentameters  genau  ebenso  ffut  oder  so 
Bchlecbt  passt,  als  ttrgaxt- 

Was  freilich  mit  dem  rFTpaiQ  anzulangen,  ist  nicht  leicht  zu  sagen.  Abzu- 
vreisen  ist  mit  Harmaun  jedenfalls  die  Conjectur  Struve's  (fr^fiFg,  was  v.  IB  u, 
ST  dem  constAnten  Homerischen  üebrauche  gem^a  (dt^ttit  ateU  Dact;1us,  tJTpm^ait 
■tele  Choriambus)  als  Dactylus  steht,  wihrend  es  hier  Änapüat  sein  wQrde  Hier- 
gegen liesse  sich  einwenden  (Strave),  dass  der  Verf.  auch  ägi9tiag  udJ  Tijob  in 
(]o[i]ielter  Messung  gebraucht  (vergl.  Toave,  f^ialoiiivovg  v.  II  u.  IG  mit  taai,  tta- 
£o*ro,  leafttypor,  foöfitTQoi  v.  lä,  2b,  El,  24,  31  und  iaägiO/iov,  ioiftßöv,  ätiSfiäv 
V.  24,  S8,  80  mit  Jiji&fifBvro,  inoftiefiio«  v.  86,  31,  wozu  Struve  noch  hatte  hin- 
KUrügen  können  uSfoia^ivits  v.  37  mit  ä  und  tiQeolaat  v.  41  mit  ä'.  allein  einmal 
steht  ÜTfUiig  als  bloss  Homerisches  und  dasu  nur  rormelhall  gebrauchtes  Wort, 
bei  dem  die  Länge  des  anlautendeD  a  constant  geworden  war,  mit  äfi^/iög  und 
ä^Qol^m  nicht  gan»  auf  gleicher  Stufe ,  während  bei  firoj  neben  der  homerischeu 
Messung  mit  i  die  attische  mit  l  sprachlich  gegeben  war,  und  sodann  erscheint 
CB  doch  ungerecht  fertigt,  eine  sonst  im  Epigramm  nicht  vorkommemic  Messung 
wie  xl^ftot  iiöv  Biqfnit  als  zweiten  Theil  eines  Pentameters  durch  Conjectur  dem 
Verf.  au  flu  bürden. 

Fassen  wir  den  Sinn  der  8t«l1e,  jedoch  unter  Festhaltung  des  oben  unter  S 
Gesagten,   ins  Auge,   so   erscheint  es   nicht  unwuhrscheinlich,  dasa  in   dem  frag- 
lichen Worte  doch  eine  Beslimmung  wie  „viertens"  enthalten  ist,  da  in  der  That 
im  folgenden  v.  25  die  letzte,  vierte  Ueerdc  bestimmt  wird-,  man  erhält  dann 
einen  parallelen  Ausdruck  zu  xo^t  vKolftnofiirove  TtTvpovs  v.  14,  so  dasa  jedesmal 
die  letute  Gleichung,  die  dritte  der  Stiere  und  die  vierte  der  Kühe,  in  besonderer 
Weise  aU  solche  hervorgehoben  sein  würde.     Kann  man  nun  nicht  annehmen,  dass 
TM^tcjfg   »tatt:  „in  vier  Reihen"  auch  einmal  bedeuten  könne:   „in  vierter  Reihe", 
LBO  wird  Nichte  übrig  bleiben,  als  die  Stelle  zu  JLndem      Fasat  mau  nun  ins  Auge. 
II  dos  Eujambement  des  Pentameters  v.  24  mit  dera  Hexameter  v.  S6  sehr  stö- 
ind  ist,   dass   femer  die  Regelniäasigkeit  des  Aufbaues  der  Aufgabe  nicht  beein- 
BtAchtigt  werden  darf,  zieht  man  endlich  die  parallelen  Worte  in  v.  19  attfttiie  fofi 
1  Betracht,  ao  em|ifieh!t  es  sich  vielleieht.  in  rtrpoxp  eine  genauere  Bestimmung 
a  i«ä9if>(iov  ni^ias  zn  finden  und  zn  lesen  r4l^a$;  „sie  hatten  vollständig  gleiche 
'Zahl   mit"   u.  s.  w.     Heiberg   (8.  RT)    schlägt  vor,    zu   lesen;    nomiltt  {aägi^iiov 
tilij9oe  fjjovd'f^ttvi]:  eine  dem  Binue  nach  sehr  ansprechende,  wenn  auch  in  den 
Eiemtich  stark  eingreifende  Aenderung. 
r.  311.     ftilataio.]     Der  mediale  Aoriat  von  iilfvoiu  in  der  Bedeutung  des  Aor. 
.   diirlte  sonst  ohne  Beispiel  sein;   iiliaaUai  so  ziemlich    ~  f<t£<ti  ein  paarmal 
4icander  nnd  in  der  Anthol. 

V.  36  «9.    Deber  diese  Verse,  wohl  die  HCbwierigsteu  des  ganzen  Oedicbts,  sagt 
Bermaon:  miVunt,  ne  dieam  inrptum  epilhfiint  nt  nnwfuni  mfi/i^xea,  mulloqur 
tngia  friget  adJitttm  ««»rjj     iV'iwi  egii  aredam  nie  üla  scriff'Hte  Architnedtni.    Quart 
"m   mif/t  t^^ntii,  Jtävnj  fil/ixlaiiTo  iiUv9ov  Bfiya^iijs  tttSla-    i)W>rupi 
ruffi  Ate  g(^ifiU  c»t:  latera  iiutan  cirfuimnirca  ah  nmiii  parte  quod  altinet^j, 
'iHflebantur  vampi  TJirinacine.     M'tuta  crmutat  latera  did  t/uadrator^im. 
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nxiw^og  rede  expliccUa  a  Struviis.  ÜXtv^ldag  commimi  sermone  voccmt  numeroe 
leanig  ftfovg  iXcttTOvaTiig.  Hinc  patet,  no9i  de  ioto  quadrato,  sed  de  singuHs  eim 
IcUerilms  sermofiem  esse:  inveniriqiie  debere  numerum  quadratum,  cuius  aingula 
latera  hanc  rationem  Jiabeant:  a*.(a-b).  HermanD  glaubt  hiernach,  dass  die 
Seiten  des  von  den  weissen  und  schwarzen  Stieren  gebildeten  Quadrats,  welche  er 
durch  fitfufa  ausgedrückt  sein  lässt,  durch  das  im  Pentameter  hinzugefugte  mliw^^ 
arithmetisch  dergestalt  bestimmt  würden,  dass  die  Zahl  der  die  Seiten  des  Qua- 
drate bildenden  Stiere  das  Product  dreier  Factoren  sei,  von  denen  zwei  einander 
gleich,  der  dritte  aber  kleiner  als  jeder  der  beiden  anderen  ist. 

Was  den  Ausdruck  nXiv^ov  anlangt,  so  ist  zuzugeben,  dass  es  in  der  von 
Hermann  angenommenen  Bedeutung  anstatt  nXtv^ig  wohl  gesagt  sein  könne; 
andererseits  aber  muss  behauptet  werden,  dass  der  Verf.,  wenn  er  die  von  üerm. 
darin  gefundene  Anforderung  damit  ausdrücken  wollte,  sich  schwerlich  einer  dank- 
leren und  unverständlicheren  Bezeichnung  bedienen  konnte;  auch  darf  man  dies 
keineswegs  damit  rechtfertigen  wollen,  dass  man  dem  Verf.  die  Absicht  beimisst, 
sein  Problem  auch  in  räthselhafte,  dunkle  Worte  zu  kleiden:  vielmehr  sind  die 
Bedingungen ,  die  der  Verf.  seiner  Aufgabe  zu  Grunde  legt,  so  einlach  und  durdi- 
sichtig,  dass  damit  der  Ausdruck  %Xlv&ov,  wenn  wirklich  dadurch  eine  so  wesent- 
liche, die  ganze  Aufgabe  verändernde  Bedingung  ausgedrückt  sein  soll,  in  nnver 
einbarem  Widerspruche  steht.  Auch  Herm  ist  es  nicht  gelungen,  den  von  ihm 
darin  gefundenen  Sinn  zu  klarem  Ausdruck  zu  bringen  —  oder  soll  man  wirklich 
glauben,  dass  Jemand,  der  eine  arithmetische  Aufgabe  stellt,  um  die  oben  ange- 
gebene Bedingung  (die  Seiten  des  Quadrats  sind  Pliuthiszahlen)  auszudrücken,  sich 
folgender  Worte  bedient:  was  die  Seiten  des  Quadrats  ringsum  auf  allen  Seiten 
anlangt,  so  wurden  die  Fluren  Thrinakiens  von  Plinthiszahlen  angefüllt? 

Ich  vermag  daher  auch  bezüglich  dieser  Verse  der  Deutung  und  Textconsti- 
tuirung  Hermann 's  nicht  beizustimmen. 

Vergleicht  man  nun  die  Worte,  die  zu  der  in  v.  33 — 36  ausgesprochenen 
Bedingung  gehören,  mit  den  Worten  der  parallelen  Bedingung  in  v.  37 — 40,  so 
sieht  man,  dass  dort  zu  der  eigentlichen  Bedingung  noch  zwei  Satztheile  hinzu- 
treten, die  nur  die  Aufgabe  haben,  die  Bedingung  auszuführen  und  Missverständ- 
nisse abzuwehren,  die  aber  zur  eigentlichen  Bedingunj?  nicht  nothwendig  gehören 
und  allenfalls  auch  wegbleiben  könnten.  Je  mehr  ich  die  beiden  Bedingungen  mit 
einander  vergleiche,  um  so  wahrscheinlicher  wird  es  mir,  dass  auch  der  Aufbau 
im  Einzelnen  bei  beiden  derselbe  ist  und  dass  daher  auch  boi  der  ersten  Beding- 
ung die  Worte  to  6'  av  nfQtfirjxfci  sq(j.  nur  die  Bedeutung  einer  ausführenden, 
einen  Nebenumstand  hinzufügenden  Bemerkung  haben.  Hält  man  nun  an  der 
Lesart  nXlv^ov  fest,  so  kann  damit  nach  dem  oben  Gesagten  nur  gemeint  sein, 
dat^s  die  weissen  und  schwarzen  Stiere,  in  der  v.  34  u.  35  verlangten  Weise  auf- 
gestellt, die  Gestalt  einer  nXlv^og  geben  und  um  diese  Vergleichung  zu  begreifen, 
braucht  man  nur  sich  ein  grösseres  Rechteck  oder  Quadrat  von  Kindern  vorzu- 
stellen. Darnach  würde  der  Auydiuck  TiXiv^og  auf  die  durch  die  Rinder  selbst 
gebildete  Figur,  nicht  bloss  auf  die  Grundfläche  des  von  den  Stieren  eingenom- 
menen Raumes  zu  beziehen  sein,  wie  dies  bei  der  II ermann' sehen  Deutung 
nötliig  wäre. 

Immerhin  freilich  behalten  die  Worte,  auch  wenn  wir  nUvd-ov  mehr  in  eigent- 
licher Bedeutung  fassen,  etwas  Auffälligei?,  (iezwungenes,  und  die  Vergleichung 
der  zusammengestellten  weissen  und  schwar/en  Kinder  mit  einem  Backstein  ist 
gerade  in  der  vorliegenden  Form  sonderbar;  man  erwartet  zu  hören:  dir  in  solcher 
Weise  aufgestellten  Rinder  bildeten  die  Form  einer  n/.iv&og  oder  glichen  einer 
nXivdog.,  statt  dessen  beisst  es:  die  Fluren  Thrinakiens  wurden  angefüllt  mit  einer 
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«X/vdog.  Ich  kann  mich  daher  nicht  überzeugen,  dass  sX/vdov  die  ursprüngliche 
Lesart  sei  und  möchte  glauben,  dass  nllv^ov  nur  imhümlich  für  nlij^ovg  in  den 
Text  gerathen  sei.  Dann  enthält  der  ganze  Satz  nur  eine  Ausmalung  der  Menge 
der  weissen  und  schwarzen  Rinder:  die  Fluren  Thriuakiens  füllten  sich  ganz  mit  der 
Menge  (der  Stiere). 

Auch  was  Hermann  über  %SQi/iijxsa  sagt,  kann  mich  nicht  bestimmen,  seiner 
Trennung  in  nsQt  fiiJMa  beizupflichten.  Wurm  {hl.)  sagt  mit  Recht,  dass  wohl  der 
Sing.  fi'q%og  die  Seite  eines  Quadrats,  insofeiii  hier  die  Breite  gleich  der  Länge,  dass 
aber  der  Plnr.  nijxta  nicht  gut  die  nach  verschiedenen  Richtungen  sich  ausdehnenden 
Seiten  des  Quadrats  bedeuten  könne.  Ich  halte  nsQifiijnsa  in  der  That  für  Attribut  zu 
wfdia;  allerdings  gebraucht  Homer  das  Adj.  nur  als  Attribut  solcher  Gegenstände, 
die  sich  nach  der  Höhe  erstrecken  (Fels,  Berg,  Stange,  Stab,  Speer,  Hals),  aber  im 
Worte  selbst  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  es  nicht  auch  als  Attribut  von 
Gegenständen  anderer  räumlicher  Ausdehnung  gebraucht  werden  könnte  und  die 
Begriffsveränderung  von  „sehr  lang'*  in  „lang  sich  hinziehend,  weit  ausgedehnt'* 
hat  gewiss  nichts  Auffälliges.  Ist  dies  aber  gerechtfertigt,  so  ist  die  Hinzufügt! ng 
des  Epithetons  ntQifirjina  zu  mSla  sicher  nicht  auffälliger,  als  die  von  f^atQf <piav 
zu  ravQmv  in  v.  28. 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  ich  im  Texte  zwar  die  Lesart  nXlv^ov  bei- 
behalten, in  der  Uebersetzung  aber  das  von  mir  substituirte  nXij&ovg  zum  Ausdruck 
gebracht  habe. 

V.  38.  Hermann  interpungirt  hinter  Tctavt  und  zieht  dixßolddrjv  zu  i^  hvog 
aQxof^^or  es  ist  wohl  äfiß    eher  mit  Tctawo  zu  verbinden. 

V.  39,  40.  ovtB  n^govttov  sqq.]  Hermann  hält  ovtb  —  ovts  für  falsch  und 
schreibt  efrc  —  ihs.  Auch  hier  entsteht  durch  diese  Aenderung  eine  ganz  neue, 
die  Aufgabe  noch  bedeutend  erschwerende  Forderung;  H  hielt  diese  Aenderung 
für  nothwendig,  weil  er  dXXox(foa>v  tav(fcov  auch  zu  iniXunonevav  als  Subject 
nahm  und  diese  Worte  dann  allerdings  einen  Nonsens  enthielten.  Die  Auffassung 
Struve^s,  die  dem  Verfasser  des  Problems  geradezu  eine  Albernheit  aufbürdet, 
weist  H.  mit  Recht  zurück  und  es  scheint  unnöthig,  dieselbe  überhaupt  noch  in 
Erwägung  zu  ziehen.  Die  oben  in  der  Uebersetzung  gegebene  Deutung  billigt  auch 
Wurm:  es  ist  nur  tavQmv  als  Subject  zu  iniXHnoiiivmv  zu  wiederholen  und  dabei 
an  die  scheckigen  und  braunen  Riuder  zu  denken.  Diese  Deutung  erkennt  auch 
Hermann  selbst,  die  seine  zurücknehmend,  in  der  Praefatto  zu  Opusc.  Vol,  IV  als 
die  richtige  an,  indem  er  über  diese  Construction  ollt«  —  iniXun.  sagt:  durior  qui- 
dem  haec  constructio  (wobei  nämlich  iniXunofiivaiv  nicht  auf  die  Stiere  anderer 
Farbe,  sondern  nur  auf  die  beiden  Heerden  der  braunen  und  scheckigen  Stiere 
bezogen  wird)  est,  sed  tarnen  et  ferri  potest  et  commendatur  tum  eo,  quod  nie  non 
opus  est  scripturae  mutationc,  tum  interpretatione  scholiastae,  tum  quod  eo  modo 
non  desideratur  uUius  pari  in  accurata  descriptio. 

V.  44.  Das  der  alexandriniHchen  Poesie  angehörige  Wort  ofjtnviog  erscheint 
ao  dieser  Stelle  besonder»  gesucht,  um  mit  einem  seltenen  und  gleichsam  prunk- 
haften Worte  abzuschliesseu. 


Scholion 

(im  Cod.  gleich  hinter  dem  Epigramm  befindlich). 

Die.  Aufgabe  hat  somit  Archimedes  im  Gedichte  deutlich  dargelegt: 
man  mnss  aber  die  Forderung  verstehen,  dass  es  vier  Riiidcrheerden  sein 
«ollen:  eine  von  weissen  Stieren  und  Kühen,  die  Zahl  derselben  beträgt 
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zusammen  1405827360;  ^ne  zweite  von  schwarzen  Stieren  and  Kühen 
zusammen,  deren  Zahl  beträgt  988300800;  eine  dritte  yon  scheckigen 
Stieren  nnd  Kühen,  deren  Zahl  beträgt  869910400;  die  Zahl  der  noch 
übrigen  Heerde  von  brannen  beträgt  767088000;  die  Gesammtsahl  aller 
vier  Heerdcn  beläuft  sich  daher  auf  4031126560^     Ferner  beträgt 

die  Heerde  der  weissen  Stiere    .  829318560, 
der  Kühe     ....  576508800, 

die  Heerde  der  schwarzen  Stiere  596841120, 
der  Kühe    ....  391459680, 

die  Heerde  der  scheckigen  Stiere  588644800, 
der  Kühe    ....  281265600  ♦♦, 

die  Heerde  der  braunen  Stiere  .  331950960, 
der  Kühe  ....  435137040. 
Und  es  ist  die  Summe  der  weissen  Stiere  ==  4"l~  i  der  Zahl  der  schwar- 
zen Stiere  und  dazu  der  gesammten  Heerde  der  braunen  (Stiere),  die 
Zahl  der  schwarzen  (Stiere)  =  i*  +  i  der  scheckigen  und  der  Gesammt- 
zahl  der  braunen ,  die  Zahl  der  scheckigen  Stiere  =  {  +  4^  der  weissen 
Stiere  und  dazu  der  Gesammtzahl  der  braunen  Stiere,  ferner  die  Zahl 
der  weissen  Kühe  =-^-|-^  der  ganzen  Heerde  der  schwarzen,  die  der 
schwarzen  =  {-  -|-  ^  der  ganzen  Heerde  der  scheckigen,  die  der  scheckigen 
=  ^  +  ^  der  ganzen  Heerde  der  braunen  Rinder,  ferner  die  Zahl  der 
braunen  Kühe  =  ^  -|-  ^  der  ganzen  Heerde  der  weissen  Rinder. 

Und  die  Heerde  der  weissen  Stiere  und  der  schwarzen  zusammen- 
gestellt, ergiebt  eine  Tetragonalzahl,  die  Heerde  der  braunen  Stiere  mit 
der  Ueerde  der  scheckigen  zusammengestellt  ergiebt  eine  Trigonalzahl 
entsprechend  den  gegebenen  Bestimmnngcn  in  jeder  Farbe. 

*  Diese  Summe  richtig  vom  Scholiasten  angegeben,  bei  Lessing  (Lachm.- 
Maltzahn  u.  übrige  Ausg.)  steht  irrig  als  Gesammtsunime  14u5827660,  aus  Ver- 
wechselung mit  der  Zahl  der  weissen  Heerde. 

**  Im.  Schol.  sk'ht  281269600,  nämlich  ^^x  statt   %%,  der  Fehler  von  Lessing 
notirt  und  conigirt.     Die  Summe  869910400  vom  Schol.  richtig  angegeben. 

Dresden.  Dr.  B.  Krumbikobl. 

(Schluss  folgt.) 


Recensionen. 


Der  Mond  und  die  BeBehaffenlieit  und  Gestaltung  seiner  Oberfläche,  yon 
Edm.  Neison.  Aatorisirte  dontsche  Originalausgabe.  Nebst  einem 
Anhange:  ,,Ueber  einige  neuere  Veränderungen  auf  der  Mondober- 
fläcbe/'  Von  Dr.  Hebmann  J.  Klein.  Mit  Atlas  von  26  Karten 
und  5  Tafeln  in  Farbendruck.     Braunschweig,  1878. 

Die  letzten  Jahre  haben  in  rascher  Aufeinanderfolge  mehrere  Werke 
ersten  Ranges  über  den  Mond,  speciell  die  Topographie  desselben,  ge« 
zeitigt;  gewiss  ein  deutlicher  Beweis,  dass  das  grosse  Werk  von  Beer 
und  Mädler  aus  dem  Jahre  1837  als  sehr  der  Revision  bedürftig  all- 
gemein angesehen  wurde.  Das  Resultat  mehr  als  dreissigjfthriger  Thätig- 
keit  liegt  in  der  grossen  Mondkarte  von  J.  Schmidt  in  Athen  vor, 
welcher  nur  kurze  Zeit  die  endliche,  oft  durch  fast  unüberwindlich 
erscheinende  Schwierigkeiten  aufgehaltene  Publication  der  Lohrmann- 
schen  Karte  voraufging.  In  England  erschienen  zu  derselben  Zeit  das 
Prachtwerk  von  Carpenter  und  Nasmyth  und  zuletzt  das  in  jeder 
Beziehung  sehr  vollständige  Buch  nebst  Atlas  von  N  e  i  s  o  n ,  „  The  Moon''^, 
von  welchem  der  eifrige  Freund  der  Astronomie  Dr.  Herm*  J.  Klein 
in  Cöln  sofort  eine  Uebersetzung  geliefert  hat  und  von  dem  wir  hier  eine 
Besprechung  geben  wollen.  Es  ist  jedenfalls  ein  sehr  dankenswerthes 
Unternehmen,  das  Neiso nasche  Werk  dem  grösseren  deutschen  Publi- 
cum durch  die  Uebersetzung  zugänglich  zu  machen.  Gerade  zur  Erfor- 
schung der  Mondoberfläche  können  schon  die  Besitzer  nur  massiger  Fern- 
rohre sehr  wichtige  Beiträge  liefern,  aber  auch  anderen  Freunden  der 
Astronomie  wird  durch  das  vorliegende  Werk  eine  klare  und  eingehende 
Belehrung  verschafft.  Da  der  Zweck  des  Buches  ausschliesslich  auf  die 
Förderung  des  Studiums  der  physischen  Beschaffenheit  des  Mondes  ge- 
richtet ist,  so  ist  die  populäre  Form  desselben  selbstverständlich. 

Im  1.  Capitel  werden  Bewegungen  und  Dimensionen  des  Mondes 
kurz  besprochen.  Das  2.  Capitel  trägt  die  Ueberschrift :  „Physische  Be- 
schaffenheit der  Mondoberfläche."  N  eisen  vertritt  hier  die  Ansicht,  dass 
die  Beschaffenheit  der  Erde  und  des  Mondes  im  Anfang  Übereinstimmte 
nnd  dass  auch  die  Veränderungen  auf  der  Oberfläche  beider  Körper  in 
analoger  Weise  vor  sich  gingen.  Es  ist  nun  meistens  mit  Bttckaioht  auf 
verschiedene  astronomische  Beobachtungen,   Stcmbedeekiin 
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Bkopie  a.  s.  w,  Angenommen  worden,  dass  der  Mond  keine  Almospl 
besitzen  kCnne,  welche  der  der  Erde  gleich  odpr  nur  annähernd  gli 
wäre.  Dieser  Meinung  tritt  Neison  entgegen.  Er  geht  davon  ras, 
daes  anf  dem  Monde  die  Ätmosphüre  a.o  sieb  schon  viel  weniger  dicht 
sein  müsse,  wie  auf  der  Erde,  weil  die  OberäSche  de«  Mondes  im 
Vergleich  sn  seiner  Masse  nicht  nur  weil  grösser,  sondern  die  Schwere 
dort  auch  weit  geringer  sei,  als  nui"  der  Erde.  Diese  an  sich  weit  weni- 
ger dichte  Mirndnlmn!<)ibare  ist  aber  dem  Eiiifluss  eirn'r  sechsmal  grosseren 
Oberfläche  Rosgesetzt  und  sie  mnss  daher  durch  deren  EipflasB  in  liöherem 
Grude  vermindert  werden,  als  bei  nus.  l-'iüber  hatte  Besscl  buh  theo- 
retischen Untersnchnngen  gctichlusseii ,  dnss  die  Dichtigkeit  der  Mond- 
atmospbäre  sicher  nicht  giösser,  als  j^Vb  ''*''  Erdatmosphäre  sein  könne; 
Naison  hat  nnn  nachgewiesen,  i^ass  infolge  einer  Un Vollkommenheit  in 
dei'  HeBEerachc-n  Ableitung  dieser  geringe  Werth  erhalten  wurde,  dte» 
er  in  Wahrheil  auf  yj^  za  vergrössern  sei.  Im  weiteren  Verlai 
I 'apitels  untersucht  nnn  N eise n  die  verschiedenen  Beobachtungi 
Monde  auf  den  möglichen  Nachweis  einer  Atmosphüre  und  kommt  dkl 
überall  ZU  einem  der  Gegenwart  einer  sehr  wohl  merkbaren  Atroosp! 
günstigen  Kosnltat.  Hni  der  aiissernrd entlichen  SehwifTigkeil 
gehJiriger  Iteobachtuogen ,  speciell  bei  der  grossen  UnHicherheit,  in 
eher  wir  noch  in  der  Keiuitniss  des  Mond  durch  meBsers  scbwtsben,  At 
GriiKse  bei  den  Untersuchungen  der  Stembodccknngen  in  Betracht  km 
moss  Referent  bekennen ,  noch  nicht  durch  die  Neiaon' sehen 
fllliTungen  liberaeugt  an  sein,  dasB  eine  Atmosphäre  von  j^  der  Dieb- 
tigkeil  der  irdischen  auf  dem  Monde  Toihanden  sei. 

Im  3.  Capitel  wird  eine  OlaREilicalioii  der  Formationen  der  Mondi 
fläche    gegeben.      Neison    unterscheidet    hier    die   Ebenen,    Krater 
Berge,    wobei    die  Bezeichnung  Krater   nur   iii   ihrem  gewöhnlichen 
venlionellen    Sinne   gi-branuht    ist.     Jede   der   Clasaen    bat   ihre   grOBsi 
oder    geringere    Anzahl    Unterabtheilnngen ,    zum   Theil    in  AnHchtnss 
Beer    nnd    MSdler's  Einlheilnng.     Als  4.  HauptclaNse   crBcheinen 
die  Killen    oder  Kliirtc,    welche    Kuerst    von  Schreier  entdeckt  ward, 
und   deren  Anzahl    nach    den    heutigen   KenntniBSen    circa   1000   beträgt. 
Da    bisher    nur  wenige  Beobachtet    auf  diesem  Gebiete  thälig  waren,   aa 
fitgip    fast  jedes   der    letalen  Jahre   den    bereits    bekannten    neue    Rjlli 
hinxn.     Ks  folgt  mich  die  Augahe  einer  llelligkeilsscaU  für  die  Teraehi 
denen    Formationen;     Schröter     führte     zehn     verschieden«     Orad« 
und  Luhrmann,  Beer  und  MHd  ler  folgten  diesem  I'rincip,  wenngU 
die  Einiheilnng  bei  Letzteren  etwas  Duders  war.     Neison  hat  diiratii 
die   Beer  und    Mädler'scbe   Scala   adoptirl. 

In  eingeheniler  Weise  giebt  dann  Neison  im  4.  Capitel 
Kchichtlicb«  Uehersicht  Über  die  Mundbeubach langen  von  den 
Zeih>Jt  au. 
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UsB  5.  Capilel  ist  d«r  in  jtfD^Btnr  Zeit  fut  brennend  gewordenen 
FrBge  der  VerSndentngen  anf  der  Oberfiächp  des  MnndcB  gewidmet. 
Wenn  man  Atmoapliäre  nnd,  wenigFitens  in  den  liefer  gelegenen  Gegen- 
den, auch  WasHer  annimmt,  so  ist  es  natürlicb,  Uass  ancli  Veiündentngen 
auf  der  Mondoberfläche  fortwährend  vor  Eich  gehen  müesen ,  und  es  ist 
nur  fraglich,  ob  diese  für  ans  wahrnehmbar  sein  werden-  Immerhin 
brauchen  aber  doch  noch  nicht  vollständige  Umänderungen  der  Forma- 
tionen, Nfiiibildnugen  v(;n  Kralern,  Verechwinden  von  bestebendeu  Kia 
lern  etattzoiinden  —  wenn  sich  diese  wirklich  in  der  Weise  zeigen, 
win  in  neuerer  Zeit  behanptet  worden,  so  wird  die  volle  Analogie  zwi- 
Bcben  den  Vorgängen  auf  dem  Monde  mit  denen  auf  der  Erde,  welche  bU 
Ausgangspunkte  für  die  ErkUrnng  der  Vorgänge  gedient  hat,  sicher  niclit 
ferner  angenommen  werden  können.  Neiaon  verhält  sich  im  vorjingeii- 
den  Werke  denn  auch  sehr  vorsicbticli  und  meint,  dass  selbst  bei  den  nm 
meiHten  beglaubigten  Füllen  acscheioenti  pliyeischer  VerHnderungen,  dem 
Krater  Linm!'  im  M<ire  Seremlalis  und  dem  kleinen  üoppelringgel>irge 
Messier  tm  lHarf  Fot^cundilalis  Irrungen  nicbt  ausgeschlnssen  wSreu,  so 
daas  gane  Kweifpltotie  Umgeslaltungen  nicht  vorhanden  seien.  In  neueNter 
Zeit  tBt  Neiaon,  wie  aus  anderweitigen  Fublicationcn  hervorgobt,  in 
diesem  Punkte  anderer  Ansicht  geworden.  Der  in  der  deutschen  Aus- 
gabe von  dem  Ueberselzer  hinzugefügte  Anhang:  ,,Ueber  einige  neuere 
Veränderungen  auf  der  Mond  Oberfläche",  welchen  Herr  iJr-  Klein  von 
floinom  Standpunkte  aus  gewiss  an  geben  berechtigt  war,  hat  die  volle 
Znstimmnng  Neiaou's  gefunden.  Referent  bedauert  diesen  Zuaal»,  da 
Werk  bierdurcb  in  den  Händen  nicht  Htrong  durchgebildeter  Astro- 
nomon  gefilbrlich  werden  wird.  Man  ist  gar  zu  raacli  mit  „Veränderungen" 
der  Hnnd  und  die  kurze  Zeit  ueit  der  vermeintlichen  Entdeckung 
Klein'fi  am  Krater  in  der  Nähe  des  Hyginns  hat  schon  Answücbse 
iu  Ubergenügender  Zahl  zu  Tage  gefördert,  Waa  die  Frage  der  Ver- 
Sndcrungen  überhaupt  betrifft,  so  bestreitet  Referent  keineswegn  din 
Möglichkeit  derselben,  aber  er  glaubt  nncb  wie  vor  noch  nicht  nn 
wirklich  beubacJitete  Veränderungen  in  dem  behaupteten  grnssartigen 
Umfange.  Die  vielfachen  Beobachtungen  anderer  Astronomen  am  Krater 
Hyginns,  welcbe  dasselbe  negative  Resnltat  hatten,  hält  freilich  Dr.  Klein 
fitr  ungenügend,  da  sie  zum  Theil  den  von  ibm  gemeinten  Gegenstand  gar 
■licht  betrelieu,  znm  Theil  ancb  von  weniger  auf  dem  Gebiete  der  fiele- 
bngraphie  getlbten  and  bewanderten  Ileobachlern  angestellt  »eien.  lief. 
Bekennt  sieb  ofl'en  zu  Letzteren  und  will  daher  auch  eine  Widerlegung 
Borcb  eigene  Beobachtung  nicht  versuchen,  dieselbe  vielmehr  durch 
br.  Klein'«  eigene  Mittbeilnngen  gelien;  er  würde  zu  dert>elben  an 
BiexeiD,  vielleicht  nicht  ganz  geeigneten  Oit  nicht  sclireiten,  wenn  ft 
llber  die  englische  OriginalnuHgabe  an  reCerlren  hättft  und  Bi«!"  über  die 
knUelMi  Ucberaetaung  mit  dem  Anbange  dea  UebWtMm^^^^^^^^ 
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irird  nnd  kucli  im  Folgeoden  sonKcIist  nur  verslandon 
bestellt  in  dor  messbaren  contiaairliclien  OrteÜDderuDg  ii< 
eleinentr-.  Die  Riebtangen  uud  Grüs^on  der  Geschwind! gkfiten  dii 
Elemente  in  einem  gowitiseii  Augcublickt;  bestimmen  Jen  angeublluklid 
BowcguiigSEDS tand  des  Körpers;  ...  Der  Zasland  der  Kiibe  oder 
Uewegnng  cioes  Körpers  soll  in  der  Folge  sein  änsscrar  Zasti 
genannt  werden." 

Diesem  „äusseren  Zustande"  vird  wi>b1  nnter  entscheideni 
Betonung  des  Begrifles  messbar  ein  „innerer  Zustand"  ($3  S.  7) 
entgegengestellt,  „der,  soweit  er  im  Folgenden  (unter  Abstraclion  vi>o 
elektrisuKen,  magnetischen  nnd  LicbievHcheinungeii)  in  Belracbt  koinml, 
bestimmt  ist  ünrcb  die  chemische  Beschaflenhoit,  die  Aggregatform ,  das 
S|iccifisclie  Volumen  uud  den  Spannungszusland  in  den  verschiedenen 
Fnuliten  oder  Elementen   des  Körpers." 

Durch  diese  Ünterecbeidungen  wird  die  in  §  7  S.  33  errolgende 
führnng  des  BegriBes  der  Wärme  vorbereitet 

Nachdem  eine  Untersuchung  über  diejenigen  Aenderungen  dos  in 
Zuslaudes,  welche  dnrcb  Aenderongen  des  Üussern  Znslaudcs  liorvor- 
gohracht  werden,  zu  dem  Resultate  geführt  hat,  dass  im  Allgemeinen 
gegenseitige  Abhängigkeit  zniscfaen  den  Aendernngen  beider  Znstände 
besteht,  indem  die  Aenderung  des  äussern  Znslandes  mit  einer  Derorma- 
lion  des  Körpers  verbunden  ist,  wodurch  das  specifische  Volumen  nud 
der  Spann  an  gszusland  geändert  werden,  ja  möglicherweise  selbst  die 
Aggregatrorm  wechselt,  Oihrt  der  Verfasser  in  folgendem  Gedankengange 
fort:  Es  können  indessen  Aenderungen  des  Innern  Zuslandea  —  auch 
ohne  Aenderung  des  SnBsern  (ohne  Arbeit  äusserer  Kräfte)  —  stattfinden. 
Es  kann  s.  B.  die  Fressung  eines  Inftformigeu  Körpers  bei  constantnm 
Volumen  in  hohem  Grade  veränderlich  sein;  eine  Mischung  von  Eis  nnd 
Wasser  kann  ganz  in  die  Form  von  Wasser  Übergeben,  so  dass  das 
Ismen,  während  der  Schmelzung  des  Eises  abnehmend  und  spät« 
nehmend,  schliesslich  dem  Anfangsvolumen  wieder  gleich  ist.  Ja,  es 
vorkommen,  dass  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  negativ  ist  (weni 
ihre  Angriffspunkte  entgegengesetzt  den  Richtungen  der  Kräfte  bewi 
die  Deformationsarbeit  aber  positiv  ( Ausdehnung  1. 

■Solche  Beobachtungen  legen  die  Frage  nach  einer  weiteren  Dl 
der    Äondemng    des    inneren    Znstandes    nahe.      Dieae    Ursache    heilst 
Wärme. 

„Es  ist  also  Wärme  die  Ursache  solcher  Äeudeiiingen  dos  tnnern 
Zustandes  eines  Körpers,  welche  in  Aenderungen  der  Äggrcgatform,  des 
speciBscheu  Volumens  oder  des  Bpaunungszuslandes  bosiehen.  Insoweit 
der  innere  Zustand  durch  diese  drei  Kriterien  in  den  verschiedenen 
Punkten  eines  Körpers  cbarakterieirt,  also  durch  die  Wärme  bedingt  ist, 
Doil  er  der  WArmesustaud  lietsgen." 


•is  nnd 


■  Uli,    Madler,    Bonvard,    Ni 
1  dem  Werke  angebKngt  sind. 
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Theoretiiohe  HaBChinenlehre  von 
lessor  Hiu  Pulytecliuitum 
1875.  1.  Baod:  Hydraulil 
XXIV  a.  972  S.  gr.  8". 

Nicht  ganz  im  Einklang  mit  dem  Titel,  wohl  aber  logischen  AnTor- 
dernngen  eDtsprecbcnd  ist  in  dif§em  reichhaltigen  Buche  nach  Feststel- 
Inng  allgemeiner  GrundbegrifTe  der  Mechanik  der  erste  Abüchnitt  der 
tnechaniBchen  Wärme theorie  gewidmet.  Mit  Hilfe  der  gewonnenen 
BeBullstc  wird  dann  im  zweiten,  Hydraulik  überschriehenen  Abachnitle 
vom  Gleichgewicht  und  der  Bew<-gnng  der  Flüssigkeiten  in  dem  all- 
gemdoen  Sinne  des  Wortes  gehandelt,  in  welchem  auch  die  gasförmigen 
Körper  dasn  gerechnet  werden.  Endlich  giebt  ein  dritter,  ungleich  klei- 
nerer Abschnitt  theoretische  Elemente  der  Heizung. 

Der  Verfasser   spricht   am  Schluss    des  Vorwortes,    nachdem    er  uns 
eine  Uebcrsiclit  über  die  beabsichtigte  Eintheilnng  des  ganzen  (dei 
bis  sar  2.  Lieferung  dos   II.  Bandes   vorgeschrittenen)  Werket 
äcu  Wunsch  aus,  man  möge  das  Bnch  weder  als  Leitfaden  zu  Vorträgen, 
noch  dberhanpl  als  Lehrbnch  zur  ersten  Einführung  in  die  betreffende 
Wissenschari  auffassen,  vielmehr  als  einen  Versuch,  den  behandelten  Stoff 
in  eiuer  den  Anforderungen  möglichst  wissenschaftlicher  Gliederung  ent- 
sprechenden Weise  darzustellen.     Und  diesen  Anforderungen  glaubt  der 
Verfasser  dadurch  nachzukommen,  dass  er  vom  Allgeroei 
dem  fortschreitet.    ..Ein  Eunücbst  möglichst  allgemein  charaklerisirtes  Pro- 
blem  wnrde   erst   nach   und  nach  durch  Einfjlhrnng  beschränkender  An- 
nahmen  specialisirt   und  vereinfacht,   sobald  die  Entwickeinng  zu  einem 
Funkte  gediehen  war,  an  welchem  dazu  sich  das  Bedürfuiss  herausstellte." 

Damit  ist  in  der  That  auch  der  Charakter  des  hier  besprochenen 
ersten  Bandes  bezeichnet.  Wer  der  mnthomatischen  Sprache  kundig  ist 
und  die  Mühe  nicht  scheut,  welche  auf  diesem  Gebiete  mit  jedem  Schritte 
zu  tieferer  Erkcnntniss  uothwendig  verbunden  ist,  wird  es  nicht  zu 
bereuen  haben,  den  AuBführungen  des  Verfassers  mit  der  Feder  in  der 
Hand  gefolgt  zn  sein. 

Referent  glaubt  dieses  Urifaeil  insbesondere  auch  bezüglich  des  ersten 
Abschnittes  aussprechen  üq  dUrfen,  obwohl  er  hier  mit  der  Behandlnngs- 
wcise  nicht  immer  sjmpathisirt. 

In  der  Absicht,  sich  zunächst  ein  gewisses  Material  festgestellter 
Begriffe  zu  verschaffen,  beginnt  der  Verfasser  dpn  §  2  mit  der  ErklÄrung; 
-Die  Bewegung  eines  Körper»,   wie   sie  iu  der  Mechauilt  iiL&^.*sx%\i.i\iV. 


krart,  iDDereB  Weik]  ftua  dem  Begriff  der  Wärme.    Denn 
ein  Arbeltsiirndncl   sBin   soll,    so    kann    sie  nur  actDellu  oder  potettziai 
Energie  (lebendige  KraCt  oder  Spannkraft)  sein.     Letztere  i?ittBteht  in  d«n 
Kurjioro  dRilnrcli.    dass  MolekularkrÜftc    auf  gewisse  Strecken    liin  über 
wunden    werden,    sie    ist    das    Frodact   einer  Arbeit,    welelie   Auf  Kust«i 
von    Wärme   geleistet   werden    kann    nnd    häutig   geleistet   wird, 
domnacti  ein  WäitneMquivaleut;  daäs  sie  aber  sellist  Wärme  sei,  Ut  mmi 
Wissens  bisher  nicht  gedacht  worden. 

Der  Verfasser  nennt  in  seiner  sehr  lescnswerthen,  S.  220  hugiauva- 
den,  Molekulartheorie  der  Wurme  übersi-ljriebcDen  Ahlli^iluDg  (E)  diese 
jiuleuiielle  Energie  den  Arbeitsinbalt  des  Körpers  und  die  Summe 
aus  der  innern  lebendigen  Kraft  und  dem  Arbeitsinbalt  das  inner« 
Arbeitsvermögen.  Den  WHrmewertli  desselben  nennt  er  di 
perwärme,  welche  demnach  ans  dem  Warmeweitlie  der  iunere 
digen  Kraft  —  der  freien  Körperwärme  —  and  dem  Wfirmowai 
des  Arbeilsiulialla  —  der  gebundenen  Kürperwärme  —  bestehe. 

Diese  letzte  an  den  Begrifl'  Körperwärme  sich  anschlii 
dies  ganx  Ubetdiissige  Numenclatiir  muss  Referent  für  sehi  unglücklich 
hütten,  weil  sie  coofundirt,  was  getrennt  zu  sehen  für  die  Dentliclikcit 
der  Begriffe  von  entscbeidcnder  Wichtigkeit  ist;  weil  sie  Körperwärme 
nennt,  was  nicht  als  Wärme  im  Körper  vorhanden  ist,  und  endlich  weil 
sie  uns  die  gebundene  Wärme,  dieses  ehrwürdige  Sinnbild,  welches 
wir  bereits  der  AntiquilNtensammlang  einverleibt  glaubten,  wieder  zurück' 
bringt.  Clansias  leistet  derartigen  Ansdrücken  wenig  Vorschab,  wauti 
er  im  Einsatz  A  zu  seiner  6.  Abtii.  (1864)  sagt:  „Ferner  hat  Zeituet  ... 
dieselbe  Grösse  f"  (die  vom  Verf.  sogenannte  Körperwärme)  „die  innere 
Wärme  des  Körpers  gcuaunt.  Der  letzte  Name  scheint  mir  der  Bedeu- 
tung der  Grösse  U  uitht  ganz  zu  enttpreclien,  da  nur  ein  Tlieil  dieser 
Grösse  wirklich  im  Körper  viirhandcne  Wäimc,  d.  b.  lebendige  Kr«i 
seiner  Moleknlar bewegungen  darstellt,  während  der  übrige  ' 
sich  auf  Wärme  bezieht,  weiche  zu  innerer  Arbeil  verhtancbt  ist 
folglich  nicht  mehr  als  Wiiime  ciistirt-  Ich  glanhe  nun  zwar  ni 
dass  Zeuuor  die  Absicht  gehabt  hat,  mit  jenem  Namen  atis- 
audrilcken,  dass  die  ganze  dorch  t' dargestellte  Wärroetnenge 
wirklich  als  Wärme  in  dem  Körper  vorhanden  sei;  indeaaen 
könnte    der   Name    doch   leicht  in   diesem  Sinne  verstutidea 

Ein  ähnliches  Missverständniss,  wie  es  von  Claasiue  hier  als  n 
lieh  erwähnt  wird,  scheint  in  der  That  irgeudwo  vorgekommen  au  : 
uud  den  Verfasser  zu  folgender  Aensserung  veranlasst  zu  haben  (B.  24^ 

,,Auch  kann  es  bei  uDverHaderter  Aggregalform  nnd  bei  nnverkndd 
tem  Volumen  der  Fall  sein,  dass  mit  einer  Aonderung  des  Innern  ZueU 
i  tlurch  UittheiluDg    von    Wärme  nioht  unr   ein  Zuwachs    von    i 


leser 

1 


Nachdem  dnnn  aiisgefülirt  ist,  noter  welcher  Bedingung  man  vnn 
xwpi  Krirpom  eagt,  doss  sie  gleiche  Temperatnr  habeti ,  folgt,  als  ein 
Gi>geu§Un<i  den  UnbereinkomnieDR  eingerührt,  die  AufstL-IInng  des  Tein- 
pfTatuTmasaeti ,  welcher  gemSoa  als  Manszahl  der  Temperatur  gill ,  waa  sich 
für  (  AUB  der  Gleichung 


y,=  r,+  - 


^C-'o) 


brreclmet,  wobei  F',,  K„,  F'„  ipccifische  Volumina  der  Luft  sind,  solche 
unter  Atmogphärendrnck  hesiehnngsweige  bei  den  Temperaturen  /,  hei 
dem  Gefrierpunkte  ((„)  nud  bei  dem  normalen  Siedepunkte  des  Wassers 
■JlwBtehon,  l^  und  n  aber  beliebige  Zahlen  sind,  durch  deren  Bestimmung 
man  an  den  verschiedenen  Scalen  (Celsias,  R^aumnr,  Fahrenheit)  gelangen 
ikann. 

Es  ist  also  hier  das  Lnftthcrmometer  als  maasgebeud  angennm- 
aeu  und  zwar  die  Ausdehnung  der  Luft  bei  dem  conatanten  Druck 
einer  Atmnephäre  {760"°  Qupcksilber). 

Referent  kann  diesen  unvermittelten  Uebergang,    welcher  das  Tem- 

peratnrmaas.als  etwas  ganz  Willkürliches  crsuheinea  iHsat,  unserem  gegen- 

:i  Wissrn    nicht    für  angemessen   halten.     Abgesehen  davon,    dasa 

Gründe  vorliegen,  der  bei  constaatem  Volumen  eintretenden  Spannungs- 

me  der  Luft  vor  der  Ausdehnung  den  Voraug  za  geben,  —  wie 

[Wollte  der  Verfnfiser  mit  den  bisher  gegebeueu  Mitteln  sein  Temperatur- 

vertheiiiigen  gegen  den  bekannten,  ans  Missverständniss  der  äach- 

immer  wieder  prudncirten  Vorschlag,  dasselbe  mittelst  der  Differen- 
tialgleichnug 

dv  =  ovdt 

I  gewinnen,  welche,  da  sie  die  mit  einem  Wärmegrade  verbundene  Auh- 
liehnung  als  einen  aliqnoten  Theil  dea  jeweiligen  Vi>lumens  annimmt, 
r  Vielen  weit  natürlicher  erscheint,  als  die  Annahme,  dass  diese  Aus- 
idehnnng  stets  das  gleiche  Vielfache  eines  fixirten  Volumens  (T,,)  sein  soU? 
In  der  Tbat  dürfte  es  ohne  jede  Hypothese  über  die  Kalur  der 
Wärme  schwer  sein,  über  die  Temperatur  und  ihr  Maaes  etwas  Dentlichns 
uuausagen,  was  den  Charakter  des  Willkürlichen,  btos  Conventionellen 
rermeidet;  und  wenn  sich  der  Verfasser  die  Aufgabe  gesetzt  hat,  mit 
äem  Begriff  der  Wärme  auch  den  der  Temperatnr  hypotheseufrei  zn 
ekeln,  so  wird  ihm  schliesslich  wohl  selbst  die  Unüberwiudlich- 
keit  der  Schwierigkeiten,  die  er  sich  aufgebürdet  hat,  nicht  entgangen  sein. 
Die  Hypothese  nun,  welche  der  Verfasser  umgehen  möchte,  ist  die, 

WSrme    lebendige   Kraft    einer   Molckularbewegnng   ist. 

Wenn  man  einmal  das  Princip  von  der  Erbaltnng  der  Kraft  und  die 
Aeqnivalenz  vorhandener  Wärme  und  geschehener  Arbeit  angenommen 
hat,  dann  liegt  das  Hypothetische  jener  Ansicht  über  die  Natnr  der 
WSrme  nur  noch  in  der  AnsechUessung  der  potentiellen  Energie  (^^«.-k&- 


snräcksnfflhTeu  saclien ,  sind  vom  Vetffwser  als  Sllitsen  diea«B  Satsu 
Hiig«fni>rt. 

S.  103  int  KU  bciichtigou,  JasB  0,003661.  der  von  Regnanlt  für 
Wascpretoff  gefandene  AnsdüliDatigscocfficieat,  nicht  der  kleinstp  Wcrth 
ist,  welcher  fUr  deu  Ansdolinnngs-  (und  SpnnnDiigs-)  Cocifficieiitoti  i 
OiucB  gefunden  wurde,  dn  Kcgoatilt  für  (verdüunle)  Luft  klo 
Werthe  tonstalirt  hat  und  andere  Phyaifeer  kleinere  Wertlie  fBr 
Spann II ngacoefficient^D  des  WaBserstofl'«  (;efuiidon  haben.  Kbenso  int. 
niclit  ganz  genau,  dnsa  Kegnaalt,  bei  dem  A  nfangadriick  {/'„) 
einer  AtinoBphHre,  0,003665  für  den  SpannungBcoefficienlen  der  Lufl 
fand.  Kr  fand  vielmehr  in  Uebcreinstimmung  mil  Magnus  0,00;i6ß8. 
Uegnnult's  kleinere  Wertlie  beziehen  sich  an  f  geringeren  Anfnngsdrnek 
(IIa  ''««  Verf.). 

S.  72  Z,  10  V.  o.  hat  sich  <>in  Kinnstörender  Drnckfehler  behau] 
indem    das    ,,UDendlieh    klein"    mit   dein   ,, Endlich"    der   folgenden 
verwechselt  ist. 

Im  folgenden  Abschnitt  (der  eigentlichen  Hydraulik]  findet 
K  322  flgg.  eine  sehr  dnnkenswerihe  Arbeit  über  „Oleichgewieht  des 
WnsHers  mit  Rücksicht  auf  Mulckalarkrafie",  welche  wohl  anch  aar  ersten 
Rinführnng  in  diesen  Gegenstand  dienen  kann,  Das  Ctleiche  gilt  viin 
§§  66  nnd  67,  wo  im  Anschlnss  an  die  li^ntwickelting  der  Formel  für 
baronielriBche  Ilohenmessung  mit  Bezog  auf  die  Arbeiten  Bs 
und  Hfihlmann's  die  Schwierigkeiten  und  Unsicherheiten  erörtert 
den,  welche  diesen  Meesangen  uns  unserer  UnkenutnUs  der  Tempel 
der  zwiBchenliegenden  LuftGchichten  erwachsen. 

In  der  Lehre  von  der  Bewegung  der  Fllissigkeiten  (im  weiteren  Si 
tritt  die  Methode  dee  Verfassers  —  die  allmHiige  Specialisirung  —  be- 
sonders e!n6asBreich  hervor.  Sie  Bcheint  wohlgeeignet,  den  Lesetkrns 
des  Buehes  zu  erweitern,  du  die  allgemeiner  gchsltenen  Kinleitiing4>n 
Interesse  des  Theoretikers  feesein  und  die  Praktiker  au 
Horgfall,  welche  auf  die  (rechnerische)  Ansmittelung  der  Ktfithrungsi 
cienten   verwendet  ist,  erheblichen  Nntzen  ziehen   werden. 

Rbckk 


na  « 
inD«) 


i^n  ^^H 


Entwickelnsg  einer  Theorie  der  Er^atallstractDr  von  Ür.  Leuki 
SoHNCKB.  Leipzig.  B.  G.  Teubner.  1879. 
Usfl  dem  Volnmen  nach  kleine,  nur  247  Seiten  gr.  S"  iimfassendH 
Werkcheu  enthält  die  Resultate  langjähriger  mühsamer,  aber  auch  iuuvr- 
lialb  des  vorgesteckten  Bereiches  erschöpfender  Untersuchungen  des  auf 
seinem  Gebiet  wohl  jetzt  als  einzige  Antorität  dastehenden  Verrassnrs, 
Schon  früher  legte  der  VerfssBcr  in  puhlicirten  Abhaudlnageu  („Di« 
Orappirung  der  HolekUle  in  den  KrysUllen",  Fogg.  Ann.  d.  Phye.,  133 
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8.  75,  1867,  und  „Die  unbegrenzten  regelmässigen  Punktsysteme  als 
Grundlage  einer  Theorie  der  Krystallstructur**,  Carlsruhe  1876)  rühm- 
liches Zeugniss  seiner  Thätigkeit  ab;  die  vorliegende  Schrift  bringt  diese 
Tbätigkeit  zu  einem  gewissen  Abschlüsse. 

Das  Hauptthema  der  ganzen  Arbeit  ist  die  rein  geometrisch  gehal* 
tene  Untersuchung  darüber,  welche  verschiedenen  Arten  regelmässiger 
und  allseitig  als  unbegrenzt  angenommener  Punktsysteme  überhaupt  mög- 
lich sind,  wenn  noch  die  Regelmässigkeit  eines  Punktsystems  dahin 
erklärt  wird,  dass  um  jeden  Massenpunkt  herum  die  Anordnung  der 
übrigen  Massenpunkte  dieselbe  ist,  wie  um  jeden  andern  Massenpunkt, 
oder  auch,  dass  die  Bündel  gerader  Linien,  die  man  erhält,  wenn  man 
von  jedem  einzelnen  Massen  punkte  als  Ausgangspunkt  nach  allen  anderen 
vorhandenen  Massenpunkten  gerade  Linien  zieht,  unter  einander  con- 
gruent  sind. 

Wie  aus  der  Stellung  dieser  Aufgabe  erklärlich,  ist  der  wesentliche 
Inhalt  des  Werkes  ein  rein  geometrischer,  der  sich  auf  eine  Reihe  kine- 
matischer Hilfsbetrachtungen  stützt,  die  ausführlich  in  §  4  Abschn.I  Cap.II 
8.  29--  36  angegeben  werden  und  die  Lehrsätze  der  Mechanik  enthalten, 
die  sich  auf  gegenseitige  Ersetzung  von  Parallelverschiebung,  Drehung 
und  Schraubenbewegung  beziehen. 

Im  folgenden  Cap.  III  des  ersten  Abschnittes  werden  nun  die  ver- 
schiedenen möglichen  Arten  und  Richtungen  von  Axen  in  regelmässigen, 
unendlichen  Punktsystemen  ermittelt,  indem  unter  Axe  die  Axe  einer 
Drehung  oder  Schraubung  verstanden  wird,  um  welche  das  Punktsystem 
sich  von  einer  gewissen  Anfangslage  aus  drehen  kann,  um  wieder  mit 
dem  ursprünglichen  Punktsystem  zusammenzufallen.  Nennt  man  über- 
haupt eine  Axe  /i- zählig,  wenn  der  kleinste  Winkel  er,  um  welchen  diese 
Drehung  behufs  der  Deckung  geschehen  muss,  so  beschaiFen  ist,  dass 
nfit  =  27c,  so  kommt  der  Verfasser  auf  S.  60  zu  folgender  Eintheilnng 
der  regelmässigen  und  unendlichen  Punktsysteme: 

I.  Systeme  ohne  Axen; 

II.  Systeme  mit  einer  einzigen  Axenrichtung: 

1.  die  Hauptaxen  sind  6 zählig, 

^»    ?>  ?»  )>     ^     »» 

4  2 

III.  Systeme   mit   gleichen  Hauptaxen   nach    nur   zwei    (und    zwar 
entgegengesetzten)  Richtungen: 

1.  die  Hauptaxen  sind  6 zählig, 

^.    ,.  .,  «,     ^     4f 

4  2 


IV.  Systeme  mit  gleicli 
tuDgen: 

1,  die  Hanptaiei 


HanptKxen    nacb    mehr  «Is   swei 
id  Ssäblig, 


In  einem  nnn  folgenden  grösBern  ÄbBchnitt<<  II,  8.03  —  180, 
die  Constrnction  der  regelmäfiBigen,  atUeitig  iinendliclmn  Punktsysteme 
sngegelien-  Die  Resnllate  dieaes  Abschnittes  werden  erlSntert  dnrch  eine 
grössere  Äiisnhl  HolzscbnUte  im  Text  nnd  durch  fänf  lithogra{ihiscbfl 
Tafeln,  ansGetdem  noch  durch  die  Angabe  (S.  179)  von  Mndelleo ,  vrelcbe 
die  PnnktsyBteiQe  darstellen.  Die  Resultate  dieses  Abschnittes  sind  äber- 
Eichtlich  zusamiDengeslellt  ani  S.  173 — 177  nnd  es  werden  im  Gänsen 
66  verschiedene  regelmässige,  allseitig  unbegrenzte  Punktsysteme  erhalten. 

Damit  ist  die  Hanplaufgabe  gelöst;  dem  Scliriftchen  sind  aber  noch 
andere  höchst  wichtige  Zugaben  beigegeben,  so  im  Abüchn.  I  S.  3  —  62 
uamentlich  noch  eine  sehr  interessante  histurieche  Einleitung  nnd  vor 
Allem  der  Ahschn.  III  8.  183  — 247,  welcher  letztere  die  Prüfung  der 
gegebenen  Theorie  an  der  Erfahrung  enthält.  Es  versteht  sich  bei 
Liebe  und  nrnfassenden  Ansdauer  nnd  Energie,  mit  der  der  VerfkMeri 
seine  Arbeit  gegangen  ist,  von  selbst,  dass  diesen  beiden  Abscfanil 
sorgfältige  Literatnran gaben  beigegeben  sind.  Dieser  leute  Abschn: 
erhebt  die  Ermittelung  der  physikatiscben  Eigenschaften  der  Krystalle 
anf  oioe  sichere  Basis,  indem  von  hier  aus  nun  diese  Untersuchung  dnrch 
bestimmte  Principien  geleitet  werden  kann.  Noch  besDnders  mag  hier 
hervorgehoben  werden,  dass  die  HalbflSchen  und  Viertelllächen  eine 
nelbststHndigere  Stellung  erlangen,  als  die  ist,  die  ihnen  die  Krystatlo- 
graphie  anweist.  Diese  eelbststJindigere  Stellung  steht  aber  im  Einklang« 
mit  dem  natürlichen  Vorkommen,  iDsofern  gewisse  Substanzen  entweder 
nur  oder  doch  huuptBüchlich  in  diesen  Halb-  oder  Viertel  flächen  formnt 
krystnlliairen.  Auch  die  Erscheinung  der  Drehung  der  Pi)lA[isBtionBeb«||H 
wie  sie  so  schön  am  Bergkrystall  auftritt,  erhält  eine  durchsichtigs  I^H 
durch  experimentelle  Begründung  vciificitte  Erklärung.  ^H 

Ein  Vorwort,  auGfiihrliches  Inhaltsvcrzeichniss,  eine  Tafel  über  die 
angewandten    Benennungen    und    eine  ErklSrung   der    fünf  beigegebanen 
lithographischen  Tafeln    vervollständigen  das  Work.     Die  denteche  Lits- 
ratur  kann  sich  Glück  wUnschon,  dieses  awar  kleine,  aber  vieljÄhrige  grtli 
liehe  nnd  erfolgreiche  Arbeit  resnmmirende  Werk  hervorgebracht  i 

Freiberg,  7.  Januar  1880,  Tu.  Kötteri' 


der 
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Lehren  der  Physik  dargestellt  und  schliesslich  ein  ganz  kurzer  Ahriss 
der  mathematischen  Geographie  gegeben.  Es  geht  den  Weg  der  gewöhn- 
lichen Lehrbücher,  es  gilt  auch  von  ihm,  was  in  einer  früheren  Recension 
(S.  105  dieses  Jahrgangs)  über  Althergebrachtes  gesagt  ist.  In  §  34 
wird  eine  ideale  und  eine  wirklich  vorhandene  Schwerkraft  unterschieden ; 
in  §  36  wird  Kepler  wieder  als  beobachtender  Astronom  aufgeführt, 
die  elementare  Optik  wird  wie  gewöhnlich  behandelt,  insbesondere  der 
Regenbogen  ungenügend.  Im  Allgemeinen  werden  ziemlich  hohe  mathe- 
matische Anforderungen  gestellt.  Zu  bedauern  ist,  dass,  wohl  um  Raum 
zu  sparen,  die  Gleichungen  unschön  gedruckt  sind,  z.  B.  bei  der  ße- 
rechunng  der  Schwingungsdauer  des  physischen  Pendels.  Das  Buch  wird 
dem   Unterricht  an   Mittelschulen   sicher  mit  Nutzen   zu   Grunde  gelegt 

werden,  es  ist  im  Einzelnen  sorgfältig  ausgearbeitet. 

P.  Zbch. 


Wetterkarten  nnd  Wetterprognose.    Von  Dr.  Krisbs.    16  S. 

Eine  kurze  Erläuterung  Dessen,  was  auf  den  Wetterkarten  der 
deutschen  Seewarte  zu  sehen  ist,  und  eine  Aufzählung  der  vom  physi- 
kalischen Verein  in   Frankfurt  benützten  meteorologischen   Instrumente. 

P.  Zeoh.   . 


Elektricität  nnd  Magnetismus.    Von  Dr.  Obkonomides.    40  8. 

Der  Verfasser  fühlt  sich  unzufrieden  mit  der  heutigen  Anschauung 
der  Elektricität  und  behauptet,  sie  beruhe  auf  einer  Molekularbewegung 
des  Sauerstoffs:  was  damit  nicht  stimmt,  dessen  Richtigkeit  bezweifelt  er; 
auf  Einzelnes  kann  er  sich  nicht  einlassen,  da  er  nicht  Specialist  sei. 

P.  Zbch. 


Leitfaden  der  Physik  von  Dr.  W.  v.  Beetz.     6.  Aufl.     Leipzig,  1880. 
300  S. 

Die  neue  Auflage  dieses  kurzen  Leitfadens  hat  erhebliche  Erweite- 
rungen erfahren,  besonders  in  Bezug  auf  Beschreibung  von  Apparaten, 
zu  deren  Darstellung  auch  hier  wieder  die  schematische  Form  gewählt 
ist.  Der  Leitfaden  giebt  eine  kurze,  aber  Alles  umfassende  exacte  Dar- 
stellung des  Inhalts  der  Physik;  die  wiederholten  Auflagen  bezeugen 
seinen  Werth.  p^  j5^^.^_ 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Das  Problema  bovinum  des  Archimedes. 

Bearbeitet  von 

Dr.  B.  Krumbiegel 

und 

Dr.  A.  Amthob. 

(Solllast.) 


§  4.  üeber  die  bisherigen  mathematischen  Bearbeitungen  des  Problems. 

Die  Auffassung  des  Problems  durch  den  Scholiasten,  durch  Lossing, 
Leiste  und  die  beiden  Struve  führte  auf  so  enorme  Zahlen,  dass 
factische  Verhältnisse  (Grösse  der  Insel  Sicilien  etc.)  denselben  nicht  ent- 
sprechen konnten;  daher  lag  der  Gedanke  eines  Missverständnisses,  resp. 
einer  Ungenauigkeit  des  Textes  nahe. 

In  der  That  sind  in  dem  Problem  drei  undeutliche  Stellen  vorhan- 
den, nämlich: 

1.  y.  14  bei  dem  Worte  vnoXunoitivovg^  welches,  wie  bereits  Wurm 
(Jahn* 8  Jahrbücher  für  Philologie  und  Pädagogik,  XIV.  Bd. 
1830  8.  194)  bemerkt  hat,  doppelt  gedeutet  werden  kann.  Die 
zweite,  in  §  3  bereits  besprochene  Auffassung  führt  aber  nicht  zu 
einfacheren  Resultaten. 

2.  y.  24  das  Wort  tizQax'flf  welches  ebenfalls  zwei  verschiedene  Auf- 
fassungen zulässt,  deren  zweite  zuerst  von  Hermann  {Opusc. 
Vol.  IV  p.  228)  aufgefunden  wurde,  die  zwar  die  Resultate  etwas 
vereinfacht,  aber  die  ofifenbar  beabsichtigte  Symmetrie  der  Be- 
dingungen zerstört. 

3.  V.  34 — 36.  Diese  Stelle  bleibt  überhaupt  dunkel,  mag  man  sie 
deuten,  wie  man  will;  es  wird  durch  dieselbe  aber  jedenfalls 
dargethan , 

a)  dass  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  gewaltige  Zahlen  führen  soll, 

b)  dass   die  sich  ergebenden  Resultate  factischen  Verhältnissen 
nicht  entsprechen  sollen   (es  geht  dies  daraus  hervor^  daa% 

Birt.-in.  Abtbl^.  d.  ZeitBcbr.  f.  M»th.  n.  Plijrg.  XXV,  6  ^^ 
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„die  Heeide  der  weiaien  und  eehwenen  Stiem  die  weil- 
gedehnten  Finten  Thrinakiens  ▼olktlUidig  flOit^,  eo  dnee  et 
aleo  6ngHeh  bleibt,  wo  die  flbrigen  ffinder  noA  Fiats  bnben 
konnten). 

(Vater)  ala  Qnndrat  gedentet  worden  ist,  wohl  wegmi  M§ut^ 
r.  84. 

Dieaea  letstere  Wort  rechtfertigt  aber  aneh  die  «ndere  snliaaig« 

swei  nngleiehen  Faetoren)«  weil,  wenn  die  Stiere  in  der  Qtuulrat* 
fignr  enfgeatellt  waren,  nothwendig  neben  einender  melir  Stiere 
atehen  mnaaten  äh  'hlMto  einandisr,  de  je  dn  Stier  nlelit  eo  bnit 
ala  Uuig  iat. 

Hermann  hat  dUeaeaWortln  der  Bedentnng  „Zi^gelateiBnaU** 

a  Prodnet  ron  swei  i^dehepi  nnd  dnem  dritten  kleineren  Faetiw 

ge&aat  nnd  anf  die  Sdte  der  Fignr  besogen,  wosn  kein  Gnnd 

▼orhanden  ist,  da  das  Problem  nicht  sagt,  daaa  die  Seiten  der 

]S*ignr  eine  mltpM^p  aondern  daaa  die  anfgeatellten  Sjto^n  4*  ^ 

'"  die'lHkdiie,  aiif 'der  sie  afandfen^  ä&e  aotclie' t^ldeteii.  * 

Die  vorhiMidettett  Undentlickkeiten  an  dte  genannteii  diei'lheBen 

laaaen   die  yon  HoTman«   nnd  Wnrm  Torgeeehlagenen  Obv^ä^limk, 

frann  «nck  niebt  ab  nnbedtngt  richtig,  so  deeli  ala  snMUrty  4«! Ailiitai; 

was  aber  die  sonst  noch  vorgenommenen  Conjectnren ,  welche  einen  Ha- 

floss  auf  die  matbematiseben  Bedingungen  der  Aa%abe  haben,  betrifil, 

so  sind  dieselben  als  gXnzlicb   willkÖTlich   an  bezeichnen.     ESs  sind  die 

folgenden: 

1.  Hermann^s  Conj.  sn  ▼.  39,  dnrcb  welche  an  den  nenn  C^leich 
angen  der  Aufgabe  noch  eine  sehnte  tritt,  die  dieeelbe  so  com- 
plicirt,  dass  sie  nun  wohl  als  unlösbar  beseichnet  werden  kann. 

(Vincent,  Bulletm  de  bibUographie,  Bd.  I  S.  ISO,  behauptet 
geradezu,  dass  diese  zehnte  Gleichung  mit  den  frOheren  im  Wider- 
spruch stehe  und  somit  das  Problem  zu  einem  unmöglichen  mache.) 

Debrigens  ist  diese  Conjectur  später  von  Hermann  selbst 
'  wieder  surflckgenommen  worden  (s.  oben  zu  ▼.  39,  40). 

2.  Wurm's  (/.  c.  8.  200)  Abänderungen,  die  ganz  willkQrlich  und 
grundlos  sind  und  von  ihm  selbst  nicht  gehalten  werden. 

3.  Die  Behauptungen  der  beiden  Struve  und  Vincent 's,  durch 
welche  einfach  die  Theile  der  Aufgabe,  welche  die  Lösung 
erschweren,  als  unecht  gestrichen  werden. 

Struve  (der  Vater)  hält  die  Aufgabe  mit  v.  30  für  ab- 
geschlossen, vermuthlich  weil  er  die  Lösung  nicht  weiter  zu 
Stande  brachte. 
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Vincent  (Bulletin,  Bd.  I  S.  165)  behält  von  den  neun  Be- 
dingungen der  Aufgabe  nur  drei  bei,  d.  h.  er  hält  von  den  44 
Versen  des  Problems  nur  die  ersten  16  für  echt  (vergl.  hierüber 
auch:  Jenaische  allgemeine  Literaturzeitung,  März  1829,  Nr.  49); 
hierdurch  gelangt  man  zwar  zu  kleinen  Zahlen,  hat  dann  aber 
auch  ein  Problem  von  so  einfacher  Beschaffenheit,  dass  die 
Lösung  desselben  auch  zu  Archimedes*  Zeiten  keines  beson- 
dem  mathematischen  Genies  bedurft  hätte;  ein  so  einfaches  Pro- 
blem   hätte  man  gewiss  nicht  dem  Archimedes  zugeschrieben. 

Was  aber  Vincent* s  Betrachtungen  über  die  ▼.34 — 36  be- 
trifft, wo  er  sich  bemüht,  ,,den  in  Quadratstadien  ausgedritckten 
Flächeninhalt  Siciliens  der  Zahl  nach  mit  der  Anzahl  der  weissen 
und  schwarzen  Stiere  in  Uebereinstimmung  zu  bringen *\  wodurch 
er  dann  die  achte  Bedingung  für  gelöst  erachtet,  so  ist  absolut 
nicht  einzusehen,  wie  dadurch  der  Forderung:  „die  Heerde  der 
weissen  und  schwarzen  Stiere  füllte  die  weitgedehnten  Fluren 
Thrinakiens'*  genügt  sein  soll,  wenn  man  nicht  annehmen  will, 
dass  je  ein  Stier  ein  Quadratstadion  ausfüllte. 

Siebt  man  nun  also  ab  von  diesen  willkürlichen  Veränderungen  und 
Streichungen  des  Textes  und  zieht  von  den  auf  die  drei  obenerwähnten 
undeutlichen  Stellen  des  Problems  sich  beziehenden  Conjecturen  die  ersten 
beiden  (von  Wurm  und  Hermann)  nicht  in  Betracht,  da  sie,  wie 
bereits  erwähnt,  die  offenbar  beabsichtigte  Symmetrie  des  l^roblems  stö- 
ren, so  kann  man  wegen  der  zweifachen  Auffassung,  die  das  an  der 
dritten  dunkeln  Stelle  vorkommende  Wort  nXiv^oq  gestattet,  zwei  ver- 
schiedene Probleme  statuiren :  ein  einfacheres  und  weniger  symmetrisches, 
wenn  man  nXiv^og  =  Rechteck  —  ein  sehr  schwieriges,  aber  vollkommen 
symmetrisches,  wenn  man  nXiv^og  =  Quadrat  nimmt. 

Das  einfachere  Problem  hat  Wurm  (/.  c.)  jedenfalls  gelöst,  obwohl 
er  die  vollständigen  Resultate  nicht  anführt;  ich  will  dieses  Problem  das 
Wurm* sehe  nennen. 

Das  schwierigere  Problem,  welches  ich  als  Hauptproblem  bezeichnen 
will,  soll  nach  einer  Mittheilung  Mollweide^s  (Hermann  /.  c,  vergl. 
§  1)  zwar  von  Gauss  vollständig  gelöst  worden  sein;  doch  hat  Gauss 
nie  die  Lösung  publicirt. 

§  5.   Das  Wurm'sche  Problem. 

Bezeichnet  man  mit 

A  die  Zahl  der  weissen  Stiero,  l!  die  Zahl  der  weissen   Kühe, 

X    „        „       „     schwarzen    ,,  x'    „        „  „     schwarzen    „ 

fi    „        „       „    scheckigen  ,,  fi'    „        „  „     scheckigen  „ 

i    „        „       „     braunen       „  |'    „        „  ,,    btflL\Mi^\i        >^ 


-  a 
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md  idH  f  die  Zahl  diar  Süeret  wdehd  ia  eiaer  Seite  A^  geaiifli  ^ 
aemileii  Befeigong  Ton  dea  aeliedkigeii  und  bnumen  Stieseje  9  IbSdea- 
dea  DfeieeM  eldieB,  ee  fUirt  des  ProUem  amf  folgeade  flldehaBgca: 


1) 

2) 
3) 

»i-(i+*)A+l. 

4) 
5) 
6) 

n 

r-(i++)(i+A'), 

8) 

l4-«»Beehtodc, 

9) 

.+!-'<%+*>. 

Maltfplidfi  am  1)  aiü  896,  2)  aiH  280,  3)  nü  126  oad  «dldirt,  an  M^ 

ä)  207il«742£  oder  3*.1U»2  7.S3| 

aad  damit  iaeeemTe  wsom  3)  and  2) 

b)  891|i»1580|  oder  3Mlfi«2*.5. 791, 

e)  99a«   178|  oder  3*. ll»c=2.89{. 

Ifaltiplidrt  num  femer  4)  aut  4800,  5)  mit  2800  i  6)  mit  1260,  7)  ant 
'462  aad  addirt,  §o  folgt 

4657i»  2800«  +  1260fi  + 462S+ 1431. 

Setst  Biaa  hier  die  ans  a),  b),  e)  folgeaden  Wertbe  yon  1,  fi,  s  «ia  and 
entfdrat  dea  Neaaer  dareb  Malliplieation  mit  297,  io  folgt  weter 

d)  297. 4657 r»« 24021201  oder  3M1 .4657i'«=y.5.7.23.S7Si 

« 

aad  damit  weiter  «ae  7),  6),  5) 

e)  3*.11.4657r>=13.46489S, 

f)  *  3».4657f*'=2«.5.7.7615, 

g)  3Ml.4657x'=2. 17. 159911. 

Da  sftmmtliche  Unbekannte  ganze  Zahlen  sein  müssen,  so  ergiebi 
sich  ans  den  Qleichungen  a)  bis  g),  dass  |  dnrch  3^.11.4657  =  4149387 
theilbar  sein  muss;  setzt  man  daher 

S  =  3V  11 .4657  a:  =  4149387«, 

so  liefern  die  Oleichnngen  a)  bis  g)  folgende  Werthe  der  Unbekanatea: 

X=    2.3.7.53.4657a:  =  10366482<r, 

S=  3Ml.4657a:=  4149387a:, 

^=       2«.5.79.4657a5=:  7358060a?, 

..  .      x=       2. 3*.  89. 4657a:  =  7460514a:, 

'  ^     A'=28.3.5.7.23.373a:=  7206360a:, 

S'=         3M3. 46489a:  =  5439213a:, 

fi'=2«. 3. 5. 7.11.7613?=  3515820a:, 

*'=      2.3M7.15991a:=  4893246  a:. 

Für  a:  =  l  sind  die  vorstehenden  Zahlen  die  kleinsten,  welche  den 
Gleichungen  1)  bis  7)  genügen;  es  ist  nnn  weiter  noch  x  als  ganze  Zahl 
so  zu  bestimmen,  dass  auch  die  Gleichung  9)  erfüllt  wird.  [Die  Gleicb- 
nng  8)  wird  dabei  von  selbst  befriedigt.] 
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Seist  man  die  Werthe  von  fi  nnd  £  in  9),  so  folgt 

^^^^^il^==4657a?.(3^  11  + 2^5.79)  =  4657.2471^ 

Nun  ist  q  entweder  gerade  oder  ungerade,  hat  also  eine  der  Formen 

q  =  7,s  oder  ^  =  2^  —  1, 

womit  die  letzte  Gleichung  übergeht  in 

5(2^  +  1)  =  7. 353. 4657  a?. 

Da  X  nicht  Primzahl  zu  sein  braucht ,  so  setze  man  x  =  u.Vy  wo  u  den 
Factor  von  x  bezeichnen  soll,  der  in  5,  und  v  den  Factor,  der  in  2$  +  1 
aufgeht;  alsdann  zerfällt  die  letzte  Gleichung  in  16  Systeme  von  je  zwei 
linearen  diophantischen  Gleichungen,  nämlich 


la)  und  Ib) 

5  = 

", 

25+1  =  7 

.353.4657p, 

2  a)  und  2  b) 

5  = 

lu, 

2s  ±  1  = 

353.4657p, 

3  a)  und  3  b) 

5  = 

353  ti, 

2s+ 1  = 

7.4657», 

4a)  und  4b) 

5  = 

4657  ti, 

2*+ ^  = 

7.353», 

5  a)  und  5  b) 

5  = 

7.353?/, 

25+1  = 

4657», 

6a)  und  6b) 

s  = 

7.4657m, 

25+1  = 

353», 

7  a)  und  7  b) 

5  = 

353. 4657  ti, 

25  +  1- 

Tf, 

Sa)  und  8b) 

s=^ 

7.353.4657m, 

25  +  1- 

p. 

Um  den  kleinsten  Werth  x  zu  finden,  der  dem  gestellten  Problem 
genügt,  hat  man  aus  den  Lösungen  der  vorstehenden  16  diophantischen 
Systeme  diejenige  zu  wählen,  welche  das  kleinste  Product  uv  =  x  liefert. 

Löst  man  alle  16  Systeme  auf  und  vergleicht  die  Resultate,  so  ergiebt 
sich|  dass  das  System  2  b),  nämlich 

«  =  7m,     25-1  =  353.4657», 

das  in  Betracht  kommende  ist;  dasselbe  liefert  die  Werthe 

«  =  117423,    »=1,    also    a  =  M.»=  117423  =  3^.4349, 

woraus  weiter  folgt 

5  =  7 .  M  =  821961 ,     y  =  2  5  -  1  =  1643921 , 

mithin  wird  dann 

^  +  1  =  4657. 2471a:  =  4657. 2471. 117423  =1351238949081 
1643921.1643922 
""  2 

eine  Triangularzahl ,  wie  es  gefordert  ist. 

Mit  dem  erhaltenen  Wertlie  von  x  folgt  ferner  für  die  uacli  Beding- 
ung 8)  geforderte  nXiv^ig 

A  +  x  =  0  =  2«.3.11.29.4657x=2».3.n.29.46r)7.117423 

=  2«. 3M1. 29. 4657. 4349  =  (2«. 3^4349). (II. 29. 4657) 

=  1485583.1409076, 

also  eine  Bechteckszahl  mit  nahezu  gleichen  Factoren. 


DieWertli«  dar  .dnadvan  UnbiCaaittMi.»  weleh«  -ri^  »fßktm»-  aw» 
nuui  dm  gdbndwwii  Waitb  »  in  das  System  A)  etaaetat,  wtmi  \  . 
..j.i,.;.  -  1  =  1217»I34IM86', 

s»  876(aSd3544S, 
fta  864005479380, 
1=  48723346970}, 
i'»  946192410380. 
»'»  574579625058. 
|i'»   412838131860. 

^e=  638688708099,  ' 

.■  .  .        '     ■    ■ 

und  die  GhsaoiBitsaU  mller  Binder  beftrict  daher 

•*'■         ■  ,• 

5916837175686. 

Die  Geeeaualeberiidie  dtts  feelen  Lmdes  der  Erde  beMgt  'ttlitt  «l^ea 
136  Billionen  Qoedn^meler;  woBte  maii  mbo  die  Binder  gJetAMJüiynnf 
dw  FetHrad  TMÜieilen,  so  wftrden  anf  jedei  Bind  etifi(>^^^UMAiiitalier 
Plnts  kommen.  '    .  -: 


Ji  I  <        i 


§  6.  Uns  gwiftyieMem. 


:-,-r:.    »j 


*  jM 


Fttr.  des.Havptproblem  gdten  die  Gleiohnogen  1)  bi«  7)  ji|f|d  ^.  dee 
Wnrm'aebeii  Problem« ,  an  Stelle  der  Gldchang  8)  triU  abei;Jell||.|lpflB 
folgende:  '.    ' 

wenn  man  mit  p  die  Anzahl  der  Stiere  bezeichnet,  die  in  einer  Seite  des 
von  den  Heerden  der  weissen  und  schwarzen  Stiere  gebildeten  Quadrats 
stehen. 

Die  Gleichungen  1)  bis  7)  werden  durch  das  Werthsystem  A)  iu 
§  5  befriedigt  und  es  bandelt  sich  nun  noch  darum,  den  Factor  x  so  sn 
bestimmen,  dass  die  beiden  Gleichungen 

erfüllt  werden. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  geht  mit  Benutzung  der  Werthe  A) 
über  in 

/i«  =  2.3.4657a:(7.53  +  3.89)  =  2^3.11.29.4657x 

und  wird  daher  erfüllt,  wenn  man  setzt 

a:  =  3. 11. 29. 4657. y«  =  4456749. y«, 

wo  y  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Damit  ergeben  sich  folgende,  den  ersten  acht  Gleichungen  genügende 
Werthe  der  Unbekannten: 
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A=  2. 3^7. 11. 29. 53. 4657«.  y^=  4620080828701 8.  y^ 

X  =  2. 3M  1.29. 89. 4657*.  y«=.  33249638308986.  y^ 

^  =  2^  3 . 5 . 1 1 .  29 .  79 .  4657» .  tf  =  32793026546940 .  y^ 

.5=  3M 1«.  29. 4657^y««=l  8492776362863.  y^ 

^  ^  r=  2^3^5.7. 11. 23. 29. 373. 4657. y2=32116937723640.y^ 

x'=  2. 3M  1.17. 29. 15991. 4657. y«=  21807969217254. y«, 

f*'=  2^3^5. 7. 11^29. 761. 4657. 2^»=  15669127269180  y^ 

r=  3M  1.1 3. 29. 46489. 4657.  y«=  24241 207098537.  y^ 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Grösse  y  so  zu  bestimmen,  dass  aucb 
die  neunte  Gleichung 

erfüllt  wird;    dieselbe  nimmt  mit  den  gefundenen  Werthen  die  Form  an 

^^^^5~tl)  =  51285802909803. y«  =  3.7. 1 1 .29^ 

Multiplicirt  man  mit  8  und  setzt 

2y  +  l  =  (,     2.4657.y  =  ti, 

so  erhält  mau  die  PelTsche  Gleichung 

(2-2. 3. 7. 11. 29. 353. M«  =  l    oder   (*- 4729494 . i/^^  =  1 , 

aus  deren  Lösungen  mau  die  kleinste  zu  suchen  hat,  für  welche  u  durch 
2.4657  theilbar  ist;  ans  dieser  folgt  dann 

u 
^"'2.4657 

als  ganze  Zahl  und  die  Substitution  dieses  Werthes  in  das  System  B) 
liefert  nun  die  kleinsten  Wcrthe  der  Unbekannten  A,  x  etc.,  welche  allen 
neun  Gleichungen  genügen. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

4729494  =  />, 

80  dass  die  zu  lösende  PelTsche  Gleichung  die  Form  annimmt 

/ä-i>.i/»  =  l, 

80  ist  nun  zunächst  y  D  in  einen  Ketteubruch  zu  entwickeln. 
Man  findet 

,  1/77=  1/4729494  =  2174  +  ^  ,   also   er  =     _   ^- , 

_/7>  +  2^174_         1         1  ^  /7>-1044  3218  (/7i+ 1044) 

'*'"       3218  """■'"  |!i  '     ß^       3218       '     ^""        />-1044^ 

|/7;+1044  I       1  _  J/D-12\H  I131(/Zi  +  I2l8) 

^"""    1131        "■*"/'     y~       1131        '     ^^        Z>-1218» 

—  i^_+l^^^  -  1  ^  ^        ^  -  /^- 1^^2  _  2870  rj/7>+  1652) 

^  ■"       2870   "   "■ '  "^  y  •     d  ""       2870  ■"  '  //  - 1652* 
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W^  \^^^,^-,^  ^•^  ^  •  •  ^~^>>^  1^  w  .^  «^  ^-  ^s^-^  ^  ^  .^  ^-^ 


,     ?/^  +  1520  1        \__  yi)-\^        ,     lU78(|/?;  +  458) 

'^~        1978       ~    ■*"t(;"     t>;'""       l978       '    *"         7)-458» 

,     /^  +  458  1        1  _  yD-1%21         ,_  2285  (f/2/  + 1827) 

*~      2285       ~'''"ö)"     w'-       2285      '     ""       Z/-1827« 

•     »^^^  +  '827     „  ,    1 
"  = 609 ^+c7" 

Setzt  man  die  EutwickeluDg  weiter  fort,  so  f olgeu  (lieselben  'Glieder 
iu  umgekehrter  Ordnuug,  so  dass  also  ost  das  (einfach  vorhandene)  Mittel- 
glied der  Periode  ist. 

Die  Entwickelung  von  y Ü  in  einen  Kettenbrach  bis  zur  Periode 
wird  daher 

}/!)  =  j/4729494  =  2174  +  ^+^+1  +  ^  +  4  +  , 's  +  i  +  i+f+iil 

+  \  +\  -i-iV  +  f -i-i-i-iV.  +  f +  i  +  l  +  t 

4-1  +  4+ l+A  +  i+l  +  i-i-^  +  {  +  i  +  l 

+  i  +  i  + 1  + 1  +  J  +  1  +  tV  4- 1  + 1  +  iV 

4-U1+-I  +  (b)  4-1  +  14-^4- Vt  +  14-1 
4-  A  4- 1 4-  J  4- 1+ 1 4- « 4- 1 4- 1 4- 1 4-  i  4- 1 
4-i4-l4-l  +  2S4-!4-i  +  l4-l4-{4-i4-l 
4-  A  4-  i  4- 1  4-  Vs  4-  ^  4- 1'  4-  +  4-  4  4- 1 4- 1 

+-*+ A  +  i  +  i+l  +  i+l  + 


f—  > 


2174  +  >//> 

wobei    das  Mittelglied  der  Periode  durch  Klauunerciuschluss  hervorgeho- 
ben ist. 

Bei  der  Suiiunation  dieses  Kettenbruches  habe  ich  zunächst  die  ganze 
Zahl  weggelassen;  ich  gebe  einige  Zwischeuwerthe  der  Rechnung. 

Summe  der  ersten  30  Glieder: 

r.  7ii»ti(>  1  ^J  J  :•  «is 

Summe  der  ersten   45  Glieder: 

0  i  2  r»  1  •■»  ?  ^  J  3  ;{  41  0  4  "i  li  3  !» :{ 

Summe  aller  91   Glieder  bis  zur  Periode: 

I  r. .{ «;  s  r. '.»  4  7  «'•  1 7  >  i  s  s  «i 
1  '.>"';3r>r,  4o"4öM»sA3  4  o 

Nimmt   mau    nun    noch    die    ganze  Zahl  2171   liinzu  und   richtet  die 

enistebende  gemischte  Zahl   ein,   so  findet   man   die  kleinsten  Werthe  von 

/  und  //,  welche  der  PelT  sehen  (jJleichung 

geniigen    (dass    diese  Werthe    nicht    etwa    zur    rjleichung   /^  — /;.m*-' =  —  1 
gehören,  orgiebt  sich  leicht),   folgendermassen : 

r=101l93198ü7;r2S21»7319708(H)2:j282l4;j:{r)4:JlM)10S8019 
U=         50549485234315033074477819735540408986340. 


3  7  1  0  !S  S  3  :j  1  2  S  s  .'»3  <»  7  r>  '.»  S  I  1  '» '2  7  |  W  3  «;  Mi '»  1  . 

50KTOTS  i  is  rSTt  ÖT{  3  0  7Ti  7  9  s  1  ;»  7  3  r,  r,  4  6  4  ö  s  i»  s  A  3  4  0 
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"™       3695 
'  194 

'  2377       ~ 

„     K^+311 
'^^        1949       = 

.,_  j/£-j-1638 
'~        1050       " 

^2+1512 
'  J327       " 

,     (^  +  815 
' 1747  ~- 

,      /ä  +  932 
2210 

,     >^J  +  1278 
""        1401       ~ 
,.     )/Z  +  1524 

1718       ~ 

■_  f^J+1912 
''"         625       ~ 

,_  >^C  +  1838 
'  2162       ~ 

y     >^7)  +  324 
'  2139       ~ 


"  671 

._  )'7/  +  1540_ 
' 3Mr~" 

,     f'i'  +  1974 
» Mf^' 

'—  K^  +  2Q55 
"  2J37       ' 

.       ^7<  +  82 


'+r 

21 +i 
y 

'^r 

■+7 

-f 

-? 

'+^ 

'+r 

'4 

2+4 

«+7 

■-f 

'+7 

6+1, 

1+4 

>^J-2008 


17 


I 


I 


2210 
,      >^7<  +  2128 
""         91 

'"        1223       ° 


1  +7, 

47  +  i, 
3+i, 


3595 
>/Ö-2066 


1050 
^g  — 815 


2327 
/  J  -  932 


1747 
I^C-1278 

2210 
/?i-1524 


1401 
/J-1912 

1718 
>^J-1838 


625 
yH  -  324 

2162 
^7i-1815 


"       2139 
/7-1540 


671 
/i  -  1974 

3514 
/Ä  — 2056 


237 
/Ö-82 


2137 
/7;-212^ 

2210 
/7J-2149 


91 
>^J-1520 
'      1223 


?- 


3596(KT+2008) 


194(/J+2066) 

ß-2066» 

_2377(|/?+311) 

-0-311" 

1949  (/)Ö  + 1638) 


f- 


1060  0^B+ 1512) 

i)-1512» 
2327()''C  +  8I5) 


//-815» 
_  1747  f/7>+  932) 


-932' 

,     2210  0^  +  1278) 
"~        B-1278' 

,     1401  (/C  +  1524) 
0  - 1524' 

,_17l8()/5+19l2) 
"■^        B-19I2" 

.       626  (/7)  + 1838) 
*■"        ß-lS38* 

2162(/E+324) 
'~         0     324' 

,     2139yj+18151 
°~        0-1816" 

,      671  (>^Ä+ 1640) 
"  i^-164y" 

,_3514J/7J  +  1974) 
*  i^  — 1974' 

,       237  ()/Ü  + 2055) 
*■"        iJ-2055' 

,       2137(>'*  +  82) 


«-82' 
2210(|/«+2128) 


"       B-2128« 

91(/J  +  2149) 

i)-2149" 

1223(^  +  1620) 

D  -\S1W 


162  Uititorisch  •  literariscbe  Abtheiluu^;. 


^^^.^.^•^^^^^^^■^'^^^^•^•^'^^^'■^^^'^^'^^^•*0^.^>^^^,^^  ^  ^  4 


._  /^  +  1520_        1       1_?^^-'158^        ,^  1978 (^?>  + 458) 
*"~       1978      —   ■'"t/;"     i|/ —       197'8       •    *"        />-458*        ' 

,_  yl)  +  458  1        1  _  /iP-1827        .2285(^^  +  1827) 

*~      2285       ■"'"•"(»"     «'■"       2285      '     """       />-1827» 

.     ^^  +  1827     „  ,    I 
"  = 6Ü9~"  ""*+<?'• 

Setzt  man  die  EutwickeluDg  weiter  fort,  so  folgeu  dieselben  'Glieder 
iu  umgekebrter  Ordnung,  so  dass  also  o'  das  (einfacb  vorhandene)  Mittel- 
glied der  Periode  ist. 

Die  Entwickolung  von  y D  in  einen  Kettenbrucb  bis  zur  Periode 
wird  daher 


j//>  =  ^4729494  =  2174  +  j  +  i+^  +  i+i  +  ,>5  +  i+|+f+t  +  i 

4-1+4+i'K  +  i^-l-l+A  +  f  +  l  +  l+i 
+  i  +  i  +  i  +  5't  +  1  +  i  +  4  +  i'  +  {  +  I  +  i 
+  i  +  i  +  I  +  1  +  J  +  I  +  tV  +  I  + ++ iV 

+  i  +  l  + 1  +  (g)  + 1  +  T  4-  3  -i-  Vt  +  1  +  ^ 
+  tV  + 1  +  i  +  f  +  f  +  i  + 1  +  i  + 1  +  i  -i- 1 

+  i+l  +  1  +  5S  +l  +  A+i  +  i+  i  +  i+l 
+  tV,  +  i  +  1  +  tV  +  1  +  I  +  +  +  i  +  1  +  j 

+  i+i'.  +  i+i4-i+.i+i+^4-5j:^, 

wobei  das  Mittelglied  der  Periode  durch  KlauHnerciiischluss  hervorgeho- 
ben ist. 

Bei  der  Sutnmation  dieses  Kettenbruches  habe  ich  zunächst  die  ganze 
Zahl  weggelassen;  ich  gebe  einige  Zwischeuwerthe  der  Rechnung. 

Summe  der  ersten  30  Glieder: 

Summe  der  ersten  45  Glieder: 

Summe  aller  91    Glieder  bis  zur  Periode: 

Nimmt  man  nun  noch  die  ganze  Zalil  2171  liinzu  und  richtet  die 
entstehende  gemischte  Zahl  ein,  so  findet  man  die  kleinsten  Werthe  von 
i  und   //,  welche  der  PelT  sehen  Gleichung 

genügen  (dass  diese  Werthe  nicht  etwa  zur  (Jleichung  i^—If.tr=  —  i 
gehören,  orgiebt  sich  leicht),   folgeudermassen: 

r  =  1  (nK)3i  98ü7;r2S2973  i97i)SüG2;r282 1  i:K{r)4;v,Mj  1  ()sso  ju , 

U=  50549485234315033074477811)735540408086340. 
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§  7.  Hilfiwätze  cur  Bestimmung  deijenigen  kleinsten  LOsnng  der  Feil- 
schen Gleichung,  für  welche  u  theilbar  ist  dnrch  2.4657. 

Ist  r,  U  die  kleinste  Lösung  der  PeU'schen  Gleichung  /*— />ti^  =  l, 
so  sind  alle  übrigen  Lösungen  derselben  in  der  Form  enthalten 

wo  n  jede  beliebige  ganze  Zahl,   welche  Gleichung  so  zu  verstehen  ist, 

dass  /  gleich  dem  rationalen  Theile,   u  gleich  dem  durch  }/D  dividirten 
irrationalen  Theile  der  entwickelten  rechten  Seite  ist. 

Um  nun  unter  diesen  Lösungen  zunächst  die  kleinste  zu  fioden ,  für 
welche  u  theilbar  ist  durch  4657,  suche  man  die  Beste  von  T  und  U  für 
den  Modul  4657. 

Man  findet 

7=4406=-   251     mod  4657, 

17  =  3051  =  - 1606  mod  4657, 
und  ich  bemerke- weiter  noch,  dass 

/^  =  2639  =  -  20 1 8  mod  4657. 

Da   also    U  nicht  selbst   =0    mod  4657,  so   hätte   man   nun    der  Reihe 

nach   alle   übrigen  Lösungen   (7^-1-  Uy Dy   zu  prüfen,   bis  man  zu  einer 
gelangt,  für  welche  u\l1(^  wod  4657. 

Diese  Arbeit  wird  wesentlich  abgekürzt  durch  folgende  Sätze. 

Lehrsatz  1.  Bezeichnet  man  mit  ^|  =  T,  u^^=  U  die  kleinste  Lö- 
sung,   ferner    mit  /»,>    Um   diejenige   Lösung   der  Po  IT  sehen   Gleichung 

^*  — />M^=il,  welche  aus  der  Entwickelung  der  m*'^"  Potenz  von  'i  +  »i^/^ 
folgt,  so  dass  also 

'«  +  w»./^  =  (/i  +  «i]^<^r, 
so  ist 

also  insbesondere 

Beweis.     Durch  Multiplication  der  Gleichungen 

im +u^yn=^ {i, + u, y~Dr,  i„+u„}/d^ (/, + u, yi)Y 

folgt 

Durch  Trennung  des  rationalen   und   irrationalen  Theiles  dieser  Gleich- 
ung folgt  unmittelbar  der  aufgestellte  Satz. 

Zusatz.     Es  ist  auch 

'm-^n  ^^^  « wi  'w        ^m  "n  -^y       "m  —  n^^*n  ^m  —  »m  ^n  • 
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Beweis.  ^_  ,_ 

_  (<, + «^  yor  ^  (tt + »t  y^)"  (<,  -  «1  j/ß)" 

und  da  /i*  — />iij*  =  l,  so  folgt  weiter 

da  die  Gleichung  _.  ._ 

durch  Vertauschung  von  ^^  mit  —  }/^  übergeht  in 
Aus  der  Gleichung 

folgt  aber  wieder  durch  Trennung  des  rationalen  und  irrationalen  Theiles 
der  aufgestellte  Satz. 

Lehrsatz  2.  Unter  den  Lösungen  / ,  u  der  P e  1 T sehen  Gleichung 
fl  ^  Du*  =  l  sei  ^f )  ti^  die  kleinste,  für  welche  u^=0  modM*^  die  nächst- 
grössere,  für  welche  wiederum  u  =  0  modM^  sei  fq^ui  i^^+irv  so  ist](>f, 
falls  M  Primzahl. 

Beweis.     Es  ist  nach  Lehrsatz  1 

und  wegen  w^  =  0  modM^  u^^x  =  0  modM  auch 

/^Mx  =  0  modM, 
Da  nun  M  Primzahl,  so  ist  entweder 

/^  =  0  modM    oder    m»  =  0  modM* 

Weil   aber   /*^  — 2>m^^  =  1,   so   kann    nicht  zugleich  ^^=0,    m^  =  0  modM 

sein,  folglich  muss  sein 

t/x  ^  0  modM, 

Für   X  <  ^   wäre   dann    aber   nicht   uq  der  kleinste  Werth  für  den  i/  =  0 
modMy  folglich  muss  x  >  ^  sein. 

Lehrsatz  3.  Ist  u^  der  kleinste  Werth,  z^^-|-x  der  uät^hstc  Wcrth 
von  M,  der  =0  modM  (-^Primzahl),  so  sind  die  übrigen  Werthe  von  w, 
welche  ebenfalls  =0  modM  enthalten,  in  der  Form 

wo  a,  |3  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Beweis.  Im  Beweise  des  Lehrsatzes  2  wurde  gezeigt,  dass  aus  den 
Bedingungen   1/^  =  0,  i/^4.x  =  0  modM  folgt,  dass  auch  w«  =  0  modM. 

Nun  ist  nach  Lehrsatz  1 

"q  \-ix=^  fx  "q-^-x  +  'f  +  X  ''x  » 

also 

M^^-ix^O  modM  wegen   //p^x  — 0   und  ?/«  ^  0  modM. 
Ferner 
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also 

w^+2jr  =  0  modM  wegen  M^4.2jr  =  0  und  i/«=0  modM, 

In  dieser  Weise  weiter  schliessend,  folgt 

t/p^.«x  =  0  modM, 
Ferner  ist  _ 

also 

<'2^-|-/9»  =  0  modM  wegen  t/^  =  0  und  i/^^^«  =  0  modM 

II.  s«  w. 

Der  Beweis  ist  leicht  anf  den  Fall  auszudehnen ,  dass  o  und  ß  nega- 
tiv sind. 

Lehrsatz  4.  Sind  wieder  u^  und  t/^-{-»  die  zwei  kleinsten  Werthe 
von  t/,  die  =0  modM  {M  Primzahl),  so  ist  x  =  q. 

Beweis.    Sei  g  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  g  und  x,  und  sei 

wo   also   ^j  und  X|  theilerfremd ,   so  lassen  sich  stets  zwei  ganze  Zahlen 
or,  ß  finden,  so  dass 

crpj -J-/Jxi  =  1,   mithin  (ieQ  +  ß%  =  g. 

Dann   wäre  also  t/^  =  0  modM^  mithin   nicht  tig  das  kleinste  u,   welches 
=  0  modM^  also  mnss  ^  =  ^,  mithin  ^^  =  1,  und  x  =  ^X|  =  pX|,  also  ein 
Vielfaches  von  g  sein;  da  aber  t/2^=0  und  u^^m  der  nächste  Werth  nach 
u^ ,  welcher  =0,  so  ist  ^-|-x  =  2p,  also  x  =  ^. 
Damit  folgt  ferner  aus  Lehrsatz  3: 

Lehrsatz  5.  Ist  Uq  das  kleinste  t«,  welches  =0  modM  {M  Prim- 
zahl), so  sind  alle  übrigen  t/,  welche  ebenfalls  =0  modM^  enthalten  in 
der  Form 

wo  er  jede  ganze  Zahl. 

Lehrsatz  6.     Ist  M  Primzahl,  D  zn  M  theilerfremd ,  ist  /|,  t/|  die 

kleinste  Lösung  der  Gleichung  /^'-/>u^  =  l ,  und  ist  nicht  schon  eine  der 

Grössen  /|,  t/|  =  0  modM^  so  ist 

tM-i  =  l,     UM^\=0  modM 
oder 

iM^\  =  1 ,     t/^+i  =  0  modM, 

je  nachdem  D  quadratischer  Rest  oder  quadratischer  Nichtrest  von  M. 
Beweis.     Es  ist 

also  +(J)/.^-'^^^^+..  +  (JV^^^^V 


I' 


lfm»  ^iBNIftiiBBHnef ftniBll6  jUMMNnUlg>' 

««-(?)«.*-»«,+(?)/.*-»«r»*+(6)'.*-*V^+..+(i)-i*l>^. 

Nun  ist  M  Prittsahl  und  in  den  Bfnoinialeoefficienten,  dlttfbduMMii- 
lieh  flir  gsnse  periiiv«F  Bipmelilen  «neh  gtnte  &hlen  sind,  erreieiit  jni 

Nminer  tbcnner  der'Fidoren  den  WerChAf  ausser  in  (  j|f  f^  'Soäthiii  sind 
die«BHkint  daeie  «Ue  i»Ztiiler  d^  Fscter  üflieben,  ÜaMMlielli  dnrcli 
M  thetlberi  ansser  f  j^Jssl,  folglieh  ist 

l>a  nun  naeh  ▼oninssetsvng  weder  t^^  noch  M|^0  wmdM^  so  ist 
naeh  Formates  Sati 

folglich 

Ist  nnn  D  ^nadratbeher  Best  von  Jf«  so  ist 

also  ist  dann 

Da  nnn  naeh  Lehrsats  1 

so  folgt  weiter 

Mnltiplicirt  man  diese  Oongraenzen  mit  —  t/,  and  /|  und  addirt,  so  folgt 

0  =  iij|-i(/i«-VD)   modM, 

und  da  /|*  —  ii,*  Z)  =  1 ,  so  folgt  also 

tijif.i  =  0  modM. 

Multiplicirt  man  aber  diese  Congmenzen  mit  /,  und  —  ?/,  D  und  addirt, 
so  folgt 

oder 

also,  da  /,*  —  tij* />  =  1 , 

/jif-i=l   modM^ 

womit  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Ist  aber  />  quadratischer  Nichtrest  von   Af  ^  so  ißt 

D   ^    =  —  1  modM, 
folgheb  ist  dann 
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V/N^^^^f^rw  ^\«  ^ 


'jtf  EZ  /i ,     wjif  =  —  «1     modM. 
Da  nnn  nach  Lehrsatz  1 

80  folgt  also 

Iju-^i  HE  /i*  —  Mi*Z>,     also     ^üf +1  =  1    modM, 
MM  ^  1  =  t^  Mj  —  M|  /j  =  0    mod  ilf , 

womit  anch  der  zweite  Theil  des  Satzes  nachgewiesen  ist. 

Lehrsatz  7.  Um  die  kleinste  Lösung  /^,  ti^  der  Gleichung 
fi  —  Z>ii*=l  zu  finden,  für  welche  t/^  =  0  modM  {M  Primzahl  und  zn  D 
tbeilerfremd) ,  zerlege  man,  je  nachdem  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  M  ist,  ^—1  oder  ^+1  in  Primfactoren ,  also 

^  — 1  «=p.^,r  ...    oder   Af +  1  =p.g.r  .,., 

alsdann  kann  u^  nur  in  einer  der  Formen 

enthalten  sein. 

Beweis.  Alle  m,  die  =0  modM,  sind  nach  Lehrsatz  5  in  der  Form 
Ua^  enthalten,  wo  u^  das  kleinste  ti,  welches  =0  modM, 

Ist  nun  7)  quadratischer  Rest  von  M,  so  ist  nach  Lehrsatz  6)  fiM  .|  =E  0 
modM^  also  iüf— l=ap,  d.  h.  ()  ist  dann  Factor  von  3f— 1. 

Ist  aber  D  quadratischer  Nichtrest  von  M,  so  ist  üjh^i^eO  modM, 
also  ^-|-l  =  op,  d.h.  p  ist  dann  Factor  von  ^  +  1. 

Beispiele  zu  Lehrsatz  7. 

I.  Es  ist  die  kleinste  Lösung  der  Gleichung  (^  — l^ti*  =  l  zu  suchen, 
fttr  welche  m  =  0  mod  23. 

Die  Entwickelung  von  ^13  in  einen  Kettenbruch  bis  zur  Periode 
giebt 

>^  =  3  +  i  +  t+i-i-|+i+... 

Da  bis  zum  Schlussgliede  der  Periode  eine  ungerade  Zahl  von  Gliedern 
vorhanden  ist,  so  giebt  der  Ntthernngsbruch 

die  Lösung  ^=18,  m  =  5  für  die  Gleichung  /«— 13fi*  =  — 1. 

Summirt  man  aber  bis  zum  Schlussgliede  der  zweiten  Periode,  so 
giebt  der  Näherungsbrnch 

die  kleinste  Lösung  /j  =  649,  Mj  =  180  der  Gleichung  ^  — 13w*=l. 

um  nun  die  kleinste  Lösung  /^,  i/^  zu  finden,  für  welche  Mf  =  0 
mor/23,  beachte  man,  dass  13  quadratischer  Rest  von  23  (6'~t13  mocf 23), 
dass  also  q  Factor  von  23  —  1  =22  sein  muss ;  es  kann  also  p  nur  die 
Werthe  2  oder  11  oder  22  haben. 


WOfSQS  üftflll  LduMti  1  ftdgt 

I4  =— 6t      «4  =  — 10  )  flMMfSSt 
fg  =     J,      iig  =       5 
li,=     1,      »„=       0 

dio  isl  f  »11,  wfo  et  Ziebnals  7  fordert. 

IL  Beton  die UeiiieteLaeugt^,fli^dendbeBGldeIiiäH;^-->lBi^«^ 
gefonden  werden,  flfar  wdehe  «^=0  tNMfl9« 

De  IS  ^ptedtmlbelier  Hielifreti  rm  19,  to  miitt  f  eb  Feelor  tmi 
19+1  «90  ttin,  tko  kuui  ^  mir  die  Werftlie  2,  4,  5,  10,  SO  halmi. 

Hi«  180  =  9}"^^^» 

14=     7,      ii4=-.7 

1^0^-1,      »,e=     0 

•Ito  itl  10  der  Udntte  Wei^  Ton  9,  fllr  weiehen  «^=0  tieif  IS^   «» 
SO  der  kkdntle  Werih  Ton  f ,  fllr  weldien  mgieieh 

/^=1,     1/^  =  0    modl9. 

§  8.    Anwendung  der  vorgtehenden  Hilfit&tie  nr  Bettimmnng  der 
kleinsten  Lötnng  der  Oieichnng  des  Hanptproblemi  <*  — 4729494  m* 

=  ] ,  f&r  welehe  ti  =  0  motf  4657. 

Es  ist  znfolge  der  Lehrs&tte  6  und  7  tnnächst  zn  entscheiden,  ob 
D  s  4729494  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  D  =  4657  ist  oder  ob 

D  »    =2)«M8  =  +  1  oder  =—1  morfü/. 

Man  findet  ftir  den  Modnl  M  =  4657 

D      =-2018,  />«    =     2106,  ^     =      1772, 

D»    =     1166,  />*«   =-   288,  />»   =-   882, 

/>«*   =       205,  />»«  =       112,  />«^=-1427, 

Z>6M=      1220,  Z>i<>"=-1840,  />«>48=_     39^ 

D«804=«   231,  /)««ö=     1330,  Z>««8=--       1, 

also   ist  D  quadratischer  Nichtrest  von  M  =  4657,   folglich  mnss  fUr  die 
kleinste  Lösnng  tf^=  0  mod  4657  p  ein  Factor  von  ^+\ ,  d.  h.  von  4658 

•ein.    Nnaist  4658  =  2.17  137, 

abo  können  für  (f  nnr  die  Werthe 
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2,  17,  34,  137,  274,  2329,  4658 
in  Betracht  kommen. 

Die   in  §  5  gefundene  kleinste  Lösung  der  Gleichung  /^t-  Om*=  1, 
7"=/,,   U=n^  giebt  nun 

/,  EE-251,     Ml  =  -1606     worf4657, 
ferner  ist 

Z)  =  -2018     mo^  4657, 

und  damit  folgt  nach  Lehrsatz  1  successive 
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also  ist  ^23291  "s329  ^'^^  kleinste  Lösung,  für  welche  u  =  0  mo^4657. 

Da  femer  Ui=iO  mod2  und  U2  =  2l^u^  ebenfalls  =0mo^2,  so  folgt 
leicht  aus  Lehrsatz  1,  dass  überhaupt  alle  u  =  0  mof/2,  folglich  ist  auch 

W2329  =  0  mo(f2.4657, 

mitbin   ist  überhaupt  t/2329  der  kleinste  Werth  von  f/,   der  den  in  §  6 
gestellten  Forderungen  genügt,  und  es  folgt  damit 

"2829 

^ -2.4657  • 

Weil  fi —  Z>w^=  1 ,  80  müssen  bei  grossen  Wertben  von  i  und  u  die 
Grössen  /  und  Wj/D  nahezu  einander  gleich  sein;  so  ist  z.  6. 

li  =  r  =  109932®,    \u^  j/D  =  Uj/3  =  109932®, 
also 

t^  +  u^]/D=T+  i/j/^  =  219864®, 

wo  die  in  Q  eingeschlossene  Zahl  andeutet,  wieviel  Stellen  noch  folgen. 

Damit  lassen  sich   nun   die  vordersten  Stellen  und  die  Anzahl  der 
Stellen  der  Grössen  /2329'  "2329«  y  finden.     Es  ist 

HIiL-lfl.  Abthlir.  d.  Zeitiohr,  f,  Math.  n.  Pby».  XXV,  K  \^ 


iHD  ÜMhihiili  Üiiiniliiihi  UtMUtaig, 

hft^  44,041134» 
bgrir»  ^7087168 
J^^»  «,6748146 

fegrj/^e  3,3374073 

IffPy^ -.44,0411241 

lof  (r+ 17)/^) «  44.3421641 

tog(tt^+ii,^/d)t^to9{T+  vyöy^^B.  103272,8769 

und  da  Cm  aalMBa  gkieh  (^a»F^*  *o  findet  man  darak  SabtncdMi  vm 

« 

lo^l^  » lo^i^ni  |k^i>  e»  103972,5759 

fayy^ «  8,3374 

lo9«Hi9»103M9,2385 
to»2.i657=;  3,969t 

i^y»  108265,2694. 

Bereehnet  man  jbunit  aus  dem  Syatem  B)  des  §  6  dte  GrtaMi  A,  m 

findet  man 

.     fog  A€«9riP0iif*»         18,6646 

logy*«  206530,5388 
lo^la  206544,2034    . 

l  =:  1598^EDt 
also  dne  ZaU,  die  mit  206545  ZSffern  geeehrieben  wird. 

Ftlr  die  Oesammtanmme  aller  Rinder  findet  man 

7766g5g4l). 
Ea  ist  nnmöglich,  sich  yon  einer  solchen  Zahl  auch  nur  annfthemd  eine 
Vorstellung  in  schaffen;  einige  Bemerkungen  seien  hierüber  gestattet 

Die    grossen  siebenstelligen  Logarithmentafeln  enthalten   auf  eioer 
Seite  je   50  Zeilen  mit  circa  je  50  Ziffern,  also  2500  Ziffern;   demnaeb 
würde  eine  einsige  der  acht  Grössen  i,  ft  etc.  den  Raum  yon  82^  soIcbeiB 
Druckseiten  einnehmen  und  die  vollständigen  Werthe  aller  acht  su  be^ 
stimmenden  Grössen  einen  Band  von  660  Seiten  ftillen. 

Setst  man  statt  der  Rinder  die  kleinsten  uns  bekannten  Tbiercben, 
so  würde  der  für  uns  sichtbare  Weltraum  nur  einen ,  noch  nicht  aussu-  " 
sprechenden  Bmchtheil  der  gefundenen  Zahl  aufnehmen  können. 

Der    für   uns  sichtbare  Weltraum  kann   als  eine  Kugel  angesehen 
werden,  deren  Durchmesser  gleich  dem  des  Milchstrassen ringes  ist;  dieser 
beträgt  nun  7700  Jahre  Lichtzeit  k  \\  Billion  Meilen  =  10267  Billionen 
Meilen  =  76181    Trillionen   Millimeter,  mithin    das   Volum   der  für  uns  ^ 
sichtbaren  Weltkugel  in  Kubikmillimetern 

=  |;r[7618l(i?)]«  =  2315®, 

also  eine  Zahl,  die  mit  nur  69  Stellen  geschrieben  wird,   geradezu  ver^ 
schwindend  gegen  eine  Zahl  mit  mehr  als  200000  Stellen. 
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Geben  nun  zwar  auf  den  gewiss  kleinen  Ranm  eines  Knbikmilli- 
meters  etwa  50000  Millionen  der  kleinsten  uns  bekannten  Thierchen ,  der 
monas  prodigiosa  E.,  so  würde  der  ganze  Weltraum  selbst  von  dieser 
Tbiersorte  nur  etwa  1®  Stück,  eine  Zabl,  die  mit  1  nnd  79  Nullen 
geschrieben  wird,  aufzunehmen  vermögen. 

Man  müsste  den  Durchmesser  der  für  uns  sichtbaren  Weltkugel 
11470mal  nacheinander  millionenfach  nehmen,  bis  der  so  entstehende 
Ranm  genügte,  um  die  gefundene  Zahl  von  diesen  Thierchen  zu  fassen. 

Liegt  nun  zwar  in  einer  grossen  Zahl  zunSchst  noch  kein  grosser 
Gedanke  und  erfordert  es  bei  uuserem  Zahlensystem  auch  nicht  zu 
bedeutende  Mühe,  mit  solch*  grossen  Zahlen  zu  rechnen,  so  muss  man 
doch  immerhin  bewundem,  dass  es  möglich  war,  in  die  unendliche 
Zahlenmasse  ein  System  zu  bringen,  welches  eine  so  leichte  Orientirung 
gestattet;  die  Idee  des  Zahlensystems  ist  gewiss  eine  geniale  und  des 
Geistes  eines  Archimedes  würdig. 

Mag  es  daher  auch  sein,  dass  die  betrachtete  Aufgabe  nicht  von 
Archimedes  herrührt;  jedenfalls  machen  aber  doch  die  Schwierigkeiten, 
welche  sie  ihrer  Lösung  entgegensetzt  einerseits,  und  die  enormen  Zahlen, 
auf  welche  sie  führt  andererseits,  insofern  nämlich  die  Möglichkeit  ihrer 
Darstellung  eine  vorzügliche  Illustration  zu  der  genialen  Idee  „eines 
Zahlensystems"  liefert,  dieselbe  würdig,  den  Namen  eines  Archimedes 
zu  tragen. 

Dresden.  Dr.  A.  Amthor. 


Recensionen« 


Das  Bäthiel  von  der  Schwerkraft  Kritik  der  bisherigen  Lösungen  des 
Gravitationsproblems  nnd  Versuch  einer  neuen  auf  rein  mecha- 
nischer Grundlage  von  Dr.  C.  Isbnkrahb.  Braunschweig,  Fried- 
rich Vieweg  &  Sohn.     1879. 

Das  mit  vielen  Holzschnitten  ausgestattete,  214  S.  gr.  8^  umfassende 
Werk  nebst  ausführlichem  Inhaltsverzeichniss  und  Vorwort  gieht  zuerst 
eine  üebersicht  über  die  bisher  aufgestellten  Hypothesen  zur  Erklärung 
des  Newton' sehen  Gravitationsgesetzes«  Nachdem  der  Standpunkt 
Newton's  selbst  zu  seinem  Gesetze  näher  dargethan  ist,  werden  kurz 
besprochen  und  kritisirt  die  Theorien  von  Zöllner,  Weber,  Spiller, 
Dellingshausen,  Lesage-Thomson,  Schramm,  Huyghens, 
Fritsch  und  Secchi«  Hierauf  giebt  der  Verfasser  von  S.  128  —  214 
seine  eigene  Theorie,  die  er  darauf  gründet:  Der  ganze  Wcltenraum  ist 
erfüllt  von  Aetheratomen  und  Molekülen  der  gewöhnlich  als  ponderabel 
bezeichneten  Substanzen.  Die  Aetheratome  und  Moleküle  sind  unelas- 
tisch, undurchdringlich  und  im  Beharrungszustande,  so  dass  ein  immer- 
währendes Durcheinanderfliegen  und  Znsammenstossen  dieser  Aetheratome 
stattfindet,  jedoch  so,  dass,  wenn  nicht  die  Zwischenwirkung  der  Mole- 
küle hinzukommt,  durch  ein  gegebenes  ebenes  Flächenstück  in  jeder 
Zeiteinheit  gleichviel  Aetheratome  nach  allen  möglichen  Richtungen  hin- 
durchfliegen.  Die  Massen  dieser  Aetheratome  sind  für  alle  Aetheratome 
gleich,  verschieden  sind  aber  die  Geschwindigkeiten  derselben.  Die 
Gestalt  der  Atome  und  Moleküle  wird  als  kugelförmig  vorausgesetzt. 
Von  der  etwa  noch  vorhandenen  Rotationsbewegung  dieser  Massen  wird 
Umgang  genommen.  Es  wird  nun  der  Reihe  nach  untersucht  die  Wir- 
kung des  Aethers  auf  ein  ruhendes  Molekül,  die  Wirkung  des  Moleküls 
auf  das  umgebende  Medium,  der  Einfluss  des  Aethers  auf  ein  bewegliches 
Molekül ,  der  Einfluss  zweier  ruhender  Körper  auf  einander  und  die  Gra- 
vitationswirkung bewegter  Massen. 

Der  Angelpunkt  der  ganzen  Untersuchung  ist  der  Umstand,  dass 
die  bei  seitlichem  Stoss  von  einem  Molekül  abprallenden  Aetheratome 
einen  Geschwindigkeitsverlust  erleiden,  und  damit  kann  wohl  das,  was 
wir  Schwerkraft  nennen,  erklärt  und  mehr  oder  weniger  mit  der  Be- 
obachtuag  in  Uebereinstimmnng  gebracht  werden.     Einen  Umstand  möeh- 


vir   aber   hier  nocb   beeondeiB  hervorbeben ,    der  gar  nicbt  weitet 

■  berficIcBicbtigt  ist,  aber  hei  anelaatiacbem  Stosae  doch  schwer  ins  Gewicht 

(Sllt;    es  ist  dies,  dass  alle  diejenigen  Aetheratome ,    die  central  alosaen, 

mit   dem  Molrküle    verbanden    bleiben  müssen,    dass  also  die  Masse  der 

ponderablen  Moleküle  sich  mit  der  Zeit  vermehren,  die  Anitabl  der  frei 

herumfliegenden  Aetheratome  aber  mit  der  Zeit  abnehmen  muss.     Gegen 

diesen  Umstand  mit  seinen  mannigfachen  B^olgernngen  erheben  sich  aber 

H^äehr  wichtige  Bedenken. 

^K        Fteiberg,  den  10.  Jannat  18S0.  Dr.  Tu.  KÖtteritzsch. 

HSlie  Frage  der   Verttnderlichkeit  dei  SoimendiiTchmeiBeri,  von   Dr.  K. 
K  KcHEia.     Leipzig  1880,  K.  Scholtze. 

^V        Die    vorliegende    kleine    Schrift    ist   areprüngUob   in    der   populären 
^natronomiBcben  Zeitschrift  „Sirins"  erscbieaen  nnd  daher  vorzugsweise  an 
,      das    grosse  Publicum    gerichtet.     Wir    beschränken    uns  daher  anf  einige 
allgemeinere  Bemerkungen  liber  dieselbe. 

Bei  der  ausgesprochenen  Neigung  dos  Herausgebers  jener  Zeitschrift 
für  Veränderungen  nnd  Umwälzungen  am  gestirnten  Ilimmel  darf  es  nicht 
Wunder  nehmen,  wenn  auch  der  VerfasHer  der  in  Rede  stehenden  Ab- 
bandlang, trotz  seiner  Absicht,  eine  niögliihst  objective  Darstellung  aller 
einschlägigen  Arbeiten  zu  geben,  der  Veränderlichkeit  des  Sonnendnrcli- 
messerG  zuneigt.  Wenn  nun  auch  von  den  Facbastronomen  die  Möglich- 
keit vor  eich  gehender  Veränderungen  gar  nicht  in  Abrede  gestellt  wird, 
>  ist  doch  die  Zahl  Derer,  welche  behaupten,  dass  solche  Veränderungen 
Hrklicb  fHr  uns  wahrnehmbar  sind,  unter  jenen  sehr  gering,  während 
I  Liebhaber  der  Astronomie  wohl  zum  überwiegenden  Theil  zu  den 
AnbllDgem  dieser  Ansicht  gehören.  £a  ist  dies  nicht  wunderbar,  Her 
Pachaatronom  legt  natürlich  nach  seiner  eigenen  Erfahrung  andere  Kritik 
■D  die  Beobachtungen,  als  es  der  Laie  zu  thun  vermag.  Das  beweiGea 
in  vorliegender  Frage  genugsam  die  Arbeiten  vnn  Auwere,  Waguer, 
Becker,  die  von  dem  Verfasser  nur  vorübergebend  oder  gar  nicbt  erwähnt 
sind,  sowie  die  Entgegnungen  Respighi's  auf  die  unzuverlässigen  Bo- 
obaclitnngen  Secchi'e.  Der  Astronom  weiss,  wieviel  er  Über  Veränderungen 
ans  seinen  Beobachtungen  ableiten  kann,  der  Laie  wird  oft  durch  falsche 
Auffassung  des  Begriffes  des  wahrscheinlichen  Fehlers  nnd  durch  die  für 
den  Astronomen  freilich  schmeichelhafte  Uebcrschatzung  der  Genauigkeit 
lier  Beobachtungen  zur  Annahme  stattgehabter  Veränderungen  getrieben. 
Es  ist  bei  der  sehr  erfreulieben  und  gewiss  anzuerkennenden  Bescbäfti- 
^Bnng  der  Laien  mit  der  Astronomie  nnr  eine  etwas  grossere  Bescheiden- 
^Ut  bei  der  Aufstellung  nnd  Begründung  solcher  Hypothesen  zn  wtin- 
^■jhen.   'So   sollte  mau  sieb  doch,  bevor  man  als  Laie  d«ai  k'w^V\tk«.'attfQL_ 
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die  Berttcksicbtigiing  gewisser  Beobacbtungsmethoden  (Heliometer)  an« 
empfieblti  vergewissem,  ob  wirklieb  von  astronomischer  Seite  diese  Me- 
thoden ausser  Acht  gelassen  werden,  bejahendenfalls  untersuchen,  aus 
welchem  Grunde  dies  geschieht;  das  Heliometer  wird  z.  B.  an  der  Strass* 
barger  Sternwarte  seit  mehreren  Jahren  in  ausgedehntester  Weise  zur 
Ausmessung  von  Sonnendurchmessern  benutzt.  Weshalb  andere  Stern- 
warten, welche  im  Besitz  von  Heliometern  sind,  nicht  dasselbe  leisten, 
ist  jedem  Astronomen,  welcher  die  örtlichen  Verhältnisse  kennt,  hin- 
reichend klar.  Heliometerbeobachtungen  von  Werth  sind  nicht  en  passanl 
und  an  jedem  beliebigen  Orte  anzustellen ;  leider  sind  auch  die  modernen 
Sternwarten  nicht  alle  so  situirt,  dass  sie  über  hinreichendes  Personal 
gebieten,  um  in  allen  Zweigen  der  Astronomie  gleichzeitig  thätig  sein  zu 
können.  Welche  Fragen  aber  bei  beschrttnkteren  Mitteln  die  zunächst 
wichtigen  für  die  Astronomie  sind,  wird  wohl  der  Laie  dem  Fachmanne 
au  entscheiden  überlassen  müssen.  Ebenso  weisen  wir  des  Verfassers 
Mahnung  zur  rascheren  Publication  zurück;  gerade  die  voreilige  Publi- 
cation,  deren  sich  die  deutsche  Astronomie  zum  Glück  nicht  ^chuldig 
macht,  hat  oft  zu  den  das  gebildete  Publicum  verwirrenden  und  den 
Fachastronomen  lästigen  Mittheilungen  vermeintlicher  „epochemachender 
Entdeckungen'*  geführt,  die  vor  strenger  Kritik  nicht  Stand  halten  konnten. 

Valbmtineb. 


üeber  eine  speeielle  Classe  AbeFsoher  Functionen  vom  Geschlecht  3,  von 
Dr.  J.  TuoMAE.    Halle  a.  S.  1879. 

Der  Verfasser  behandelt  in  der  vorliegenden  Abhandlung  einen 
besondern  Fall  derjenigen  Functionen,  denen  seine  im  Jahre  1877  er- 
schienene, in  diesen  Blättern  bereits  besprochene  Schrift  gewidmet  war. 
Den  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  nämlich  bilden  sechsfach  periodische 
Functionen,  welche  aus  algebraischen  Integralen  entspringen,  welche  als 
einzige  Irrationalität  eine  Kubikwurzel  ans  einem  Ausdrucke  vierton 
Grades  enthalten  und  die  dementsprechend  in  einer  dreiblättrigen  Rie* 
mann 'sehen  Fläche  darstellbar  sind,  deren  Blätter  in  fünf  Punkten  alle 
drei  zusammenhängen.  Im  Ganzen  sind  die  Methoden  der  Untersuchung 
dieselben,  wie  die,  welche  bei  der  allgemeineren  Frage,  die  den  Gegen- 
stand jener  Arbeit  bildete,  angewandt  wurden,  nur  dass  bei  der  ein- 
facheren Aufgabe  die  Resultate  weiter  geführt  sind,  als  bei  jener  all- 
gemeineren, und  dass  manche  Fragen ,  die  dort  kaum  berührt  sind,  hier 
eine  eingehendere  Besprechung  finden.  Hierhin  gehört  die  Untersuchung 
der  Abel' sehen  Functionen  im  engem  Sinne,  welche  zwar  in  dem  vor- 
liegenden besondem  FaUe  nicht  die  wichtige  Rolle  spielen,  wie  im  all- 
gemeinen  FaUe  der  Fonctionen  vom  Geschlecht  „drei**,  hier  aber  eine 
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besonders  einfache  und  elegante  Behandlang  gestatten.  Die  Anzahl  dieser 
Fnnctionen  ist,  wie  bekannt,  28,  nnd  ihre  Bestimmung  hängt  sonach 
▼OD  der  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  28.  Grades  ab.  Aber  da 
eine  von  diesen  Functionen  die  Constante  ist  und  die  27  übrigen  sich 
zu  je  dreien  in  Gruppen  anordnen,  in  denen  sich  die  einzelnen  Func- 
tionen nur  durch  die  Bedeutung  der  in  ihnen  aufitretenden  dritten  Wur- 
zel unterscheiden,  so  reducirt  sich  die  Gleichung,  von  welcher  diese 
Functionen  abhängen ,  auf  den  9.  Grad.  Es  hätte  hier  noch  bemerkt  zu 
werden  verdient,  dass  diese  Gleichung  neunten  Grades  aufgefasst  werden 
kann  als  eine  solche,  welche  die  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung bestimmt,  und  dass  sie  also,  nach  einem  Satze  von  Hesse,  zu 
den  algebraisch  lösbaren  gehört.  Setzt  man  nämlich  die  Kubikwurzel, 
von    welcher    die    betrachtete    Function enclasse    abhängt,    in    die    Form 

*  =  ^z*  +  ^(2),  worin  '^[z)  eine  Function  dritten  Grades  von  z  ist,  so 
kommt  das  Problem  der  Abel* sehen  Functionen  darauf  hinaus ,  die 
beiden  linearen  Functionen  §,  i/  von  z  so  zu  bestimmen,  dass 

s3-|8=(2«  +  ,^)2   oder   tf;(2)-2iyt«-iy«  =  S» 

wird.     Fasst  man  also 

V;(2)~2y2«-^«  =  0 

als  Gleichung  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  auf,  so  sind  die  geraden 

Linien    y  =  i7    die    Wendetangenten    dieser    Curve.      (Vergl.    Clebsch, 

Theorie  der  binären  Formen,  S.  234.) 

Die  Classe  algebraischer  Functionen,  welche  der  Untersuchung  zu 

Grunde  liegt,  hängt  nur  von  zwei  algebraischen  Moduln  ab,  da  von  den 
vier  im  Endlichen  liegenden  Verzweigungspunkten  zwei  in  beliebige 
Paukte,  z.  B.  die  Punkte  0,  1  verlegt  werden  können;  sie  bilden  also  nur 
einen  sehr  speciellen  Fall  der  Functionen  vom  Geschlecht  3,  welche  im 
Allgemeinen  von  sechs  Moduln  abhängen.  Demgemäss  müssen  auch  die 
sechs  Moduln  der  entsprechenden  Thetafunctionen  sich  auf  zwei  von  ein- 
ander unabhängige  reduciren ,  und  es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  sich 
dieselben  wirklich  in  einfachster  Weise  ezplicite  durch  zwei  unabhängige 
unter  ihnen  darstellen  lassen. 

Auf  die  Verwendung  der  Thetafunctionen  zur  Darstellung  algebraischer 
Pnnctionen,  zur  Lösung  des  Jaco hinsehen  Umkehrproblems,  zur  Dar- 
stellung der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung,  ferner  auf  die  Dar- 
stellung der  Constanten  Thetawerthe  kann  hier  im  Einzelnen  nicht  näher 
eingegangen  werden.  Alle  diese  Probleme  gestatten  hier  eine  ziemlich 
iroUständige  Durchführung,  bezüglich  welcher  wir  den  Leser  auf  die  Schrift 
selbst  verweisen  müssen. 

Königsberg,  im  Februar  1880.  H.  Wbbeb. 
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Methoden  und  Theorien  cor  Anflösung  geometrischer  Constmctionsaiif- 
gaben,   von  Dr.  J.  Petersen,   anter  Mitwirkung  des  Verf.   nach 
der  2.  Auflage   des  Originals  ins  Deutsche  übertragen  von   Dr. 
R.  V.  Fischer -Benzon.     Kopenhagen,  Andr.  Fred.  Best  &  Sohn. 
106  S. 
Mit  Recht    bemerkt  der  Herr  Verfasser,   Docent  an   der  polytech- 
nischen Schule  in  Kopenhagen   und  Mitglied   der  königl.  dänischen  Ge* 
Seilschaft  der  Wissenschaften,   in 'der  Vorrede,   dass   die  Mathematiker 
zwar  bis  in  die  neueste  Zeit  ein  grosses  Interesse  für  die  Lösung  geo- 
metrischer Constructionsaufgaben  sich  bewahrt  haben ,  dass  aber  die  Ent- 
wickelung  der  Mittel,  welche  man  für  die  Behandlung  der  Aufgaben  hat, 
eine  sehr  geringe  ist.     „Apollonius  hätte  ebenso  gut  wie  Steiner  das 
Mal fat titsche  Problem  lösen  können,  wenn  er  es  gekannt  hätte.^' 

Wenn  wir  nun  auch  an  den  deutschen  Lehranstalten,  wenigstens 
an  den  preussischen ,  nicht  in  die  Klage  des  Verfassers  einzustimmen 
brauchen,  dass  die  geometrischen  Constructionsaufgaben  nur  wenig  Ein- 
gang in  die  Schulen  gefunden  haben ,  so  ist  es  leider  auch  bei  uns  wahr, 
dass  die  Auflösung  solcher  Aufgaben  von  Vielen  als  eine  Art  Räthsel- 
rathen  betrachtet  wird,  welches  nur  Einzelnen,  von  der  Natur  besonders 
Begünstigten  gelingt.  Der  Grund  dieses  Uebelstandes  liegt  unzweifelhaft 
darin,  dass  der  Unterricht  in  der  Mathematik  oft  nicht  im  Geiste  dieser 
Wissenschaft  ertheilt  wird ,  dass  man  nicht  an  die  Erinnerungen  des  Uni- 
versitätsstudiums, sondern  an  gymnasiale  Reminiscenzcn  anknüpft,  dass 
man  daher  gleich  manchem  talentlosen  Schüler  durch  banausische  Fertig- 
keit zu  ersetzen  sucht,  was  an  klarer  Gründlichkeit  und  theoretischer 
Durchbildung  verloren  gegangen  ist.  Daher  kann  es  denn  nicht  Wunder 
nehmen,  dass  die  Fälle  noch  immer  nicht  aus  der  Welt  geschafft  sind, 
wo  Abiturienten  in  allen  übrigen  Fächern  Tüchtiges,  ja  Ilervorragendes 
leisten,  in  der  Mathematik  aber  den  Anforderungen  nicht  genügen.  Er- 
freulicherweise darf  ich  beifügen,  dass  in  solchen  Fällen  Seiten  der  ober- 
sten Schulleitung  Westfalens  allemal  den  Lehrer  die  Verantwortung  trifft. 
Wenn  ich  mich  bei  der  obigen  Besprechung  etwas  langer  aufgehalten 
habe,  so  mögen  meine  Leser  mich  deswegen  entschuldigen,  weil  das  vor- 
liegende Werk  mir  besonders  geeignet  scheint,  in  dieser  Richtung  erfolg- 
reich zu  wirken. 

Dasselbe  richtet  sein  Absehen  durchaus  auf  die  Methoden  und 
ordnet  daher  die  Aufgaben  nicht  in  Dreiecks-,  Vierecks-,  Kreisaufgaben, 
auch  nicht  in  Punktconstructionen ,  Linienconstructionen  u.  s.  w.,  sondern 
nach  den  Methoden,  die  zu  ihrer  Auflösung  führen.  Es  werden 
zunächst  10  geometrische  Oerter  aufgezahlt  und  daran  55  Aufgaben 
geschlossen,  welche  durch  dieselben  unmittelbar  gelöst  werden  können. 
Hieran  schliessen  sich  zweckmässig  die  4  Berührungskreise,  und  so  knm- 
mea  weitere  dl  Aufgaben  hinzu,  bei  denen  zum  Thcil  die  Anwendung 
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der  geometrischen  Oerter  nicht  direct  vorliegt«     Es  folgen  dann  3  Metho- 
den, welche  vom  Verfasser  als: 

Mnltiplication  von  Cnrven, 

Aehnlichkeitsmethode , 

inverse  Figuren 

bezeichnet  werden.     Um  dem  Leser  zu  zeigen,  was  der  Verfasser  unter 

den    genannten  Ueberschriften  ausführt,   mag  bei  der  letzten  der  Inhalt 

knrz  angedeutet  werden. 

Eine  Gerade  drehe  sich  um  einen  Punkt  P^  das  Inversionscentrum, 

während  zugleich  ein  beweglicher  Punkt  A  der  Geraden  einer  gegebenen 

Canre  K  folgt.     Auf  der  Geraden  bestimme  man  einen  Punkt  j(  derartig, 

dass 

PA.Pjf=^±J^=const. 

Dann  beschreibt  der  Punkt  Ä  eine  Curve  K\   und  nun  heisst  von  den 

beiden  Curven  K^  K'  die  eine  die  inverse  der  andern.     Nun  kann  man 

iblgende  allgemeine  Aufgabe  lösen: 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  /'eine  Gerade  so  zu  ziehen, 

dass  zwei  Curven  K  und  L   auf  ihr  Punkte  X\   Y  bestimmen, 

mo  dass 

PX,PY^±J\ 

Ifan  suche  die  Schnittpunkte  von  L  mit  K'  auf.  Die  Aufgabe  lässt  sich 
mit  Zirkel  und  Lineal  lösen ,  sobald  die  gegebenen  Curven  gerade  Linien 
"UDd  Kreise  sind. 

Als  einfachstes  Beispiel  crgiebt  sich  die  Aufgabe,  durch  einen  gegebe- 
nen Punkt  P  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  zwei  gegebene  Gerade  in 
^  und  B  so  schneiden,  dass  das  Rechteck  PA.PB  einen  gegebenen 
Jnbalt  erhält.  Ferner  fühl-t  man  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  construircn, 
der  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  geht  und  zwei  gegebene  Kreise  be- 
artthrt,  durch  Inversion  um  P  darauf  zurück,  an  zwei  gegebene  Kreise  die 
gemeinsamen  Tangenten  zu  ziehen.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  auch  die 
Xösang  der  bekannten  Aufgabe,  in  einen«Kreis  ein  Dreieck  ABC  zu 
beschreiben ,  so  dass  jede  Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  Die 
Üetbode  wird  auf  jedes  Polygon  mit  ungerader,  und  in  leichter  Modifica- 
"tion  auf  jedes  mit  gerader  Seitenzahl  ausgedehnt. 

Die  beiden  anderen  Methoden  zeigen  denselben  Geist  hoher  Eleganz 
nnd  bedeutender  Tragweite. 

Das  erste  Capitel  schliesst  mit  einigen  geometrischen  Oertern  für 
gerade  Linien;  es  enthält  im  Ganzen  245  Aufgaben. 

Im  zweiten  Capitel  werden  die  Aufgaben  dadurch  gelöst,  dfiss  man 
Bie  durch  Umformung  der  Figur  in  einfachere  zu  verwandeln  sucht.  Hier 
"Verden  drei  Methoden  unterschieden:  Parallelverschiebung,  Umlegung, 
I^rehung.  Greifen  wir  bei  der  erstgenannten  das  Viereck  mit  den  Gegon- 
eelten  AB^  CD  heraus,   so  werden  AU  und  Ab  m  A\ii  Y»«^^*^!!  CB^>xoA 
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CD^  verschoben.  Es  entsteht  das  Parallelogramm  AB^D^D  und  über- 
haupt eine  Figur,  an  der  man  eine  Menge  wichtiger  und  einfacher  Be- 
ziehungen erkennt.  Wir  wollen  die  drei  vom  Verfasser  an  erster  Stelle 
genannten  aufschreiben: 

Die  von  C  ausgehenden  begrenzten  Linien  sind  Seiten  des  Vierecks. 
Die  um  C  herumliegenden  Winkel  sind  die  Winkel  des  Vierecks. 
Die  Seiten  des  Parallelogramms  sind  die  Diagonalen  des  Vierecks. 

Wie  brillant  und"  einfach! 

Als  Erläuterung  der  zweiten  Methode,  der  Umlegung,  nehme  ich 
zunächst  die  Tertianeraufgabe,  ein  Dreieck  aus  a,  b  und  L  A—  B  %n  con- 
struiren.  Man  lege  das  Dreieck  so  um,  dass  Punkt  A  auf  B  und  B  auf 
A  fällt. 

Ferner:  In  einen  Kreis  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  wenn  die  Mitten 
der  drei  zugehörigen  Bogen  gegeben  sind. 

Das  gesuchte  Dreieck  sei  A  BC^  y  die  Mitte  des  Bogcns  AB^  ß  von 
AC^  a  von  BC,  Dreht  man  den  Punkt  A  um  y  und  dann  um  a  und  ßy 
so  kehrt  er  in  seine  frühere  Lage  zurück,  während  ein  beliebiger  Punkt 
der  Kreisperipherie,  welcher  in  einer  gewissen  Entfernung  von  A  liegt, 
durch  die  gleiche  Operation  wieder  in  die  gleiche  Entfernung  von  A 
kommen  wird,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite.  A  lässt  sich  also 
bestimmen,  indem  man  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgeht,  da  A  in 
der  Mitte  zwischen  der  Anfangs-  und  Endlage  jenes  Punktes  liegt. 

Beiläufig  hätte  hier  der  Satz  bemerkt  werden  können,  von  dem  ich 
nicht  weiss,  ob  er  neu  ist,  dass  die  drei  Kreise,  deren  Mittelpunkte  «, 
ß,  y  sind  und  welche  durch  die  Punkte  B  und  C,  C  und  A^  A  und  B 
gehen,  ausserdem  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  laufen. 

Durch  das  Vorstehende  glaube  ich  insbesitndcre  den  Lehrern  an  den 
höheren  Lehranstalten  den  Beweis  geliefert  zu  haben,  dass  wir  es  hier 
mit  einem  für  die  Unterrichtszwecke  trefflichen  Werke,  ja  mit  einer 
geradezu  classischcn  Arbeit  zu  thun  haben. 

Ich  kann  mich  daher  für  das  dritte  Capitel  auf  die  einfache  Bemer- 
kung beschränken,  dass  sein  Inhalt  ebenso  reich  und  wertlivoll  ist,  wie 
der  der  beiden  ersten.  Den  Schluss  der  Aufgaben  bilden  das  Tactions- 
problem  und  die  Mal fatti' sehe  Aufgabe,  welche  durch  ganz  elementare 
Methoden,  ohne  Zuhilfenahme  der  neueren  Geometrie,  eine  glänzende 
Hehandlung  finden. 

Sollte  der  Herr  Verfasser  oder  sein  geschickter  Uebersetzcr  auf  einigem- 
Wüiificbe,  die  mir  bei  Durcharbeitung  des  Büchleins  entstanden 'sind,  undL 
ein  kleines  Dnickfehlerverzeichniss  Gewicht  legen,  so  steht  ihnen  für" 
eine  neue  Auflage,  welche  hoffentlich  bald  nothwendig  sein  wird,  Beide» 
gern  privatim  zur  Verfügung, 

Coesfeld,  im  Januar  1880.  Dr.  K.  Scuwbbing. 


:  der  Darlegnng  der  barrao- 
klarer,  knapper  Form  auf 
jriffoB  der  liatmo- 
:    folgt,    dcfiairt: 


9ie  Kagelselmitto ,  bebandelt  ftir  dia  oberen  ClaaBBn  böherer  LebransUl- 
tou,  von  M.  Simon  und  Ä.  Mii.inowsei,  2.  Abtheilang:  Ellipse 
und  Ilyperbel,  von  A.  Milinowbki. 

Das    voiliegenda  Werkchon    beginnt   m 
niflclien    Eigenscbaften.      Dieselbe    gelingt   i 
aecbs  Seiten    nnd  achliesttt  mit  der  Aufstellni 
ntechcn    Verwaudlttchaft.      Derselbe    wird. 

Ebene  nebmen  wir  einen  Pnnkl  0  nnd  eine  Gerade  )  fest  an  und  u 
■wei  Punkte  P  und  0,  die  auf  einer  Geraden  duruh  0  liegen  und  durch 
Q  und  /  bannoniscb  getrennt  sind,  barmoniacb  verwandte  Punkte. 
EbenGo  sollen  zwei  Gerade  /'  nud  Q,  die  sieb  auf  /  scbneiden  und  dutcb 
0  und  l  bannoniscb  getrennt  werden,  harmiinifieh  verwandte  Ge- 
fade beigaen."  Die  Anwendung  diesns  Begriffes  ist  durcb  das  ganze 
'Werkeben  bin  eine  sebr  bäuüge  und,  nm  dies  gleicb  Torweg  zu  t<agen, 
•ine  im  Ganzen  sebr  geschickte.  Zum  ersten  Theile  bat  der  Verfasser 
«uaserdem  den  Pascal'scben  und  Briancbon'ecben  Lebrsatz,  bewiesen 
ftr  den  Kreis,  gestellt.  Der  Gang  des  Beweises  ist  im  Wesentlicben 
der,  dass  aus  zwei  SpecialfSllen :  PaTallelismus  zweier  Gegenseiten,  bez. 
Schnitt  derselben  im  Mittelpunkt,  dnrcli  Benutzung  der  barmoDisohen 
Verwandtscbaft  der  allgemeine  Beweis  bergeleitet  wird.  (Letzte  Zeile 
6.  8  und  1.,  2.,  3.  S.  9  eonsequeotor  Druckfehler  CD  fUr  DE.) 

Der  zweite  Theil  beginnt  mit  der  Definition  des  Kegelschnilts  als 
geometrischer  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem  festen 
Punkte  und  einer  festen  Geraden  ein  constantes  Verbältniss  haben.  Aus 
derselben  ergeben  sieb  leicht  die  Breunpuaktseigenschaften.  S.  15  wird 
nnn  der  Satz  bewiesen:  „Einem  Kegelschnitte  ist  jeder  seiner  Parametor- 
kreise  harmonisch  verwandt."  (Parameter:  die  in  einer  grossen  Axe  zum 
Brennpunkte  aenkrechtc  Sehne;  Parameterkreis:  der  über  ihr  als  Durch- 

»messer  beschriebene.)  Fär  diesen  Satz  werden  zwei  Beweise  gegeben, 
*on  denen  nur  der  letzlere  dem  Sebülerverstflndniss  erreichbar  sein  dürfte- 
'S. 18  wird  die  Form  der  Kegelschnitte  besprochen.  Die  dort  stehende 
Behauptung:  ,,Ein  Kegelschnitt  ist  eine  krumme,  in  sich  selbst  zurück- 
laufende Linie"  muss  dem  Anfänger  sehr  paradox  klingen  und  wSre  füg- 
lich durch  „kann  als  zurücklaufend  gedacht  werden"  zu  ersetzen.  Der 
Beweia  S.  24  und  25  für  den  Säte,  dass  in  jeder  harmonischen  Verwandt- 
schaft einem  Kreise  eiu  Kegelschnitt  entspricht,  überlSast  stillschweigend 
dem  Leger  die  Ausführung  eines  HaupttheUes  nnd  liegt  für  den  Schüler 
f  gewbs  zu  hoch.  (Vorl.  Zeile  8.24  ungenau  ^ABMrsj  AB^O  und  Zeile  11 
,  S.  25  steht  durcb  Druckfehler  AD*  für  2I/>*.)  Gleiches  gilt  im 
IGaaaen  von  dem  folgenden  Beweise  (Nr.  32),  wobei  die  Fig.  16  Manches 
I  wünschen  übrig  lässt. 

Den  dritten  Tbeil  des  Büchleins  bilden  in  228  Nummern  Aufgaben, 
I  die  Iheila  als  weitere  AnsfllhrnngeD  der  in  den  eratea  büd«u  '£\u»^k% 
Lgegebenen  Theorie  etecheineo. 


Referent  kftDn  Bein  Urtheil  dahin  KDEamnienfuBen ,  da»  die 
18  Nninmern  in  Verbindung  mit  den  61  angcböngen  Anfgabeo  ihm 
eine  wesentliche  IJereicbernog  des  gewöhnlii-ben  ÄnfgabenrepeTtoriums  für 
die  höheren  Cla^sen  des  Gymnasiums  und  der  Bealsuhale  erscheineQ.  Mit 
einiger  EinaclirXnkuDg  mag  diese  Anerkennung  auf  die  Lehre  von  den 
Brennpunkts  ei  gen  Schäften  ausgedehnt  werden.  Allem  Uebrigen  —  ancli 
den  Beweisen  fUr  die  Tbcorome  von  Pascal  uod  Brianuhon  —  steht 
Heftireni  für  den  Schulgebrancb  sehr  skeptisch  gegenüber ;  und 
möchte  hier  eine  Warnung  vor  Uebersttirzungen  nm  so  nachdrilcklichei 
ausg es p rochen  werden ,  als  es  sich  nicht  um  ein  e.xperimentum  in  corpore 
viti  bftndalt. 

Coeafeld.  im  October  1879,  Dr.  K.  Schwehimo. 


Die  HypotbeBen  der  Physik  von  Dr.  II.  Fkbkichs.    Bremen,  1S79.    143 

Der  Verfasser  beachKfligt  sich  mit  den  verschiedenen  IIypoth< 
welche  zur  Erklärung  einer  Keihe  physikaliscber  Erscheinungen  anfgeetcllt 
sind,  und  guubt  diejenigen  auszusondern,  welche  allein  als  notbwendige 
beizuhehalteu  sind.  Im  ersten  Abschnitte  „Die  Materie"  wird  besoDders 
das  Bedürfniss.  die  Gravitation  and  die  Moleknlarkräfte  auf  ein  Frincip 
zurückzufUbreD ,  besprochen  und  die  HoCFnung  ausgedruckt,  dass  ev  mit 
Uilfc  des  Aethers  möglieb  sein  werde.  (Trotz  der  neueren  Untersuch- 
ungen ist  der  Encke'scbe  Komet  noch  als  Beweis  des  Widerstandes  des 
Aethers  aufgeführt.)  Im  zweiten  Abschnitt  ,, Licht  und  Wurme"  wird  ihr 
gemeioEanicr  Ursprung  aus  Aetberschwingungen  dargestellt.  Eine  Ver- 
subicdeuhcit  findet  nur  statt,  soweit  die  Organe  oder  Körper,  welche  die 
Schwingungen  aufnehmen,  vorscbiedeu  sind.  Der  dritte  AbHcbuitt  han* 
dell  von  der  „Elektricitat"  und  von  den  Versuchen,  auch  sie  auf  den 
Aelber  zurückzuführen,  da  nnr  so  die  gegenseitige  Umwandlung  von 
Eleklricität,  Licht  und  Wärme  begreiflich  werde.  Die  Schrift  enthXll  für 
den  Physiker  nichts  Neues,  sie  will  nur  die  vorhandenen  Hypothesen  in 
der  Physik  sichten  und  giebt  Jedermann  ein  leicht  übersichtliches,  ver- 
slXndlicbes  Bild  der  Fortecbritto  und  Aufgaben  der  Physik  in  Beziehnog 
auf  ErkUmng  der  Naturerscheinungen.  p    2eoh     4 


HO.  ^^1 


üebei  die  latente  W&nne  der  Dämpfe  von  C.  Pvsciii..  Wien,  1879.  52  S. 
Der  Verfasser  geht  von  den  Gruodgleicbungen  der  mechaniäcben 
Wärmcthoorie  aus  und  sncbt  die  Annahme,  dass  für  gesättigte  Dämpfe 
die  innere  Wfirme  und  ihre  ausdehnende  Kraft,  vermöge  der  sie  den 
ünseem  Druck  Überwinden  und  innere  Arbeit  leisten  kann,  der  absolnteu 
Temperatar  [tiopurtional  and  ansserdein  Functionen  des  Volnmens  seien. 
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Die  darauB  sich  ergebenden  Differentialformeln  werden  dann  aufgestellt 
und  Consequenzen  gezogen,  welche  mit  den  bisherigen  Anschauungen 
über  das  Verhalten  der  Dämpfe  nicht  übereinstimmen.  Der  letzte  Schluss 
besteht  darin,  dass  ein  Gas  nicht  blos  durch  Abkühlung,  sondern  auch 
durch  Erwärmung  flüssig  gemacht  werden  könne:  es  hat  ein  Maximum 
seines  Volumens  und  zieht  sich  bei  stets  wachsender  Temperatur  immer 
rascher  zusammen  bis  zum  flüssigen  Zustande.  Die  Ausdehnung  ist  dann 
mit  Erhitzung,  die  Zusammenziehung  mit  Erkaltung  verbunden.  Bemer- 
kenswerth  ist  die  Uebereinstimmung  dieser  Resultate  mit  den  Ausfüh- 
rangen  Ritte r^s  über  die  Constitution  gasförmiger  Weltkörper  in  Wiede- 
mann*s  Annalen.  p^  2Bnii. 
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Erklärung  und  Abwehr. 


In  einem  Auszug  aus  der  Bevue  des  gueslions  scienlifiques  {Janvier 
1880),  die  mir  soeben  unter  dem  Poststempel  Louvain  zugeht,  finde  ich 
folgende  Aeussernug  des  Herrn  Ph.  Gilbert: 

„On  sqU  que,  dans  celte  mime  Revue,  nous  avons  acctisi  et  convaincu 
M.  Wohlwill  d^avoir  eile'  et  tradiiit  tin  passage  du  Sacro  Arsenale,  rela- 
tif  au  y,rigoureux  examen^\  de  moniere  ä  faire  dire  au  texte  toul  autre  chose 
que  ce  qu'il  signifiait,  Les  piires  ont  etd  mises  hyalement  sous  les  yeux  de 
nos  lecteurM.  M,  Wohlwill  nppelle  nos  remarques  ,,une  curiositS^^:  mais  il 
se  garde  hien  de  reproduire  ces  remarques :  comptant  sur  la  confiance  de  son 
public,  il  indique  un  autre  passage  que  celui  que  nous  lui  avons  reproch^j  et 
engage  les  gens  ä  recourir  au  Sacro  Arsenale,  livre  fort  rare  et  que  nous 
avons  eu  nous  -  mime  quelque  peine  a  trouver,  Cela  est  cavalier,  Notre  rdponse 
sera  courte:  nous  defions  M.  Wohlwill  de  placer  sous  les  yeux  des  lecteurs 
du  Zeitschrift  für  Mathematik  le  texte  ilnlien  du  Sacro  Arsenale  avec  la 
traduction  allemande  quUl  en  avail  donnee,  et  les  reflexions  dont  nous  Vavons 
üCcompagnSe.^^ 

Herr  Gilbert  sagt  in  dürren  Worten,  dass  ich  meine  Leser  hinter- 
gangen  habe.  Gegen  solche  Beschuldigungen  macht  mich  ein  gutes  Ge- 
wissen und  die  genaue  Bekanntschaft  mit  der  kritischen  Methode  des 
Herrn  G.  unempfindlich;  aber  die  Achtung  vor  der  verehrlichen  Redac- 
tion  und  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  legt  mir  die  Verpflichtung  auf, 
dem  ausgesprochenen  Verdacht  auch  nicht  den  Schein  einer  Berechtigung 
zu  lassen.  Ich  überwinde  deshalb  das  Widerstreben,  den  Raum  dieser 
Blätter  nochmals  für  Erörterungen  aus  dem  unmathematischen  Bereiche 
der  Inquisitionsliteratur  in  Anspruch  zu  nehmen  und  bitte  die  verehrliche 
Redaction  um  Erlanbniss,  der  Herausforderung  durch  eine  Darlegung  des 
Thatbestands  entsprechen  zu  dürfen,  die  mein  letztes  Wort  in  dieser 
Angelegenheit  enthalten  wird. 

Die  in  Rede  stehende  Stelle  des  Sacro  Arsenale  della  Santa  Inquisi- 
tione  findet  sich  auf  S.  187  der  Ausgabe  von  1665  und  lautet  wörtlich 
folgendermassen : 
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Modo  di  dar  la  cordn  al  Reo,  che  ricusa  di  rispondere  d 
non  vuoi  precisamenie  rispondere  in  giudicio. 

Suole  anche  talvolta  intervenire  che  ü  Reo  contumacemenie  ricusi  di 
rispondere  a  gt  interrogalori  fnltigli  dnl  Giudice,  ö  non  voglia  rispondere 
precisamenie^  ma  con  parole  dubbiose,  direndo,  non  sd,  non  mi  ricordo, 
pxtö  essere  eic,  etc.,  dovendo  rispondere  con  parole  chiare  e  precise,  cioe, 
hö  dellOy  non  hö  dello,  ho  failo,  non  hö  fatlo  elc,  II  perchi  fa  di 
bisogno  venir  contro  di  lui  ä  rigorosa  esamina  per  haverne 
risposla  assolutamente  ö  risposta precisa.  sodisfaltoriaesuf- 
ficiente,  ma  convien  prima  fargli  le  debite  ammonitioni  et 
appresso  minacciargli  la  corda:  registrando  il  Nolaro  cotal  sua  con 
tumacia  ron  le  dette  ammonitioni  e  minaccie. 

Diesen  Worten  folgt  das  Formular  eines  Protokolls  über  die  ein- 
leitende Ermahnung  und  Bedrohung,  das  Decret,  das  die  Abführung  in 
die  Folterkammer  ausspricht,  und  das  Schema  des  Verhörs  auf  der  Folter. 

Die  durch  den  Druck  hervorgehobenen  Worte  habe  ich  in  einer 
Erörterung  über  den  Sinn  des  Ausdrucks  Examen  rigorosum  in  deutscher 
Uebersetzung  citirt*,  um  zu  constatiren  (was  zugleich  für  Galilei*s 
Process  von  unmittelbarer  Bedeutung  war),  dass  die  Befragung  eines 
Angeklagten  unter  Androhung  der  Tortur  nach  dem  Sprachgebrauch  der 
Inquisition  nicht  als  jßin  Theil  des  Examen  rigorosum  angesehen  wird. 
Meine  uebersetzung  lautet:  „Wenn  ein  Angeklagter  unbestimmt  und  aus- 
weichend antwortet,  so  ist  es  nothwendig,  gegen  ihn  znr  esamina  rigorosa 
zu  schreiten,  um  überhaupt  eine  Antwort  oder  eine  genaue,  genügende 
und  ausreichende  Antwort  zu  erlangen,  aber  zuvor  muss  man  ihn 
in  gebührender  Weise  ermahnen  und  ihn  mit  dem  Seil  bedrohen.**  Diesen 
deutschen  Worten  ist  in  Klammern  der  italienische  Text  ma  convien 
prima  fargli  le  debite  ammonitioni  et  appresso  minacciargli  la  corda  hinzugefügt; 
dann  folgt  die  Erläuterung:  „Der  Richter  soll  also  mit  der  Tor- 
tur bedrohen,  ehe  er  zum  Examen  rigorosum  schreitet:  es  kann 
demnach  ein  Verhör  unter  Androhung  der  Tortur  und  fern  vom  Ort  der 
Marterwerkzeuge  nicht  als  Examen  rigorosum  bezeichnet  werden/* 

Ueber  Citat  und  Auffassung  hat  sich  Herr  Gilbert  in  der  Revue 
des  guestions- scientifiques  1878**  in  folgender  Weise  geäussert: 


♦  „Ißt  Galilei  gefoltert  worden?"    Leipzig  1877,  S.  24.     Im  Citat  steht  irr- 
thuinlich  S.  189  statt  187  des  S,  A. 

**  Nicht,  wie  ich  irrtbamlich  angegeben,  in  der  Eevne  catJioUque.  Der  Aus- 
zug war  mir  ohne  jede  Bezeichnung  zugesandt,  ich  war  daher  auf  Combination 
angewiesen  und  habe  falsch  combinirt  Herr  G.  rügt  mit  Recht,  dass  ich  auch 
seine  grössere  Abband liuig  La  cmidamnation  de  GaliUe  et  les  publicntions  r^centes 
1877  unrichtig  als  Separatabdruck  aus  der  Revue  des  questions  historique^  bezeichne; 
dieselbe  ist  gleichfalls  der  Revue  des  guestioii8  scientifiques  entnommen. 
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^jMalbeureusement,  ceile  conclusion  rCesl  obtenue  que  par  une  alliraUou 
du  iexie,  gut,  pour  (out  lecleur  sincere,  dil  precisement  le  conlraire  de  ee 
pi'en  tire  M,  W.:  „//  est  necessaire  de  proceder  conlre  lux  ä  texamen 
rigoreux,  du  le  Sacro  ArseDale,  pour  avoir  une  rSponse  pricise  et  satis 
flaisante:  mais  il  convient  premiirefnent  de  lui  adresser  les  re- 
nontrances  de  droit,  et  €spriB  eeia  de  le  menacer  de  la  corde.^'^ 
La  suppression  dUine  virgule  et  du  mal  „appresso^S  ividemment  place  lä  par 
Opposition  avec  „prima**,  a  change  enliirement  le  sens.  On  comprend  qu^en- 
mite  Con  accuse  les  Congregalions  romaines  de  ,,falsiftcations^\ 

Auf  eine  so  schmähliche  Verdächtigung  durch  eine  rechtfertigende 
Brklämng  zu  antworten ,  habe  ich  kein  Bedürfniss  empfunden ;  ich  habe 
tnieb  darauf  beschränkt,  bei  Gelegenheit  meiner  Abhandlung  „Ueber  den 
Original -Wortlaut  des  päpstlichen  Urtheils  gegen  Galilei'**  mehr  für  Herrn 
G.i  als  für  die  Leser  dieser  Zeitschrift  anzudeuten,  dass  ein  Blick  auf  die 
[Jeberschrift  „Modo  di  dar  la  corda'^  genüge,  um  seine  Argumentation  als 
»,(7nrio8um*^  erseheinen  zu  lassen.  Daraus  entnimmt  nun  Herr  G.  den 
Btoff  für  seine  neue  Anklage.  Sollte  es  wirklich  nothwendig  sein,  ihm 
m  demonstriren ,  dass  der  Hinweis  auf  die  Worte,  die  er  nicht  ab- 
gedruckt und  nicht  berührt  hat,  die  Antwort  auf  seinen  „lojaP*  formu- 
lirten  Vorwurf  enthält?  Aber  er  verlangt,  dass  ich  deutlicher  rede;  ich 
darf  ihm  die  Ausführung  nicht  schuldig  bleiben. 

Wer  lesen  kann ,  entnimmt  der  Ueberschrift  ,,11/lodo  di  dar  la  corda  ../*, 
dass  nach  dem  Gebrauch  der  Inquisition 

dem  Angeklagten,   „der  im  Verhör  eine  Antwort  verweigert  oder  nicht 
in  bestimmter  Weise  antworten  will**, 
der  Strick  gegeben  werden  soll.     Wenn  es  dann  unmittelbar  darauf 
im  Texte  heisst: 
„Es  kommt  vor,   dass   ein  Angeklagter  im  Verhör  eine  Antwort  ver- 
weigert  oder    nicht    in   bestimmter  Weise    antworten    will;    deswegen 
muas  man 
gegen  ihn  zum  ^oramen  rtporo^um  schreiten;  so  ist  für  jeden  Leser 
des  5.  A,  klar,  dass  hier  „zum  Examen  rigorosum  schreiten*'  nichts  Anderes 
bedeutet,  als  „den  Strick  geben**.    Man  soll  also  „den  Strick  geben**,  aber 
Buerst  in  gebührender  Weise  ermahnen  und  darauf  mit  der  Tortur  bedrohen. 
Enthält  dieser  Satz  in  seinem  zweiten  Theile,   wie  Herr  Gilbert  will, 
sine  Aufzählung  von  Theilen  des  Examen  rigorosum ,  so  ergiebt  sich,  dass 
las   „Strickgeben**  aus  zwei  Theilen  besteht:   einer  Ermahnung,   die 
Wahrheit  zu  reden,  und  einer  Androhung  der  Tortur.     War  ich  im  Un- 
recht, wenn  ich  sagte,  dass  demnach  Herr  Gilbert  einen  Abschnitt,  der 
lie  Ausdrücke  „dar  la  corda^^  und  „venir  a  rigorosa  esamina''^  völlig  synonym 
[;ebraueht,  verwerthet,   um   zu   beweisen,   dass  das  Ex,  rig.  ein  Verhör 
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nnter  Androhung  der  Tortnr  bedeuten  kann?  im  Unrecht,  wenn  ich  solche 
Kunst  der  Interpretation  als  Curiosum  gekennzeichnet  habe? 

Allerdings  habe  ich  nicht  behauptet  und  nicht  behaupten  wollen, 
dass  auch  in  der  Ausführung  des  Herrn  6.  der  völlig  widersinnige  Schluss 
als  Widersinn  erscheint;  aber  der  bessere  Sinn,  den  seine  Leser  mit  den 
Worten  yerbinden  müssen,  beruht  auf  Täuschung.  Tn  der  Kritik  des 
Herrn  O.  gehen  nämlich  dem  Angriff  gegen  meine  Uebersetzung  Erörte- 
rungen über  den  Begriff  des  Ex,  Hg.  unmittelbar  voraus.  Tch  hatte  nach- 
gewiesen, dass  im  Sacro  Arsenale  dieser  Ausdruck  immer  und  ohne 
Ausnahme  mit  dem  des  Verhörs  auf  der  Folter  synonym  gebraucht 
wird.  Diesen  Ausführungen  spricht  Herr  6.  jede  Beweiskraft  ab;  auf 
den  Werth  seiner  Gründe  kommt  es  hier  nicht  an;  es  genügt,  zu  erwähnen, 
dass  seine  Studien  ihn  zu  dem  Ergebniss  geführt  haben:  kein  einziger 
der  von  mir  und  Anderen  angeführten  Sätze  des  S,  A.  widerspreche  der 
Annahme :  es  könne  unter  dem  Er.  rig,  auch  ein  Verhör  verstanden  wer- 
den, in  dem  die  Tortur  nur  angedroht  wird.  Während  also  aus  dem 
Zusammenhange  meiner  Untersuchung  hervorging,  dass  auch  in  der  strei- 
tigen Stelle  mit  dem  Ex,  Hg.  nur  ein  Verhör  auf  der  Folter  gemeint  sein 
könne,  blieb  dies  für  alle  Diejenigen,  die  der  G.^schen  Auseinandersetz- 
ung gläubig  gefolgt  waren ,  mehr  als  zweifelhaft.  Dass  Herr  G. ,  wie  die 
von  ihm  getadelte  Uebersetzung  nur  die  Anfangsworte  eines  Capitels 
reproducirt,  dass  eben  dies  Capitel  seine  alleinige  Aufgabe  darin  sieht, 
eine  bestimmte  Art  des  Verhörs  auf  der  Folter  zu  erörtern,  dass  es  mit 
dem  Schema  eines  Verhörs  auf  der  Folter  scbliesst  —  von  alledem  erfährt 
der  Leser  der  Kritik  kein  Wort;  „unbefangen'*,  wie  er  ist,  muss  er  daher 
auch  in  dem  vorliegenden  Satze  bei  dem  Ausdruck  Eaamen  Hgorosum 
zunächst  dieselbe  Zweideutigkeit  und  Unbestimmtheit  voraussetzen,  von 
der  man  ihm  so  viel  geredet  hat;  mit  Hilfe  der  G.^schen  Constrnction 
ist  dann  dem  Wortlaut  leicht  entnommen,  dass  man  mit  einem  jener 
Fälle  zu  thun  hat,  in  dem  die  Folterung  vom  Begriff  des  Ex.  Hg,  auf's 
Bestimmteste  ausgeschlossen  ist;  denn  ersichtlich  endet  dieses  pein- 
liche Verhör  mit  der  Androhung  der  Tortur. 

Hat  Herr  G.  ein  so  vollständiges  Missverständniss  nicht  bervorrufen 
wollen,  so  hat  er  doch  Nichts  gethan,  um  die  falsche  Auffassung  zu 
verhüten.  Dazu  genügte  ein  kurzes  Wort,  die  einfache  Erklärung,  dass 
unter  dem  Ex.  Hg,  —  es  möge  im  Uebrigen  bedeuten,  was  es  wolle  — 
hier  nur  Tortur  im  vollen  Sinne  des  Wortes  verstanden  werde. 
Freilich  wäre  durch  solche  Erklärung  zugleich  die  bessere  Uebersetzung, 
die  gesammte  Kritik  und  Verdächtigung  in  ein  luftiges  Nichts  verflüch- 
tigt. „Zur  Folter  schreiten,  aber  zuerst  ermahnen  und  darauf  mit  der 
Tortur  bedrohen**  —  das  hat  nur  Sinn,  wenn  man,  bewusst  oder  un- 
bewusst,  das  „zuerst**  —  „zuvor**  bedeuten  lässt  und  das  „darauf**  nicht 
dew  „zuvor*'  gegenüberstellt,  sondern  nur  ^\n  Zweierlei  verbinden  läset, 
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das  zwar  auf  einander  folgt,  aber  in  dieser  Folge  —  der  Folterung,  dem 
Examen   ngorosum    vorhergeht    (sowie   man   sagen    dürfte:    Herr   O.    mag 
immerhin  eine  falsche  Uebersetzung  als  Fälschung  denunciren,  aber  erst 
moBs  er  selbst  den  Sinn   der   Worte   begreifen   und   dann   eine  bessere 
Uebersetsung  geben  —  ohne  dem  Verdacht  zu  verfallen,   dass  man  die 
bessere  Uebersetzung  als  Bestandtheil  der  Denunciation  betrachten  könnte). 
Das  aber  war  meine  Auffassung  und  Construction  des  Satzes;  sie 
erscheint  mir  auch  heute  als  die  einzig  mögliche.     Sie  lässt  das  Examen 
ngorosum   bedeuten,   was   es,   auch   abgesehen   von   der  Ueberschrift,   in 
sämmtlichen  Stellen  des  Sacro  Arsenale  bedeutet;  sie  lässt  dem  „ma",  das 
Herr  Gilbert   zwar  genau   durch  ,,mais^*^  übersetzt,    aber  dadurch  nicht 
▼entftndlicher  macht,  sein  gutee  logisches  Recht  werden;   sie  nimmt  das 
y,prima^\   wie  es  der  Sprachgebrauch  nimmt,   und  trennt  nicht,   was  zu- 
sammengehört; denn  die  Androhung  der  Tortur  und  die  Ermahnung  zur 
irahrheitsgemässen  Aussage,  die  bei  Herrn  O.  widersinnig  wie  selbststän- 
dige Theile  eines  gerichtlichen  Verfahrens  einander  gegenüberstehen,  ent- 
sprechen   genau    dem   Wortlaut    zweier   Sätze,    die   vorseh riftsmässig  in 
Jedem  Verhör,  das  zum  decreto  di  tortura  führt,  unmittelbar  auf  einander 
folgen. 

Neben  diesen  Erwägungen  habe  ich  der  Unterschlagung  eines  Komma 
Tor  el  appresso  nicht  bedurft;  denn  wie  dies  Komma,  es  mag  stehen 
oder  fehlen,  wider  oder  für  mich  entscheiden  soll,  ist  mir  auch  jetzt 
noch  unverständlich.  Das  Komma  fehlt  in  meiner  Reproduction  aus 
iLcinem  andern  Grunde,  als  weil  es  in  der  Abschrift  fehlt,  der  ich 
«chlieaslich  mein  Citat  entnehmen  musste.  Ich  bezweifle  darum  keinen 
Augenblick,  dass  es  sich  wie  in  der  des  Herrn  G.,  so  auch  in  sämmt- 
lichen Ausgaben  des  Sacro  Arsenale  finden  wird,  weil  ich  sehr  wohl  den 
tlbermässigen  Gebrauch  des  Komma  und  Semikolon  in  den  Schriftstücken 
der  Inquisition  beobachtet  habe;  der  Regel  nach  fehlen  diese  Zeichen  vor 
dem  ei  nur  dann,  wenn  dasselbe  zwei  Substantiva  oder  Adjectiva  ver- 
bindet,  und  auch  dabei  keineswegs  immer. 

Ich  habe  aber  auch  das  appresso  un übersetzt  gelassen !    Mich  gegen 

diesen  Vorwurf  zu  vertheidigen ,    wird  mir  nicht  gelingen,   wenn  ich  an 

dieser  Stelle  noch  einer  Vertheidigung  bedarf.    Habe  ich  den  Sinn  meines 

<7itat8    richtig    begriffen    und   erklärt,    so   ist   durch   die   Auslassung   des 

«»darauf  in  der  Uebersetzung  dieser  Sinn  nicht  verändert,  sondern  nur 

aioch  besser  zur  Geltung  gekommen;  denn  dass  für  Denjenigen,  der  die 

Stelle  liest,  ohne  ihren  Zusammenhang  zu  berücksichtigen,  gerade  durch 

daa   appresso   der   Schein   einer  Zweideutigkeit   entstehen   kann,    ist   mir 

nicht   entgangen;    dass   man  jedoch   auch   bei   mehr   als  oberflächlichster 

JPrfifnng  und  gar  beim  Zurückgehen  auf  die  Quelle  eine  andere  Deutung, 

«1b   die   meinige   möglich  finden  werde,   habe  ich  nicht  glauben  können. 

leb  habe  daher  auf  eine  Begründung  hier,  wie  an  nicht  wenigen  anderen. 


180  HhtorhA.Mtwrimh»  AhiMhnif. 

SieOeii  meitttr  Mirift  Tendcbtett  aber  di#  AbvinblMng  »I6ia«r  Ddbemeta 
«ag  Toai  04giiiiil  aiebt  ireihd»licliiy  sonjkini  dmreh  Hinft«flg«»g 
des  itftlitBiAeben  Textes,  alebt  in  einer  Amnerkmigi  .«o  »«• 
deif^eiGbeB  flbeirielil,  sondern  nnnittelbsr  Unter  dendenlseiMn  WerlMi 
JedeiB,  im  ftUha  will,  denllieb  dnq^ekgt  Und  wss  bitte  feh  «veMbt, 
wenn  ieb  den  0nfuiK  meiner  nlhn  nmfiuigreieben  Dntefnebnigfn  bmIi 
nn  den  der  bi^r  gegebenen  Beebtfsitignng  TergrUssirt  bitte?  Wlre 
ieb  der  Besebispfting  nnd  Terdiebtignng  vor  den  Lesem  dee.Hiettn  O. 
entgnngen?  Wenn  es  ibm  dsmnf  sngekonmen  wire«  ibnen  sn  w^ 
befangenem  QrUieil  über  mieb  die  Aeten  ironnlegen,  wenn  SKiVfaUiak 
loynl  referiren  wellte  —  wie  bitte  er  Ten  den  itelienisdben  Wiytait:  4ie 
der  verdiebtigen  Uebereetonng  folgen,  so  vellstindig  s«kjv«ign» 
niligen? 

Und  wird  Henr  Gilbert  etwa  diese  BiUiinng  nnsntMüt  .md 
▼erdiebtigt  da  anr  Mftlbeilnng  bringen,  wo  er  mieb  der  gÜeebnng 
aieben  bat?  Das  ist  so  wabnebeinlieb,-wia  eine  Iiossagang  y^mUiß^ 
man  litatailselien  Qewobnbmten  an  allen  Zeiten  gewesea  ist.,.  IKadUMPii 
kennaeiebnet  dm  Artikel  im  Jannarbeft  der  Jtaws  da  j§u00m$4  9$im>h 
/igifSf  Ton  1880,  dnreh  den  Herr  G.  anf  meine  AosfWimngen  in.itt||Mr 
SSeitsebrift  (Hist-lit.  Abthlg.XXiy,  1)  geantwortet  bat«  eJawe  gsKMjgssta 
Bntwiekelwg  der  Bägentbisdiebkeiten  seines  Yorgingeie  vom  JjsJbr^tSnk 
Von  den  Bebanptnngen,  die  er  niberer  Prttfting  wirdigt»  ist  diiseaJisl 
kanm  eine  einige  wabrbeiftsgemiss  wiedergegeben;  der  gyBisure  VkA 
meiner  Bedenken  gegen  Bestandtbeile  des  Vaticanmannseripts  wird  dnfeli 
die  scheraende  Besngnahme  anf  meine  hinl&nglicb  bekannte  ^Sp^id* 
krankbeit'S  überall  FilsohuDg  zu  sehen,  in  der  Kürze  abgetban;  den 
Enthüllangen  Silvestro  Oherardi's  gegenüber  findet  Herr  G.  noeb 
einmal  in  plnrnper  Verdächtigang  besten  Schatz.  Prof.  Gherardi  iat 
inzwischen  am  28.  Jnli  1879  77  jährig  zn  Florenz  yerstorben;  ieb  weide 
das  Andenken  des  Terehrten  Mannes  dnrch  eine  Vertheidignng  aeiner 
Integritit  nicht  beleidigen. 

Hamburg,  im  März  1880.  Dr.  Emil  Wohlwill. 


Becensionen« 


Sie  sabjectiye  Perspective  nsd  die  horizontalen  Canraturen  des  dorisehen 
Btyls.  Eine  perspectivisch-ästhetische  Studie  von  Dr.  Guido  Hauck, 
Prof.  d  descr.  Geom.  u.  GraphoBtatik  an  der  königl.  techn.  Hoch- 
schnle  au  Berlin.  Mit  2  FigurenUfeln.  (147  S.)  Eine  Festschrift 
zur  50 jährigen  Jubelfeier  der  techn.  Hochschule  zu  Stuttgart. 
Stuttgart  1879. 

Der  Verfasser,  wesentlich  veranlasst  durch  den  Mangel  der  gewöhn- 
lichen Perspective,  nur  bei  einer  einzigen  Angenstellung  einen  richtigen 
Elindruck  hervorzubringen,  fasst  die  Aufgabe  der  Perspective  in  einem 
weiteren  Sinne  auf,  indem  er  (S.  38)  sagt:  „Wir  verstehen  unter  einer 
Abbildung  nicht  einen  schablonenmässigen  Abklatsch,  sondern  eine  freie 
Wiedergabe  des  Eindrucks,  den  das  Auge  und  die  Seele  von  dem  Natur- 
object  empfängt.*^  Diesen  Eindruck  nennt  er  das  subjective  An- 
schauungsbild. 

Er  unterscheidet  zwei  Systeme  der  Perspective:  1.  Das  collinear- 
perspectivische  System  oder  die  gewöhnliche  Centralperspective, 
welche  das  Bild  als  Schnitt  der  ebenen  Bildflttche  mit  dem  Sehstrahlen- 
bflndel  liefert.  In  ihm  wird  jede  gerade  Linie  als  gerade  Linie  dar- 
destellt.  2.  Das  conform-perspectivische  System,  bei  welchem 
jede  Strecke  durch  eine  Linie  abgebildet  wird ,  welche  mit  dem  Sehwinkel 
derselben  für  eine  gewisse  Stellung  des  Auges  proportional  ist.  Diese 
Bedingung  wird  unmittelbar  durch  die  Schnittfigur  einer  aus  dem  Auge 
als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugel  mit  dem  Sebstrahlenbtindel  erfüllt. 
Durch  eine  ebene  Abbildung  ist  sie  unerfüllbar.  Der  Verfasser  beschränkt 
daher  bei  der  Abbildung  auf  einer  verticalen  Ebene  jene  Bedingung  auf 
die  Horizontlinie  und  auf  alle  verticalen  Geraden,  die  —  ausserdem,  dem 
Princip  der  CoUinearität  entsprechend  —  wieder  als  horizontale,  bezw. 
verticale  Gerade  abgebildet  werden  sollen.  Dadurch  bekommt  er  eine 
Abbildung  der  Kugel  in  der  Ebene  (die  mit  der  Soldner* sehen  Abbil- 
dung der  Erdoberflftche  zusammenfällt),  in  welcher  andere,  als  die  ge- 
nannten Geraden  krumm  und  nicht  unter  dem  wahren  Sehwinkel  erschei- 
nen. Insbesondere  sind  die  Abbildungen  von  Geraden,  die  parallel  zur 
Horizontlinie  verlaufen ,  krumm  und  hohl  gngen  den  Horizont.  Dieses 
ebene  System  nennt  der  Verfasser  das  con forme. 


»ch - literftti)^('lic<   Ahtheiliing. 


Bei  Vergteichnng  beider  Systeme  sieht  man,  dtus  die  collineftre  Ab- 
bildung nur  ftir  eine  einsige  Augcnstellung  einen  richtigen ,  für  jede 
andere  einen  uniichligeu  Eindruck  hervorbringt,  nnd  dssfi  dafselbe  rSr 
die  Abbildung  anf  der  Kngel  gilt.  Die  uochmalige  Abbildung  des  Kagel- 
bildes  auf  der  Ebene  kann  als  eine  Abwickelung  nnter  Dehnungen  an- 
gesehen werden ,  wobei .  wenn  man  sieb  dag  Auge  durch  horizontale 
Radien  der  Kugel  fest  mit  der  Bildfläche  verbunden  denkt,  der  Punkt 
des  Auges  in  eine  Parallele  zur  Uorizontlinie  verwandelt  wird.  Vou 
jedem  Punkte  dieser  Geraden  ans  erscheint  die  senkrecht  gegenüber- 
stehende Stelle  des  Bildes  richtig;  einen  Punkt  aber,  von  dem  aus  du 
ganze  Bild  richtig  erschiene,  giebt  es  nicht.  —  Man  bemerkt,  dnes  die 
Un erfüllbar keit  der  Grundbedingung  des  coufurmen  Systems  durch  eine 
ebene  Abbildung,  sowie  sein  Widerspruch  gegen  das  eoUineare  System, 
das  fUr  alle  geraden  Linien  aucb  geradlinige  Abbildungen  verlangt,  zu 
Compromissen  notbigt;  und  es  ist  die  Aufgabe,  unter  den  unvermeid- 
lichen Verzerrnngen  die  unerträglichsten  zu  beseitigen. 

Die  hauptsächlichsten  Mittel  sind  nun  zunächst  die  bekannten:  I.  die 
Annahme  einer  grösseren  Angdislanz,  etwa  gleich  der  anderthalb-  bis 
zweifachen  Bildbreite  oder  Uöhe;  2.  einzelne  Freiheiten,  wie  z.  B.  Ab- 
bildung einer  am  Rande  des  Bildes  erscheinenden  Kngel  durch  einen 
Kreis,  einer  menschlichen  Figur  am  Rande  des  Bildes  ohne  die  nach  der 
Centralperspeclive  sich  ergebende  Verbreiterung;  es  würe  dies  offeubar 
die  alleruuerträglichste  Verzerrung,  Aber  für  kleiuere  Augdistanzen  ,  wie 
sie  B.  B.  für  Interieurs  manchmal  gewählt  werden,  verlangt  der  Verfasser 
die  Anwendung  des  conrorm-perspeclivischen  Systems  und  führt  ein  Bild 
des  Aichitekturmalers  Karl  Grab:  „Die  Gräber  der  Familie  Maoafeld 
in  der  Andreaskirche  zu  Eislehen"  (Nr.  90  der  Berliner  Nationalgalerie) 
au,  auf  welchem  dii-  Linien  der  Fussbodenplatten  in  leicht  nach  oben  cod- 
caven  Bogenlinien  und  die  Denkmäler  auf  beiden  Seiten  nicht  in  Front- 
auKichl,  sondern  in  leicht  sich  neigender  Schrägansiclit ,  das  rechte  nach 
links,  daa  linke  nach  rechts,  abgebildet  sind.  Der  Verfasser  bemerkt, 
dass  ihm  erst  beim  Suchen  nach  Curvaturen  diese  leichten  Eriimmungeu 
bemerklich  geworden  seien  und  dass  sie  ungemein  wohlthätig  wirken. 
Der  unterzeichnete  Kecensent  hatte  vor  Kurzem  Gelegenheit,  das  frag- 
liche Bild  zti  sehen  und  muss  bekennen,  dass  er  den  Eindruck  jener 
Curvaturen  nicht  als  wohlthKtig  bezeichnen  kann,  indem  ihm  die  Boden- 
iXfelungslinien  von  jedem  Standpunkte  aus  ale  in  Wirklichkeit  krumm 
erschienen,  wozu  man  einen  architektonischen  Grund  vergebens  sacht, 
nnd  dass  die  Grabdenkmale  anf  beiden  Seiten  wie  verzeichnet  aassehen, 
indem  die  unleren  Theile  in  Schrägausicht,  die  oberen  in  Frontansicht 
dargestellt  sind.  Letzterer  umstand  hätte  nun  von  dem  Künstler  ver- 
mieden werien  können,  nnd  die  Bedentäfclnngslinien  bitten  vielleicht 
in  schwächerer  Krümmung  günstiger  gewirkt,  so  dasa  tch  dem  Vorgänge 


Keceneianen. 


I  KdntitlerH  in  diesoro  Bilde  und  der  Anffordening  des  VerfnsseiB  in 
sDtsprech enden  Sinne  di«  BerPcIitignng  niclit  absprechen  will,  viel- 
r  vergleichende  Versuche  für  erwünscht  halte,  darch  welche  entschie- 


I  würde,  ob  hei 

^dpankie  solche  Ci 

ickcs  nützlich  wirki 
Incht  ganz  unmöglich 
perspective  nach  mnini 

Abbildung    unerlässlich 

I  rUr  rnade  Eürper,  insbeenndero 


künstlerischem  Zwecke  gewühlten  sehr  nahen 

ichnng    eines  wohllhäligen  Ein- 

.     Ks    erscheint    mir  die    Bejahnng    diPser  Frage 

annml    da    in  dem  verwandten   Felde  der  Reliel"- 

Ueberzenguiig  bedeutende  Abweichungen  von  der 

.     Eine  solche  Abweichung  halle 

menschliche  Figuren  für  nolbwen- 


indem  diese  im  Vordergründe  gar  nicht  oder  nur  sehr  schwach  ab- 
geplattet   werden    dürfen,    1.  weil   sie  sonst  von  einem  anderu,    als  dem 
jConsIrnctioDdatandpnnkte    unerträglich    erscheinen    würden,    und    2.  weil 
Klbst  von  diesem  Standpunkte  aus  nur  der  ümriss  richlig,  die  Rundung 
■  falsch  erscheint,  da  die  Abstufung  der  wirklichen  Beleuchtung  durch 
.    wie   auch    aufgestellle  Lichl<]ue1le  nicht  nachgeahmt  werden  kann. 
'  Die  Künstler,  so  Lorenzo  Ghiberti,  haben  auch  die  Figuren  des  Vor- 
dergrundes voll  gerundet.     Auf  die  Frage,  wie  den  dadurch' entstehenden 
Widersprüchen    möglichst    zu    begegnen    sei ,    einzugehen ,    ist   aber   hier 

I nicht  der  Ort. 
Das  Angeführte  scheint  mir  das  Wichtigste  in  der  vorliegenden 
Bchrift.  Der  Verfasser  legt  ausserdem  noch  ein  grosses  Gewicht  auf  die 
nhr  interessanten  physinlogischen  Vorgänge  im  Auge  bei  dem 
äeben,  welche  dadurch  hervorgebracht  werden,  dass  beim  Betrachten 
du  Auge  nicht  ruht,  dnss  vielmehr  der  Blick  über  den  Gegenstand  hin- 
'scbweift,  meist  den  bedeutsameren  Linien  fiilgend.  Wird  er  von  ciuer 
geraden  Linie  geleitet  und  gebt  die  Bewegung  des  Angapfel«  von  der 
PrimSrstolluDg  aus,  d.  t.  von  derjenigen  .  welche  mit  der  geringsten  Mns- 
kelansttengUDg  eingenommen  wird,  so  verschieijt  eich  das  Netzhautbild 
in  eich  selbst  und  die  gerade  Linie  erscheint  auch  gerade;  geht  aber  die 
Bewegung  von  einer  andern,  einer  Secondäretellung,  aus,  so  ändert  ver- 
t  möge  der  Kaddrehuug  des  Augapfels  (am  eine  Blickrichtung)  das  Nets 
Anutbild  seine  Lage  und  die  Linie  erscheint  gekrümmt,  und  zwar  concav 
liegeu  den  Hanptblickpnnkt.  Der  Verfasser  scheint  in  dieser  unter  Um- 
tXnden  eintretenden  scheinbaren  Krümmung  von  geraden  Linien  wenn 
nicht  einen  entscheidenden,  dich  einen  uuterstützeuden  Grund  für 
tdie  Curvotnren  der  Abbildungen  horizontaler  Geraden  zu  finden,  wobei 
jedoch  zu  beachten  ist.  dass  auch  die  geraden  Linien  der  Abbildung, 
wie  die  drs  Gegenstandes,  die  sabjective  Erscheinung  der  Krumra- 
KJintgkeit  hervorbringen  können. 

Was  noch  die  horizontalen  Cnrvaturen  des  dorischen  Styla 
nalangl,    so    will    ich    dem    Verfasser   auf  das   schwankende    Brett   ihrer 
firklürUDg  nicht  folgen.     Nur  ein  Bedecken  möchte  ich  in  Bezug  auf  die 


Verjüngung  und  die  Schwellang  des  SSnlenscbsfles  anssprechen,  welch« 
eiaerBeits  st&tUcb,  anderetseits  sb  Imitimng  der  scheinbaren  VerjfingiiDg 
einer  cylindriecben  Säole  nacli  oben  nnd  der  erwähnten  scheinbaren 
Krilminnng  durch  die  Rnddrühnng  des  Änges  erklärt  wird.  ZunXchst 
hörte  ich  diese  scheinbare  Verjüngung  von  Architekten  leugnen;  und 
wirklich  bedingt  eine  Verkleinemng  des  Sehwinkels  noch  keine  Verjüng- 
ung des  vorgestellten  Gegenstandes.  Sodann  abur,  wollte  man  eine 
scheinbare  Verjüngung  nach  oben  auch  zugeben,  so  könnte  man  dartus 
gerade  umgekehrt  einen  Grund  f&r  eine  Verstärkung  nach  oben  geltend 
machen,  um  zu  bewirken,  dass  die  Käule  nicht  schwacher  zn  werden 
scheint,  während  durch  die  objektive  Verjüngung  die  subjecttve  Erach^:. 
nung  der  Verjüngung  verdoppelt  würde.  ^H 

Anzuerkennen  ist  noch  die  gegebene  schSne  Uebersicfat  über  ^H 
Stufen  der  Vollendnng  der  Perspective  bei  den  pompejaniacblV 
Wandmalereien,  denen  »och  die  weit  vollendeteren  der  römischen 
Ausgrabungen,  veröffentlicht  vonBnti,  hätten  zugefügt  werden  können. 

In  dem  Anhange  wird  die  pLysische  und  psych  ische  Farmen- 
frcnde  erörtert  und  die  sinnliche  Formenlust  gegründet  auf  die  mög- 
lichste Vermeidung  1.  von  Unbequemlichkeiten  und  2.  von  Unsteligkeilen 
beim  An-  und  Abspannen  der  Muskeln,  die  das  an  den  Formen  bio^ 
schweifende  Auge  bewegen.  Wenn  hierin  gewiss  eine  Ursache  der  f^fl 
menfreude  gefanden  werden  mnsa,  so  ist  sie  doch  nicht  die  einstge;  nfl 
mau  darf  nicht  vergessen,  dass  zum  Erkennen  der  Stetigkeil,  befloadeiT 
bei  kleinen  Figuien,  nicht  das  Umfahren  der  ganEen  Linie  mittler  Seh- 
axe  uothwendig  ist,  dass  man  vielmehr  bei  einer  Reihe  kleiner  Gtlipsen 
(Nullen)  die  Unstetigkeit  einzelner  erkennt,  indem  der  Blick  nnr  der 
Keihe  entlang  gleitet;  und  dass  ferner  die  Sehaxe  gar  nicht  so  genau 
durch  den  Fleck  der  Notzhantgrubc  festgelegt  ist  nnd  gar  nicht  bo  scharf 
eine  Linie  umHihtt,  dass  —  wie  dort  angeführt  —  die  Abweichung  eines 
ans  Kreisbogen  znsani  mengesetz  ton  sogenannten  Korbbogens  von  einer 
Ellipse  durch  Unstctigkeit  der  Muskelbewegung  fühlbar  gemacht  werden 
könnte. 

Wenn  ich  anch  mit  der  vorliegenden  Schrift  in  vielen  Punkten  nicht 
einverstanden  bin,  eo  kann  ich  sie  doch  zum  Studium  nnr  empfeblen, 
da  sie  viel  Intereeaantes,  zum  Nachdenken  und  zu  Versuchen  Am 
des  enthält.  C«B.  WiMi 


Fluumetrie ,  Stereometrie  und  Trigonometrie.    Von  Dr.  F.  Keidt,    378  S. 

gr.  8".     Breslau,   1879— ISSO.     Verlag  von  Ednard  Trewendt. 

Wir  haben  IS.  ]0:t  — 104)    den  Anfang  der  mathematischen  AbUiei- 

luugder  EncyklopftdiederNaturwissenschtiften  angezeigt.   Heule 

erfüllen  wir  die  gleiche  angenehme  Pflicht  gegenüber  der  ForteeUnagi 


Recensionen.  195 

Dasselbe  Geschick ,  welches  wir  Dr.  Reidt  als  Verfasser  der  Arithmetik 
und  Algebra  nachrtthmen  durften,  hat  er  auch  in  den  geometrischen 
Abtheilungen ,  über  welche  wir  heute  uns  äussern,  an  den  Tag  gelegt. 
Neben  den  Dingen,  welche  auch  die  älteren  Schriften  ähnlichen  Inhalts 
zu  lehren  pflegten ,  hat  der  Verfasser  neueren  Untersuchungen  ihr  Recht 
angedeihen  lassen,  so  weit  die  gebotene  Kürze  es  ihm  gestattete,  und  es 
an  eigenthümlichen  Darstellungen  nicht  fehlen  lassen.  Wir  wollen  nur 
eines  Capitels  der  Planimetrie:  „Die  planimetrischen  Constructionsauf- 
gaben^'  gedenken,  in  welchem  in  systematischer  Weise  entwickelt  ist, 
welcherlei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Methoden  zu  Gebote 
stehen  I  um  Aufgaben  einigermassen  yerwickelterer  Art  zu  bewältigen. 
Binige  kleine  Ausstellungen  sollen  dem  Herrn  Verfasser,  sowie  unseren 
Lesern  mehr  ein  Zeugniss  der  Aufmerksamkeit  liefern,  mit  welcher  wir 
diese  Abtheilung  durchlesen  haben,  als  dass  wir  ihnen  grosses  Gewicht 
beilegten.  Die  Zahl  n  ist  viel  weiter,  als  auf  500  Stellen  bekannt. 
William  Schank  hat  am  15.  Mai  1873  der  Royal  Society  deren  707 
vorgelegt  {Proceedings  of  ihe  Royal  Society  of  London ,  Vol.  ÄÄI,  Nr.  1 44, 
S.  318).  Wir  vermissen  ungern  die  Erwähnung  der  halbregelmässigen 
oder  Archimedischen  Körper,  der  Sternvielecke  und  der  Stern vielfiäclin er. 
In  der  sphärischen  Trigonometrie  sollte  die  Formulirung  der  beiden  Sätze 
vom  rechtwinkligen  Dreieck  nicht  fehlen,  welche  von  Neper  herrührt 
ond  besagt,  der  Cosinus  eines  mittleren  Stückes  sei  gleich  dem  Prodncte 
der  Cotangenten  der  anliegenden  Stücke,  beziehungsweise  der  Sinusse 
der  getrennten  Stücke,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Katheten  je  durch 
ihre  Complemente  ersetze  und  den  rechten  Winkel  überhaupt  nicht  als 
Stttck  gelten  lasse.  Insbesondere  durch  Christ,  v.  Wolff  ist  diese  For- 
malimng  seiner  Zeit  allgemein  bekannt  geworden  und  empfiehlt  sich 
ausser  durch  ihren  Urheber  wesentlich  durch  ihre  leichte  Behaltbarkeit. 

Camtor. 


ITeber  den  zweiten  Hauptsatz  der  meohanischen  Wärmetheorie  von  Max 
Planck.    61  S. 

Clausius  hat  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
aus  dem  Princip  abgeleitet,  das  gewöhnlich  kurz  so  ausgedrückt  wird: 
Wärme  kann  nicht  von  selbst  aus  einem  kaltem  in  einen  warmem  Kör- 
per übergehen.  Der  Verfasser  vorliegenden  Schriftchens  will  einen  all- 
gemeinern und  directern  Weg  einschlagen.  Wenn  eine  Beihe  von  Körpern 
bei  einem  bestimmten  Processe  aus  einem  bestimmten  Anfangszustande 
in  einen  bestimmten  Endzustand  übergeführt  werden ,  so  lässt  sich  aus  dem 
letzten  der  Anfangszustand  entweder  wieder  durch  einen  neuen  Process 
beistellen  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  hat  die  Natur  mehr  Vorliebe  für 
den   Endzustand:    das  Maass  dieser  Vorliebe  soll  für  jeden   ^e^eb^^vw 


Uisturiscb- literarische  Abtbeilung. 


ZiiBt&nd  des  Systems  durch  eine  Function  der  Best! mmno gast öcke  des 
ZasUnds  gegeben  sein.  Diese  Fnnciion  ist  für  WHrmeerficbeinongen  die 
Entropie,  wie  sie  Clansins  genannt  hat.  Es  wird  sunäcbst  an  Gasen 
gezeigt,  dass  der  Entropiewerth  eines  jeden  Prucfa&es  mit  rollkommenen 
Gasen  positiv  oder  Null  ist;  im  ersten  Falte  ist  der  ProcesB  natürlich, 
die  Natur  hat  eine  Vorliebe  Tilr  ihn.  im  zweilru  neulral,  vr  lüsst  sieb 
noikehren.  Dann  wird  auf  beliebige  Körper  übergegangen  nnd  der  zweite 
Hauptsatz  unter  der  Voranssetzung  bewiesen,  das»  sHmmiliche  WSime- 
reservoire  aus  BehMllern  vollkommener  Gase  bestehen,  deren  Volumina 
constant  gehalten  werden.  Diesß  lteechr!tnkung  werde  der  Tragweite  des 
Beweises  keinen  Eintrag  tbun ;  der  den  verschiedenen  Verändemngen 
unterliegende  Korper  befinde  eich  beiclemal  in  genan  gleichen  Verhüll- 
nissen,  könne  also  pei  der  Vergleich iing  beider  Znstijnde  gana  ausser 
Acht  gelüssen  werden.  Damit  ist  dann  sogleich  das  für  die  Gase  Gesagte 
anf  jeden  'Körper  anwendbar.  In  einem  zweiten  Abschnitte  werden  die 
von  Clansins  eingcfilhrlen  Aequivaleuzwerthe  besprochen,  deren  Bedeu- 
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luf  Verwandlungen  < 


Einleitnng  in  die  praktiBohe  Pliyiik.    Von  W.  I' 
Friedrich  Vieweg  &  Sohn.     1879. 
Das  Werkchen    von    9!    S.  gr.  S"  aoll    ein 
welche  sich  mit  dem  physikalischen  Messen 
enthält  neben  der  reinen  Theorie,  die  durc 
und    in    einfacher  Weise  dargesiellt  ist,    eii 
ausgeführter  Versuche.     I 
Wägen  nebst  l'rUfnng  d- 


endlicher  Grö^^ 
B  ran  o  sc  l'V'l^^^l 


n  Rstbgeber  sein  fUr  die, 
rtraut  mHchen  wollen.  Ei 
IS  mit  niederer  Mathematik 
Anzabl  Beispiele  praktiach 
idem  sind  bebandelt  die  Wange  und  da« 
htssatzes,  die  Beobacbtung  von  Schwiog- 


lobst  Bestimmung  des  TrHgheilsmnnienIs,  Fouci 
such,  Bestimmung  der  Dichte  fester,  flüssiger  und  gasförmiger  Körper, 
die  barometrische  Höbeumessung,  die  Bestimmung  des  CompresBtonscoeffi- 
cienten  des  Wassers,  des  Ausdebnungseoefficicnten  des  Qaecksilben,  die 
Bestimmung  der  specifiscben  Wärme  nadi  der  Mischnngsmethode,  die 
Bestimmung  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes.  Aus  der  Optik  sind 
aufgenommen  die  Entwickelung  der  Bedingungen  für  das  Minimum  der 
Ablenkung  eines  Prismas,  die  Bestimmung  des  Brecbnngsexpouenten  mit 
Hilfe  des  Spectrometers ,  der  Vergrösserungsaahl  eines  Mikroskopes,  der 
Wellenlänge  des  Lichtes.  Aus  der  Lehre  vom  Magnetismns  ist  aufgeuom- 
men  die  horizontale  Schwingung  eines  Magneten  und  die  Bestimmung 
der  Hnrizonlalcomponenle  des  Erdmagnetismus  und  des  magnetischen 
Momentes  eines  Magnelstahes.  Aus  der  Lehre  vom  Galvauismus  ist  mit' 
gelbeilt  die  Strunuueasung  mit  dem  Voltameter,  mit  der  Tangen tenbooa- 
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^i^^^h^^N^^^^^^^p^  • 


8ole   TOD  6 angin,    die  Rednction    des  elektrochemischen  Maasses  anf 
absolnies  nnd  die  Widerstandsmesanng  constanter  Ketten. 

Tabellen  über  die  specifischen  Gewichte,  Ansdehnungscoefficienten, 
Spannkraft  des  Wasserdampfes,  Wellenlftnge  des  Lichtes  nnd  Brechnngs- 
exponenten  erleichtern  die  Anwendung  des  Werkchens. 

Pappendorf,  den  27.  December  1879.  Th.  Kötteritzsch. 


Dia  Physik  in  elementar  •mathematischer  Behandlung.  Ein  Leitfaden 
zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten,  zugleich  eine  Ergftn- 
zung  zu  jedem  Schnllehrbuche  der  Physik  von  Dr.  E.  Wbobbl. 
Rostock,  Wilh.  Werther's  Verlag.     1879. 

Das  nur  174  S.  8^  umfassende  Werkchen  behandelt  den  Theil  der 
Physik,  der  sonst  unter  dem  Namen  Mechanik  begriffen  wird;  die  alte 
Eintheilung  in  Statik,  umfassend  78  Seiten,  und  Dynamik,  umfassend 
96  Seiten,  ist  beibehalten.  Nachdem  im  ersten  Theile  die  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte  behandelt  ist,  werden 
noch  Anwendungen  gemacht  und  zwar  im  Besondern  auf  Schraube,  Keil, 
Hebel ,  Rolle ,  Flascbenzttge,  Wellrad ,  Räderwerke,  die  Lehre  vom  Schwer- 
punkt und  auch  verschiedene  Waagen.  Ein  Anhang  von  3  Seiten  be- 
handelt noch  einige  Aufgaben  der  Statik. 

Der  zweite  Theil,  die  Dynamik,  giebt  die  Lehre  vom  Stosse,  die 
Lehre  vom  freien  Falle  und  der  Wurfbewegung  im  leeren  Räume,  die 
Centralbeweguug,  die  Pendelbewegung,  die  freien  Axen,  die  Widerstände 
der  Bewegung  und  die  Lehre  von  der  mechanischen  Arbeit  und  der 
lebendigen  Kraft.  Auch  dieser  Theil  schliesst  mit  einem  4  Seiten  um- 
fassenden Anhang,  der  eine  Reihe  von  Aufgaben  aus  der  Dynamik 
behandelt. 

Wie  man  hieraus  sieht,  ist  der  Inhalt  des  kurzen  Werkchens  sehr 
reich  und  verlangt  von  Seiten  eines  Schülers,  der  zum  ersten  Male  an 
diese  nicht  eben  einfache  Materie  herantritt,  viel  Aufwand  von  Zeit  und 
Arbeit.  Wir  tragen  nach  unseren  Erfahrungen  Bedenken,  dass  der  Stoff 
bei  zweistündigem  wöchentlichem  Unterrichte  vom  Schüler  beherrscht 
werden  kann ,  und  meinen ,  es  sei  besser,  dem  alten  erprobten  Worte  zu 
folgen:   Non  multa  sed  muUum, 

Pappendorf,  den  24.  December  1879.  Th.  Kötteritzsch. 


Lehrbuch  der  desoriptiven  Oeometrie  von  Dr.  Bermhard  Guglbr,  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.  Mit  12  Kupfer- 
tafeln in  Mappe  und  23  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
4.  Aufl.     Stuttgart,  Metzler.     1880. 
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Nodi  kim  rwt  Miaen  Tode  komite  der  VerfasMr  die  vierte  Auflage 
•einee  TerdienstvoUea  Wericet,  Hber  wdeliet  das  üiÜHdl  dnrdi  teia  wieder- 
hohea  Bfaeheiaea  eefcoa  gesproehea  ist,  hiaantgehea  seliea.  Idi  kaaa  nidi 
detwegeBt  aad  weil  ieh  bei  Gdegeafceit  der  drittea  Auflage  daa  Badi 
flchon  wttrdigte^t  daiaaf  beeehriakeai  hier  sn  wiederiiolea,  daai  eaaaa- 
gearichaet  iit  dareh  «iae  glliekliehe  Verbiadaag  der  OoaatmelioiitaBf- 
gabea  mit  dea  theoretisebea  Erörteraagea  aad  Beweiseai  so  daso  didls 
dareh  syathetisehe,  tbeils  dareb  aaalytisehe  Batwickelaagea  eia  Lehr- 
gebftade  eiaes  Oebiefes  der  ebeaea  aad  riamliehea  Oeomelrie  aa^eAHift 
erseheiati  das  ia  dea  Aafgabea  der  deseriptiToa  Geometrie  gipfeh,  derea 
Lösaag  das  RauaumsehaaaagsTermQgea  ia  kräftigster  Weise  aasbildet, 
aad  dass  die  Darstellaag  ia  eiaer  btladigeai  aatrefiSsadea  aad  plastisehea 
Weise  gegebea  ist.  Aach  yoa  der  aeaerea  Oeoaietrie  ist  eiaiger  Ge- 
braach  gemacht;  doch  wird,  wie  Beceaseat  ttberaeagt  ist,  dies  ia  Zakaaft 
ia  aoch  htfherem  Orade  gesehehea  mtlssea,  besoaders  weaa  die  Beihwie- 
rigkeitea,  die  rieh  dem  Oebraaehe  eatgegeastellea,  darch  dea  üaterricbt 
dieses  Faches  ia  dea  Hittelschalea  beseitigt  seia  werdea. 

Ia  der  yiertea  Aaf  läge  siad  hier  aad  da  Erweiteraagea  lagefllgt 
aad  Verbesseraagea  ia  der  Fassaag  aagebraeht,  welche  yoa  der  8orgf(dt 
des  Verfassers  ia  dieser  Bedehaag  Zeagaiss  ablegea. 

Es  ist  hier  am  Platae,  sam  Aadeakea  aa  dea  am  die  Wisssnsdiaft 
wohlyerdieatea  Maaa  eiaea  Abriss  seiaes  Lebeas  aad  seiaer  Ldstaagea 
aa  gebea.  Derselbe  sttttst  sich  weseatlich  aaf  eiaea  yoa  befreaadeter 
Hand  geschriebeaen  Nekrolog**,  aaf  einige  MittheilaDgen  der  Famifie 
des  DahiDgeschiedeDen  and  aaf  die  persönliche  Bekanntschaft  des  Bericht- 
erstatters. 

Bernhard  Ougler  warde  am  5.  MSrz  1812  in  Nürnberg  geboren 
als  Sohn  wenig  bemittelter  Eltern ,  die  aber  dnrcb  ein  spSteres  Erbe  eines 
Verwandten  in  Stand  gesetzt  waren,  den  Sohn  ausgedehnte  Stadien 
machen  sn  lassen.  Ursprttnglich  znm  Volksschullebrer  bestimmt,  war  er 
schon  in  die  Prftparandenscbnie  eingetreten,  als  der  nachmalige  Aka- 
demiker in  Mfinchen,  F.  B.  W.  Hermann,  seine  ansserordentlicbe  Be- 
gabung bemerkte  nnd  seinen  Uebertritt  als  ansserordeatlicher  Schfiler  ia 
die  oberste  Classe  des  Gymnasiums  bewirkte,  dessen  MaturitStsseagniss 
er  sich  mit  angestrengtem  Fleisse  errang.  Im  Jahre  1832  besog  er  die 
Universität  Erlangen,  wo  er  den  Mathematiker  und  Astronomen  Pf  äff 
hörte,  Yon  wo  er  aber  auch  mit  einigen  Stndiengenossen  Freitags  nach 
Nürnberg  wanderte,  um  dort  an  der  polytecbnischon  Schule  die  Vorträge 
V.  Staudt's,  deren  zauberhaft  anziehende  Klarheit  er  später  nicht  genug 
rühmen    konnte,    zu    hören.      1833 — 1834    besuchte    er  die  Uniyersität 


^  Zeitschrift  fSr  Vermessungswesen,  3.  Bd.  1874,  S.  420. 
**  Schw2lbi8chcr  Merkur,  Nr.  80,  4.  April  1880. 


ITien,  wo  er  den  Unterricht  des  von  ifam  bevnndertca  Attronomen 
'.  Littrow  genoBB,  den  derselbe  in  Form  der  Unterredung  mit  seinen 
m  einen  Tisch  hernmeitzenden  Schülern  und  in  Form  vnu  Aufgaben- 
.•telinng  ertbeille.  Ausserdem  hörte  er  Mohs,  v.  Etti  ngsh ansen  und 
rger.  J834 — 1835  faesuclite  er  Vorlesungen  an  der  UniversitAt 
1  der  polytechnischen  Schule  in  München,  wie  die  von  Schelling, 
Wagner,  Schubert,  und  genoss  auch  den  Unterricht  v.  Desberger's 
descriptiver  Geometrie,  der  dieses  damals  noch  neae  Fach  aus  Paris, 
er  stndirt  hatte,  nach  Deutschland  übertragen  half. 
Nachdem  G.  1835  in  München  die  Prüfung  des  Lehrfaches  für  Kreis- 
gewerhnscbulen  mit  bestfra  Erfnlg  beetanden  hatte,  wurde  ihm  der  Unler- 
jicbt  in  Mathematik,  Physik,  Mechanik  und  GewetheencyklopAdie  an  der 
Kieisgewerheschule  in  Nürnberg  Übertragen,  wenn  auch  nicht 
Jedes  Fach  zu  seiner  inneren  Befriedigung  diente.  Im  Jsbre  lS3ß 
;bestand  G.  in  Erlangen  die  Prüfung  für  das  Gyranasiallehtnmt  in  Mathe- 
Inatik  mit  sehr  gutem  Erfolge,  worauf  er  noch  mit  eioom  Theile  des 
tDnterricbts  in  der  descripliTen  Geometrie  an  der  polytechnischen 
cbule  in  Nürnberg  betraut  und  für  die  damit  verbundenen  zehn 
iWochenstunden  mit  einem  Extrnbezuge  von  100  l''l.  belohnt  wurde.  Erst 
r  seinem  Abgange  trat  er  in  die  erledigte  Professur  für  descrip' 
live  Geometrie  und  MaschinenKeichnen  ein.  In  jene  Zeit  fallen  Gug- 
f  erste  literarische  ycröETentlichnngen :  das  „Lehrbuch  der  descrip' 
Uven  Geometrie,  Nllrnberg  1841,  Schräg"  mit  den  von  ihm  selbst 
[ezeichneten    Kupferlnfeln    und    die    „GrundzUge    einer    elementar- geo- 

Kietrischen  Theorie  der  Kreisprojeclionen  (Kegelschnitte),  Nüruherg  1842, 
chrag",  welche  beide  Arbeiten  er  in  der  folgenden  Auflage  der  descrip- 
Kven  Geometrie  vereinigte.  —  Im  Februar  1S43  erging  durch  Vermillelung 
Ton  Keusch,  der  G.  in  Nürnberg  kennen  gelernt  hatte,  an  ihn  ein  Kuf 
kn  die  polytechnische  Schule  in  Stuttgart,  an  welcher  man  für 
Ite  descriptive  Geometrie  einen  Lehrer  suchte,  der  strenge  Wissensehaft- 
ichkeit  mit  feiner  Ausführung  am  Zeichenbrette  verband;  und  obgleich 
Director  der  polytechnischen  Schule  in  Nürnberg,  der  Physiker 
Simon  Ohm,  Alles  aufwandte,  um  G.  für  Nürnberg  sn  erhalten,  fnnd 
1  Ministerium  in  München  zu  Gunsten  der  technibchcn  Bilduugs- 
IBStalt  nicht  die  Mittel  von  1200  Ft.,  durch  welche  er  hätte  gehallm 
irerden  kßnnen.  Su  gewann  ihn  Stuttgart  und  konnte  sich  seiner  her- 
rorragenden  Leistungen  durch  viele  Jahre  erfreuen.  Während  dieser 
Seit  erschien  von  ihm  die  zweite  Ausgabe  der  ,,Üescriptiven  Georoetrioi 
Hetzler,  1857",  die  drille  IST-l,  die  vierte  1880,  eine  Abhandlung  „Ueber 
Anwendung  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegel  Schnitts  tan  gen  te"  znm 
Sehnlprogramm  1852,  zahlreiche  Arbeiten  wissenschaftlichen,  pÄdagogi- 
■eben  und  musikalischen  Inhalts  in  verschiedenen  Zeitschrirten  und  um- 
fangreiche Beiträge  zu  Schmidt's  EncyklnpXdie. 
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Neben  seiDem  Hmnptbemfe  hatte  G.  den  Unterricht  in  der  Natur- 
lehre  an  der  Töchterschule  des  Katberinenstiftes  übernommen  and  gerne 
bis  1860  beibehalten.  26  Jahre  lang  war  er  als  Lehrer  und  Vorstand 
der  Stuttgarter  Abendfortbildungsschnle  thätig  and  nahm  Visitationen  der 
Fortbildnngsschulen  des  Landes  vor.  1854  — 1873  gehörte  er  der  Feld- 
messerprtifangscommission  an  und  Übernahm  noch  mancherlei  amtliche 
Aufträge. 

Im  Jahre  1858  wurde  G.  zum  Rector  der  polytechnischen 
Schule  ernannt  und  leitete  die  vielfachen,  langdauemden  Berathungen, 
welche  dahin  zielten,  die  Anstalt  zu  einer  technischen  Hochschule  tu 
erheben,  wobei  er,  entsprechend  seinem  entschiedenen  Wesen,  m^r  f&r 
die  ältere  Handhabung  der  strengen  Zucht  eintrat.  Die  freieren  Ein- 
richtungen gelangten  aber  zur  Geltung  und  es  trat  nun  hier  eine  Schwie- 
rigkeit ein,  die  sich  auch  an  anderen  polytechnischen  Schulen  geltend 
machte  und  an  einigen  noch  nicht  überwunden  ist,  nämlich  die  folge* 
richtige  Noth wendigkeit  des  Uebergangs  zum  wechselnden  Wabldirectorat 
Die  Ergebnisse  der  Verhandlungen  in  Stuttgart  waren  die,  dass  G.  das 
Rectorat  über  die  mathematischen  Classen  beibehielt  und  dass  seine  Ver- 
dienste durch  Verleihung  des  Kronenordens  öflPentlich  anerkannt  wurden. 

Nicht  nur  auf  dem  mathematischen,  sondern  auch  auf  dem  musi- 
kalischen Felde  zeigte  G.  eine  grosse  Begabung  und  Thätigkeit,  von 
der  erwähnt  sein  mag,  dass  er  sich  grosse  Verdienste  um  Mozart's 
Opern  „Cosi  fan  tutte**  und  „Don  Juan'*  erwarb,  indem  er  den  wahr- 
haft abgeschmackten  Text  der  ersteren  deutsch  umdichtete,  unter  Um- 
änderung des  Anstoss  erregenden  Theiles  der  Handlung,  indem  er  den 
Text  zu  „Don  Juan**  in  poetischer  und  der  Musik  besser  angepasster 
Weise  verdeutschte  und  besonders  indem  er  eine  Partiturausgabe  des- 
selben ausführte,  worin  er  unter  Benutzang  des  Autographs  Mo  zartes 
und  mit  seiner  Musikkenntniss  die  grosse  Menge  von  Fehlern  beseitigte, 
welche  die  früheren  Ausgaben  zeigen.  Sein  grosses  Interesse  für  Musik 
bekundete  sich  auch  dadurch,  dass  er  1847  mit  Anderen  den  Verein  für 
klassische  Kirchenmusik  gründete,  zu  dessen  stellvertretendem  Vorstande 
er  von  1861  an  jährlich  gewählt  wurde. 

G.  verband  eine  grosse  Schärfe  des  Geistes,  die  sich  in  treffender, 
knapper  und  anschaulicher  Darstellung  in  seiner  Schreibweise  kundgab, 
mit  einer  Erfindungsgabe,  die  überall  die  einfachsten  Hilfsmittel  in  Be- 
weisen und  Constructionen  auffand,  und  mit  einem  im  Umgang  erfrischend 
wirkenden  Humor.  So  war  er  denn  auch  durch  seinen  reichen  Geist  und 
seine  geselligen  Tugenden  ein  werthvolles  Mitglied  des  aus  Professoren 
gebildeten  ,, Mathematischen  Kranzes^^ 

G.  war  bald  nach  dem  Eintritt  in  sein  Amt  in  Nürnberg  in  den 
Bund   einer  glücklichen  Ehe   mit  Marie    Leuchs,   einer  Landsmännin, 
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getreten  I  ans   welcher  vier  Söhne  und  fünf  Töchter  entsprossten ,   von 
welch*  leisieren  ihm  zwei  vorangingen« 

Seine  amtliche  Thätigkeit  setzte  6.  bis  zum  Beginn  des  Winter- 
aemeaters  1879  fort,  nachdem  er  noch  lebhaften  Antheil  an  der  Feier 
des  50jährigen  Bestehens  der  polytechnischen  Schule  genommen  hatte. 
Bald  nach  der  Wiederaufnahme  seiner  Thätigkeit  ergriff  ihn  aber  ein 
Leiden,  das  tiefer  war,  als  die  Gichtanfälle,  die  ihn  früher  öfter  erschüt- 
tert hatten;  und  er  erlag  demselben  am  12.  März  1880.  Am  15.  beglei- 
teten ihn  seine  Fachgenossen,  seine  Schüler  und  seine  Freunde  zur 
letzten  Rnhestätte.  Seine  Werke  aber  werden  sein  Gedächtniss  wach 
erhalten. 

Karlsruhe,  28.  Mai  1880.  Cbb.  Wibnbr. 


J  irealise  on  ihe  theory  of  delerminanls  and  iheir  appUcations  in 
analysis  and  geomefry  by  Robert  Forsyth  Scott,  M.  A.  of  Litfcoln's 
inn;  Fellow  of  St.  John^s  College,  Cambridge,  Cambridge:  at  ihe  uni- 
versity  press.     1880.     8\     XI,  251. 

Die  Lehre  von  den  Determinanten  ist  der  Hauptsache  nach  durch 
Cauchy  und  Jacobi  geschaffen  worden.  Nicht  als  ob  die  Lehre  sofort 
lückenlos  vollendet,  zu  allen  Anwendungen  geschickt  gewesen  wäre,  nicht 
ala  ob  die  Möglichkeit  dieser  Anwendungen  in  ihrer  Gesammtheit  den 
Erfindern  klar  gewesen  wäre,  dazu  bedurfte  es  mehrjährige  Arbeit  tüch- 
tiger, mitunter  hervorragender  Gelehrten.  Unter  ihnen  war  ein  englischer 
Bechtaanwalt ,  welcher  aus  Liebhaberei  sich  nebenher  mit  Mathematik 
beschäftigte,  bis  er  den  glücklichen  Entschluss  fasste,  das  Fach  seiner 
Neigung  zum  Hauptfach  zu  wählen.  Er  war  es,  Arthur  Cayley,  aus 
dessen  Feder  1843  die  erste  systematische  Bearbeitung  des  Gegenstandes 
unserer  Besprechung  erschien.  Ein  eigentliches  Lehrbuch  bildete  freilich 
die  Abhandlung  „On  the  theory  of  delerminants^^  in  den  Transactions  of  the 
Cambridge  philos,  Society,  T,  VIII  p,  Ihsqq.  nicht.  Ein  Italiener,  Fran- 
cesco Brioschi,  warmes,  der  1854  erkannte,  dass  die  Mathematik  künf- 
tighin ohne  Determinanten  nicht  auskommen  könne,  dass  es  nothwendig 
sei,  die  wichtige  Lehre  nicht  nebenbei,  sondern  in  einem  ihr  eigens 
gewidmeten  Werke  studiren  zu  können,  und  so  entstand  seine  „Teorica 
dei  determinanti^^,  Brioschi^ s  Buch  fand  Uebersetzungen ,  sein  Beispiel 
Nachahmung  in  fast  allen  Ländern  wissenschaftlicher  Bildung.  Wohl  ein 
Dutzend  grösserer  und  kleinerer  Lehrbücher  der  Determinanten  in  deut- 
scher, nicht  viel  weniger  in  italienischer  Sprache,  daneben  französisch, 
holländisch,  schwedisch,  dänisch,  russisch,  polnisch,  böhmisch  geschrie- 
bene Lehrbücher  stehen  dem  zu  Gebote,  der  in  die  Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten  eingeführt  zu  werden  wünscht.  Englische 
Leser  fanden  das  Nöthige  in  Salmon^s,  durch  Fiedlcr's  BoarbcUxixv^ 

UUt.-Iit  Abihl^.  d.  ZelUobr.  f.  M*th.  a.  Pbys.  XXV«  G.  ^"-^ 
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auch  in  Deutschland  wohlbekannter  „Algebra  der  linearen  Transforma- 
tionen". Bei  dieser  kommen  Determinanten  auf  Schritt  und  Tritt  ror; 
der  Verfasser  sah  sich  mithin  genöthigt,  deren  Theorie  einsuflechten; 
aber  immerhin  bilden  ihm  die  Determinanten  nur  Mittel  zum  Zwecke. 
Ein  eigentliches  englisches  Lehrbuch  der  Determinanten  stand  also 
noch  aus ,  und  ein  solches  begrüssen  wir  in  dem  vor  uns  liegenden  Bande. 
Es  ist  leicht  und  schwer,  über  einen  binnen  einem  Vierteljahrhundert  in 
zahlreichen  Abhandlungen ,  in  mehreren  Dutzend  Werken  erörterten 
Gegenstand  zu  schreiben.  Es  ist  leicht,  den  Stoff  zu  sammeln  und  aus 
sechs  Büchern  ein  siebentes  zu  compiliren,  es  ist  schwer,  diesem  Stoffe 
eine  neue  Seite  abzugewinnen,  so  dass  neben  der  nicht  zu  vermeiden- 
den compilirenden  auch  eine  componirende  Thätigkeit  zu  Tage  tritt, 
welche  es  versteht,  dem  jüngsten  Buche  eine  eigene  Physiognomie  zu 
geben,  die  ihm  eigentlich  erst  Berechtigung  verleiht.  Herr  Scott  hat 
dieses  zu  erreichen  gewusst,  indem  er  unmittelbar  nach  der  Definition  der 
Determinanten  in  gewöhnlicher  Weise,  und  bevor  er  Eigenschaften  der- 
selben ableitet,  auf  S.  11  die  6rassmann*schen  alternirenden 
Einheiten  einfuhrt,  welche  ihm  eine  zweite  Definition  liefern.  Es 
sollen  nämlich  e^,  e^^  ...,  e^  alternirende  Einheiten  eines  Systems  bedeu- 
ten, d.h.  Grössen,  welche  die  beiden  Grund  ei  genschaften  besitzen,  dass 

«1 X  ^2  ^  •  •  •  ^  ^"  ~  ^  ^^^  zugleich  ^<  X  ^j  =  —  ^j  X  ^f .  Aus  dieser  zweiten 
Eigenschaft  des  Aufhörens  der  Commutativität  bei  der  Multiplication, 
während  sie  bei  der  Addition  stattfinden  soll ,  folgt  eine  dritte  Eigen- 
schaft durch  Gleichsetzung  von  i  mit  j\  nämlich  €(  X  <?£  =  —  ^f  X  ^i  oder, 
was  dasselbe  heissen  will,  e,*^  =  0.  Gebt  man  nun  von  den  alternirenden 
Einheiten  zu  alternirenden  Zahlen  n^^  Ordnung  über,  als  deren  Defini- 
tionsgleichung i^  =  «1^1  +  ^2^2 '^■••  •'^■^»^n  auftritt,  wo  die  «n  <»2,  ...,«■ 
gewöhnliche  Zahlencoefficientcn  sind,  die  also  der  alternirenden  Eigen- 
Schäften  ermangeln,  so  ist  leicht  ersichtlich,  weshalb  A  eine  alternirende 
Zahl  genannt  wird.  Ist  eine  zweite  alternirende  Zahl  B  =  b^e^'\'h^e^'\' .., 
...  +  />«<*«  nnd  man  bildet  das  Product  A  X  ^,  so  entsteht  (a^h^  —  a^bj)e^e^ 

+  i^i *3  —  «3^)^i ^3  +  •  •  •  +  («t-i fr«  —  «n'^it - 1) ^»-i*n.    Bildet  man  dagegen 

BXAj  so  nimmt  jedes  Glied  des  Products  das  entgegengesetzte  Zeichen 

an,  es  ist  mithin  auch   AXB  =  —  ßXA  nnd  J^=B^  =  0.     Naturgemäss 

ist  daher  bei  Wahl  eines  beliebigen  Zahleocoefficienten  x  auch  {A'\'X,B)B 

AP 
=  Aß  +  K,B^=^AB,   und    durch   Division    durch    B   Mgt  -—  =A  +  k.B 

B 

mit  willkürlichem  Zahleocoefficienten  x,  oder  die  Division  alteroirender 
Zahlen  ist  eine  vieldeutige  Operation.  Nun  bilde  man  n  alternirende 
Zahlen    ri*"  Ordnung:    fl'u^i  +  ^'12^2  +  •  •  •  +  ^in^n  =  ^i,    «^21  ^1  +  ^22 ''2  +  •  •  • 

..  .  +  Ö2n^n  = -^2>     '■    t    ^fn  1  <*!  +  ^n  J  ^2  +     *  '  +  ^nn^n  =  -^n  »    deren    Product/' 

man  sich  verschaft't.  In  demselben  fallen  alle  Glieder  weg,  in  welchen 
irgend  zwei  identische  Einheiten  e  vorkommen,  und  es  bleiben  nur  solche 
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k'v«^,«w^4>^^.^^/^/^^^^s^^^^^l^>^>' 


Glieder,  die  nach  der  Form  aipepXthgßgX  ,,X  ffnu^t  gebildet  sind,  wo 
Pf  9»  •.•!  ^  die  Werthe  1,  2,  ...,ii  durcheinander  gewürfelt  bedeuten.  Das 
Vonseichen  jedes  Gliedes  entscheidet  sich,  yermöge  ^i^j  =  — ^^^ii  dar- 
nach, dnrch  wieviele  Vertauschung  von  je  zwei  Elementen  p,  y,  ...,  s 
ans  ly  2,  ...,n  entstanden  ist,  und  so  erhellt  unter  weiterer  Berücksich- 

tigung  von  ^1^,...^«  =  !,  dass   P=   ^«i     ^m  •••  «J«  .     Nennt  man  die 


betreffende  Determinante  J,  so  ist  auch  umgekehrt  statthaft,  ^^=P  zu 
benutzen,  d.  h.  eine  Determinante  fi^®'  Ordnung  zu  ersetzen 
dnrch  ein  Product  von  n  alternirenden  Zahlen  rt**' Ordnung. 
Die  Beweise  der  meisten  Eigenschaften  der  Determinanten  werden  da- 
durch ungemein  viel  einfacher,  als  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren, 
wovon  eine  Durchsicht  des  Scot tischen  Buches  überzeugen  wird.  Wir 
haben  in  didaktischer  Beziehung  nur  einen  leisen  Zweifel,  dem  wir  Aus- 
druck geben  möchten.  Giebt  es,  denken  wir  den  Schüler  uns  fragend, 
solche  alternirende  Einheiten  e?  Wir  können  ihm  keine  andere  Antwort 
ertheilen ,  als  dass  wir  nicht  im  Stande  sind ,  ihm  durch  die  sonst  in  der 
Analysis  geläufigen  Grössenarten  solche  zu  bilden,  dass  er  sich  mit  der 
gegebenen  Definition  begnügen  müsse,  ähnlich  wie  es  mit  dem  mehr  als 
dreidimensionalen  Räume  der  Fall  sei,  für  dessen  mehr  als  nur  formelle 
mathematische  Existenz  auch  nur  ganz  Vereinzelte  eine  Lanze  zu  brechen 
gewillt  sind.  Wird  der  Schüler  mit  dieser  Antwort  sich  begnügen  ?  wird 
er  sich  mit  ihr  begnügen  dürfen?  Wir  wissen  wohl,  dass  zu  seiner  Be- 
ruhigung das  Princip  der  Permanenz  formaler  Gesetze  vorhanden  ist,  aber 
darf  man  es  anwenden,  wo  der  Zweifel  noch  bestehen  kann,  ob  die 
Grössen,  auf  welche  man  es  anwenden  will,  nicht  an  sich  widerspruchs- 
volle sind?  Wir  fürchten,  es  werde  am  Ende  kaum  ein  Anderes  übrig 
bleiben,  als  dass  man  die  mittels  alternirender  Einheiten  erwiesenen 
Sätze  noch  anders,  d.  h.  ohne  dieselben  erweise.  Wem  freilich  solche 
Skrupel  unerheblich  erscheinen ,  den  wird  das  neue  Werk  in  jeder  wesent- 
lichen Beziehung  befriedigen,  wie  auch  wir  trotz  unserer  Ausstellung  es 
als  in  hohem  Grade  interessant  anerkennen.  Camtor 


Anftl3rtisohe  Geometrie   von  Professor  Dr.  Theodor  Wittstein.     Han- 
nover,  Hahn'sche  Buchhandlung.     1880.     VII,  200. 

Der  Verfasser  konnte  selbstverständlich  bei  dem  unverbrüchlichen 
Gesetze,  welches  er  sich  auferlegt  hatte.  Strenge  der  Darstellung  mit 
Klarheit  zu  verbinden,  auf  12^  Druckbogen  unmöglich  eine  vollständige 
analytische  Geometrie  liefern.  Er  hat  es  auch  nicht  beabsichtigt.  Er 
wollte   auf  eine  elementare  Darstellung  dor  Kegelschnitte  a\Q.\\  Vi^^^Kt^Xi- 


204  Historisch -literarische  Abtheilnng. 


ken    und    damit    das  mathematische  UnterrichtspeDSum  sam  Absehlntse 
bringen ,  welches  er  fttr  unsere  Gymnasien  in  Anspruch  nimmt.     Nur  tob 
diesem  Standpunkte  aus   darf  daher  das  kleine  Buch  beurtheilt  werden, 
und  wir  zweifeln  nicht,  dass  das  Urtheil  ein  ausnahmslos  lobendes  sein 
wird.     Der  Verfasser   hat  namentlich  bei   Aufsuchung  der   Bertthrungs- 
linien  ein  gewisses  berechtigtes  Gewicht  darauf  gelegt,  dass  die  nöthigen 
Grenzübergänge  dem  Schüler  deutlich  zum  Bewusstsein  gelangen«  wfthrend 
man  vielfach  im  schroffen  Gegensatze  hierzu  die  kleine  Schwierigkeit  so 
verheimlichen    sucht,    den    Schüler    Infinitesimalbetrachtungen    anstellen 
Ifisst,  ohne  dass  er  es  selbst  bemerkt.     Wir  ziehen  Herrn  Wittstein 's 
Verfahrungsweise  entschieden  vor  und  stimmen ,  auch  ohne  dass  uns  eine 
bestimmte  Erfahrung   in   dieser  Beziehung  zur  Seite  stünde,   seiner  Be- 
hauptung   zu,    dass,    wer    unter   solcher  Behandlung  die  Kegelschnitte 
durchgearbeitet  und  in  sich  aufgenommen  habe,  unmittelbar  reif  sei  mm 
Eintritt  in  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Cantob 
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Grundgebilde.    H.Schubert.    Grelle  LXXXVIII,  311. 

258.  Ueber  unendlich  vieldeutige  geometrische  Aufgaben,   insbesondere  über  die 

Schliessungsprobleme.    Hurwitz.    Mathem.  Annal.  XV,  8. 

259.  Ueber  singulare  Tangenten  algebraischer  Flächen.    Krey.    Mathem.  Annal. 

XV,  211. 
Vergl.  Stereometrie  595. 

Aerodynamik. 

260.  On  tbe  law  connecting  tbe  velocity  and  direction  of  the  wind  väth  the  baro- 

metric  gradient.     P'errel.     Wash.  Bull.*  I,  106. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

261.  Die  Multiplicität  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischer  Curven.    0.  Stolz. 

Mathem.  Annal.  XV,  122. 
26*2.  Ueber  die  Hesse'sche  Curve.    Brill.     Mathem.  Annal.  XIU,  175. 

263.  Zur  Theilung  des  Winkels.    Radicke.    Grün.  Archiv  LXIII,  328. 

264.  On   the  Classification  of  plane  ciirves  of  the  third  order.    Jeffery.    Quart. 

Journ.  math.  XVI,  98. 

265.  Recherches  sur  les  courbes  planes  du  troisieme  degre.     Halphen.    Mathem. 

Annal.  XV,  359. 

266.  On  plane   cubics  of  the  third  class  with  three  single  foci.    Jeffery.    Quart. 

Journ.  math.  XVI,  65,  348.     [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  12.] 

267.  On  cubic  curves.     Sharp.     Quart.  Journ.  math.  XVI,  186,  298. 

268.  Beitrag  zur  Theorie  der  Kardioide.     Zahradnik.     Grün.  Archiv  LXIII,  94. 

WeT^l  Bd.  XXIII,  Nr.  8.J 
*jr)9.  P^nveloppe  de  la  droite  de  Simpson.    Hadoureau.    N.  ann.  math.  XXXVI II,  3.'^. 

270.  Lieu  du  point  de  la  tangente  a  rhypocycloide  x* '*-r^ '*  —  ^ '*  qui  est  conju^ue 
harmonique  du  point  de  contact  par  rapport  aux  axes  de  coordonnecs. 
Lez.     N.  ann.  math.  XXX VIII,  ,S22. 
Ver^l.  Cycloide.     Ellipse.    H>j)erbel.    Invariautentheorie  449.    Kegelschnitte. 
Kreis.     Krümmung  482.     raraliel.     Trajectorie. 

•  Unter  Washiugt.  Bull,  reratehcn  wir  von  jctit  an  das  ,, Bulletin  of  the  Philosophical  Society 
u(  Waiihiugtoa'^ 
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Analytifehe  Geometrie,  des  Baumef. 

271.  Ueber  Baumcorven  und  Developpable.    Voss.    Matbem.  Annal.  XIII,  232. 

272.  Ueber  ein  Gebilde  der  analytiscben  Geometrie  des  Raumes,  welcbes  dem  Con- 

nexe  zweiter  Ordnang  und  erster  Classe  entspricbt.    R.  Krause.    Matii. 

Annal.  XIV,  294. 
278.  Die  dreiaxigen  Coordinaten  in  den  Gleichimgen  ersten  und  zweiten  Grades. 

Veitmann.    Grün.  Arcbiv  LXIV,  113. 
274.  Ueber  die  Bedins^g,  unter  welcher  eme  variable  Gerade  Hauptnormale  einer 

Curye  sein  Kann,  und  verwandte  Fragen.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIIl, 

369. 
276.  Ueber  vier  Tangenten  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung.    Voss.    Mathem. 

Annal.  XIII,  168. 

276.  Ueber  das  simultane  System  zweier  quatemärer  Formen  zweiten  Grades  und 

eine  allgemeine  ajgebraische  Parameterdarstellung  der  Raumcurve  vierter 
Ordnang  |)  =  1.    Westphal.    Mathem.  Annal.  XIII,  1. 

277.  Plan  d^crit  par  une  droite  toumant  sous  certaines  conditions  autour  de  son 

milieu.    Cottereau.    N.  ann.  math.  XXXVHI,  172. 

278.  Sor  une  propri^td  caractäristique  des  h^lices.  Appell.  Grün.  Archiv  LXIV,  19. 

279.  Propri^te  de  la  droite  qui  m^ne  du  sommet  d  une  pyramide  au  centre  de 

gravit^  de  sa  base.    LeinchugeL    N.  ann.  matn.  XXXVHI,  419. 
Vergl.  EUipsoid.     Formen   364.     Hyperboloid.     Krümmung  483,  484,  485. 
Ki'ümmungslinien.  Kugel.  Mannicnfaltigkeiten.  Oberflächen.  Oberflächen 
zweiter  Ordnung. 

AstrofLomie« 

280.  M^oire   sur   la   throne   des  perturbations   des  mouvements   des  cometes. 

E.  Mathieu.    Jonm.  mathdm.  Sdr.  3,  V,  379. 

281.  Observations  et  orbites  des  satellites  de  Mars  avec  les  äph^merides  pour  1879. 

A.  Hall.    Journ.  mathäm.  S^r.  3,  V,  143. 
VergL  Chronologie.    Determinanten  307,  308,  309.    Geschichte  der  Mathe- 
matik 407.    Graphische  Auflösungen. 

Attraotion. 

282.  Elementare  Ableitung   des  Newton*schen  Gravitationsgesetzes   aus  den  drei 

Kepler^schen  Gesetzen.    Helm.    Grün.  Archiv  LXIII,  326. 

283.  Freier  F^l  auf  einem  Punkte   der  Erdoberfläche.     Hoppe.     Grün.  Archiv 

LXIV,  96. 

284.  Zur  Theorie  der  Attraction  einiger  Rotationskörper,  deren  Gestalt  sich  nur 

wenig  von  der  einer  Kugel  oder  einer  Kugelschale  unterscheidet,  v.  Hoepf- 
linffen-Bergendorf.    Grün.  Archiv  LXUI,  310. 
Vergl.  Potential  562. 

Bemoulli'fehe  Zahlen. 
286.  Zur  Theorie  der  Bernoulli^schen  Zahlen.    Stern.    Grelle  LXXXVIII,  86. 

286.  Table  of  the  values  of  the  first  sixty  two  numbers  of  Bemoulli.    Adams. 

Grelle  LXXXV,  269. 

Bestimmte  Integrale. 

287.  Ueber  Convergenz  von  Integralen  mit  nicht  versch¥dndendem  Argument.    Du 

Bois-Reymond.    Mathem.  Annal.  XIH,  251. 

288.  Entwickelung  aller  Eigenschaften  der  Logarithmen  und  Kreisfunctionen  aus  dem 

bestimmten  Integral.    Entleutner.    Grün.  Archiv  LXUI,  225. 

289.  Ueber  einige  bestimmte  Intecprale.    Bachmaun.    Mathem.  Annal.  XV,  424. 

290.  Diicussion  eines  mehrfachen  Integrals.    Sersawy.    Grün.  Archiv  LXIV,  30. 

Oapillarität. 

291.  Beitrag  zur  Theorie  der  Oapillarität.    Rein  hold.    Grün.  Archiv  LXIII,  110. 

Chronologie. 

292.  Calendar  formulae.    E.  B.  Elliott.    Washingt.  Bull.  U,  37. 

293.  A   calendar  proposed   by   a  Persian  astronomer   in  1079.    W.  B.  Taylor. 

Washingt.  bull.  II,  88. 

294.  A   calendar   of  the  Dakota  Indians.     Mallery.     Washingt.  Bull.  II,  90.  — 

Powell  ibid.  93.  -  Abbe  ibid.  93.  —  Parker  ibid.  94.  -  Gill  ibid.  94. 
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CombiiuitOEik. 

295.  Einige  Aufgaben  aas  der  Combinationsrechnimg.    Sinram.     Qnui.  Archi? 

LXIII,  446 

296.  Ueber  einige  Relationen  zwischen  den  Combinationssiimmen  der  Quadrate  der 

geraden  und  ungeraden  Zahlen,    v.  Oppolzer.  Maihem.  Annal.  Xlil,  405. 

297.  On  magic  Squares.    Frisby.    Washingt.  BulL  III,  143. 

298.  Triangle  magique.    Lionnet.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  525. 

CoBTargeni. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  287.    Reihen  571,  576,  577,  578. 

Cubatiir. 

299.  Rapport  du  volume  d'un  cöne  ä  celui  d'une  sphere  la  surface  laterale  du  o5ne 

^tant  Univalente  d.  la  surface  d'nne  zone  sphärique.    Lannes.    N.  aoa 
math.  XXXYIII,  310. 

300.  Neue  Berechnung  des  Volumens  eines  Prismatoids.    Sinram.    Gnu.  Archi? 

LXni,  440. 
Vergl.  Kugel  489. 

Cubikwunel. 
801.  M^thodes   ezp^ditives  pour  Textraction  de  la  racine  cubique  des  nombrei 
entiers  ou  d^cimaux.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXIV,  821. 

Cubiseha  Baste. 
Vergl.  Quadratische  Reste. 

Cycloida. 
302.  On  prend  sur  la  tangente  ä  une  cycloYde  fixe,  ä  partir  du  point  de  eontact, 
une  lougueur  proportionelle  au  rayon  de  courbure  en  ce  point;  Textr^ 
mit^  de  cette  longueur  ddcrit  ime  autre  cycloide.    Lez.    K.  ann.  math. 
XXXVm,  475. 

Cylindarftmetionan. 
303  Zur  Theorie  der  BesseFschen  Functionen.    Lommel.    Mathem.  AnnaL  XIV, 
510. 


Datanninaataa. 

304.  Ein  Beweis  des  Multiplicationstheorems   fSr  die  Determinanten»    Koenig. 

Mathem.  Annal.  XIV,  507. 

305.  Sur  les  d^terminants  composes.     Sylvester.     Grolle  LXXXVIII,  49. 

306.  On  certain  iünctions  allied  to  Pfaffians.   Tann  er.    Quart.  Joum.  math.  XVI,  34. 

307.  Sur  un   d^terminant  sym^trique  qui  comprend  conime  cas  particulier  la  pre- 

mi^re  partie  de  1  dquation  säculaire.     Sylvester.    Grelle  LXXXVIII,  6. 

308.  Preuve  instantanäe  d'apres  la  mdthode  de  Fourier,   do  la  realit^  des  racines 

de  rdquation  seculaire.     Sylvester.    Grelle  LXXXV'UI,  4. 

309.  Sur  requation  dont  dt'pendent  les  indpalitds  säculaires  des  plauetes.     Sou- 

rander.    Joum.  mathdm.  Sejr.  H,  V,  195. 

310.  On  a  special  form  of  detorminauts  and  on  certaiu  fuuctions  of  n  variables 

analogous  to  the  sine  and  cosine.  G  laisher.  Quart  Joum.  math.  XVI,  16. 

311.  Ueber  ge^'ibse  Determinanten.    Voss.     Mathem.  Annal.  XIII,  161. 

312.  Evaluation  d'un  certain  determinant.    üostor.    Grün.  Archiv  LXIV,  57. 
3i;J.  Galciil  d'un  determinant.    Lemonuier.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  518. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  262.  Kegelschnitte  453.  Maxima  und 
Minima  499. 

Diffarantialanidniek. 
3li.  Ueber  adjungirte  lineare  Differentialausdrücke.    Frohen ius.    GreUe  LXXXV, 
185. 

315.  Ueber  die  TransformatioD   von  Difterentialausdrücken  vermittelst  elliptischer 

Goordinaten.     Gundelfinger.     Grelle  LXXXV,  80. 

316.  Ueber  die  Triinsformation  einer  gewissen  Gattung  von  Differentialgleichungen 

in  krummlinige  Goordinaten.     Gundelfinger.     Grelle  LXXXV,  295. 

317.  On  the  transforniatiou  of  a  linear  differential  expression.    Tanner.     Quart. 

Joum.  math.  XVI,  45,  68. 

Differentialgleichuigen. 

318.  Ueber  homogene  totale  Differentialgleichungen.  Frohe uius.  Grelle LXXXVI,!. 

319.  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    Thome.    Grelle  LXXXVI I, 

222.     [Vergl.  Bd.  XXlll,  Nr.  408.J 
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320.  Ueber  die  linearen  Differentialgleichangen  zweiter  Ordnung,  welche  alge- 
braische Integrale  besitzen.  Fuchs.  Grelle LXXXV,  1.  [Vergl. Bd. XXni, 
Nr.  409.] 

SSI.  Ueber   die  zweite  Speciallosung  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 


Ordnung.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIV,  379. 
>gration  einiger  lin< 
liXXXVm,  343. 


3S2.  Integration  einiger  linearen  Differentialgleichangen.     S.   Spitzer.     Grelle 


SiS.  Sur  r^uation  du  second  ordre  Myy*'\-Ny*=:f{x\    Worms  de  Bomilly. 

N.  ann.  math.  XXXVIII,  77. 
324.  On  Riccati*s  eqoation  and  BesseVs  equation.     Greenhill.     Quart  Joum. 

math.  XVI,  294. 
825.  Integration  zweier  Differentialgleichangen.    S.Spitzer.    Gran.  Archiv  LXIV, 

893. 

326.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,   die  intermediäre 

erste  Integrale  besitzen .   Baecklund.    Mathem.  Annal.  XIII,  69 .    [ Vergl. 
Bd.  XXI^  Nr.  61.] 

327.  Zar  Theorie  der  Gharakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung.    Baecklund.    Mathem.  Annal.  XIII,  411. 

328.  Memoire   sur  les  ^quations  simultan^es  aux  ddrivdes  partielles  du  premier 

ordre  4  une  seule  fonction  inconnue.     H.  Laurent.     Joum.  mathdm. 
Sör.  3,  V,  249. 

329.  Etüde  des  Solutions  simples  des  ^quations  aux  diff^rences  partielles  de  la 

physic^ue  math^matique.    E.  Mathieu.    Joum.  mathem.  Sär.  3,  V,  6. 
Vergl.  Differentialausdruck  316. 


Elattidtät 

330.  Bäeum^  d'une  Conference  sur  la  thäorie  mathdmatique  de  Tälasticitä  faite  aux 

^ves  de  Täcole  polytechnique  (promotion  de  1877—1879).  ResaL  Journ. 
mathäm.  Sör.  3,  V,  227. 

331.  Ueber  die  elastischen  Schwingungen  einer  isotropen  Kugel.    Jaerisch.    Grelle 

LXXXVUI.  131. 
832.  On  the  distortion  of  a  solid  elastic  sphere.    Pearson.    Quart.  Joum.  math. 
XVI,  376. 

ElaktrodTnunik. 

383.  Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung.  Herwegen.  Grün.  Archiv 

LXIII,  62. 

384.  The  steadj  motion  of  electridty  in  spherical  current  sheets.    Hill.    Quart 

Joum.  math.  XVI,  306. 
886.  Ueber  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  Leitern,  welche  aus  heterogenen 
Theilen  bestehen.    Bobylew.    Mathem.  Annal.  XIU,  183. 

EUmination. 

336.  Sur  lamäthoded'älimination  Bezout-Gauchy.  Hioux.  N.  ann.  math.  XXXVIII, 

289.     [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  812.J 

337.  Die  Factorenzerlegung  ganzer  Functionen  und  damit  zusammenhängende  Eli- 

nunationsprobieme.    Koenig.    Mathem.  Annal.  XV,  161. 
Vergl.  Analytische  Geometrie,  der  Ebene  261.    Trigonometrie  621. 

Ellipla. 
838.  Propriätä  de  la  tangente  ä  Tellipse;  construction  du  point  commun  ä  deux 
normales  infiniment  yoisines;  directrix^e  relative  ä  un  foyer.    Maleyx. 
N.  ann.  math.  XXXVIII,  86. 
889.  Beitrag  zur  Ellipse.    Sinram.    Grün.  Archiv  LXIII,  443. 
Vergl.  Mechamk  612.    Planimetrie  666. 

Ellipsoid. 

840.  On  donne  un  ellipsoüde  et  un  point  J.,  trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant 

par  ce  «point  im  plan  queiconque  P,  la  droite  J.£  seit  toujours  Tun  des 
axes  da  c6ne  qm  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  la  section  de 
rellipsoYde  par  le  plan  P.    Bourguet.    N.  ann.  math.  XXX VUI,  170. 

841.  Probleme  sur  rellipsoide.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXX VUI,  304. 

842.  On  a  Space- locus  connected  with  the  ellipsoid.     Glaisher.     Quart.  Joum. 

math.  XVI.  283. 
Vergl.  Hydrodynamik  432. 
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SlliptiselM  Tramcmdtnten. 

343.  Theorie  ^Idmentaire  des  fonctions  eiliptiques.    H.  Laurent.    N.  ann.  math. 

XXXVUI,  126,  145.     [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  320.] 

344.  Lecons  sur  les  fonctions  doubiement  p^riodiqaes  faites  en  1847  par  M.  J.  Lion- 

ville.    Grelle  LXXXVIU,  277. 

346.  Sur  les  fonctions  doubiement  p^riodiqaes  coaaidäräes  comme  des  Kmites  d« 

fonctions  algäbriques.    Biehler.    Grelle  LXXXVUI,  186. 
346   Ueber  die  Addition  und  Multiplication  der  elliptischen  Fanetionen.    Froba* 
nius  &  Stickelberger.    Grelle  LXXXVUI,  146. 

347.  Geometrische  Anwendung  der  Addition  elliptischer  Integrale.    Hoppe.   Gnu. 

Archiv  LXIV,  274 

348.  Ueber  die  Erweiterung  des  Jacobi'schen  TransformationsprincipB.    Koenigi- 

berger.    Grelle  LXXXVU,  173. 

349.  lieber   Modnlargleichungen    bei    zusammengesetztem   Traii8formationBgnid& 

Gierster.    Mathem.  Annal.  XIV,  537. 

350.  Zur   TransformatioDstheorie   der  elliptischen  Functionen.     Kieperl    Grelle 

LXXXVU,  199;  LXXXVUI,  205. 
3dl.  Ueber  die  Erniedrigung  der  lAodulargleichungen.    F.  Klein.    Mathem.  Anoal. 

XIV,  417. 

352.  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XIY,  111. 

353  Ueber  die  Transformation  siebenter  Ordnung  der  elliptischen  FnnctioneD- 
F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XIV,  42«. 

354.  Ueber  die  Jacobi'sche  Modulargleichung  vom   achten  Grade.     Brioschi' 

Mathem.  Annal.  XV,  241. 

355.  Ueber  die  Transformation  elfter  Ordnung  der  elliptischen  Functionen.  F.  Klei f 

Mathem.  Annal.  XV,  533. 

356.  Ueber  Multiplicator^leichungen.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XV,  86. 

357.  On  a  formufa  in  elhptic  functions.    Glaisher.    Quart.  Joum.  math.  XVI, 

358.  On  certain  algebraical  identities.    Gayley.    Quart.  Joum.  math.  XVI,  281. 

Vergl.  Ultraelliptische  Transcendenten. 

F. 

Formen. 

359.  Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzen  Goefficienten.    Frobenius.    Grelle 

LXXXVI,  146;  LXXXVUI,  96. 

360.  Ueber  linear -abhängige  Punktsysteme.    Rosanes.    Grelle  LXXXVUI,  241. 

361.  Sur  une  proprietä  des  formes  algebriqueg  prdparees.    Le  Paige.    Mathem. 

Annal.  XV,  206. 

362.  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  indefinies.    Mark  off.     Mathem.  Annal 

XV,  381. 

363.  Ueber  Schaaren  von  biliuearen  und  quadratischen  Formen.    Stickelberger. 

Grelle  LXXXVI,  20. 

364.  Darstellung  binärer  Formen  auf  der  cubischen  Raumcurve.   R.Sturm.    Grelle 

.    LXXXVI,  116. 
Vergl   Analytische  Geometrie  des  Raumes  276.    Invariantentheorie. 

Ton^onen. 

365.  Sur  le  d(*veloj)pement  des  fonctions  de  M.  Weierstrass  suivant  les  puiKsances 

croissantes  de  la  variable.    D.  Andre.    Joum.  mathdm.  Sdr.  3,  V,  31. 
:J66.  Developpements  des  trois  fonotions  A\{x\  A\\  (x),  A  \t{x)  suivant  les  puissances 

croissaiiteä  du  niodule.     D.  Andrd.     Joum.  mathdm,  Sdr  3,  V,  131. 
3r»7.  Ueber  die  Fimctionen,  welche  durch  Reihen  von  der  Form  dargestellt  werden 

1  +  Zi  iL'  /'  +  i'  /i+1  /  i4±}  C  C+J  +...  T  homae.  Grelle  LXXXVU.  26. 

368.  Sur  le  developpenient  d'une  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  d*uu 

poIynome.     Laguerre.     Grelle  LXXXVUI,  35. 

369.  Ueber   Gruppen    von    vertausch  baren   Elementen.     Frobenius  &   Stickel- 

berger.    Grelle  LXXXVI,  217. 

.'570    l'eber    diejenigeu  jilgebraischon  (ileichungen    zwischen    zwei    veränderlichen 
(iroösen,  welche  eine  Schaar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Transfor 
mjitionen  in  pich  selbst  zulässt.     U.  A.  Schwarz.     Grelle  LXXXVU,  139. 

371.  On  the  octahedron  functiou.     Gayley.     C^^urt.  Joum.  math.  XVI,  280. 


Abbandlangsregister.  213 

872.  Neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  nicht  jeder  Curve  vierter  Ordnung  ein  Funfseit 

eingeschrieben  werden  kann.    Lüroth.    Mathem.  Annal.  Xill,  548. 
878.  On  Cauchy's  tbeorem  relating  to  the  factors  of  (Ä+y)»  —  ic*»  — y".     Muir. 

Quart.  Joum.  math.  XVI,  9.  —  Glaisher  ibid.  89.    [Vergl.  Bd.  XXIV, 

Nr.  840.] 
874.  Snr  TeDtreplacement  d*ane  fonction  par  rapport  ü  une  autre.    Sylvester. 

Grelle  LXXXVIII,  1. 
376.  O^n^ralisation  des  fonctions  X«  de  Legendre  au  cas  de  deuz  entiers,  ou  des 

fonctions  qui  uaissent  du  developpement  des  ezpressions  [1  >  2  a o; + a']~    '^    . 
Escary.    Joum.  mathäm.  Sär.  .S,  V,  47. 

876.  Zur  Theorie  des  Borchard fachen  arithmetisch -geometrischen  Mittels  aus  vier 

Elementen.  Schering.  Grelle  LXXXV,  115.  [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr  76.] 
VergL  BemouUi'sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  Gylinderfunctionen.  De- 
terminanten. Differentialansdruck.  Differentialgleichungen.  Elliptische 
Transcendenten.  Formen.  Eettenbrüche.  Eugelfunctionen.  Logarithmen. 
Operationscalcul.  Substitutionen.  Thetafunctionen.  UltraeUiptische  Trans- 
cendenten.    Unendlich. 

G. 

Oeoditie. 

877.  Fragen  aus  der  mathematischen  Geographie  zur  Uebung.    Hoppe.    Grün. 

Archiv  LXIII,  331. 

878.  Beiträge  zur  mathematischen  Geographie.   Klinger.   Grün.  Archiv  LXJII,  337. 

Geometrie  (höhere). 

879.  Vereinfachung  des  Problems  der  räumlichen  Projectivität.    B.  Sturm.    Ma- 

tbem.  Annal.  XV,  407. 
380.  Zur  Theorie  der  linearen  Gonnexe.    Voss.    Mathem.  Annal.  XV,  355. 

881.  Geometrische  Untersuchungen  über  Strahlencomplexe  ersten  und  zweiten  Gra- 

des.   Schur.    Mathem.  Annal.  XV,  432. 

882.  Ueber   cyklisch-proiectivische  Punktgruppen  in  der  Ebene  und  im   Räume. 

Lflroth.    Mathem.  Annal.  XIII,  305 

883.  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Gurven  und  Flächen.    Beck.    Mathem.  Annal. 

XIV,  207. 

884.  Recherches  sur  les  syst^mes  polaires.    Jung.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  444. 

885.  Zur  Geometrie  von  Punktgruppen  auf  dem  Kreise.     S.  Kantor.     Mathem. 

Annal   XIV,  323. 

886.  Verallgemeinerung  eines  Poncelet*schen  Satzes.    S.  Kantor.    Grelle  LXXXVI, 

269. 
387.  Ueber  die  Schnittpuuktsysteme  einer  algebraischen  Gurve  mit  nicht -adjungir- 

ten  Gurven     Noether.    Mathem.  Annal.  XV,  507. 
888.  Ueber  die  Festlegung  projectiv  veränderlicher  ebener  Systeme.    Burmestor. 


lg  projecnv 
Mathem.  Annal.  XIV,  472. 

»rrespond< 
Annal 
390.  Sur 


889.  Gn   the   correspondence  of  homographies  and  rotation.    Gayley.    Mathem. 

".  XV.  238. 


quelques  propriet^s  des  foyers  des  courbes  alg^briques  et  des  focales  dos 
cones  alg^bnques.    Lagucrre.    N.  ann.  math.  XXX VUI,  57. 

891.  Beweis  eines  Satzes   über   Projectionen      Suchard a.     Grün.  Arcbiv  LXIV, 

106. 

892.  Bemerkungen  über  das  Erzeugniss  eines  eindeutigen  Strahlenbüschels  und  eines 

zweideutigen  Strahlensystems  zweiter  Glasse.    Ameseder.    G run.  Archiv 
LXIV,  109. 

893.  Ueber  Fusspunktcurven  der  Kegelschnitte.    Ameseder.    Grün.  Archiv  LXIV, 

143,  145. 

894.  Ueber   die  negativen  Fusspunktcurven.     Ameseder.     Grün.  Archiv  LXIV, 

164. 

895.  Negative   Fusspunktcurven   der   Kegelschnitte.     Ameseder.     Grün.  Archiv 

LXIV,  170. 

396.  Astroiden.    Ameseder.    Grün.  Archiv  LXIV,  177. 

397.  Zur  (ieometrie  der  Geraden.    Hain.    Grün.  Archiv  LXIV,  267. 

898.  Zur  Gonstruction  symmetrischer  Punktsysteme.    Hain.    Grün.  Archiv  LXIV, 

398. 

899.  Ueber  die  Kummer'sche  Gon6guration  von  16  Punkten  und  16  Ebeneu.    E»^^^. 

Grelle  LXXXVI,  209. 


214  HistoriBch-literariBche  Abtheilung. 

400.  Sor  deux  modes  de  transformation  de  figpiree  solides.    Amigoeg.    N   aan 

math.  XXXVni,  548. 
VergL  Formen  860.    Hyperboloid  440.    Sabstitiitionen  604. 

Oetehichte  der  Kathematik. 

401.  Trois  räfirles  de  maltiplication  abrdg^e  extraites  du  Talkhvs  amali  al  hiasab 

A.  Marre.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  260.  "««wi. 

402.  Ueber  die  Rechtschreibung  Witulo.    Curtze.    Grün.  Archiv  LXIV,  432 

403.  Zu  dem  Satze  Fermat's     Baltzer.    Grelle  LXXXVII,  172. 

404.  Ueber  NewtOn^s  erste  Methode  zur  Beschreibung  eines  Eegelschnittes  durch 

fünf  gegebene  Punkte.    Grunert.    Grün.  Archiv  LXlv,  337. 

405.  Zur  Geschichte  des  Potentials.    Baltzer.    Grelle  LXXXVf,  213. 

406.  The  history  of  Malfatti's  Problem.    Baker.    Washingt  Bull.  II,  HS. 

407.  On  reference  catalogues  of  astronomical  papers  and  memoirs.   E.  S  Holden. 

Washingt  Bull.  H,  95. 

408.  Hermann  Günther  Grassmann's  Leben  imd  Arbeiten.     Sturm,   Schroeder 

&  Sohncke.    Mathem.  Annal.  XIV,  1. 

409.  Necrology  for  Joseph  Henry  f  13.  May  1878.   V7elling  &  Taylor.    Washinet 

BullU,  203.  -  Parker  ibid.  368.  «-  Alvord  ibid.  370.  ' 

Vergl.  Ghronologie  293.    Elliptische  Transcendenten  344. 

Oleiehimgan« 

410.  Sur  la  rögle  des  signes  de  Descartes.   Laguerre.   N.  ann.  math.  XXXVFII,  5 

411.  Gomparaison  de  la  mäthode  d'approximation  de  Newton  ä  ceUe  dite  des  partaes 

proportionelles     Maleyx.    N.  ann.  math.  XXXVIH,  218. 

412.  Application  of  the  Nevrton-Fourier  method  to  an  imaginary  root  of  au  equa- 

tion.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XVI,  179. 

413.  Sur  les  ^quations  r^solubles  algöbriquement.    Boldt    Grelle  LXXXVII,  1. 

414.  Sur  la  limite  des  racines  reelles  d'une  äquation  de  degrä  quelconque.    G.  de 

Longchamps.    N.  ann.  math.  XXX VUI,  49. 

415.  Note  sur  une  propri^t^  des  ^quations  dont  tontes  les  racines  sont  reelles 

Sylvester.    ÖreUe  LXXXVH,  217. 

416.  Sur  une  classe  d'dquations  algebriques  dont  toutes  les  racines  sont  r^lles 

Biehler.    Grelle  LXXXVII,  350. 

417.  Sur  les  racines  de  rc*  — (a'-6+c)a;  +  a6  =  0.     S.  Realis.     N.  ann.  math 

XXXVUl,  468, 

418.  Solution  du  cas  irreductible.    Weichold.    Joum.  math^ra.  Sdr.  3,  V,  293. 

419.  Beitrag  zu  den  Auflösungen  der  Gleichungen  vom  zweiten,  dritten  und  vier- 

ten Grade.    Sinram.     Grün.  Archiv  LXIV,  296. 

420.  Sur  les  dquations  du  troisieme  et  du  quatriöme  degre  dont  les  racines  s'ex- 

priment  sans  Temploi  des  radicaux  cubiques.    S.  Realis.    N.  ann.  math 
XXXVUl,  296. 

421.  Diviaibilitä  de  a;*»-n»x'»-'-' -f  2(n«-l)x'»  -  n^a:«-' + 1  par  («-1)*.    Pisani 

N   ann.  math.  XXXVIII,  430. 

422.  Somme  des  puissances  t  des  racines  de  a;*'»+29a;'»-|-g  =  0,  lorsque  t  est  mul- 

tiple de  n.    Fauquembergue.     N.  ann.  math.  XXXVIII,  376. 
423   Auflösung  der  dreigliedrigen  algebraischen  Gleichung.    Farkas.    Gran.  Ar- 
chiv LXIV,  24. 

424.  Sur  les  coefficients  Egales  ä  z^ro  des  differentes  puissances  de  a  dans  le  d^ve- 

loppement  de  (1  - 2 x a -f  a«)".    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVIII, 
321. 

425.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade.    Brioschi.   Ma- 

them. Annal.  XIII,  109. 

426.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade.    Gordan.    Ma- 

them. Annal.  XIII,  375. 

427.  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.     Kiepert.    Grelle  LXXXVH,  114. 

428.  Ueber  die  Auflösung  gewisser  Gleichungen  vom  siebenten  und  achten  Onde 

F.  Klein     Mathem.  Annal.  XV,  251. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  261.    Determinanten  807,  808, 
Elimination.     Elliptische   Transcendenten    351-356.     Stereomrtri0 
Substitutionen  602,  603,  6J4. 

Graphische  AuflÖsongen. 
4-29.  Sur  la  r(5solution,  au  moyen  de  tableaux  graphiques,   de  certaini  pl 
de  cosmogniphie  et  de  trigonometrie  sphärique.    Colligno^ 
math.  XXX\4I[,  179.  -  Tissot  ibid.  287. 
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Hydrodynamik. 

430.  Cinemaii^ue   et   dynamique   des   ondes   coarautes  Bur  un  sphäroTde  liquide. 

Application  ä  l'^volution  de  1a  protub^raoce  aatour  d'un  spb^roide  liquide 
dliorm^  par  Tattraction  d'un  astre  ^loign^.  Guyon.  Joum.  matndm. 
Sdr.  8,  V,  69. 

431.  Yortex  motion  in  and  about  elliptic  cylinders.    Coates.    Quart.  Joum.  math. 

XVI,  81.     [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  386.] 

432.  Fluid    motion   between   confocal  elliptic  cylindem  and  confocal  ellipsoids. 

Greenhill.    Quart.  Joum  math.  XV J,  227. 

433.  On  circular  Yortex  rings.    Coates.    Quart.  Joum.  math.  XVI,  170. 

434.  Vortex  sheets.    StBarn.«  Quart.  Joum.  math.  XVI,  271. 

435.  On  the  images  of  vortices  in  a  spherical  vessel.    Lewis.    Quart  Joum.  math. 

XVI,  338. 

436.  On  the  motion  of  two  cylinders  in  a  fluid.     Hicks.     Quart.  Joum.  math. 

XVI,  113,  193. 
Vergl.  Thetafunctionen  606. 

Hyperbel. 

437.  Propri^tä  de  Thyperbole  dquilat^re.    Lacazette.    N.  ann.  math.  XXXVIII, 

324.  —  Charvet  ibid.  325. 

438.  Hyperboles  dont  le  foyer  et  une  asymptote  sont  donn^s.    Lein chu gel.    N. 

ann.  math.  XXXVIII,  365. 
4.39.  Einen  Rotationskegel,  dessen  Axe  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  senk- 
recht steht,  nach  einer  H;^perbel  so  zu  schneiden,  dass  sowohl  die  hori- 
zontale, als  auch  die  verticale  Projection  gleichseitige  Hyperbeln  werden. 
Herzog.    Grün.  Archiv  LXIII,  429. 

Hyperboloid. 

440.  Ueber  ein  einfaches  Hyperboloid  von  besonderer  Art     H.  Schröter.    Grelle 

LXXXV,  26. 

441.  Ueber  ein  besonderes  Hyperboloid.    Vogi    Grelle  LXXXVI,  297.  ^ 

442.  Th^or^me  sur  les  hyperboloides  de  rävoTution  ayant  pour  axe  une  gdndratrice 

rectiligne  d'une  surface  donnde  du  secona  degr^.  Bougl^.  N.  ann. 
math.  XXXVIII,  13. 

I. 

Integration  (imbettimmte). 

443.  Zur  Integration  irrationaler  Ausdrücke.    H.  Gebhard.    Grün.  Archiv  LXIII, 

334. 

I&YArlaateatbeorie. 

444.  Ueber  die  schiefe  Invariante  einer  bilineaien  oder  quadratischen  Form.    Fro- 

hen ins.    GreUe  LXXXVI.  44. 

445.  Sur  les  covariants  des  formes  binaires.    G.  Jordan.    Joum.  mathdm.  Sdr.  3, 

V.  346.     [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  183.J 

446.  On  a  theorem  relating  to  covariants.    Gayley.    Grelle  LXXXVII,  82. 

447.  On  a  covariant  formula.    Gaylev.    Quart.  Joum.  math.  XVI,  224. 

448.  Sur  les   actions  mutuelles   des   formes  invariantives   deriväes.     Sylvester. 

Grelle  LXXXV,  89. 

449.  Ueber  die  Zerlegbarkeit  einer  ebenen  Linie  dritter  Ordnung  in  drei  gerade 

Linien.    Theer.     Mathem.  Annal.  XIV,  646. 

H. 

Kegelichnitte. 

450.  Sur  la  th^orie  des  caractt^ristiques  pour  les  coniques.    Halphen.    Mathem. 

Aniial.  XV,  16. 

451.  Das  Sechseck  im  Räume.    Hesse.    Grelle  LXXXV,  304. 

452.  Sur   une  demonstration  diie   ä  Mr.  Gatalan  des  th^r^mes  de  Pascal  et  do 

Brianchon.     Folie.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  238. 

463.  Untersuchung  der  Kegelschnittnetze,  deren  Jacobi*sche  oder  Hermite^sche  Form 

identisch  verschwindet.    Hahn.    Mathem.  Annal.  XV,  111. 

464.  Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales  uniquement  compos^es  de  coniques« 

Appell.     Grün    Archiv  LXIII,  50. 


iblt.  Ersäiixtiiidu  UericLtigmig  suiu  Aufaiitze  „' 

Zahradnik.     Orun.  Archiv  I.XllI.  .   .     .      _. 

460.  Zur  Theorie  der  KegelBchnitte.     Milinowaki.     Grelle  LXXXVI,  890- 

467.  Snr  nne  courhe  iJu  troiai^ioe  degrfi  et  sea  rapporU  avec  uue  conique  dono^ 

Gaillet.    N.  ano.  muth   SXS7111,  283. 
4l>g.  KoLiTelle   dgtermiDatioii   aDiilytique  dea  foyora  et  diroctrice»  dans  leg  aectioiid 

cciDiquea  repr^aeut^ea  par  leum  ^i^iiauans  g^u^rajec;  pn-cädee  dea  eipres- 
^^  tione  gia6Ta.\6»  des  divers  4l^meutB  que  Ton  distiogue  dane  les  couibM 
^^F  du  Becond  degT4i  et  luivie  de  la  däterminatioD  dea  coQJques  &  centre  pur 

^K  leur   centre   ^  lea  eibr^miy«  de  deux  demi-diam^tres  Ronjugu^.     Dos- 

U^  tor.    Gnin.  Archiv  LKJIl,  113. 

499.  Coniques  ayant  nu  foyer  et  U  directrice  correapODdante  ea  cotuniun.    Ro 

bagliü.    N.  unn.  math.  XXXVllI,  .SB3, 
i(HI.  6ur  uue  coniqac  et  aea  cercica  eiiuplement  tanffents  en  an  potnt.    Faaqueni- 

bergue.    N.  ann.  math    XXXVIH,  325. 
4G1.  Uebcr  die  Tbeilui^  derSciten  einea  Dreiecks-   Hain.    Urun.  Archiv  LXIII,  403. 
iCi.  Zur  Involution     Hain.     Urun.  Archiv  LXIII,  407. 
463,  Snr  uue   propri^t^   da   ceicle  jouiaaant  de  la  ptopriet':  aae  de  ohacnu  de  BM 

pointa  on   voit  aoua  uu  angle  droit  nne  conique  uomiäe.    Laguerre. 

N.  ann.  math.  XXXVlII,  S04. 
4G4,  SuT  lu  relatioo  qne  existe  mtre  un  cercle  circouacrit  ä  un  trianffle  et  lea  ^1^- 

mente  d'nne  couique  inacrite  dans  ue  triangle.   Laguerre.    o.  ann.  math. 

XXXVni,  241. 
4C6.  Sui  la  relatiOQ  qai  exiate  entte  un  cercle  ciiconaerit  k  un  quadrtlatdre  et  lea 

älämeuta  d'nne  coniqoe  ioacrit«  dons  oe  quadrilat^rc,   Laguerro.   N.  ann. 

math.  XXXVni,  246. 
466.  Coniqae  en^endräc  au  moyen  d'un  triangle,  de  deux  pointa  de  la  circonr^- 

reiice  circonacrite  et  de  l'angle  variable  eouB  leqael  on  m^ne  des  tmna- 

veraalea  Uee  deax  pojnte  aax  trois  cOtds.     Hoiet-Blanc      N.  ann.  math. 

XXXVlII.  SU. 

ptopriet^   de   la  tacgente  aia  sectiona  coniques  demonstrfc  en  c 


Parabel 


HalajK. 


46S.  8ar  me  estenaion  donn^  iL  la  thdorie  des  fractiana  continnei  par  M.  Tche- 
bfchef.    Hermite.    Grelle  t.tTTVItt,  iq, 

469.  Uebtt  die  Eettenbrachentwickelonff  für  die  Irrationale  twdten  Oradei.   K.  E. 

Hof fm  ann.    Omn.  Archiv  LXIV,  1. 

470.  Die  Verwandlung  der  Irrationalen  tif*  Grades  in  einen  Ketteabmcb.    K.  E. 

Hoffmann,    Gran.  Archiv  tXIV,  9. 

bell. 

471.  %tie  Ober  regolbe  Polygone.    Meutmner.    Hathem.  AnnaL  Xltl,  686. 

472.  8ar  certainee  propriäMs  mÖtriqDe*  relatives  anx  poljgones  de  Ponoelet.   Hal- 

phen.    Joom.  mathäm.  8er.  8,  V,  88S.    [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  44S.] 

475.  Die  BadicaUzen  der  wichtigsten  Sjminebiekräiae  de«  Dreiecks.  Hain.  Qran. 

Archiv  LXllI,  401. 
474.  Thfor^mes  ear  le  cercle.    Robaglia.    N.  ann.  math.  XXXVlII,  4S0. 

476.  Propri^t^  dn  cercle  circouacrit  ä  un  triangle.    Boell.    N.  ann.  math.  XXXVlII, 

8S4. 

476.  Propri^tä  do  cercle  circouacrit.  ä  un  triangle  dont  le  aommet  ae  meat  sur  cette 

circonf^rence.    Terrier.    N.  ann.  math.  XXXVlII.  361. 

477.  Von  zwei  gegebenen  Punkten  auaaerhalb  einea  gegebenen  Kreises  xwei  gleiche 

Secanten  zu  ziehen,  deren  Endpunkte  einen  gegebenen  Bogen  b^renEen. 
Hoppe.     Grün.  Archiv  LXIV,  440. 

478.  Propri^t^   de   deox   pointa  d'nne  droite  fixe  donnde  qui  rencontre  One  circon- 

förence    donnäe   ägaler-ient  ainai   que   deux   de   sea  pointa.     Bobaglia. 
N.  ann.  math.  XO.Vir'    108. 

479.  ^tant  donn^  dana  an  plan  - ..  O,  an  point  A  aar  la  drconf^rence  de 

ce  cercle  et  nne  droite  qnelconqne  D,  troover  sur  cette  droit«  un  point 
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tel  que,  en  menant  de  ce  point  les  deux  tangentes  au  cercle  O  et  joignant 
leg  points  de  contact  aa  point  A^  les  lignee  de  jonction  fassent  entre 
elles  un  angle  donnd  F.    Kobaglia.    N.  ann.  math.  XXXYIII,  421. 

480.  Un  point  et  une  droite  ^tant  donn^s,  un  cercle  de  rajron  Tariable  est  tangent 

ü.  la  droite  et  passe  par  le  point.  Tronver  le  heu  des  points  du  cercle 
pour  lesqueis  la  tangente  est  perpendiculaire  ä  la  droite  donnde.  Guillet. 
N.  ann.  math.  XXXVIU,  31. 

481.  Ueber  gewisse  Quadrate,  die  an  zwei  gegebene  Kreise  geknüpft  sind.   Mack. 

Grün.  Archiv  LXIV,  225. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  406.    Oberflächen  zweiter  Ordnung  534. 
Rectification.    Zahlentheorie  644. 

Krfimniiuig. 

482.  Untersuchung  einer  beliebigen  Curve  und  eines  ihr  zugehörigen  Erümmungs- 

kreises  m  Betreff  des  gegenseitigen  Verhaltens  an  der  Stelle  der  Oscnla- 
tion.    Mack.     Grün.  Archiv  LXIV,  182. 

483.  An  improved  form  of  writing  the  formula  of  C.  F.  Gauss  for'the  measure  of 

curvature.    Warren.    Quart.  Joum.  math.  XVI,  219. 

484.  Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen  mit  constantem  Krümmnngsmaass. 

Hazzidakis.    Grelle  LXXXVIII,  68. 

485.  Ueber  zwei  Raumformen  mit  constanter  positiver  Krümmung.  Killing.  Grelle 

LXXXVI,  76.    rVergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  538.J 

Krftmmimgtlinian. 

486.  Lignes  de  courbure  de  la  surface  z  =  Lcasy-  Lcosx,    De  Saint-Germain. 
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St  ="  Steinschneider. 

M.  b.  M.  B»  Mohamed  ben  Musa. 


Vorwort. 


I. 

Eine  hebräische  Schrift  betitelt  „rilltt,  Maaase",  wird  von  mehreren 
Autoren,  besonders  von  *^"W^  (Salomon  ben  Isak,  vulgo  Raschi,  gest.  1105), 
dem  berühmten  Comentator  des  Talmuds,  der  Bibel,  etc.  unter  verschiedener 
Specialbenennung  citirt.  Zuweilen  wird  nämlich  diese  Schrift  „D^tDtt 
rilTon",  die  Mischna  der  Maasse  genannt,  zuweilen  aber  „tTlTO  'OÄ" 
Traktat  der  Maasse,  'Uü  Abkürzung  von  T)X*Q  Traktat,  oder  auch  nach 
anderer  Leseart  niltt  "D'^IQ  49  Maasse,  ja  zuweilen  kommt  diese  letztere 
Leseasl  anstatt  in  Ziffern,  in  Worten  deutlich  ausgesprochen  „IPtDni  D'^I^lHfe^ 
niTD"  vor,  imd  endlich  findet  man  noch  den  Namen  „fc^n'^'^H"  Boraitha 
(externa,  im  Gegensatz  zu  der  kanonischen  Mischna)  der  Maasse.  Man 
hielt  allgemein  diese  Schrift  für  verloren,  wie  manche  andere  Schriften, 
die  im  Talmud  citirt  sind.  Der  Vernachlässigung  war  allerdings  eine  Schrift 
dem  Namen  nach,  etwas  Qeometrisches  oder  Geodätisches  enthaltend  und 
nicht  direct  religiöse  Fragen  behandelnd,  viel  eher  ausgesetzt,  als  andere 
direct  religiöse  Abhandlungen,  da  der  Talmud  und  seine  Schriftsteller  diesen 
religiösen  Zweck  in  erste  Linie  stellten,  alles  andere  nur  insofern  behandelnd, 
als  dasselbe  in  dieses  Gebiet  eingreift  Was  im'üebrigen  den  Inhalt  be- 
trifft, so  war  die  Zahl  der  verschiedenen  Meinungen  darüber  nicht  geringer, 
als  die  der  verschiedenen  Benennungen. 

Herr  Dr.  Steinschneider  gab  zum  siebenzigsten  Geburtstage  des  Meisters 
Znnz  (10.  August  1864)  eine  Schrift  genannt  Mischnath  Hammiddot,  als 
erste  geometrische  Schrift  in  hebräischer  Sprache  mit  einer  kurzen  Ein- 
leitung (auf  die  ich  verweisen  muss),  heraus  aus  einem  Funde,  den  er 
zwei  Jahre  früher  in  einem  Cod.  Hebr.  36  bezeichneten  Manuscripte  der 
Münchener  Bibliothek  gemacht  hatte. 

Nach  der  Meinung  des  Herausgebers  sei  diese  Schrift  identisch  mit 
jener  von  Baschi  und  anderen  citirten,  und  für  den  FaU,  dass  die  Leseart 
'0*''üj  49,  richtig  wäre,  so  müsste,  wenn  diese  Ziffer  die  Zahl  der  Sätze  an- 
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geben  sollte,  angenommen  werden,  dass,  da  in  der  vorliegenden  Schrift  sich 
nnr  42  SStze  vorfinden,  entweder  7  SStze  verloren  gegangen  seien,  oder, 
dass  manche  Sätze  zu  theilen  wSren. 

Anmerkung.  Auf  die  Einzelheiten  der  Citate,  und  wie  von  ihnen  diejenigen, 
die  sich  auf  den  gleichnamigen  Traktat  im  Talmud  (Beschreibung  der  Stiftshütie) 
beziehen,  zu  sondern  sind,  näher  hier  einzugehen  ist  mir  leider  nicht  möglich,  weil 
ich  nicht  weitläufig  werden  darf.  Indess  kann  ich  nicht  unterlassen,  mindestens 
80  viel  zu  bemerken,  dass  die  verschiedenen  Citate  in  zwei  Kategorien  zu  theOen 
sind:  die  einen  haben  einen  halachischen,  die  andern  einen  aggadischen 
Charakter;  die  ersteren  gehören  eher  der  Mischna,  die  andern  dagegen  der  Bo- 
raitha,  ja  sogar  der  Gemara  an.  Fasst  man  dieses  ins  Auge  und  bemerkt  noch 
dabei,  dass  nicht  alle  citirten  Stellen  in  unserer  gegenwärtigen  Schrift  sich  vor- 
finden, und  dass  gerade  diejenigen  sich  nicht  vorfinden,  die  eher  den  Charakter 
der  Boraitha  oder  Gemara  haben,  während  unsere  Schrift,  wenn  überhaupt  echt 
(ich  meine  nicht  nachgeahmt),  doch  gewiss  den  Stempel  der  Miachna  an  sich  trägt, 
sowohl  der  Sprache  und  des  Styles  wegen,  als  auch  dem  Charakter  des  Inhaltes 
nach;  bemerkt  man  dieses,  sage  ich,  so  gehört  gar  nicht  zu  viel  Phantasie  dasu 
(jedenfalls  nicht  mehr,  als  bereits  fSr  manche  Vermuthungen  über  diese  Schrift 
in  Anspruch  genommen  wurde),  um  folgende  Frage  sich  zu  stellen:  War  nicht 
vielleicht  zu  dieser  Mischna  auch  eine  Gemara,  wie  zu  den  andern  Theilen  der 
Mischna,  vorhanden  und  fahren  somit  die  verschiedenen  Benennungen  nicht  etwa  zu 
einem  Widerspruche,  sondern  haben  alle  vielleicht  ihren  richtigen  Grund?  Dieses 
um  so  mehr,  da  einerseits  diese  verschiedenen  Benennungen  mit  den  angiföhrten 
zwei  Charakterzflgen  sich  gut  vertragen,  und  andrerseits  die  sich  nicht  vorfindenden 
citirten  Stellen  direct  auf  eine  ähnliche  Vermuthung  hindeuten.  Dass  der  Stoff 
nicht  ungeeignet  ist  talmudisch  behandelt  zu  werden,  zeigt  hinreichend  das  Factum, 
dass  mancher  Satz  daraus  im  Talmud  wirklich  citirt  und  behandelt  wird.  Man 
könnte  nur  zweifeln  ob  man  es  wagen  darf  ein  so  hohes  Alter  für  diese  Schrift 
zu  vermuthen ;  dieses  ist  und  bleibt,  wie  wir  weiter  sehen  werden,  vorläufig  unent- 
schieden. Jedenfalls  ist  die  Sprache  und  der  ganze  Charakter  so  täuschend  ähnlich 
einerseits,  und  ist  es  andrerseits  in  der  Literatur  eine  solche  Seltenheit  einen  so 
genauen  und  reinen  Mischna- Styl  anzutreffen,  dass  ich  hier  von  Echtheit  und 
ünechtheit  zu  sprechen  berechtigt  zu  sein  glaubte,  wiewohl  kein  Verfasser 
genannt  ist.  Der  Einzige,  der  einen  der  Mischna  verwandten  Styl  besasse,  wäre, 
so  weit  mir  bekannt  ist,  vielleicht  Maimonides ;  aber  auch  er  schreibt  bei  Weitem 
nicht  so  täuschend  genau.  Mit  einem  Worte:  diese  täuschende  Genauigkeit  der 
Aehnlichkeit  geht  meines  Erachtens  so  weit,  dass  wenn  die  Schrift  nicht  zur  wirk- 
lichen Mischna  gehört,  so  muss  der  Verfasser  unbedingt  die  Absicht  gehabt 
haben,  täuschend  ähnlich  jenem  wohlbekannten  Style  der  autorisirten  Mischna 
zu  schreiben,  und  daher  der  Ausdruck  echt.  (S.  Schlussbemerkung.)  Was  die 
Midraschische  Spielerei  mit  den  Bibelversen  betrifft,  die  Herr  Dr.  Steinschneider 
darin  findet,  so  glaube  ich  zur  Genüge  gezeigt  zu  haben,  dass  solche  angeführte 
Stellen  durchaus  nicht  etwa  müssig,  Bondem  meistentheils  nothwendig  sind,  um 
jedeBmal  irgend  etwas  zu  begründen,  sei  es  die  Richtigkeit  des  behaupteten  Satzes 
selbst,  sei  es  in  Betreff  der  Definition,  sei  es  in  Betreff  der  Terminologie;  und  das 
ist  durchaus  im  Charakter  der  Mischna.  Der  aufmerksame  Leser  findet  diese  Be- 
merkungen an  den  betreffenden  Stellen, 
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Auf  Veranlassung  meinea  hochverelirten  LebrerB,  Herrn  ProfesHor 
M.  Cantor,  habe  ich  die  Uebersetzuog  dieser  Schrift  ins  Deutsche  und  f 
Erörterung  derselben  vorgenommen.  Es  lag  mir  durch  die  Freundlichkeit 
der  BibliotheksTerwaltuDgon  von  München  und  Heidelberg  das  MUnchener 
M&nuscript  zur  Einsicht  und  genauerem  Studium  vor,  wofUr  ich  den  ge- 
nannten Verwaltungen,  und  insbesondere  Herrn  Oberbibliothekar  Pi'ofeaBor 
Z&ngemeister,  meinen  innigsten  Dank  hiermit  ausspreche. 

Bei  der  Gelegenheit  möchte  ich  etwas  Näheres  über  das  Manuscript 
selbst  mittbeilen.  (Ich  bin  allerdings  nachträglich  von  Herrn  Dr.  Stein- 
schneider auf  seine  Beschreibung  im  Catalog  der  Münchener  H.-S.  8,  12 
anfmerksam  gemacht  worden;  da  es  mir  aber  leider  noch  nicht  möglich  war 
Vergleicha  annii stellen,  so  glaubte  ich  die  folgende  Beschreibung  dem  Leser 
nicht  vorenthalten  ku  dürfen,  weil  es  einerseits  behufs  der  Beurtheilung  der 
Zeit,  des  Ortes  und  Charakters  vielleicht  dienlich  sein  könnte,  diese  Beschrei- 
bimg im  Zusammenhange  mit  der  Schrift  vor  Äugen  zu  haben,  und  weil 
andrerseits  hier  sich  vielleicht  noch  manches  beacht«nEwerthe  Wort  für 
den  weitem  Forscher  vorfinden  könnte.) 

Das  Ganze  ist  eine  Sammlung  mehrerer  Handschriften,  die  ihrem  mehr 
oder  weniger  mathematischen  Inhalte  nach  einander  sehr  verwandt  sind. 
Die  Hauptwerke  darin  sind  eigentlich  von  einer  Hand  geschrieben  und  zwar 
in  Quadratscbrift;  dagegen  sind  einige  kleinere  Abhandlungen  in  sogenannter 
Raschi- Schrift,  eigentlich  Spanisch  -  Hebräische  •  Cnrsivschrift.  In  letzterer 
Schrift  sind  auch  mehrere  Bemerkungen,  Zusätze,  Erläuterungen  und  Anhänge 
zwischen  jene  grossem  Werke  eingeschoben.  Der  Anfang  fehlt,  trotzdem 
dasa  der  Einband  wie  der  Inhalt  verhältnissmässig  sehr  gut  erhalten  ist, 
Die  Ränder  derjenigen  Abhandlungen,  die  in  der  zweiten  Schrift  geschrieben 
sind,  tragen  vom  Buchbinder  zur  Hälfte  weggeschnittene  Aufschriften.  Eine 
Art  von  Titelblatt  findet  sich  nicht  am  Anfang  des  Ganzen,  aber  am  Ende 
desselben.  Vielleicht  ist  dieses  Titelblatt  nachträglich  vom  Bibliothekar 
bestellt  und  so  behandelt  worden,  als  hatte  man  es  mit  einer  Schrift  zu 
thun,  die  von  links  nach  rechts  gelesen  wird.  Eher  aber  möchte  ich  an- 
nehmen, daes  man  es  hier  mit  zwei  Büchern  zn  thun  hat,  die  später  zu- 
sammen gebimden  wurden.  Zu  einem  derselben  dürfte  vielleicht  alles  in 
Quadratscbrift  Geschriebene  gehören,  welches  grössere  Rßnder  hatte  und 
deslialb  verschont  blieb,  während  die  andern  Abhandlungen  im  Texte  von 
grösserem  Formate  waren  und  beim  Zusammenbinden  mehr  leiden  mnssten. 
Dadurch  wird  auch  erklärlich,  dass  onter  den  auf  dem  nachträglichen  Titel- 
blatte aufgezählten  Werken  manche  fehlen.  -Der  Inhalt  des  in  Quadrat- 
scbrift ausgeführten  Titelblattes  ist  folgender: 


tni-'Eon  ans:  12  nis«  tcBioiiEn  nto 
iw?  nurani  inaDiB  riByin  :nr3Pn  ar 
cibmuci«  -ns  :psn  mctt  nTbpsn  a-'isc 
11105»  pnnn  c«-^:iai«  "se  iBoa  ocn 
isiWD  13  nin:  ■':«  ■'"135  iiiub  5«  ■'lan 
i^ED  Tir-iB  br  par  p  min-'  -13 
bVs«  nman  p:«  3-3«  T"ia  inpryn  nBJtm 

Wörtlich:  DTiWI 

Das  Buch  der  Philosophie.  Darin  geschrieben:  das  ZShlen  (Aritb- 
metit,  gemeint  wahrscheinlich  die  von  Nikomachus,  vgl.  weiter  unten),  auch 
Astronomie,  und  Maasse  Merkabah  (^kabbalistische  Gottheitslehre),  itnd 
/,ehn  Bücher  des  Enklid  von  Erdmeseung  (wörtlich  Geometrie;  in 
liehen  hebrOischen  Schriften  nie  so  genannt,  sondern  Messkunst);  Arfttol 
Definition  der  Nomina  im  Buche  Utgi.  fQ(i7iveiKg;  übersetzt 
Arabischen  ins  Hehrltische  von  mir  Moses  ben  Samuel  hen  Tibbon  aas 
Granata  in  Spanien;  und  die  Debersetzung  war  beendigt  am  17ten 
6030  (1270). 

Bemerkenswerth    sind   dabei   zwei    Hauptpunkte:    a)   Das  ganxe   Ui 
Script   wird   zusammen   mit  einem   Namen   „das   Buch  der  Philoiiophie" 
nannt.     b)  Es  ist  aus  dem  Arabiachen  ins  Hebräische  übersetzt  von 
ben  Tibon  im  Jahre  1270  n.  Chr.') 

1)  Die  frenndliehe  Bemerkung  des  Herrn  Dr.  Steinschneider,  mit  der  e 
gefHUiger  DuTchBJcfat  dieaer  2^eilen  mich  brieflich  beehrte,  dasB  nämlich  die  Schlüi 
HUB  den  Ueberscbriften  in  den  Hanuicripten  vollkommen  verfehlt  wären,  da  did 
Bclbeu  TOD  nnwisBender  Hand  gemacht  Beien,  diese  Heinuug  kauD  ich  leider  n 
tbeilen.     Nach   meiner  uumaaBgebeDden  Ansicht   mxae  in   dem  vorliegendeii 
der  Schreiber  des  Titelblattes  eine  Qnelle  gehabt  haben,  ana  der  er  «agen  konnte}^ 
übereetit  durch  mich  lin  erster  Peraon)  Mohcb  u.  s.  w.,  und  dabei  Tag,  Monat,    | 
Jahr   und  Ort  der  Beendigung  der  LteberaetKung  angehen?     Ich  «age  ausdrücklieh 
Bet^udiguug   der   ganzen    UebereetEung   (wie   eii    hier  ansdräckUch    heiast),    da 
einzelne   dieier  UeberEetxungen  Angaben   von   anderem  Datum   und  Urt  enthaltet!, 
wie  e«  X.  B.  beim  Euklid  heisst  (in  dritter  Person),  Ueberaetzung  dea  groaion  Weiim  i 
UtMCB,  Sobn  des  Philotophen  der  Oott«8gelahrtheit,  Samuel  hen  Juda  ben  Saul  beS'j 
Tibbon;  er  überBctzle  ea  in  Montpellier.     Beim  Schlüsse  des  Euklid  findet  siehj 
aber  wörtlich  ,ieno  letzte  Phnvae  des  Titelblattes  vom  Ucberaetzcr  in  der  eraten  PersoDi    < 
dnTiii  imterHchroibt  uoch  der  Schreiber  wörtlich:  und  habe  es  geachrieben  ich  Mobm, 
Joiiah  Sohn  des  P»vid  den  Griechen  (?)  in  Konstantin  Opel  6240  (1480).    Dieses  ist 
ebenfalls  in  (JuadratBchrift    Alles  macht  auf  mich  mindeetens  den  Eindruck,  ola 
wären  die  andern  Schriften  ep&ter  mit  dem  Hauptwerke  zusammengebanden  worden. 
Jodeufalle  finde   ich,   daes  dem  historischen  Forscher,   für  den  diese  Arbeit  über- 
haupt alB  Material  zu  betrachten  sein  sollt«,  jenes  Titelblatt  nicht  gani  verschwiegen 
werden   dürfte.      Dem   Forscher    dient  manchmal  eine  geringfOgige  treue  Wiedef- 
gabe  der  ThaUache  tur  Entdeckung  wichtiger  Merkmale. 


DarauB  würde  inaii  im  ersten  AiigenMick  zu  entnelmieii  geneigt  sein, 
daES  auch  imeere  Schrift  aus  dem  Arabischen  übereet^t  sei;  aber  ein  solcher 
SchluHB  E teilt  eich  bei  nilherer  Eetrachtung  als  etwas  Übereilt  heraus. 
Zunächst  fehlt  unsere  Schritt  in  der  angeführten  Detaillirung  des  Inhaltes 
der  üebereetzung.  Auch  fehlt  nicht  sie  allein,  so  dass  die  Möglichkeit  der 
Annahme,  dass  sie  etwa  ihres  unbedeutenden  Rauminhaltes  wegen  es  nicht 
verdient  hätte  in  Reihe  der  viel  volurainöeern  Werke  gezahlt  zu  werden 
an 6ge schlössen  iet.  Es  fehlen  noch  manche  andere  Schriften,  die  in  demselben 
Mannscript  enthalten  sind.  Ich  will  hier  den  wirklichen  Inhalt  des  Manu- 
Bcrijjtes  kurz  angeben: 

1)  21Bin  nVTC,  Maasee  Cboscbeh,  Rechenkunst  (und  nicht  etwa: 
Kunstwerk,  wie  jemand  in  einer  Notiz  dort  glaubte),  enthaltend  eine  ziem- 
liche Zahlentheorie,  von  Rabbi  Levi  ben  Oersom.  Dieses  Werk  ist  ein  selb- 
ständiges und  hat  insofern  etwas  besonders  Interessantes  in  sich,  als  der 
Verfasser  bestrebt  ist  den  Rang  der  Ziffern  auch  ins  Hebrllische  einzuführen 
durch  Einführung  der  Null  unter  Beibehaltung  der  sonst  üblichen  Bezeich- 
nung der  ZifTem  durch  Buchstaben. 

2)  Uehersetzung  des  Euklid  aus  dem  Arabischen,  wobei  Vergleiche 
mit  einem  giiechischen  und  einum  lateinischen  Texte  am  Rande  sich  finden. 
Darin  finden  sich  Commentare  zu  einigen  Capiteln  derselben  von  Abunaäsar 
Alpharabi,  von  Mobaroed  ben  Mobamed  Alpharabi,  worin  die  Ansicht  des 
Jacob  ben  Mochir  angeführt  wird,  auch  dessen  Beweise,  und  Erläuterungen  z\i 
manchen  Figuren;  von  Abu  AR  Alhassan  ben  Alhassan,  von  Joseph  (wahr- 
scheinlich Joseph  ben  Isaak  Hajisraeli,  der  sehr  oft  in  dem  Manuscripte 
vorkommt). 

Letzterer  citirt  aus  türkischen  Werken  (bUTOB"'  ""ISO,  und  nicht  "'Siy 
wie  es  heisgen  würde  wenn  arabische  Schriften  gemeint  wären*)  den  Satz, 
dass  die  Höhe  im  rechtwinkligen  Dreieck,  auf  die  Hjpotenuse  gelallt,  die 
mittlere  Proportionale  sei  zwischen  beiden  Abschnitten  der  Ujpotenuse. 
(Es  sei  beilSufig  bemerkt,  dass  dieser  Satz  bei  Mohamed  ben  Musa  sich 
nicht  findet,  ebenso  nicht  bei  Alkarkhi  und  Beha-Bddin,  wie  auch  in  unserer 
Schrift;  in  letzterer  findet  sich  dagegen  allerdings  die  Aehnüchkeit  lieider 
durch  die  Höhe  entstandenen  rechtwinkligen  Dreiecke  zu  einander  und  zum 
ganzen  Dreiecke  Art.  IV,  b).  Vor  dein  14.  Cap.  heisstes:  hier  folgen  zwei 
Uapitel,  welche  zum  Euldid  passen  und  sind  von  Hypaikles.  Und  schliesst 
dieses  mit  der  Bemerkung,  es  sei  übersetzt  von  dem  grossen  Weisen  Moses 
ben  Samuel  ben  Jtida  ben  Sau]  ben  Tibon,  die  Uebersetzung  geschah  in 
Montpellier. 

3)  Zitrath  hooretz,  yittll  HIIX  von  Abraham  ben  Chlja  Hanassie, 
(mathematische  Geographie). 
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4)  Hakadur,  II^IDH  nCO  (Himmelglobus). 

5)  Ho^chod,  *infe(n  "l&D  von  Ibn  Esra.  (Eigenschaften  der  ersten 
zehn  Zahlen.) 

6)  unsere  Schrift,  ohne  üeberschrift.  Am  Ende  heisst  es:  hiermit 
schliesst  das  Capitel  und  mit  ihm  die  Mischnath  HammiddotL 

7)  Darauf  folgen  mehrere  Proportionen  und  Verhältnisse  des  ein-  und 
umgeschriebenen  Quadrates  und  Dreieckes  zu  den  Kreisen  u.  s.  w.,  ohne 
Angabe  des  Verfassers;  dann  ebenso  einige  algebraische  .Aufgaben. 

8)  Cheschbon  Hamahalachoth  niD^TOfl  'JlltDn  n&D  von  Abraham  ben 
Chija  Hanassie.     (Berechnimg  der  Planeten-Bewegungen.) 

9)  CoDGimentar  imd  Bemerkungen  zu  der  Arithmetik  von  Nikomachus 
von  einem  Schüler  des  Jacob  ben  Ischak  ben  Alzabah  Alcanari  und  Säube- 
rang  des  genannten  Buches  von-  der  fehlerhaffcen  Auffassung  des  Chabib 
ben  Bacharir  Al-nestor,  der  es  aus  dem  Syrischen  ins  Arabische  übersetzt 
hatte  für  den  berühmten  Himiam  Takad  ben  Alhassan.  (Hier  wird  wiederum 
Abu  Joseph  oft  citirt.) 

10)  Herstellung  einer  astronomischen  Tafel,  genannt  Zapichah,  von 
Abu  Ischak  ben  Alsarkalah.  Vollendet  durch  mich  Moses  ben  Jonah, 
Donnerstag  3.  lior,  17.  nach  dem  Paschah  Feste  5245  (1485).  Bemerkungen 
von  Comtina  über  die  Einrichtung  des  Instrumentes  (17.  Tebet  5223,  1462). 

11)  Aufsatz  über  Astronomie  von  Abraham  ben  Chija  Hanassie. 

12)  Einrichtung  der  Kupferinstrumente.  ntDnSH  "^^D  ^Ipri  HtO  Astro- 
nomische oder  astrologische  Instrumente.     (Comtina  in  dritter  Person«) 

13)  Ein  Werk  (die  üeberschrift  scheint  oben  abgeschnitten  zu  sein),') 
in  drei  Abtheihmgen:  Arithmetik,  Geometrie  und  Musik,  worin  die  ersten 
zwei  Theile  etwas  eingehend  behandelt  sind,  dagegen  ist  die  Musik  nur  er- 
wähnt. Uebrigens  sind  auch  die  ersten  mehr  beschrieben,  als  eigentlich 
behandelt.  (In  der  Geometrie  wäre  vielleicht  der  Satz  hervorzuheben,  dass 
die  Summe  der  Winkel  eines  w-Ecks,  2  (n  —  2)  R  beträgt,  was  übrigens 
nicht  als  Formel  angegeben,  sondern,  wie  natürlich  zu  erwarten  ist,  an  einigen 
Beispielen  nur  gezeigt  ist.  Dieser  Satz  findet  sich  weder  in  unserer  Schrift, 
noch  bei  Mohamed  ben  Musa,  noch  bei  Alkarkhi  oder  Beha- Eddin.  Bei  allen 
diesen  wird  mit  Winkeln  nicht  operirt,  höchstens  wird  bestimmt,  ob  sie 
recht,  spitz  oder  stumpf  sind,  und  zwar  auch  dieses  nicht  direct,  sondern 
durch   Anwendung  des  Pythagoräischen  Satzes  auf  die  Seiten,  und  also  als 

Kennzeichen  (r  -\-  h^  ^  c^-     Im   Uebrigen   scheint   der   Verfasser    sich    auf 

1)  Nach  Herrn  Steinschneider  sei  dieses  von  Abraham  ben  Chija.  Was  die 
Nummer  13  anstatt  16  betrifft,  so  kommt  das  daher,  dass  ich  kleine,  eingeschobene 
Anhänge  nicht  gezahlt  habe. 
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das  Werk  von  Nikomachas  zu  beziehen^  wie  das  die  Eintheilong  yerräth; 
allerdings  ist  der  Verfasser  bemüht,  die  Quelle  aller  dieser  Weisheiten  in 
Bezalel,  dem  Baumeister  der  Stiftshütte  in  der  Wüste,  (Exodus  XXXI,  1  —  6; 
s.  d.)  zu  finden^).  Das  Werk  hat  insofern  Interesse,  als  man  durch  das- 
selbe einen  ungeü&hren  üeberblick  über  den  verloren  gegangenen  geome- 
trischen Theil  des  Werkes  von  Nikomachus  bekommen  k^hmte. 

14)  Einige  Artikel  über  manche  Aristotelische  Definitionen  von  Abu 
Alkass  ben  Aderes.  Darin  sind  citirt  Abu  Akr  Alchaman  ben  Takr  Ibn 
Sina,  Abu  Alchananah  ben  Tolmeus,  Alraschid,  Abu  Alchananah  Joseph  ben 
Jech\ja  Hajisraeli  aus  dem  Abendlande.  Abuchmed  Algasali  Hamabo.  fe^DttH 
von  Ibn  Esra  (?). 

15)  Erläuterung  der  Himmelserscheinungen,  Auszug  aus  Ben  Baschid, 
von  Levi  ben  Gersom. 

16)  Wechsel  der  Blicke  D'^'OMn  t|lbn,  (optisches  Werk),  von  Euklid. 
Anfang:  Der  Verfasser  sagt,  da  ich  das  Buch,  das  meinen  Namen  trägt, 
13  Artikel  als  Vorbereitimg  zum  Abnagest,  vollendet  habe,  so  u.  s.  w. 

17)  Das  Buch  der  Spiegel  D'^fc^nttH  ICO,  von  Euklid. 

18)  Erläuterung  von  Rabbi  Simon  Mutut  über  Linien  die  sich  niemals 
treffen  (Asymptoten).  Ausführliche  Beweisführungen  über  die  Möglichkeit 
von  Asymptoten  überhaupt,  und  als  Beispiel  die  Asymptoten  der  Hyperbel. 

19)  Die  Messkunst,  nniatDtin  flÄDn  Xi^H  von  Levi  ben  Gersom. 
Hierauf  folgt  die  oben  erwähnte  Aufschrift.     Es  bleibt  also  in  Betreff 

imserer  Schrift  nicht  ganz  entschieden,  ob  sie  den  Uebersetzungen,  oder  der 
selbständigen  Verfassung,  wenn  auch  nach  vorliegenden  Modellen,  angehört, 
da  mehrere  Werke  und  Abhandlungen  von  beiderlei  Arten  in  demselben 
Manuscripte  zusammengeschrieben  sind,  und  zwar  alles  so  durcheinander, 
dass  dieselben  nach  dieser  Eintheilung  schwer  zu  trennen  sind.  Allerdings 
ist  es  bei  den  Uebersetzungen  ausdrücklich  gesagt,  das  sie  solche  seien, 
während  bei  den  selbständigen  Werken  ein  Stillschweigen  die  Selbständig- 
keit verstehen  lässt.  Da  imsere  Schrift  nun  unter  den  Uebersetzungen  nicht 
gezählt  ist,  so  bleibt  jedenfalls  die  Möglichkeit,  vielleicht  auch  die  Wahr- 
scheinlichkeit, sie  als  eine'  selbständige  Abhandlung  gelten  zu  lassen. 

IIL 

Wenden  wir  ims  nun  zu  der  Sprache  unserer  Schrift.  In  I.  erwähnte 
ich,  dass  die  Sprache  unserer  Schrift  auf  ein  früheres  Alter  derselben  ver- 
weise.     Dieses    muss   von    zwei  Standpunkten  betrachtet  werden:    nämlich 


1)  Dass  man  beim  Bau  der  Stiftehütte  wirklich  geometrische  Kenntnisse  anwandte, 
wie  z.  B.  EenntnisB  des  Pythagoräischen  Dreiecks,  siehe  weiter  unten  Art.  IV.  a,  'a. 
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von  Seiten  des  Stjles  und   von  Seiten   der  Terminologie,    ich    meine    der 
mathematischen  Terminologie. 

Was  erstere  betrifft,  so  ist  derselbe  unverkennbar  der  leibhaftige  Stjl 
der  Mischna!    Schon  der  Anfang: 

ü^^yi  nwitä  (Art.  I,  a):  In  vier  Wegen,  Arten, 
•jn  ibfc^l  (Art.  I,  a):  und  zwar 
ÜDH  nt  (Art  I,  a):  die  Regel  ist. 

und  so  geht  es  fort: 

!-n  nr  ?fcrn  ^ir^e  (Art.  I,  b):  was  ist  —  ?  das  was  — ! 

"lttfe(3tD  (Art.   I,    b);    es    heisst;    und  nicht  das   später   ge- 
bräuchlichere   Aramäische    D'^fiD*!,    von    derselben 
Bedeutimg.     nffWail   fc^*^n   IttSy  aiini  als  Refrain 
zum  Schlüsse  von  b,  c,  d,  h.    Ich  lege  auf  diese 
Stellen  um   so  mehr  Gewicht,  da  aUe  diese  Para- 
graphen sich  bei  Mohamed  ben  Musa  nicht  finden. 
nS^^D  Wie  so? 
inttfe(  nD3  es  ist  schon  gesagt,  (in  der  3.  Person  Pluralis;  sie 
(die  Weisen)  haben  schon  gesagt). 
nblTI  non  nViyi  non  (Art.  n,  k);  nimmt  immer  mehr  und  mehr  ab. 

*1*lttbfi  JlÄ  (Art.  V,  c);  warum  heisst  es  mm?  eigentlich,  was 

lernst  3u  aus  — 
TIÄWD  *^tb  (Art.  V,  c);  weil  man  sagte.  • 

'10  bO  bbOT\  nr  (Art.  V,  d);  die  Regel  ist,  alles  was  — 
in^^a  D'^in  'y  (Art.  V,  d);  drei  Dinge  sagt  man;   eigentlich:   drei 

Fälle  sind  zu  unterscheiden. 


ID^D  yon^  (Art.  IV,  b) 


'1D  nnbni  (Art.  v,  b) 

•p^n  by  n:ip.:n  (Art.  v,  c) 

itsifc^  «in  *^nn  (Art.  v,  c) 

nnisb  fc^n  (Art.  V,  c) 


der   rechne   nur   fort   nach  seiner  Art. 


mit  der  Bedingung,  dass   — 
welche  liegt  auf  dem  Boden; 
heisst  es  ja; 
80  hast  du  gelernt  u.  s.  w.  *). 

Was  die  wissenschaftliche  Terminologie  betrifft,  so  ist  bemerkbar,  dass 
die  technischen  Ausdrücke  älter  sind,  als  die  in  der  arabisch -hebräischen 
wissenschaftlichen  Literatur  geläufigen,  z.  B.  bei  Abraham  ben  Chija  Hanassie, 
Maimonides,  l])n  Esra,  Ben  Gersom,  ben  Tibon  u.  s.  w.  So  zum  Beispiel 
findet  man  in  unserer  Schrift  nicht  die  wörtlich  aus  dem  Arabischen  ne- 
nommenen  Ausdrücke  1?p,  Durchmesser,  PillMP  im  Sinne  von  Flächen- 
inhalt  (^-yy^)    auch    Körperinhalt    mtrir    für    Basis,    ^irc     ^^^Jwi    für 

1)  llerr  Steinschneider  macht  noch  auf  „Siiün'i  k::  ^b-^Ki  "iHD^:"  aufmerksam; 
eine  Phrase,  die  in  Jezira  auch  vorkommt. 


Rhombus,  vergl.  IIT,  1  mit  Mb.U;  sondern  die  spHter  in  dieeem  Sinne 
nicht  vorkommenden  Qin,  Faden,  Jin^TBlS  AuBmessung,  arab.  y -4ai.-  n  und 
jA*.Ja  was  wohl  zu  beachten  [Marre'e  Bemerkung  über  das  erstero 
(8,  6  Äninm erkling)  und  Zeile  2  „superficie"  sind  ungenau  vmd  wider- 
Bprechend,  St.];  ysp,  qiD  Grund -Endfläche  für  Basis. 

Ebenso  ist  auffallend  die  weibliche  Form  fllr  Viereck,  Dreieck,  Kreis 
und  Bogen,  was  die  Ergänzwng  von  mil  Figur  voi-auesetit ').  Ebenso 
findet  sich  hier  nicht  das  später  sehr  gelSuSge  ÜTDi  fttr  Kärper,  und  ist 
dafttr  das  später  in  diesem  Sinne  sehr  seltene  I]13.  Für  Multipüciron 
finden  wir  hier  9^S,  während  spater  3C3  (ditpliciren)  gebräuchlich  ist; 
(wegen  des  3  siehe  NB.  zum  Schlüsse  des  Vorwortes).') 

Dieses  würde,  wenn  unsere  Schrift  überhaupt  echt  ist,  dafQr  sprechen, 
dass  sie  mindestens  älter  als  die  arabisch -hebriiische  Periode  ist.  pjnter 
einer  solchen  Periode  verstehe  ich  die  Zeit  von  etwa  740—1200.) 

IV. 

Die  Aehnlichkeit  unserer  Schrill  mit  der  ältesten  arabischen  Geometrie 
ist  ungeheuer  gross.  Es  lagen  mir  bei  dieser  Arbeit  drei  Werke  von  dieser 
Art  vor.  Erstens  Mohamed  hen  Musa  (Alkharizmy)  in  zwei  Debersetmangen, 
einer  englischen,  umfassend  die  Algebra  und  die  Geometrie,  von  Frederic 
Rosen,  London  1831,  und  einer  französischen,  nur  die  Geometrie  enthaltend, 
von  Aristide  Marre,  Bonie  1866.  Die  Ausgabe  von  Rosen  enthältr  auch 
den  arabischen  Text,  der  mir  leider  unzugänglich  ist;  wohl  aber  machte 
mir  die  gütige  Gefälligkeit  des  berühmten  Orientalisten  Herrn  Prof.  Merx, 
dem  ich  hiermit  meinen  innigsten  Dank  ausspreche,  es  miiglicb,  einen  Blick 


1)  In  Verbindung  mit  twz  tindel  man  allerdings  diese  Form  bei  Jebuda  ibn 
Tibbon  iu  der  Ueliereetznng  von  Saodia,  woiauf  Herr  Steinschneider  auch  verweiBt. 

2)  Besondere  f^Ut  ins  Auge,  dass  hier  zwei  Termini  gänzlich  fehlen:  1)  Paral- 
lelität, was  hier  sowohl  wie  bei  M.  b.  H.  durch  Worte  auBgedrückt  ist,  die 
nicht  ganz  deutlich  sind  ,  und  etwa  „gleich,  gerade,  paseend"  Ueisson,  so  dass  die 
Ueberactzer  von  M.  b.  M.  es  verschieden  auffassen  i,vgl.  Art,  II,  f,  Nota  IS),  während 
später  das  Wort  „^''3pa"  für  „parallel"  Sübr  geläuflg  ist,  ja  sogar  in  den  andern 
Werken  desselben  ManOBcriptes  sehr  oft  vorkommt.  2)  „Diagonale"  ist  hier 
durch  umstindJiche  Beschreibung  erklart,  z,  B.  der  Fttdeu,  der  durchschneidet  von 
Winkel  zu  Winkel,  von  Kcke  zu  Ecke  nnd  der  der  alleriängste  ist  im  üag"  (Art, 
I,  b).  E»  wäre  ein  Irrthnm,  Wenn  man  glanben  wollte,  der  Terminus  sei  hier  Oin 
Faden  nnd  das  Uebrige  nur  eine  iu  der  Einleitnng  gegebene  Definition  desselben: 
da  dasselbe  Wort  auch  anderweitig  gebmucht  ist  (Art,  I,  g.  u,  a,  m.),  und  muss 
jedesmal  erklart  wenden;  „Faden  von  Ecke  tu  Ecke".  Später  ist  aber  „iim!ik" 
von  lo^iv  =■  10Di>  dafür  gebräuchlich.  Das  Wort  kommt  im  Talmud  oft  vor,  ist  in 
der  Hischna  aber,  soviel  ich  mich  erinaem  kann,  noch  nicht  gebraucht. 
(DsMolbe  kommt  anch  in  Jczira  vor  nnd  beisat  auch  oft  Hypotenuse.) 


I 


das  W«^^| 
von  Pnfi^^l 


aber  maniclie  kritische  Stellen  zu  beioiumen.     Zweitene  lag  mir  d 
eben  TOD  Uoliamed   ben   Alhusein   Älkarkhi   vor,   heranGgegebea 
Uochheim,  Halle  1877/SO,  deutsch;  and  drittenE,  ebenfatle  deutsch,  Eesenx 
der  Rechenkunst  von  Beba-Gddin,  herausgegeben  von  Nesselmann,  Berlin  1843. 

Auf  die  Vei'wandtachaft.  dieser  drei  arabisohen  Schriften  in  Betreff  der 
Geometrie  unter  einander  will  ich  hier  nicht  eingehen,  da  dioBee  bereits 
zur  GenDge  klar  gelegt  ist.  Was  die  Verwandtschaft  unserer  Schrift  mit 
diesen  arabischen  dagegen  betrifft,  so  glaube  ich  zwar  an  den  betreffenden 
Stellen  hinreichend  aufmerkGam  gemacht  zu  haben,  indeiJB  möchte  ich  hier 
noch  hervorheben,  dass  ea  auf  mich  den  allgemeinen  Eindruck  macht,  als 
hätten,  erEtenä  sowohl  Mohamed  ben  Mnea,  wie  der  Verfasaer  unserer 
Schrift  eine  und  dieselbe  Vorlage,  die  jeder  von  ihnen  nach  seiner 
Art  behandelte.  Dass  zweitens  diese  gemeinschaftliche  Vorlage  keinen 
theoretischen,  sondern  rein  praktischen  Charakter  gehabt  lu  haben  scheint: 
es  mag  eine  Art  Sammlung  von  Resultaten  geometrischer  Sätze,  die  dem 
Praktiker,  vielleicht  dem  Beamten  oder  Richter,  zum  Handbuch  wenn  nicht 
zum  Codex  dienen  sollte,  gewesen  sein.  Drittens  scheint  dieses  Handbuch 
sehr  alten  Ursprungs  imd  wahrscheinlich  bei  verschiedenen  Nationen,  in  ver- 
schiedenen Ländera,  in  verschiedenen  Abschriften,  zuweilen  auch  in  verschie- 
denen, mehr  oder  minder  selbständigen  Bearbeitungen  vorhanden  gewesen  zu 
sein.  Viertens  scheint  die  Abschrift,  die  Mohamed  ben  Musa  vor  sich  hattsi, 
mehr. Indisches  angenommen  zu  haben,  wie  z.  B.  die  Bestimmung  des  Fass- 
|iunktes  durch  reine  Algebra  (Mohamed  ben  Musa  schrieb  ja  auch  eine 
Algebra).  Unsere  Schrift  enthält  auch  nicht  eine  Spur  von  Algebra, 
dagegen  bat  sie  manches  Griechiische  hinzugefügt,  wie  z,  B.  die  Heroniscbe 
Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ausgedruckt  durch  die  Seiten 
desselben,  die  bü  M.  b.  M.  nicht  vorbanden  ist,  obwohl  er  dieselben  Zahlen  13, 
14,  15  für  die  Seiten  des  Dreiecks,  die  dort  zu  jener  Formel  gebraucht 
sind,  ebenfalls  benutzt.  Alkarkbi  und  Beha-Eddin,  die  offenbar  nach  M.  b.  M. 
gearbeitet  haben,  geben  auch  die  Heronische  Formel  zimi  Besten,  üebrigene 
haben  diese  beiden  Araber  schon  viel  mehr  aus  dem  Griechischen,  woninter 
am  wichtigsten  die  Beweise  der  geometrischen  Sätze  sind,  die  sowohl  bei 
M.  b.  M.  wie  auch  in  unserer  Schrift  nicht  gegeben  werden.  Fünftens 
scheinen  in  unserer  Schrift  Commentarien  und  Zusätze  split«rer  Zeit  sich 
vorzufinden,  wie  z.  B.  diu  Winke  der  Verwandlung  der  Brüche  in  Oecimal- 
brllche,  was  bei  M.  b.  M.  sich  nicht  lindet  und  worauf  ich  seinei  Ortes 
aufmerksam  geniacht  habe. 

Endlich  sei  noch  erwithnt,  Aase  unsere  Schrift  eine  Einleitimg  an  ihrem 
Anlange   und    ein  paar  SStze  Ober  die  Kugel  im  letxten  Kapitel  hat, 
bei  M.  b.  M.  nicht  vorhanden  ist. 


—     13    — 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  zur  Entschuldigung  etwa  nicht  ge- 
nügender Berücksichtigung  mancher  Seite  der  berührten  Frage  erwähnen, 
dass  die  Beschäftigung  mit  dogmatischer  Mathematik,  die  zur  Zeit  meine 
Hauptaufgabe  bildet,  mir  es  leider  unmöglich  macht,  dem  gegenwärtigen 
Gebiete,  auf  das  ich  von  meinem  hochverehrten  Lehrer  Herrn  Prof.  M.  Cantor 
erst  neu  eingeführt  bin,  vorläufig  die  nöthige  ernste  Hingebung  nach  meinem 
Wunsche  zu  widmen;  vielleicht  wird  es  mir  noch  vergönnt  sein,  darauf 
später  einmal  zurückzukommen,  wogegen  ich  vorläufig  mich  begnügen  muss, 
gütigen  Zurechtweisungen  der  Meister  vom  Fache  mit  Dank  und  Ergeben- 
heit entgegenzusehen. 

Heidelberg,  im  November  1879. 

Der  Uebersetzer. 


NB.  Dass  ich  bestrebt  war,  die  üebersetzimg  möglichst  wörtlich  zu 
halten  und  zwar  auch  da,  wo  die  deutschen  Termini  abweichend  sind,  wird 
mir  der  Leser  gütigst  verzeihen.  Wenn  ich  oft  mit  dem  Inhalte  etwas 
freier  umging,  wo  es  der  richtige  Sinn  mibedingt  verlangte,  so  habe  ich 
dagegen  die  Form  der  Worttreue  geopfert.  Ich  glaubte  nämlich,  dass  gerade 
solche  Momente  dem  Historiker  dienlich  sein  können.  Wenn  ich  z.  B.  hier 
durchgängig  multipliciren  in  (anstatt  mit)  wörtlich  wiedergebe,  so  sei  das  ein 
Wink,  dass  dieses  auf  eine  Verwandtschaft  mit  .dem  Arabischen  hinweist. 
Wenn  ich  nicht  irre,  schwankt  ursprünglich  auch  im  Deutschen  beim  Mul- 
tipliciren und  Dividiren  der  feste  Ausdruck  dafür;  es  heisst  bald  mal,  bald 
durch,  und  bald  in.  Dies  wird  auch  im  Deutschen  von  der  Verschiedenheit 
der  Quellen  der  ersten  deutschen  Mathematiker  herrühren.  Weist  doch 
Drobisch  nach,  dass  Johannes  Widmann  vonEger  1489  arabische  und  römische 
Quellen  benutzte,  ersteres  beweist  der  Gebrauch  von  Helmüajm  =  Elmeüian 
(„l'^^lina"  in  der  arabisch -hebräischen  Literatur)  für  Rhombus. 


Art')L 

.    .  ft)  Am  ntrVarmeai  (t»T|  wiMtWaga,  Atttn)  bM4dita»a (liili 

Iftm^iMl,  iiml  swir:  dem  Vieredte,  dam  Dnieeke,  demKrniB,  ilmi  TTubm 
utigea  O^ar  Halbkreis).  Dis  Beg«l  irt:  Du  Zweite  (dM,i:taiMk)  M 
du  HUfte  des  BMen  (des  'nereelu),  und  dM  ^nte  (BogeMrtige)  ärt 
die  Hüfte  dee  Dritten  (dea  Emaea):  AUa  flbi^aii  (J^onrnp)  «d  mit 
eiuuidar  Tarfloobtan  wie  dar  OOrtel  (iro,  fllr  "UV  fimw«)  mtt  dani 
Schenkelband  ir.-'-ina,  nach  St,  für  mman  im  Cod.).") 

b)  Daa  Viereck  igt  aus  dr«  Oeeiehtqriuikteit  (la  bttnditea):  Beito, 
?aden  ( Diagonale  |  und  Gag,  M,  Hast:  Dach;  hiw:  Sbeae,  Obartltha; 
FlScheuinhaU).^) 

Seite  heiast,  was  die  Seiten  dea  Qtg  bUt  (Mumacbt);  ea  heuit. 
„viereckig  sei  der  Altar  (OpferBtttta)".*) 

Faden,  der  durvliEwhaeidet ^  Too  Winkel  ni  ^nkal,  rtm  Hake  nr 
Ecke,  und  ist  der  aUergri'isste  in  der  Llnga  dea  Gag;  nnd  dar 

Gag  selbst  ist  die  M'schicha,  (ntrVB,  Spannniv,  Aoadahntuig,  Manaimg, 
ÄusmesEung;  hier  Flücheninhalt;  ea  wild  wohl  nicht  entgehen,  daas  dieaee 
fast  identisch  mit  dem  arabiachen  Mesefthat,  bei  Hohamed  ben  Hnaa.*) 


1)  p*i&  gebiftachlioh  in  der  Hiichna,  wOrtlich  articnliUL 

8)  Uebet  dieaes  Wort  s.  Lerj'a  Nenhebr.  n.  ohald.  Worterbnoli  n-^y^J)  I,  267, 
S88.  Eine  firlSatemiig  dieaea  orientaliBehen  Bilde«  gshOrt  nicht  hierher,  jedoch 
ist  ea  wegen  de*  Vaterlandei  der  Schrift  bearchtenawertli. 

5)  Herr  Prol  Cantor  macht  hier  anftnerkeam  anf  das  griechiache  niy^  Daah, 
and  bei  der  Pyimmide  exif^  t^s  wtgapUot,  bei  Heron,  Über  Geeponicoa,  Cvp.  7S 
(ed.  Holtach  S.  SIT). 

4)  Esodiu  S7,  1.  D(Ht  heisit  ei;  fOnf  Ellen  aeine  Lbnge,  fünf  seine  Breitej 
viereckig  loll  dar  Altar  aein,  und  drei  Ellen  seine  HShe.  Die  betreffenden  Seitan- 
Uohen  sind  alio  Qnadrate  reap.  Kechtecke  nnd  werden  dennoch  schlechtweg 
»131  Tiereckig  genannt;  nnd  deahalb  iet  wahrscheinlich  dieee  Stelle  hier  dtiit 
worden. 

6}  p^Dvn  wOrtUeh:  „trennt",  vielleicht  n  ergftnzen:  „die  Flßche",  d.  h.  er 
theilt  sie  (St).  Dieaer  Anadmck  fQr  das  Durchacfaneiden  der  Diagonale  ist  nicht 
vereinult;  vgl.  dieaen  Art.,  Satz  gj  Art.  ID.  d,  e.  Die  Correctnr  p^inisn,  pirran 
»cheint  onnOUüg. 

6)  ».  St.  8.  IV.  A.  4. 
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c)  Das  Dreieck  —  aus  vier  Gesichtspunkten:  dem  Schenkelpaare  ^),  der 
Basis,  der  Höhe,  des  Gag. 

Das  Schenkelpaar,  das  sind  die  zwei  Fäden  (D'^DItra  wörtlich  Ge- 
dehnten). Rechts  und  [Links]  ^);  es  heisst:  „denn  nach  Rechts  und  Links 
wirst  du  dich  erstrecken".*) 

Die  Basis,  das,  worauf  das ' Schenkelpaar  (basirt)  befestigt  ist;  es 
heisst:  (die  Säulen),  auf  denen  das  Haus  feststeht"/) 

Die  Höhe^)  ist  der  Faden,  der  im  Allgemeinen^)  aus  dem  Schenkel- 
paardurchschnitt auf  die  Basis  fällt  und  (da)  einen  Winkel  bildet,  „zu  den 
Winkeln  des  Stiftszeltes"  ;^)  und  der  Gag  selbst  ist  die  M'schicha. 

d)  Der  Kreis  —  aus  drei  Gesichtspunkten:  Umfang,  Faden  (Durch- 
messer) und  Gag. 

Umfang  ist  die  Schnur  (lp,  Linie)  die  den  Kreis  umringt;  denn  es 
heisst:  „und  eine  Schnur  von  30  Ellen  umringt  es  ringsherum".®) 

Faden  ist,  der  vom  Rande  zum  Rande  gezogene;  es  heisst:  „von 
seinem  Rande  zu  seinem  [anderen]  Rande" ;^)  und  der  Gag  selbst  ist  die 
M'schicha. 

e)  Das  Bogenartige,  —  aus  vier  Gesichtspunkten:  Bogen,  Sehne,  Pfeil 
und  Gag. 


1)  In  der  Handschrift:  ^bXM  '^Wlj  also  ganz  einfach;  in  der  gedruckteD  Aus- 
gabe (Berlin  1864)  hat  sich  ein  Schreib-  oder  Druckfehler  eingeschlichen  {:ph:i1  "^^lOI) 
und  gab  Veranlassung  zu  einem  (sie).  (Correcter  wäre  [wie  gleich  daraut]  ni^bxn  '^^vi ; 
doch  ist  der  Singular  vielleicht  nach  Analogie  von  Maassbezeichnungen  zu  er- 
klären, wie  zweiFuss  u.  dgl.  Bemerkung  des  Herrn  Dr.  Steinschneider).  Dem  gegen- 
über muss  ich  hinzufügen,  dass  hier  9^ätrr^3\^  „Schenkelpaar",  in  der  Analogie 
von  ihttJ^jjnnöb^  aufzufassen  sei  und  von  ni"  G'^sbai  *^W  „zwei  Schenkeln"  wohl 
zu  unterRcheiden.  Der  Ausdruck  5bs  ''ao  kommt  hier  öfter  vor:  I,  c.  „ht"  5bai  "^atö; 
III,  c.  5bai  "^awa. 

2)  yy^  V'^'^i  ^BO  eine  Anspielung  auf  I.  EOn.  7,  21.  Dort  ist  allerdings 
'py^  nicht  die  zweite,  linke  Säule;  sondern  die  rechte  Säule  selbst  wurde  "p::*^ 
genannt! 

3)  (Jesaia  LIV,.  9).  Im  vorhergehenden  Verse  ist  dort  von  der  Verlängerung 
der  Seile  bei  der  Spannung  des  Zeltes  die  Rede. 

4)  Richter  XVI,  26,  29. 

6)  Bald:  ^1739,  Säule;  bald  ^'Q^:P  aufrechtetehender^  Senkrechte;  bald  auch  n'Q'',pf 
Höhe,  s.  unten  Anm.  17. 

6)  bbiDM  ics/^n,  hier  vielleicht,  um  auszudrücken,  dass  es  Fälle  gibt,  wo  die 
Senkrechte  ausserhalb  der  Schenkel,  oder  auch  in  einen  der  Schenkel  selbst  fdllt. 

7)  Exodus  XXVI,  23.  Dort  soll  der  Winkel  ein  rechter  sein,  obwohl  es 
schlechtweg  Winkel  (oder  Ecke)  heisst;  und  deshalb  wird  wohl  jene  Stelle  hiei 
angeführt. 

8)  I.  Kön.  VII,  23. 

9)  Ibid. 
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i)  Du    igt    die  Regel:  Ein  Halb   auf  ein  Halb  gibt  die  Rlltfte  • 
Halben,   und    ein  Drittel   auf  ein   Drittel   den   dritten')  Theil  des  Dritt 
und  Bo  ein  Halb  anf  ein  Drittel  die  Hälfte  des  Drittele;  und  so  ein  Viert 
&nf  ein  Drittel   den  vierten  Theil  des  Drittele.     Ebenso   in  allen  äbtUichei 
FUlen,  bei  gleichen  und  ungleichen, 

Art.  n.*) 
a)   Wer  viereckige   Felder^)   messen   will,   60   gleiche    (an    Ltlnge    unfl 

wird  es  möglich,  alle  Rcchnimgeo  mit  Brüchen  wie  mit  gunien  Zahlen  anainfflhren; 
nur  daa»  man  ( in  moderner  Sprache)  die  Bestimmung  der  DetimalBl.ellen  tn  beocbteo  bat. 

1)  Herr  Steinschneider  corrigirt  mit  Recht  C*^B  aostatt  "xn,  welche«  «icb 
wabracheiclich  aus  dem  Dilch<<tcn  Satze  beim  Abschreiben  irrthflmlich  eioge schlichen, 
wie  es  in  diesem  ManoEcript  oft  der  Fall  ist,  AnfFallend  ist,  dass  gerade  an  dieaer 
Stelle  anch  die  Schrift  de9  Mohamed  ben  Muea  den  UeberBetzem  Anlaaa  lu  rec- 
BChiedener  An^aBBODg  gegeben  hat:  in  der  englischen  Uebenetiucg  heisat  ee  „two 
thirda  by  a  half,  während  in  der  franzCaiscben  „un  demi  tiers  par  an  demi  tiers". 
Siehe  die  betreffende  Anmerkung  in  der  franzOBiachen  Auigabe  Seite  4.  Das 
System  TOD  J,  {,  i,  \,  welches  auf  diese  Weifle  bei  Hohamed  ben  Musa  sich  heraoB- 
stellt,  trifi^  in  der  voriiegenden  hebrBischen  Schrift  nicht  zn.  Hier  wird  dieser 
Gegenstand  in  drei  g§  getheilt:  in  g)  bei  der  geometrischen  Zerlc^ng  der 
Fläche  durch  Linien  sind  die  Ziffern  \,  J,  J  genommen;  in  h)  vor  dem  Zahlen- 
beiapiel  (das  bei  Mohnmed  ben  Uusa  nicht  vorkommt  nnd  dos  da/.n  angethan  Lat, 
die  Verwandlung  »on  Brüchen  in  Deaimalhtfiche  zn  lehren!  kommt  \  und  J  vor; 
nnd  in  i)  werden  },  j,  l  bei  der  Behandlung  einer  gan>  neuen  Frage  ^die  bei 
Uobamed  ben  Mnea  für  Brüche  unberührt  geblieben),  nUmlich  da«  Prodoct  un- 
gleicher Factoren  oder  Rechtecke  ^  -  ^  oder  J  -  i  ,  •  ,  gebraucht 

21  Nachdem  in  Art.  L  die  vier  QruodtigurcD :  Viereck,  Dreieck,  Ereia  nnd 
Bogen  nnd  die  Hanptbestandtheile  derselben  der  Reihe  nach  in  den  %%  a  bis  e 
definirt  sind,  nnd  in  den  folgenden  f  bis  i  der  Flächeninhalt  eine  Einheit  bekomnt 
für  gance  nnd  gebrochene  Zahlen,  ond  die  Mulüplicalion  der  FI5chenbeBtimnnijig 
Für  gleiche  nnd  ungleiche  Factoren  dorchgeführt  wird,  f5ngt  mit  Art,  II.  die  eigent- 
liche Behandlung  jener  Figuren  an,  der  obigen  Reihe  nach  in  den  $S  a  bis  d. 
Von  e  bia  m  handelt  ce  sieh  um  Stereometrie,  nnd  zwar  wird  der  KOrperinhalt  bestimmt 
für  das  Prisma,  den  Cyliuder,  die  Pyramide  und  den  Kegelj  für  die  Halbkugel 
(was  sich  bei  Mohamed  ben  Musa  nicbt  Sndet),  dann  für  die  abgestnmpfle  P; 
mide  nnd  den  abgestnmptten  Kegel, 

3)  r-ntn  die  Felder,  so  iat  es  in  der  Handschrift,  und  nicht  ri"ran  die  Mi 
wie  in  der  Ausgabe,  [Felder  ist  offenbar  talsch  conjicirt,  ee  ist  fast  nirgendi 
concrcten  Dingen  die  Rede!  Steinschneider]  Leider  kann  ich  dieses  nicht 
geben.  Zunächst  conjicire  ich  hier  nicht,  sondern  befürworte  im  G^entheil  die 
Lesart  nticn,  wie  sie  aich  im  Haunscripte  vorfindet,  im  Uehrigen  bin 
ich  der  Ansicht,  dasa  hier  sehr  häufig,  ja  in  diesem  Kapitel  sogar  vorwiegend  voa 
concteten  Dingen  die  Rede  ist:  vgl,  Piz'Ft:  •^2■^  ^!«  inn  „Hügel"  oder  „gM' 
wölbter  Gegenatand";  ITIJPn,  seine  „Wände";  — 15.  „Ball";  i.  t.i:3,  „Slole"  ei«J 
Besondere  kommt  auch  V,  c.  anaaer  mi^3,  nisips,  ="5"  „Meere",  „Bäder",  „Bninn«tft| 
noch  auch  dns  Wort,  „nie"  Feld  selbst  vor.     Bei  der  Gelegenheit  ist  zu  bemerken^J 
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auf  ein  Drittel  und  ein  Fünftel  in  ein  Fünftel;  wie  bei  gleicher  [Länge 
und  Breite],  so  aucli  bei  ungleicher.  Von  da  ab  und  weiter  rechne  bo  fort 
nach  demselben  Maasse  abwSrtB. 

h)  Man  bat  schon  gesagt  (in  der  vorigen  Mtschna):  ein  Halb  anf  ein 
Halb  ist  ein  Viertel,  imd  so  ein  Drittel  auf  ein  Drittel  ist  ein  Neuntel'); 
wie  in  diesen,  so  in  allen  iihnlichen  PilUen;  man  zülilt  (reehnetj  es  bei 
gleichen  und  bei  ungleichen:  KinS3«(':')*) 

So  zählst  du:  zehn  auf  zelm^)  sind  hundert,  die  HSlfte  von  zehn  int  ftlnf, 
fünf  mal  fünf  gibt  25  und  das  ist  ein  Viertel  von  hunde'rt*),  und  die  Zehn  steht 
als  Eins,  und  die  Hundert  als  Zehn,  und  die  Tausend  als  Hundert.  Von  da  ab 
rechne  so  fort  mit  Brüchen  nach  Maass  der  Einheiten;  aber  bei  den  Einheiten 
nimmt  es  zu  und  bei  den  kleinem  (ale  die  Einheit)  nimmt  es  ab.') 


I 


zu  leeen,  dann  wäre  nämlich  jene  Miscbna  in  drei  Theile  zu  theilen:  1.  HSlin 
53Tnnn  na  r\K  nioi,  Ausmessung  einer  SeitenflSche  des  Parallelepipedonii  durch 
MultipHcation  »on  Lauge  und  Breite.  3.  B^3B  lat'  yix>z  Sin,  Ob  erflache  nbeBtimmung 
durch  Addition  (ZnaamnioDzahleni  der  secba  Grundflachen.  3.  ani  "[in:  •^1J(  Cjm« 
P^än  *]iri3,  Bestimmung  dea  KOrperinhalta. 

1)  Das  Woit  s^n^  allein  faeisst  hier:  ein  Neuntel,  wie  das  Wort  »"^o  ein 
Viertel  beiagt;  und  däa  *rfs  'fDliai  ina  ist  offenbar  auaammen gehörend  aufzufassen, 
wie  obeu  überBetst.  Diese  Construction  wiederholt  sich  hier  und  Im  Talmud  über- 
haupt sehr  oft.  Herr  Steinschneider  S.  IV,  fasat  "jn^  ^TC  zusammen,  er  las  es  aUo 
wahrscheinlich  T^Tiia.  An  dieser  Stelle  wilre  es  gelegentlich  zu  bemerken,  dasa 
im  Bebiüiacben  für  Stammbrüche  (und  nur  für  solche)  nur  bis  Zehntel  die  weib- 
liche Form  n-'T'tas,  nT^n,  rr'mt!,  p-'T-db,  n-'Cir,  n-'cnn,  s^z-.,  tr^,  nsna  '/„ 
Vii  Yn  V»>  'iv  Vti  Va.  V»  ViD  "<!''  vorfindet,  auch  im  plur.  lijT'IÜan  m'^l'^lÜS,  etc. 
Sonst  helsst  es  Q^ISQQ  TIN,  eins  Ton  sechzig,  anatatt  ein  Sechzigstel  etc. 

2)  Wenn  kein  noch  zu  errathender  Schreibfehler  vorliegt,  so  echeiot  dieses 
Wort  nicht  hebräischen  Ursprange  zu  sein.  Herr  Prof.  Cantor  macht  auf  das 
indische  Wort  ^(M||^  für  MultipUcation  ans  dem  ))  „sein"  aufmerksam.  Der 
Sinn  ist  jedenfalls  offenbar  der,  dass  man  immer  die  beiden  Dimensionen  (Lunge  und 
Breite)  als  Zahlen- Facto ren  zu  behandeln  hat,  gleichviel  ob  dieselben  als  Vielfache 
einer  ganzen  Einheit  oder  al«  Theile  einer  solchen  auftreten;  im  ersten  Pallc  kommt 
als  PlBchcninhalt  das  Product  dividirt  durch  die  Einheit  und  tm  zweiten  Falle  dec 
reciproke  Werth.  [Dos  Wort  C*^N  , Jedoch"  habe  ich  schon  beanstandet,  es  scheint  ' 
Uberflassig;  vielleii^t  '^b^!t^  'tcsn  „und  so  weiter"  wie  im  forherge Lenden  g?  K'nK  sk 
ist  sicher  kein  Fremdwort)  vielleicht  Tim33M  d.  h.  1—7,  ursprüngLch  1—9.  Dann 
schliesst  sich  sehr  gut  daran  die  Berechnung  von  10,     Steiuschneiderj  (?). 

3)  Man  beachte  die  Ausdrücke  h^  und  *^iri3,  auf  und  in  beim  Uultipliciren, 
und  den  Ausdruck  D'src  oder  c;c,  mal^  man  pSegt  sonst  erstere  Ausdnlcke  bei 
Fl&chen  aud  Enbikinhalt  uud  letztere  bei  Zahlen  zu  gebrauchen,  [Nti,  ^9  T{t3 
oder  ^ina  ».  meine  Einleitimg  8.  IV,    Steinschneider.] 

4)  Modem  gesprochen  Vi  ="  Vio  =  '^fii  Vi  =  "/loo  =  0,sfi;  also  Verwandlung 
der  Brüche  in  DezimalbrQche !  l    S.  pag.  S9,  4. 

6)  D,  h.  sobald  die  Verwandlung  der  Brüche  in  Dezi nialbrü che  ermöglicht  ist, 


(Durchmesser)    in    eich    selbst,   und   werfe    (sabtrahire  *P'Vn)   davon 
Siebentel    itud    ein   halbes  Siebentel  ab,   der  Rest')   ist   die  H'echichalL' 
Z.  B.   ein  Faden   dehne   sich  aus  -ta  Sieben,  sein  Product  (Quadrat)'} 
49;   itnd   ein  Siebentel  und   ein  halbes  Siebentel   ist,  (zehn  und  ünfaalb}^] 
so  dass  die  M'schichah  38  und  ein  halb  ist. 

d)  Wie  das  BogenfSnoige^V     Man  setze  den  Pfeil  an  die  Sehne,  beides 
aliznmal,  (addire  sie  zasammen),  multiplicire  dieselbe  (Summe)'')  in  die  Hälfte 
des  Pfeils,  und  stelle  es  (das  Product)  bei  Seite;  man  nehme  dann  wiederum 
die  halbe    Sehne,   multiplicire  sie  in   sich   selbst   und  theile    durch  14. 
Ergebnisfi  addire  zum  Hingesteliteu, ')  was  herauskommt  ist  die  Ifschichi 
Es  gibt  dabei  auch  andere  Arten,*) 

Art  in,  d  rieh  findet,  eingeicbaitet,  aher  ohne  das  Zablenbei^piel.  Deraelbe 
findet  sich  aber  bei  M.  b.  ß.  nebat  Zablenbeispielen  und  Figur  noch  einmal 
Beiuem  richtigeo  Orte  anter  den  Viereckeu. 

1)  in^n-r  H.  S.,  in  der  Ausgabe  ^nini  ist  ÜrucVfehler  und  die  Correctnr 
innsni  i«t  überflüawg,  a.  IV,  g. 

S)  Bei  M.  b.  M.  wird  an  dieser  Stelle  auch  der  Umfang  des  Kreisel  nach 
verschiedenen  Methoden  bestimmt,  nnd  dann  durch  Umfang  und  Diainet«r  der 
Flächeninhalt.  Das  geschieht  in  unserer  Schrift  in  Art.  V.  bei  der  nähern  Be- 
handlung des  Ereisen.  Uie  Beatimmang  des  Flächeninhalts,  wie  sie  hier  gegeben 
ist,  gibt  auch  M.  b.  M.  an  dieser  Stelle,  nur  ohne  Zahlenbeispielt  dasselbe  bomnit 
aber  ajAter  ganz  wOrtlich  bei  der  nochmaligen  Behandlung,  nachdem  dort  gesagt 
wird:  Nons  avona  termine  Teipos^  de  leurs  (de  les  cerclea)  proprietes  et  de  leur 
mesore  dans  la  premi^re  partie  dn  Uvre.  Bei  Alkarlihi  cap,  XLVI.  findet  sich  fCbr 
den  Inhalt  des  Kreises  unter  andern  Methoden  auch  diese  hier.  Bbenio  bei 
Fddin;   bei   allen   der   Ansdmck  i  nnd  i  ■  |  ■ 

[3)  uns  ist  Product,  aber  hier  ist  das  vorhergehende  la«  lin:  (vgl.  auch 
III  ergänzen  also  Quadrat.  St.] 

i)  Die   »wei  Worte  '■sm  "<  lO'/,   fehlen  in   der  H.  8.    nnd   sind 
mit  Uecht  binzugcfagt.    Bei  M.  b.  M.  sind  sie  vorbanden. 

6j  nmcpri.  Ea  wird  bei  dieser  Benennung  nur  der  Bogen  hervorgehol 
obwohl  die  Rede  niobt  von  BegenlAuge,  sondern  Tom  Inhalt  des  Kreisabscbnittea 
ist.  Ebenso  heisst  es  bei  Alkarkhi,  s.  d,  Cap.  XLVU.  Bei  H,  b,  M.  heisat  e«: 
„Toul  Segment  de  cerclc  est  assimilä  ii  ud  arc"  oder  „every  part  of  a  circle  majr 
be  compared  to  a  bow." 

[e)  oder  iiea  anm  dieselben  (Summanden).    St.]  | 

7)  Dieses  Ist  hier  für  jeden  beliebigen  Bogen  aufgestellt,  ohne  UotcTBchied^ 
ob  er  grDsser,  gleich  oder  kleiner  als  der  Halbkreis  ist  Was  die  Genauigkeit 
betrifft,  so  stimmt  sie  für  den  Halbkreis   voltkommen  nud  für  andere  Bogen 

bis  auf  iwei  Dezimalen  genau.     Dieselbe  Formel  findet  sich  fibrigeni  bei  Heron 
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TOD  Äleiandrien  j1  ==  (■  +  A)  - 
A  den  Pteil  bezeichnet.  Siehe  H.  Cantor.  Kömif 
8)  Vergleiche  weiter  unten  Art.  V  f,  g, 
merknngen  daselbst. 


an  A  den  Kreisabschnitt,  ir  die  Sahn«|;J 
rhe  Agrinieneoren.  Leipzig  1876.  S.  48jtl 
□nd  M.  b.  M,  franzGu.    und    die   B^W 


c)  Wer  beim  Cubus')  den  Gag  aus  Länge  und  Breite*)  mcBBen  will, 
aei  68  bei  gleichen  [Seiton,  Cubus]  oder  ungleichen  [rechtw.  Parallelepi- 
pedonj"),  der  hat  an  dieeem  Gag  die  Zusammenaühlung  der  sechs  An- 
sichten (Oberflächen)  auEzufUliren.  (Sechs  Flügel  einem  jeden)!*);  multipH- 
cirt  man  Länge  in  Breite  und  Tiefe^),  so  ist  das,  was  aus  allen  drei 
horauBkommt,  die  M'sehichah  des  Gag,  die  den  Körper  ausmacht. 

f)  Wenn  er  (der  Körper)  kreisfönnig,  (Cjlinder),  oder  dreieckig,  (Prisma), 
oder  von  irgend  beliebiger  Seitenförmigkeit  ist,  (obere  und  nntcre  Grenz- 
flilchen  —  beliebige  Polygone),  wenn  nur  eein  Boden  eben  und  passend") 
(gleich  and  parallel)  ist,  wonach  misst  man  den  Gag? 

1)  Daa  Wort  53"^an,  Rechteck,  Quadrat,  berieht  sich  hier  auf  die  Grens- 
flftohea  dee  Puralle lepipedoaa,  Ton  dem,  wie  die  Ausfuhrnng  zeigt,  die  Rede  ist. 
Die  muthmaBeliche  Vertauachung  dieses  aart  hier  vor  dem  Worte  ^aiian  mit  dam 
Worte  IS  in  I,  g,  siehe  dort  Nota  9. 

2)  Dafl  Wort  pom,  Tiefe,  welche»  in  der  Ausg.  mit  Fragezeichen  etnge- 
Hchaitel  wurde,  iel  nach  obiger  AnfTaBBang  fiberfldsaig.  !□  dieaein  Theile  der 
Migohna  ist  demnach  von  der  Überfläche,  und  erst  im  zweiten  Theile  vom  Eörper- 
inhalt  die  Rede.  Allerdings  ist  bei  M.  b.  M.  die  Oberfläche  nicht  berücksichtigt, 
er  beginnt:  „Jeder,  viereckige  KQrpcr". 

3)  In  der  franz.  Ausg.  des  M.  b.  M.  ist  die  Bemerkung  gemacht,  dass  eine 
Uebereinatimmung  mit  dem  Indischen  hier  insofem  stattfindet,  als  die  Figuren  in 
zwei  Eat«gorien  getheitt  sind,  die  eine  Parallelepipedon ,  Prisma  und  Cylindcr 
unter  einem  Namen:  sama-chata,  nnd  die  zweite,  Pyramide  nad  Kegel  enthaltend, 
unter  dem  Namen:  eouchi-chata  etc.  Daaäelbe  passt  auch  für  unsere  Schrift 
vollkommen. 

4)  Jesaia  VI,  2.    Offenbar  iat  C'EJD  hier  wie  mBS3  gedeutet! 

5]  Der  franzüsiiche  Uebersetzer  des  M.  b.  M.  bemerkt  (Seite  6):  Nous 
remarqaeTons  eucore  qtie  la  hauteur  des  solides  de  la  premi^re  cati^gorie  (lee  por- 
allälipipedes,  les  prismes  et  les  cylindree)  a  le  nom  special  de  profondeur, 
tandis  que  la  hautenr  des  soUdes  de  la  seconde  cat^gorie  (lee  pjramides  et  lee 
cOnee)  s'appelte  colonne  taamoud),  comme  la  hauteur  d'un  triangle.  Ganz  daa- 
selbo  bemerkt  man  auch  in  unserer  Schrift:  in  e)  und  f)  beim  Parallelepipedon, 
Prisma  und  Cylinder  ist  p'^lD(wie  arab.  ^_5*fc)  Tiefe  als  Höhe  gebrancbt,  während 
bei  Pyramide  und  Kegel  in  g]  das  Wort  Ji'C'.p  die  Höhe  ausdrückt.  Dass  hier 
ein  neues  Wort  nmp  genommen  werden  muss  nnd  nicht  dasselbe  Wort  "^vas, 
amud  (Säule),  dae  beim  Dreieck  (sowohl  in  b)  als  auch  in  Art  IV,  b)  u.  c))  ge- 
braucht wird,  beruht  ofl'enbar  darauf,  dass  das  Wort  "uns,  Säule,  schon  [Qr  den 
Stumpf  der  Pyramide  und  des  CyUnders  in  i),k),  l)und  m)  vorweggenommen  nudohne 
Anläse  zu  Miss  versend  niesen  nicht  in  einem  andern  Sinne  ku  verwenden  ist. 

6)  Ausgedrückt  durch  riMi  iid'  gerade,  oder  eben  und  passend;  wahrschein- 
lich  hier  der  Parallelismus  gemeint.  Bei  H.  b.  M.,  wo  dae  Ganze  wörtlich  sich 
ündet,  beisst  es  in  der  franz.  Debersetzung  S.  6  aasdrOcklich :  egal  und  parallel, 
im  Arab.  S.  59,  Zeile  ti,  in  gegenwärtiger  Ausgabe  ^Jy*\  ^t}-..^Uw  ^  J^, 
engl.  3.  74  perpondicnlar  [M.  b.  M.  hat  ebenfalle  zwei  AuedrQcke,  den  ersten  faest 
Boaeo  als  perpondiouiar,  Marre  als  t^gal  AyjJ  iet  mv  St.],    Siehe  Vorwort  111. 


(MUg]   den   Gag  in  seinem   Alaasse  (Maasseiaheit) ')  in  besagter  Az^f 
so  erfuhrst  du  die  M'scbidiab,    (FlSchenJnlialt  der  BseU),    und  wer  diena^ 
weiss    (oder    miBet?)'),    mulitipticire    es    in    die    Tiefe^)    und    das    ist   die 
M'schichah  des  Körpers,  (ECrpei-inhalt  in  Körpereinlieiten). 

g)  Bei  der  Pyramide  (oder  Kegel)  (11B13  gedehnt,  veijflngt),  deren 
Spitze  (iBHl,  Haupt,  Spitze,  Anfang,  oberes  Ende)  scharf  und  deren  Basis, 
(EjID,  Ende,  unteres  Ende)  flach  (ausgebreitet  (?)*)  sei  sie  viereckig,  (jua- 
dratfSrmig),  oder  kreisförmig,  oder  dreieckig,  messe  die  M'schichsb  des 
Körpers,  indem  du  zwei  Drittel  der  M'schichah  (Basisinhalt)  wegwirfst, 
ergreifst  dos  eine  Drittel  und  multiplicirst  es  in  die  Röhe^),  was  beraus- 
koiiimt  ist   die   M'schichah   des  Kürpers^),   von  der  Spitze    bis   zur  Basis,') 

bj  Wer  einen  Hügel  oder  gewölbten")  Gegenstand  zu  messen  braucht, 
wenn  nur  die  Wandungen  gleichförmig  nach   allen  Seiten,  wie  z.  B.   eine 
Halbkugel    oder    etwas    Uhnlicbes,    der   multipticire   einen  der  FSdea   rottj 
Ecke   zu   Ecke   (Durchmesser)  in    die  Hälfte    des  anderen^  Fadens,   (<b 

1)  Das  Wort  iiss  ist  Dach  St.  corrumpirt  und  soll  Tielleicht  maa  hl 
(8.  St,  S.  111);  ee  ist  aber  auch  möglich,  daea  diese  eigenihSmliche  Constractü 
hier  ein  Terminus  für  Maaaaeinheit  »ein  soll. 

[2)  mom  lies  m"m?  oder  ^■nMf^^  (St.  S.  UI).  Im  arab. 
steht  wQrtlich:  „Du  kennet  die  H'schicba  (jAm>a:))  und  was  du  mit  der 
multiplicirt  hast,  das  ist  die  M'schicba"  (  -^*w^* ).  Die  engl,  und  franc.  Üeber*- 
BetzoDgeu  geben  nur  den  Sinn,  nicht  die  Worte.  Da^  Wort  C]'3ri  hat  der  arab. 
Text  nicht,  and  Marre  setzt  du  solide  mit  Recht  ia  Klammei'o.  Aber  H. 
braucht  es  nicht  ausdrücklich  zu  sagen,  da  bei  ihm  der  Satz  mit  dem  vorigen 
verbunden  ist.    St.] 

31  poisn  plene,  H.  S.,  nicht  po?n. 

[i)  laina  ist  TOn  5XB.  W  abzuleiten;  vgl.  St.  Vorw.    St] 

5]  Hier  ffir  HShe  n'oip,  vielleicht  um  den  Fall,  wenn  die  Höhe  aoni 
der  Basis  tUllt,  auszudrücken,     Siebe  oben  pag.  21  Anmerkung  (a), 

6)  Bei  M.  b,  H.  ist  hier  die  Sprache  viel  einfacher  und  kflner,  obwohl 
Gedankengang  genau  derselbe  ist. 

7)  Bei  M.  h.  M.  findet  sich  dieser  letsl«  Säte  nicht;  dieser  bat  vielleicht 
die  Gültigkeit  des  obem  Sattes  für  die  schiefe  Pyramide  attsdrflcken  «ollen,  bei 
der  die  Hohe  eine  andere  Linie  ist,  als  die,  welche  von  der  Spitze  zur  Basis  geht. 
Bei  Beha-Eddin  ist  übrigens  ausdrücklich  als  Bedingang  für  die  Gültigkeit  hiniu- 
gefügt,  dasB  Cylinder  und  Kegel  senkrecht  resp.  gerade  seien. 

8)  naipa.  In  den  BiHlU-m  arabisch- bebräischen  Werkeo  der  Mathematik  ist  für 
Cubua  das  Wort  2p^70  gebraucht;  selbst  z.  B.  in  anderen  Werken  desselben  Codes 
unnähligemal.    Dagegen  ist  io  denselben  das  hier  gebranobte  Wort  ns^pa 
anzutreffen. 

9)  Unter  den  Worten:  „In  die  B&lfte  dea  andern"  ist  hier  die  Hk.li 
des  DmfaogafadenB  tu  verstehen  (nud  nicht  etwa  des  andern  Dnrol 
messers,  was  keinen  Sinn  gäbe).     Dieser  ungewöhnliche  Ansdruck  bat 


'origen 
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Umf&nges),    wag    aus    !ieiden    heraui? kommt,    iut    die    M'scliichah,    (Ober- 
flBche). ') 

■  i)  SUule.     (Pyramide,  oder  abgestumpfte  Pyramide.)     Bei  der  Säule, 

,  die  sich  entweder  bis  oben  verjüngt  und  ihre  Spitne  ist  scharf,  oder  sich 
bis  zur  Hälfte  oder  zu  ii^nd  welchem  Tbeil  verjüngt,  rolkiehe  man  die 
Ausmeasimg  durch  die  Basis  und  den  Schnitt  (ymp,  Schnitt,  Abschnitt, 
Abstumpfung),  welcher  den  oberen  Äbsehnitt  der  Spitze  bildet  und  wodurch 
beide,  (die  obere  abgeschnittene  Pyramide,  und  die  Ganze),  von  einander 
getrennt^  sind,  welche  man  als  Endfläche  (untere  Basis)  behandele,  und 
messe  es  nach  letzterer  Berechnung,  werfe  dann  die  kleinere,  (abgeschnittene, 

.  fehlende  Pyramide),  von  der  Ganzen  ab;  was  übrig  bleibt  ist  die  M'Boblchah 
der  Saale,') 


EU  hlschen  Correctnren  1319  anstatt  inKn  (in  Art.  V,  a]  und  eu  einem  Zusatz 
10»  ■'sn  ^ina  im  in  Art.  V.  h  gegeben,  was  den  richtigen  Sinn  verkrüppelt  hat. 
Vielleicht  sind  auch  die  dadurch  ninnioB  gevordenen  Siltse  deshalb  von  M.  b,  U. 
weggelassen.  Merkwürdig  ist,  doss  Beha-Eddin,  sowie  Alkarkhi,  diese  Correctur 
gelassen,  aber  noch  zwei  Satze  eingeBohoben  haben,  wodurch  zwei  Methoden  aus 
der  einen  geworden  sind. 

1)  Die  Oberflache  der  Kugel  in  Art.  V,  o,  sowie  die  der  Halbkugel,  hier  und 
in  Art.  V,  b,  kommt  bei  H.  b.  M.  gar  nicht  vor.    Sollte  die  Vermuthung  richtig 
I    sein,  dasB  letzterem  dieselbe  Quelle  wie  dem  Verfasser  unserer  Schrift  vorgelegen 
habe,  so  ist  auch  diese  Erscheinung  erklärlich,  indem  M.  b.  M.  diese  fehlerhafle 
Stelle,  deren   richtigen  Sinn  er  vielleicht  nicht  erratben  konnte,    günzlich  weg- 
gelassen hätte.'  Bei  Beba-Eddin  sowie  bei  Alkarkhi  finden  eich  die  Beatimmungen 
dieser  Über&üehc;  bei  letzterem  aber  onr  die  der  Kugel^  für  die  Halbkugel  aber 
sagt  er:  Verfahre  mau  wie  bei  der  Engel  und  nehme  dann  die  Hälfte  jenes  Kesul- 
i    tates.     Dass    dieses   für   nnseren  Verfasser  nicht    genügte,    kann    vielleicht    daher 
I  rOhren,  dass  die  Halbkugel,  als  Bügel,  bei  der  Feldmessung,  die  die  Hauptaufgabe 
dieser  Schrift  ausmachen  soll,  öfter  als  die  ganze  Kugel  vorkommt. 

ä)  In  der  Handschrift  heisst  es  hier  ganz  deatlich:  pbnin,  abgetheilt,  ge- 
trennt, und  nicht  pbns,  welches  in  der  Ausgabe  durch  die  Auffassung,  als  bezöge 
*  6b  sich  auf  den  Messenden,  der  etwa  abzuzieheu  hätte  (was  aber  nocb  später 
folgt),  in  einer  Bemerkung  Steinschneider'«  Veianlaseung  gegeben,  dass  ^7  pbn 
dividiren  hiesse  (was  allerdings  in  Urduuog  ist),  und  ya  p^n  Bubtrahiren  (!) 
I   bedeuten  sollte,  was  sonst  niemals  gebräuchlich  ist. 

3)  Aach  dieser  ganze  Paragraph  ist  bei  M.  b.  M.  weggelassen.  Dieser  fUngt 
l'gleich  mit  dem  dazu  gehörigen  Beispiele  an,  wobei  dieselben  Ziffern  wie  bei  unserem 
(Verfasser  und  derselbe  Gedankengang,  an  mancher  Stelle  sogar  wdrtlich,  zu  finden 
laind.  Bemerkt  man,  mit  welchen  Schwierigkeiten  unser  Verfasser  in  diesem  Fara- 
r  graph  sichtlich  zu  ringeu  hat  in  Betreff  der  Sprach  ausdrücke ,  so  wird  man 
i-  wiederum  an  obige  Vermutbung  (Anmerkung  1}  erinuert.  Was  den  Sinn  des 
\  ganzen  Paragraphen  betrÜIl,  so  bemerkt  man,  dass  der  Verfasser  in  Unkhirheiten 

verlällt,  während  er  sich  besondere  Mühe  giebt  klar  en  machen,  dass  man 
I  der  abgestumpften  Pyramide  mit  zwei  idealen  Pyramiden  es  zu  than  hat. 


in  bi4^^_ 


k)  Wie  calculirt  man  (dabei)?  Eb  aei  z.  B.  die  SBule  viereckig 
(quadratisch),  ihre  Basis  sei  4  Etlen  auf  4  Ellen,  eie  steige  inuner  mehr 
und  mehr  abnehmend  auf,  und  das  Haupt,  (obere  Basis),  sei  zwei  Ellen 
auf  zwei  Ellen,  vlereakig,  (qaadratfSrmig),  und  du  muset  wissen,  wie  viel 
(betragt)  die  M'schichah  und  wie  viel  die  Höhe  der  Säule.  Es  ist  das 
eigentlich  schon  oben  bei  der  ganzen  Pyramide  (in  gl  gesagt  worden,  nur 
ist  diese  in  unserem  Falle  abgestumpft  und  du  wUsstest  noch  immer  nicht, 
wie  viel  diese  SUule  betrüge,  so  lange  nicht  die  Eine')  nach  oben 
KU  Ende  (zu  einem  Punkte)  aufginge. 

1)  Du  berechnest  in  Zahlen:  wie  zwei  das  H^LSe  von  vier,  (di 
ist,  ao  ist  auch  die  Lfinge  der  Sflule  (Stumpf)  die  HKlfte  der  aufsteigeodt 
(Pyramide);  folglich  die  ganze  SSule,  die  bis  zur  Spitze  verlaufen  sollte, 
zwanzig  Ellen,  und  bis  zum  Abschnitt  *)  10  Ellen.  Du  lernst  da,  doss  zwei 
ein  Maasü  von  vier,  wie  zehn  ein  Maaas  von  zwanzig  ist, 

m)  Wer  messen  muss,  der  greife  nach  dem  dritten  Theile  der 
kante'),    f    ■-  ■    ^  y  ^  5'/s)i  ß*  betrügt  flinf  und  ein  Drittel;  mulü] 
dieses  in  20,  so  betragt  es  106  und  zwei  Drittel  Ellen;  das  stelle  bei  S«i 
greife   dann   wiederum  nach   dem   diitten  Theile   des  ausmultiplicirten  Ab^J 
sobnittes  2  auf  3,  (— 'ä~  ^  ^Vs))  '^  beträgt  eine  Elle  und  ein  Drittelj 
multiplicire  dieses  in  die  zehn  obem  EUen,   das  beträgt  13  Ellen  and  t 
Drittel,  werfe  dieses  ab  von  106unduwei  Drittel,  so  bleiben  93*)  und  ein  Dritt 
nnd   du   kommst  zam  Körperinhalt   der   abgestumpften  Säule.     Ist  dieselbi 
rimd  (Kegel),  ao  ist  (der  Körperinhalt)  der  Best,  (was  bleibt),  nachdem  du  v 
Obigen  ein  Siebentel  und  ein  halbes  Siebentel  weggeworfen  hast.') 

dooen  die  eine  gar  nicht  eiiatirt  (bis  aaf  die  Basis  derselben,  als  welche  dos 
obere  Ende  anfsufassen  ist),  wBiiiend  voa  der  andern  Pyramide  nur  ein  Theil 
eiistirt,  und  daas  die  obere  Basis  dieselbe  Rolle  spielt  für  die  obere  Pyramide,  wie 
die  nntere  Basie  fQr  die  ganze  Pyramide.  Auffallend  ist,  dass  es  hier  den  Schein 
hat,  als  sollte  der  Fall  der  ganzen  Pyramide  in  dem  der  abgestumpften  enthalten 
Hein;  dass  dieses  in  der  That  der  Fall  ist,  da  im  speoiellen  Fall  der  Subtrahend 
NaII  wird,  ist  kbui  es  nüre  doch  aber  xn  viel  gewagt,  unserem  Verfasser  das  eu- 
zQ  schreiben, 

i;  Die  eine  der  beiden  idealen  Pyramiden.     St.  umendirt  tn,  also  „bis  üe_ 
«pitx  endet".  J 

2)  nci^ipn  U.  8.  nnd  Ausg.,  nach  St  wahrscheinlich  Tiapn  xn  leseo.  fl 

3)  Die  CorrectuT  l'lss   ist   überflüssig,   da   die  mit  sich  selbst  mnltiplicirl^] 
Baciskante  ohnehin  sechsBebn  betrfigt,  mid  das  auffallende  iri  ic:tt*i  bleibt  nach 
der  Correctur  eben  so  anfallend  wie  ohne  dieselbe. 

\l  Also  Vi  and  nicht  u'ti  mnss  es  offenbar  beisaent  ein  Fehler,  der  in  einer 
Handschrift  gar  leicht  entstehen  konnte. 

5)  Zu  Mischna  m)  ist  zn  bemerken,   dase  der  Abschreiber  hier  ( 
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^■p  Ai't.  in.>)  4H 

a)  FOnf  Arten  Bind  es  bei  den  Vierecken,  und  zwar:  et)  gerade,  (nolit, 

gleich),  in  Seiten  imd  Winkelu,  ß)  ungleich  in  den  Seiten  und  recht  in  den 
Winkeln,  y)  gleich  in  den  Seiten  tind  ungleich  in  den  Winkeln,  6)  gleich 
und  ungleich  in  Seiten  und  Winkeln,  wobei  zwei  Langen  besonders  für  sich 
imd  zwei  Breiten  für  sich,  (unter  einander  gleich  sind),  (Parallelogramm), 
e)  ganz  und  gar  ungleich  in  Seiten  und  Winkeln. 

b)  Wie  was  gleich  ist  an  Seiten  und  Winkeln?  z.  B.  siehn  von  [jeder] 
Seite;  man  muHiplicire  Lilnge  auf  Breite,  das  Ergebniss  ist  die  M'schichah, 
d.h.  100.  Die  eine  Seit«  ist  die  eine  Wurzel,  ("ip?, erste  Potenz),  und  beide 
'Seiten  sind  die  zwei')  Wunieln  (die  zwei  Factoren),  iivd  so  3  und  so  •/.*) 

i)  ungleich  an  Seiten  und  recht  an  Winkeln,  z.  B.  acht  in  einem 
Seitenpaare  und  im  andern Seitenpaai-e  sechst  multiplicire Länge  aufBreite,  das 
gibt  48,  und  das  int  die  M'suhiuhah.    Gleich  an  Seiten  [ist]  recht  an  Fllden.*) 

Zeile  Ton  dem  zweiten  i::"^e:^  bis  zum  dritten  irrUiumtich  zweimal  geschrieben 
hatte,  was  in  dem  betreffenden  ManuBcript  gar  nicht  selton  ist.  llebrigens 
hatte  er  daa  erstemal  1"5  anstatt  "^''p  geechrieben  und  bemerkte  es  ertt,  nachdem 
ei  schon  das  Wort  Kim  geschrieben  hatte ,  da  wollte  er  ea  verbessern  und  fing 
aus  üeberstiirzung  anstatt  vom  zweiten  CSST  vom  ersten  an,  und  als  er  Xs 
vum  Worte  CT^sc  geschrieben  hatte,  bemerkte  er  ea,  dann  lies«  er  diese  zwei 
Bachstaben  stehen,  fing  von  neuem  aa  und  schrieb  dann  alles  in  Ordnung  weiter, 
nur  vergasa  er  das  DeberflUssige  zu  Htreichen, 

1]  fieser  Art.  handelt  wiederum  von  dem  Viereck  mit  näherer  Specialis irung, 
wobei  die  obige  Reihenfolge  der  Figuren  wiederum  innegehalten  wird,  wie  das 
auch  bei  M.  b.  M.  geachieht.  Dabei  handelt  Art,  III  vom  Viereck,  IV  vom 
Dreieck,  T  vom  Kreis  und  Bogen.  Alle  diese  Unterabtb eilungen  kommen  genau 
ebenso  bei  M.  b.  M.  mit  denselben  Zeiilenbeispielen  und  Figuren  vor,  mit  Aus- 
nahme von  der  Oberfla,che  der  Eugel,  wie  ich  schon  oben  bemerkt  habe. 

2)  nips,  wohl  zu  lesen  n'-ipJ. 

3)  Dieser  letzte  Satz  lautet  bei  M.  b.  M,  (bald  am  Anfang,  Seite  4  oben): 
Duu  tout  carri^.  si  Tun  des  cOtiie  (est  multipliä)  par  un,  o'est  la  racine  de  ce 
Carrä;  si  par  deux,  deux  racines;  que  ce  varre  eoit  petit  ou  grand.  Ebenso  in  der 
engl.  Uebers.:  One  side  of  an  equilateral  quadrangular  figure,  taken  once,  is  ite 
root;  or  if  the  same  be  multiplied  bj  two,  theo  it  is  like  two  of  its  roots,  whelher 
it  br  small  or  great.  Es  scheint  hier  wiederum  eine  abweichende  AufTuBBung  der 
gemeinsamen  Quelle  vorzuliegen,  WlLhrend  n&mUch  in  unserer  Schrift  die  Ver- 
allgemeinerung des  Satzes  auf  mehrere  Factoren  ansgcdebnt  wird,  und  zwar  sof 
drei,  (Cnbus),  und  auf  vier,  was  keine  geometrische  Bedentung  mehr  hat,  bezieht 
M.  b.  M,  die  Verallgemeinerung  auf  die  Unabhängigkeit  von  der  OrSeee  des  Qua- 
drate»; während  er  bei  den  zwei  Dimensionen  stehen  bleibt.  Ist  es  nicht  augen- 
scheinlich,  daas  der  Verfasser  onserer  Schrift  und  M.  b.  U.  einen  Satz  ans  gemein- 
mner  Qaelle  verschieden  deuteten?  — 

i}  ip  {*ip  in   der  Ansg.  Druckf.)    Schnur,   Linie,   Diagonale.     Es   soll  aus- 
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d)  Wie  (ist)  gleich  &n  den  Seiten  iind  verschieden  an  den  WibImIii 
(Ehombus)?  z,  B.  fünf  von  jeder  Seite,  zwei  Winkel  spitz  (11  eng)  und 
zwei  Winkel  stumpf  (am  hreit),  und  zwei  Fudea  (Diagonalen)  dnrch- 
schneid^n  sich  gegenseitig  in  der  Uitte,  eine  von  acht  und  die  zweite  von 
sechs.  Wer  messen  will,  der  multiplicire  einen  der  Faden  in  die  HlUfte 
seines  Genossen,  (Conjugirten),  was  ^ich  ergibt  ist  die  M'scbichub.  Wi^J 
dieses  da!  (deutet  auf  die  Figur  hin).  ^ 

e)  Wie  berechnet  man,  was  ungleich  an  Seiten  und  Winkeln,  aber  ewai.  I 
Lungen  fUr  sich  und  zwei  Breiten  für  sich  (einander  gleich  sind)  und  die 
Winkel  schief?^)  Man  durchschueide  (das  Parallelogramm)  in  zwei,  von 
Ecke  zur  Ecke,  und  bringe  (es)  auf  zwei,  (Figuren),  und  berechne  jede  för 
sich  nach  Maass  eines  Dreiecks,  und  so  ist  die  M'schichah  forhalten).  üi»d 
so  misst  du  auch  was  ganz  und  gar  verschieden  ist:  so  dass  du  alle*^ 
ungleichseitigen  Vierecke  (betrachtest  als  bestehend)  auä  seinen  Dreleckeib  i 

Art.  IV. 
a)  Drei  Arten  (sind  es)  beim  Dreiecke  und  zwar:  a)  das  rech( 
(naS5)  aufrechtstehende'),  ß)  das  spitz-  (Hin  scharfe),  y)  dae  stumpl 
(nmnB)  offene.     Wie  ist  das  rechtwinklige?') 

drücken,  dasti  im  Itbombus  die  Diagonaleu  einander  senkreclit  balbiren. 
Satz  soll  als  Lemma  lum  folgenden  dieuen.  Die  in  der  Auegabe  vorgeacUaf 
Correctur  nini,  Winkel,  anstatt  ip  führt  lu  keinem  VeratÄndniae  des  Satze«, 
wob)  von  dem  vorigen  Satze  zu  trennen  ist,  da  jener  vom  Rechteck  handelt,  nnd 
hier  von  gleichen  Seiten  die  Rede  ist.  Vielleicht  trägt  dieser  Satz  zur  Erg&nzung 
der  Zahl  von  49  Sätzen  bei,  die  man  hier  zu  znchen  bemüht  ist.    8.  Einleit. 

1)  rroK  nsirni:«  emendirt  St.  nn'K  scna,  und  bo  iit  es  hier  überaetit. 

2)  Die  zwei  Worte  D*3ir^  '^^P9  die  hier  sowohl,  wie  auch  am  Ende  de« 
Artikels  sich  rorfioden,  gehOreo .  wohl  zu  den  nebe uateheo den  Figuren,  ebenso  die 
Worte  "ip"S  ^22  ri'^ern.  Uehrigen»  könnten  aicb  letztere  auf  die  Dreiecke  be- 
ziehen, in  welche  die  Vierecke  zu  zerlegen  sind.  Die  Dreiecke  werden  in  der 
That  im  Allgemeinen  ungleichseitig  sein.  Bei  M.  b.  U.  ist  das  Parallelogramm 
direct  und  nicht  durch  Zerlegung  in  «wei  Dreiecke  bestimmt. 

3]   Zum   erstenmal  der  Aaedruck.    der   für  einen   rechten  Winkel   später  »ehr 
geläutig  geworden   „ri::s:  r'"!T".     Hier   aber  eigentlich  nur  zur  Benennung   des 
retJit winkligen  Dreiecks  gebraucht,  dann  in  b)  allerdings  auch  für  den  Winkel 
des  rechtwinkligen  Dreiecke,  sonst  aber  nicht.     Vielleicht  iet  hier  das  Bild  VOB  I 
einem  massiven  Dreieck  genommen,  welches  aufrecht  stehen  kann?!  ■ 

i)  Bemerkenswerth  ist,  dau  diese  Eigenschaft  o'  +  b*  ~*  c*  nicht  als  Lslir^ 
satz,  sondern  als  Charnkteristik ,  ja  als  Definition  des  recht-,  spitz-  und  stnnipf- 
winkligen  Dreiecks  hier  aufgestellt  wird.  Ganz  ebenso  geschieht  ez  bei  M.  b.  H. 
i;S.  die  engl  Uebers.  S.  S.  77,  78,  T9i  franz.  S.  8.  8,  9.)  In  der  englischen  Deber- 
Setzung  ist  sogar  das  Wort  detinition  ansdrficklich  gebraucht,  was  sieb  allcrdtngz 
1  arabischen  Texte  nicht  findet.     Aber  dass  diese  Eigenschaft   der  Eciten    als 
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Seine  awei  kürzeren  Seiten,  jede  für  aioh  quadrirt,  Bind  (in  Summe) 
gleich  dem  ersten  [dem  Quadrat  der  längeren);  z.  B.  sechs  von  einer  Seite 
lind  acht  von  der  andern  Seite;  was  herauskommt  ans  diesen  fUr  eich, 
[wenn  man  sie  quadrirt  und  addirt],  ist  hundert,  und  von  jenem  für  sich, 
(Quadrat  der  längeren  Seite),  ist  ebenfaÜB  hundert. 

Wer  messen  rauss  [multiplicire  eine]  der  kürzeren  in  die  HUlfte  der 
andern,  entweder  8  in  3  oder  6  in  4,  und  was  sich  ergiht  ist  die  M'Bchichah. 

b)  Der  Winkel,  welcher  zwischen  den  Katheten  eingeGchlossen  ist,  ist 
der  rechte  (113X3  aufrecbtstehende);  und  [das  Dreieck]  ist  die  HSlfte  des 
Rechteoks,  das  ungleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel  bat. 

Wer  dieeoB  (Dreieck)  durch  die  Höhe  berechnen  will,  der  rechne  es 
80  (immerzu)  nach  seiner  Weise,  wenn  seine  (des  Dreiecks)  zwei  Katheten 
seine  swei  Situlen')  (Höhen)  sind.  Sie  (vielleicht  durch  die  Höhe  ent- 
standenen Dreiecke?)    Bind   ähnlich,    anliegend    und   rechtwinklig   (gerade), 

c)  Die  SSule  (Senkrechte),  welche  aus  ihnen  |den  kürzeren  d.  b.  von  ihrem 
Durchschnitts  punkte]  gezogen  wird,  Hillt  auf  die  lange  Seite,  das  ist  die  BaeiB.*) 


ciiarakteristiacbea  EemizeicbeD  für  daa  Maaas  deg  Winkels  gebraucht  wird,  was 
schon  die  Idee  der  Goniometrie  berührt,  ist  hier  deutlich  auBgeaprochen.  Ebenso 
findet  ea  sich  bei  Alkarkhi  und  Beha-Eddio.  Ich  werde  hier  uDwillkOrlicb  er- 
innert au  den  Ausspruch  meiues  hochverehrten  Lehrers,  Herrn  Prof.  M.  Cantor, 
dasB  Seilspannung  echon  bei  den  Aegjptem  unter  anderm  dazu  benutzt  wurde, 
um  den  rechten  Winkel  eu  bestimnien,  indem  ein  Seil  vielleicht  von  12  Einbetten 
Länge  in  Dreieckform  so  gespannt  wurde,  da8S  die  Seiten  3.  4  und  6  Eiuheiten 
bildeten.  Diese  Zableu  finden  eicb  beim  Bau  der  Stiftahutte  sowohl,  wie  beim 
Tempelbau  Salomonia.  Ja  ea  acbeint  sogar  der  von  den  Bauhandwcrkem  benntite 
Maasstab  die  Form  eines  »olcheu  masBiven  rechtwinkligen  Dreiecks  beseaaen  zu 
haben,  wobei  jede  der  Seiten  möglicherweise  eine  Marke  in  ihrer  Mitte  trug  und 
auf  dies'.'  Weise  auch  die  Maaeae  l'/t,  %  3'/,  direct  angab.  Dadurch  ist  etkiHrlich, 
daM  (Exodus  XXV,  10  und  XXXVU,  1)  die  heilige  Lade  die  ßrOBse  hat  i'/,  x 
1%  X  1%  und  so  natürlich  auch  der  Deckel;  doea  (XXV,  23  und  XXXVII,  10) 
der  Tisch  3  x  1'/,  ist;  daas  beim  Stiftaielt  nnr  die  Vielfachen  von  3,  4,  5  Tor- 
kommen  (XXVI,  2  und  XXXVIII);  dase  (XXVIl  und  SXXVIU)  der  Altar  von  der 
GrÜBse  b  X  b  X  3  war;  daes  in  dem  Brustschilde  12  Edelsteine  in  vier  Zeilen 
an  je  drei  sasBCn  n,  b.  w.;  dasa  1.  Regum  VI  und  VII  beim  bau  des  SalomoniBohen 
Hauses  und  Tempels  fast  ausschlieBBlich  Vielfache  von  3,  4,  5,  ebenso  beim  Bau  der 
Arche  (üeaeBJs  VT,  1&)  vorkommen.  Dasa  die  Reihenfolge,  die  Beispiele  und  Ziffern 
genau  dieselben  bei  M.  b.  M.  sind,  habe  ich  schon  mehrmals  erwühnt,  und  wo  nicht 
uuBdrÜcklich  dos  Gogentheil  bemerkt   wird ,   ist  das  atillacbweigend   vorausgeBetEt. 

1)  In  der  Ausgabe  ^■'^103  rr-Piris  -"sia  =n  p  D-iispn  nTisVa.  Ich  habe  die 
zwei  Worte  rfnisil  "i^  in  der  Debersetaung  unberücksichtigt  gelaasen,  weil  sie 
den  Sinn  erschweren  und  in  der  Uandachrift  mit  Punkten,  wabracheinlich  als 
Tilgungszeichen,  überzeichnet  sind;  8t.  S.  III  bemerkt  das  nur  von  dem  p.  Der 
Salz  stimmt  aooh  so  tdemüch  mit  M.  b.  M. 

[8)   1««n   lies  TrDBn?    Für  SK  lies  is?    3Bi:  steht  an  ungeeigneter  Stelle! 


Wer  messen  will,  multiplicire   die  Höhe  in  die  halbe  Basia,  und 
ans  der  Rechnnng  räch  ergibt,  das  ist  die  U'scbichah. 

d)  Wie  das  spitswinklige?  fDie)  zwei  kürzeren  (welche  auch  gleich 
sein  können)  jede  fllr  sich  quadrirt  iind  au  einander  addirt  geben  mehr 
ab  das  Quadrat  der  dritten  Seite,  welche  die  Basis  ist.  Es  gibt  nster 
den  spitzwinkligen  auch  gleichseitige;  wer  messen  wiU  berechne  es  mit 
Hülfe  der  Basis  (und  Höhe);  somit  finden  wir  die  Winkel  spitz.  Wie  das 
MaaSB  des  erateren,  so  das  des  letaleren  "S^'S  O^intl  ya  (?)') 

,e)  Wer  da*  Maas  der  Höhe  wissen  will,  bei  gleichen  Seiten,  (gleich- 
seit.  Dreieck^,  mdtiplicire  eine  der  Seiten  in  sich  selbst  [und  die  Hälfte 
der  andern  Seite  in  sich  selbst]*),  ziehe  das  Kleinere  vom  Grßflseren  ab, 
was  bleibt  ist  das  Fundament  I^IIC*  Quadrat,  wovon  die  Wurzel  gezogen 
werden  mussl,  was  dann  gefunden  wird  (beim  Ausz.  d.  W.)  das  ist  die  Hebe. 

f)  Wie  zählt  (berechnet)  manV  Zehn  auf  zehn  sind  hundert,  und  die 
Ilälfte  der  andern  Seite  welche  5  betragt,  in  sich  selbst  multiplidrt  (gibt) 
25,  weife  das  Kleinere  vom  Grösseren  ab,  so  bleibt  dort  75,  das  ist  das 
Fundament  (^Quadrat)  und  seine  Wurzel  ist  8  und  ein  Rest. 

Wer  den  Flächeninhalt  messen  mass,  der  multiplicire  die  Wunel  in 
die  Hxlfte  der  unteren  Seite,  und  was  sich  (aus  der  Rechnung?)^  ergibt, 
das  ist  die  H'schichah,  welches  43  und  etwas  beträgt.*") 


vergl.  Dsten  §  g.    Anstett  szp'a  tie«  SSpM,  alao:  die  von  ihnen  gezogene  Säolt 
(Habe)  mit  anf  die  lange  Seite,  das  iet  die  Daeia  (np).  St.] 

[1)  Dieser  erste  Satz  mass  im  Text  stark  emendirt  werden,  um  der  kSneren 
Faitung  des  H.  b,  M.  (franz.  S,  S  unten)  zu  entsprechen.     C'icn  IK  „oder  gleichen", 
steht  dort  nicht.     „C^^Sp"  fi1r  addirt  ist  mir  soaat  nicht  bekannt.     Lies  D**>3W) 
FOr  "son  siiin  moes  ■'cVen,   für  --nt".  muBs  -im-'   »in  emendirt  werden, 
(tchlDsBsata  .  .  .  M»33  bedürfte  noch  einer  Krklaruog.     D-'nrtn  IB  gcbOrt  vielli 
noch   zu  T-initn  n-ro  and  -"rbs  allein   wäre  zu  tilgen.     Ich  verstehe  noch  nie! 
was   die  spitzen  Winkel  (des  gleichschenkligen  Dreiecks)  hier  zu  thon  haben,  und 
Analogie  mit  unten  gk  möchte  ich  es  nur  alsYordersatz  aoffaüsen;  Folglich  ist  (in 
Bezng  anf)   Spltzwinkel   wie   das   Maaas  des  ersteren   etc.     St.]     Was  die  Bpitoen 
Winkel   betrifit,  so   glaube  ich,   daes   der  Verfasser   hier  beweisen   will,   ilaas  dis 
Winkel  eines  gleichseitigen  Dreiecks  alle  spitz  aein  m'üeseu,  weil  die  Summe  datJ 
Quadrat«  zweier   Seiten  hierbei   entschieden   grösser  sein   muso,   als   dai   Qut 
der   dritten   Seite.     Siehe  Art.  IV,   a.  (4).  —  Und   wae   ferner  den  ungewOhnli 
Ausdruck   □'<7i2p   für  Addiliou   betriltl,   so   könnt«    vielleicht  der  Verfasser  d 
diu  Ansetsen  der  geometriachen  Quadrate  an  einander  ausdrücken  wollen. 

2i  Hier  sind  offenbar  vom  Abschreiber  die  eingeklammerten  Worte  „3^1  'MTC 
TCSS  Tina  ■•JOn"  irrthOmlicb  wegen  des  homot«leiit«n  weggelassen. 

|3)  FSr  \'a  liest  St.  vrn;  man  kCnnte  auch  *,i=onn  ergSiisen,  ist  aber  nioUlj 
nÄthig.]    B.  V,  c. 

4)  Beachteniwerth  ist  es,  dass  M.  b.  M.  an  dieser  Stelle  den  FuMpuokt 
Höbe  nntet  dem  Namen  Hasquet  al  luw^'ar  ganx  ausfOhrlich  algebraiiob. 


I 


g)  Sieben ')  andere  Arten  (Methoden)  bei  den  Dreiecken.     Bei  einem  1 
gleichseitigen    Dreieck    [betrachte]  jede')   Seite    RlT  aich;   was    von   dieser 
Seite  gesagt  wird,    das   gilt   auch   von  jener,   und    was  von  jener  gesagt 
wird,  das  gilt  auch  von  dieaer. 

Wer  versteht  niEna'),  der  mnltiplicire  (qnadriie)  eine  der  Seiten 
für  sich,  wftH  hundert  beträgt;  werfe  den  vierten  Theil  davon,  2&,  weg;  es 
bleibt  75. 

Wer  (den  Inhalt)  messen  muss,  multiplicire  75  in  26,  d.  h.  drei  Viertel 
in  ein  Viertel  2&*J;  das  betrügt  1876,  ergreife  dann  die  Wurzel,  und  das 
ist  die  M'schichah,  welche  43   imd  einen  Best  beträgt.     Baraus  findest  du, 
dass  die  Senkrechte  (SKule)    aus  der   halben  Basis^)  immer  in   die  Spitze   . 
einföUt 

h)  So  hast  du  gefunden  (herausgebracht)  die  Ausrechnung  beim  Gleich- 
bei  einem  ihm  ilhnlichen.  (wahrscheinlich  gleichschenkligen 

Ic),  aber  zur   Berechnung   des   ungleicbseitigen  hast    du   daraus   kein 


Benatsung  einer  Qleichimg  zweiten  Grades,  bestimnit,  wahrend  unsere  Schrift 
kein  Wort  davon  erwähnt.  Daea  M.  b,  H.  trotzdem,  daaa  er  die  algebraisehe 
LOaung  bat,  dennoch  gleich  unserer  Schrift  dem  Fall  ansEuweichen  xucbt,  wo  di< 
Hohe  ausserhalb  des  Dreiecks  Mit,  kommt  wohl  daher,  dass  er  die  negativi 
Wursel  sichtlich  vermeiden  will. 

1)  Wae  diese  sieben  Arten  bedeuten  aollen,  ist  mir  nnverstündlicfa,  wenn  mal 
nicht  einen  Sinn  hineinzwiugen  wollte.  Vielleicht  soll  es  auch  n3  ST,  etwa  il-y-a, 
anstatt  nsao  beisfien. 

2)  Oeber  rriKi  steht  ^,  vielleicht  ein  Zeichen,  daas  das  Wort  unrichtig  sei  nnd 
am  Rande  emendirt  werden  sollte. 

3)  Apfel  (?).  Soll  es  vielleicht  den  Ort,  wohin  der  Apfel  fällt,  d.  h.  den 
Fnespunkt  bedeuten,  wie  „msaquet  al  hadjar"?  der  Ort,  wohin  der  Stein  fällt, 
bei  M.  b.  M.    (Vgl.  Deutsch.  Sprw.  „der  Apfel  fillt  nicht  weit  vom  Stamme"). 

4)  Diese  Worte:  drei  Viertel  und  ein  Viertel  für  76  qnd  25,  kommen  bei 
M.  b.  M.  nicht  vor.  Die  Bemerkung,  dass  SC  und  Tb,  wenn  die  Seite  100  ist,  die- 
selbe Bolle  spielen,  welche  1  und  f,  wenn  die  Seite  als  Einheit  genommen  wird, 
nnd  der  Umstand,  dass  hier  der  Desimalbruch  schon  bis  auf  4  Dezimalen  geht 
(modern  gesprochen  j  ■  J  =  o,8s  X  0,7&  =  O.istb),  erinnert  wiederum  an  meine 
Bemerknng  in  Art.  I,  h,  dass  unser  Verfasser  (oder  vielleicht  Jemand,  der  diesen 
Zusatz  eingeschoben  hätte)  auf  die  Verwandlung  der  Brüche  in  DezimalbrScbe 
anfmerksam  ea  machen  sucht,  während  M.  b,  M.  dieses  übergeht. 

6)  An  dieser  Stelle  heisst  es  im  Te.tte  «"o  d.  h.  in  der  sehr  gebränc blichen 
AbkOraung  irtK  ~>BD:  in  einem  andern  Buche.  Ist  das  eine  Bemerkung  des 
Abschreibers  oder  des  Ver&saers  selbst,  der  übrigens  seinerseits  ebenfalls  ein  A 
Schreiber  ist?  Jedenfalls  ist  es  wichtig,  KU  wiesen,  dass  mehr  als  ein  Buch  hier 
vorlag.  Vielleicht  erklärt  schon  dieses  den  umstand,  dass,  trotidem  diese  Schrift 
Hand  in  Uaud  mit  Mohamed  ben  Uusa  geht,  dieselbe  doch  Manches  enthält,  was 
■ich  bei  Jenem  tiiclit  ündet,  und  umgekehrt. 
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Mittel  zur^)  Berechnung  der  M^schichah.  Wer  dieselben  genau  untersucht, 
der  wird  es  herausfinden,  entweder  Murch  die^)  Seiten,  oder  durch  Höhe 
und  Basis. 

i)  Wie  berechnet  man  z.  B.^)  ein  ungleichseitiges  Dreieck,  welches 
spitze  Winkel  hat  (und)  15  an  einer  Seite,  14  an  der  zweiten  und  13  an 
der  dritten  beträgt? 

Wer  messen  muss,  nehme  alle  drei  Seiten  zussmmen,  das  betrSgt  42; 
nehme  die  Hälfte  und  siehe  um  wie  viel  dieselbe  grösser  als  die  erste 
Seite  ist,  multiplicire  die  Hälfte  mit  dem  Ueberschuss,  was  21  X  6  aus- 
macht und  126  beträgt;  dieses  stelle  bei  Seite.  Nehme  wieder  jene  Hälfte, 
und  siehe  nun  um  wie  yiel  sie  grösser  ist  als  die  zweite  Seite,  multiplicire  den 
Ueberschuss,  d.  h.  7  mit  den  ersten  126,  es  beträgt  882;  stelle  dieses  bei 
Seite.  Nehme  zum  dritten  Mal  die  Hälfte,  und  siehe,  um  wie  viel  sie 
grösser  ist  als  die  dritte  Seite,  multiplicire  den  Ueberschuss  8  in  882,  es 
beträgt  7056;  die  Wurzel  daraus  ist  84,  und  das  ist  eben  das  Maass  der 
M'schichah. 

k)  Wie  das  offene  (stumpfwinklige?) 

Wenn  jede  der  kürzeren  Seiten  für  sich  quadrirt^)  und  zusammen 
addirt,  und  die  dritte  Seite  d.  h.  die  Basis  fär  sich  quadrirt  wird,  so  ist  das 
Quadrat  der  letztem  grösser,  als  die  (Summe  der  Quadrate  der)  erstem. 
Ist  z.  B.  5  an  einer  Seite,  6  an  einer  andern  Seite  und  9  an  einer  andern 
(dritten)  Seite,  so  findet  sich,  dass  einer  der  Winkel  offen,  (stumpf),  und 
breit  ist.  [Weil]  das  Erste  (die  Summe  der  Quadrate  der  kleinem)  61  ist, 
und  das  Letztere  (Quadrat  der  Basis)  81  (und  somit  nach  obiger  Definition 
bewiesen). 

Wer  messen  soll,  der  rechne  (klar)  durch  Höhe  und  Basis;  wenn  er 
aber  die  Rechnung  der  Seiten  und  ihrer  Hälfte  (Heronische  Formel)  vor- 
zieht, so  rechne  er  nach  einer  Art  immer. 


1)  Das  hier  sich  findende  Wort  Dirp  giebt  keinen  Sinn.  Dagegen  fehlt  dieses 
Wort  augenscheinlich  in  V,  f.  Vielleicht  stand  dasselbe  früher  am  Rande  und  kam 
dann  an  unrichtiger  Stelle  in  den  Text  herein? 

2)  b-iDr:"»  H.  S.,  b-^tiir  in  der  Ausgabe,  ist  Schreibfehler.  Anstatt  G-^rbs  '2 
möchte  ich  crbrin  "pn  lesen. 

3)  Dieselben  Zahlen  für  die  Seiten  nimmt  auch  M.  b.  M.,  aber  an  die  Hero- 
nische Formel  erinnert  er  mit  keinem  Worte,  wohl  aber  Alkarkhi  Seite  23.  Vgl. 
auch  die  Citate  bei  St.  S.  V.,  Anm.  12,  und  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik  X,  487. 

4)  rfs::  H.  S.  und  so  übersetzt;  nicht  T'hs::  wie  in  der  Ausgabe. 

[o)  nny'n^  (nicht  ns^'n^a),  wie  am  Ende  der  Mischna;  r;-,'~n  würde  noch 
n^y^rra  (ist  aber  nicht  Calcul)  erfordern.     St.] 


H  Art.  V. 

^B  a)  Drei    Arten   giebt   es    bei    dem  Blinden,   und  /war:   das  Hängende, 

das  HUgelartige  und  das  Flache.  Welches  ist  das  Hungende?  Dag  Ut 
dofi')  runde  nai'h  allen  Seiten,  wie  ein  Ball,  odet  ist  die  M'Bcbicha  (Ober- 

I fläche!  wie  bei  einem  Klb'bis*!  (m:a83),  welcher  rings  umber  rund  ist, 
wenn  nur  die  Rundimg  gleichfönnig  ist  nach  LUnge,  Breite  und  Tiefe.  Wie 
(bestimmt  man)  durch  Meeeen?  Man  multiplicire  einen  der  FUden  (Diirch- 
meseer)  in  die  HSlfte  des  andern'''),  |  Umfange),  was  herauskommt  ist  die 
31'schich&h  (Oberfl&ehe)  der  Kugel,  wenn  das  verdoppelt  wird.  Denn  sie 
i(die  Wölhimgenl  sind  als  ihre  ( eyliadi'i sehen)  Wllnde  zu  betrachten.') 
b)  Welches  ist  das  HügelarUge  ?  Das  als  Hälfte  des  Hängenden  da- 
steht, wie  ein  Hügel,  oder  wie  (eine  Höhlung),  wie  ein  Zelt*),  wenn  (die 
Eimdung)  nur  gleichförmig  ist.  Wer  meesen  soll,  der  multiplicire  einen  der 
Ffiden  von  Ecke  zur  Ecke,  (Durchmesser),  in  die  Hälfte  des  andern")  Fadens 
(Umfanges),  was  herauskommt  ist  die  M'schichah,  (OherflJiche  der  Halbkugel), 
c)  Wie  das  Flache?  Das  was  auf  dem  Boden  liegt,  wie  ein  mndea 
Feld,  oder  eine  runde  Figur.  Wer  messen  soll,  multiplicire  den  Faden 
(Durchmesser)    in    sich    selbst,    wei-fe   davon   ein    Siebentel   und  .ein   halbes 

I Siebentel    weg;  der  Rest  ist  die  U 'schieb ah, 'das  ist  ihr  Gag.') 
1)  "1  ips  mais  vermag  ich  nicht  zu  erklBjen.    S.  hebr.  Text. 
S)    Bei   Beha-Eddin    kommt   ebenfalla    der    Ausdruck   Gurke    und    Itübe    Tor. 
8.  SO  and  32.    Siebe  zu  S.  Sä  die  Anmerkung  17  des  Uebereetners  auf  S.  GC. 
3)  Daa  Wort  ins?   kauu   sich   hier  durch  den  Abschreiber  irrtiiilmlich  anstatt 
inttn  eingeschlichen  haben. 
4)  Siehe  Albarkhi  Cap.  11,     Eb  ist  also  der  Satz  ausgesprochen,  dass  die  Ober- 
fläche der  Kogel  gleich  ist  dem  Cylindermantel  von  derselben  KOhe. 

G)  H.  S.  n3'p2;  in  der  Ausgabe  Jt^ipi  inD  ist  unrichtig.    3  als  3  zu  nehmen 
war  sehr  leicht,  und  auatatt  iS3  findet  man  in  der  U.  S.  einen  üblichen  Zickzack 
^B  Bur  Ergänzung  der  Zeile. 

^B  6)  Die  Worte  ibs»  •'Xn  "^wa  1K  worden  wohl  wie  oben  irrthfltnlich  ein- 
^^■.geschobeu  sein,  imd  zwar  von  einem,  welcher  nnter  nriMTl  einen  andern  Unrcb- 
^^bnesser  verstand;  und  daher  hielt  er  sich  berechtigt  nnd  verpflichtet,  die  fie' 
^^nnerkung  zu  machen,  dans  man  ebensogut  den  Durchmesser  selbst  noch  einmal 
^^Hiehmen  kann.  Indees  ist  aber  hier  unter  dem  (andern)  Faden  nicht  der  Durcb- 
^^Rtnesaer,  sondern  der  Umfang  gemeint.  Uebrigeue  siehe  hier  M,  h.  M.  Er  hat  da 
B  nämlich  zwei  Methoden:  in  der  einen  kommt  der  Umfang,  in  der  andern  aber 
kommt  wirklich  der  Dnrchmesaer  selbst.  Ob  nicht  hier  wiederum  ao  eine 
zweideutige  Stelle  beide  Verfasser  auf  verschiedene  Wege  führte?  oder  ob  nicht 
^H  vielleicht  in  nnserer  faebriLiachen  Schrift  durch  Auslassung  von  ein  Paar  Zeilen  beide 
^^B  Methoden  in  einander  sich  verschmelzen  haben?  —  ich  wage  es  nicht  zu  entscheiden. 
^H  T)   Hier    findet    sich    Kin   anstatt  1»   nnd   oben   IV,  f,   umgekehrt  p   anstatt 

^^B  irn:,  Verweehselnng   des  Schreibers,   wozu,  das   gleiche    Wort  rirfasn   Veran- 
^H  bsBUDg  gegeben  bat. 
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Warn  da  dn  Uidfing  xiiigdiearfim  wiiBeii  wSUb^  so  nniHqplieiRi  dtm 
ndo»  (OavotimMwr)  in  8%,  das  boMgt  99  [warn  der  DnnlnBMHier  7  M]. 

Tfilbt  dk  dia  ITabliidiidi  (dardi  dn  ITinfluaig)  bertfattmoB,  to  tim» 
den  bällMm  Tf rnftl«^  das  ist  11,  nnUiplkm  es  in  den  halbMi  Ruht  (Durch* 
messer),  was  8y,  iMMgt,  und  es  kominen  88%  hsKttas.  So  im  entan 
taSkif  80  andh  im  lebtOL  '  Hmssi  es  ja^:  ^  madfto  das  Heer  gfgosMn 
idm  tSBm  toü  seinem  Bimde  sn  siünsm  Bsade,  nmd  ziiigsinn,  ioid  ftttf 
EUea  seine  BESIte'*,  da  es  hmsst:  „Und  eine  Scimnr  von  80  Blien  nmiii%t 
es  zingdieram.'*  Was  lemsl  dn  (ans  den  Worten)  y^nnd  eine  Sfllmnr  ^nm 
80  Eilen^  n.  s.  w.?  Da  £e  Eidenldnder  (ProAmen)  Ton  einem  Zrsise 
beluuqiieii,  der  ümfinig  enÜiaHe  drei  nnd  ein  Biebenid  in  den  laAm; 
daron  aber  ein  SUbentel  an  die  DidEe  des  Heeres  an  seinen  beiden  Bin- 
äßm  anseht,  so  Ueiben  dreinrig  BUfla,  wekhe  es  nmriqgen.  In  ilinrtnm 
Htsflsn  sind  gleieh  die  HeerOi  die  Bider  nnd  die  Bronnen  in  Linge^  Breite 
nnd  Tielh,    Somit  bas(  dn  das  Haass  des  Bonden  gelernt 

e^  Drei  Dinge  sind  beim  Bogenarligen  gesagt  worden  oad  swnr: 

(^  gibt)  ttne  j^Mohe  (Rgor),  eine  mangelbafte  ond  eine  Hber- 
sehflsiigeL 

Webhes  ist  die  glefehe?  —  Die  sls  Halbkreis  dastebt,  nidit  wen«ir 
nnd  nicbt  mehr.  Die  mangethafte  —  die  weniger  als  ein  Halbkteiai  ^unS 
die  üebersdmssige,  wekiie  den  Halbkrem  überkxiSt  Die  Begel  ist:  Die, 
deren  Pfieil^  kkiner  ist,  als  die  balbe  Sehnoi  ist  die  mangelhafte,  nnd  di0| 
deren  Pfeil  grOsser  ist,  als  £e  halbe  Sehne,  ist  die  TTeberschflssige. 

f)  Wer  die  gerade^)  (gleiche)  mess^i  will,  multiplicire  die  ganse^) 
Sehne  in  sich  selbst,  werfe  davon  ein  Siebentel  (und  ein  halbes  Siebentel)^ 
weg;  von  dem  Best  werfe  man  die  H&lfie  weg;  was  gefunden  wird,  ist  die 
M^Bchichah. 

g)  Bei  den  andern  musst  du  wissen,  wie  viel  die  Btmdnng  (der 
Bogen)  betrSgt  Wie  (macht  man  das)?  Man  multiplicire  die  halbe  Sehne 
in  sich  selbst,  das  Ergebniss  theile  durch  den  Pfeil,  was  aus  der  Theilung 
gefunden  wird  addire  zum  Pfeil,  das  Eigebniss  ist  der  [halbe]  Faden  des 


1)  I.  Regnm  YU,  28;  IL  Chron.  IV,  S. 

2)  §  d  fehlt;  es  ist  aber  im  Manuacripte  kein  leerer  Baum  dafür  gelassen. 

3)  Es  mu80  heissen  2nnni{p,  anstatt  rr^sniD.    Hier  hat  wohl  auch  Jemand  ver- 
bessern wollen  und  hat  dadurch  das  Errathen  nur  erschwert. 

4)  Das  Wort  ^rpn  hat  wohl  der  Abschreiber  aus  dem  Nachfolgenden  ge- 
nommen.^ Vielleicht  hat  ihn  das  sich  wiederholende  Wort  nK  dazu  verleitet 

5)  Auf  ^inn  finden  sich  im  Manuscript  zwei  Punkte  und  auf  ibi3  ein  Punkt, 
um  anzuzeigen,  dass  man  'mis  *y\r\'!2  iViD  zu  lesen  hat. 

6)  Dass  *^9^n)9  *^3ni  hier  einzuschalten  sei,  ist  klar. 
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Kreises.    (^  =  i*);  ergreife  die  Hälfte  dieses    Fadens,  multiplicire   ihn  in 

den  halben  Bogen ^),  das  Ergebniss  stelle  man  bei  Seite,  und  sehe  zü,  ob 
der  Bogen  ein  mangelhafter  ist,  dann  werfe  (ziehe)  seinen  Pfeil  von  dem 
halben  Kreisfaden  ab  und  multiplicire  den  Best  in  die  halbe  Sehne,  und 
ziehe  das  ab  von  dem  Hingestellten,  der  Best  ist  die  M'schichah.^)  Ist 
aber  der  Bogen  ein  überschüssiger,  so  werfe  den  halben  Kreisfaden')  von 
dem  Pfeile  selbst  ab,  multiplicire  den  Best  in  die  halbe  Sehne  und  addire 
das  zum  Hingestellten.  Was  herauskommt  ist  die  M'schichah.  Wie  das 
Maass  des  erstem,  so  auch  das  Maass  des  letztem.^) 

Der  Art.  ist  zu  Ende  und  mit  ihm  auch  die  Mischnath  (so!) 
Hanuddotb,  mit  Hilfe  deigenigen,  der  die  Bäthsel  kennt  (versteht). 


1}  Vielleicht  gehört  hierher  das  Wort  nop  von  Art.  IV,  h,  welches  dort  den 
Sinn  nur  erschwert.  Das  kann  vielleicht  am  Bande  als  Correctur  für  ynn  ge- 
standen  haben,  und  ist  dann  an  unrichtiger  Stelle  in  den  Text  hineingekommen. 

2)  Die  zwei  Worte  "T^bwai  n'"^  geben  hier  keinen  Sinn.  Auch  ya  für  K"»»! 
8.  oboi. 

3)  Lies  r^sjn»  nb^arn  oin  "^xn  ybü^: 

4)  D.  h.  das  Besnltat  beider  Methoden  ist  dasselbe. 


SttppL  I.  Iilit.-iit.  Abth.  d.  Ztachr.  f.  Math.  n.  Phyi.  8 


Schlussbemerkang. 


Nachdem  gegenwärtige  Arbeit  fertig  war,  sandte  ich  sie  dem  Herrn 
Dr.  Steinschneider,  dem  wir  überhaupt  die  erste  Auffindung  unserer  Schrift 
in  dem  genannten  Cod.  der  Mtlnchener  Bibliothek  verdanken,  zur  gefälligen 
Durchsicht. 

Ich  spreche  hiermit  demselben  meinen  innigsten  Dank  aus  fdr  freund- 
liehe  Bemerkungen,  von  denen  ich  mehrere  in  eckigen  Klammern  unter 
Bezeichnung  St.  zuzufügen  mir  erlaubt  habe.  Sollte  ich  manche  Fragen 
nicht  genügend  beantwortet,  resp.  manche  Einwendung  nicht  hinreichend 
widerlegt  haben,  so  dürfte  mir  vielleicht  der  imgeheure  Mangel  an  Zeit 
einigermassen  zur  Entschuldigung  dienen. 

Wer  vor  mir  versucht  hätte  diese  Aufgabe  zu  lösen,  wird  es  mir 
hoffentlich  nicht  Übel  nehmen,  wenn  noch  vielleicht  etwas  zu  wünschen 
übrig  geblieben,  falls  die  Aufgabe  mindestens  der  Hauptsache  nach  als  ge- 
löst betrachtet  werden  könnte. 

Vielleicht  ist  es  mir  später  einmal  vergönnt,  auf  den  Gegenstand  noch 
zurückzukommen.  Vorläufig  erwartet  wohlwollende  Zurechtweisungen  in 
aller  Ergebenheit  der 

Uebersetzer. 
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«f Ju^UJt^   ^j6i    MySU,    ^j6i    iyi^  «A^U.    ^    SSibU   Jpj^   Jy3  ^13 
Si2JbU^    lullet    ,^%Jl».  ^  ^LäÜbU  IjJ     JI)  J3  «il.LuJL  ^4  «Ul^Aa«^  ^ 

u^  ^1  jüu.  ^  lit^  vyw  a'  ^jÄ--^  JuSü  »a^fj  ^  U^^  o^l^ 


•Jv». 


[^1 


—     37     — 

^^\j>  L*j*--X3  yj   li^j   jy*süj   JUiUi-   ^y>^  jÄt  Jcs-I  yfj  l«  ia**\i 

•  • 

\^Mij  ^y^j    S^US     ,^^Ä*t9    s^isaij    «j-iU.  j^j   L^^a^  s^isai^   1^**^    1-4^ 


^JLr  j^i^  j^f|  v^fl^  gy^^li  vi5^fJLr  ,jj5Jö  ^Lr  loli  juu^^ii  v^ä^ 

••  ••  a« 

^^A.-^  ^o,   ,>Jli-^  Ltl^o  e).^*--^*j  ?^^  v^^  f'^^  ,>^*^  f ;^l     ^^j 

••  •• 


-    88    - 

J4Ü6  ^UjUmK«  Ufif  Utk  lAii  ,>yMH  y»  ^L*.!fl  o^^J  UmiSj  SaU 
^yJyÄ«.J  ««^  ^ji^  ^LtAü  ^Ut  ^y>J  JL}  ^U    Jb  ^^ly»^  Ls« 

tÄT-Ä^j    »AiUs    JvX^    e)>^^'j    **^    <y*A^   o^^^^   &«-**:Jj  SaU  ^ 

|J^^  y^  SdbÜl  ^  U«  yF^^i  Jo3L^  j^^  »^4Js-  «X>-iyi  «^^5^li  Uft^ 

Vj^U  s>^l  <Jyc(  ^1  00^1  r<3b  SLitM^  y^  jS-^i  «Laif  ^  U«  «oaLÜül 

jüSiA  ^  ^jy^  Wt^  v^vJÜt  «LaJI  ^  LfAoftilj  L^Jbu    ^  su..^i^  vJL» 

••  ••  ■• 

^ÖJ^   ,yiJUi\i  ,^jij   ^.»a*l«JI    ^   ««2  fvXjf    L>^Jj  jÄ£     --3I 
^jiui  &iu^  jJ>j   9iAG.LfiJt  Uuai  ^  "^y^^   Vj^li  jX.^  iü^  !> 

•        l^jj*e    ^6^    U»;ft*-X3    ^^j     0**^J    "^^j' 


'j  l^yp. 


b&^M^j    L^O^^c    J^    Q^    9\\^   yh**^    &3yuS 


^^  .   cr*j 


••  •• 

••  •• 


••  •• 

#•  •• 

Iv] 


j  »wwi   ^Jl^o^     -i    v^ft->Aij     SüJLi  ^^j    JaJÜi    oLsai    Vj^^*   ^^    L^;v*---^' 


-     39     — 

ouai    ^  j^-^^^    hlL^    ^\J^    Uki^i    ^li    ^^LiJLaft   fyUwl  \6\    \j^ 

••      •• 

^^  •• 

S^L«    ^\y^  yi^  y^^    nI^^  ^^  Qi^^J^'    «->^^'    y/^J    M^  ^  Sum..>.-c\J1 

••  •• 

••  •• 

QAÄxJbU         JL      LjiJUsJ     ^Lo      03^       Oj^\     y^     vtf^Jvi     ^V>J^      \X^^      ^yMjfj^^ 

^yci    ^^^    L^  ^    jUmw^^aJ!  y/ai-   ^^,1   s^^^  JU^w^    ^^  gcXtUJI 

••  •• 

••  •• 


c^^    s^Ij.:s-Jt  ^1   »sXtÜLlI  JjWÄ-U    L^jÄi-   JaiUwwo  jJL.  \:yj^f  I^U   Ltl^ö 

JL  L^    «^    L^^jpu^    Jaii^^^i  ^^j^v^l   JpgM^.4  j^^  yS^ss,  SJu^l   L^ULuyi 

••  •• 

••  •• 


—    40    - 


^' 


#     1Ua4liJU  SL^^e^t  '^^  v^j  «äj^^  (Ji^li  v^^'bsl^uil  w 


••  ••  ' 

••  •• 


••  ••  •• 

{Lj^jJ!   SUSlü   »JbU  «!^J  JX.J      •     Uj^yujCs^  «^v5  ^  Uj^^t   sji^ 
v^ÄAöi     ^    U>Oj-4£.   s^li     ^ft!^^^    ^^^',   O*^   o'^^J-^    CPlJtV^'    C;-y'i*2aJ' 


}S  ^  Ul^yi  ifjL^   cXb^^f  Nj^L^^J!  JUJliJLii    ^UJI  .j-^^J!  L«i^ 


L^y*v>.  JaJU^^  lj>«3^-*t  J^as  ^  oyti  L^^^^wJ^i  ^^.^Ls  ^^^i  ByüjL.  woL&. 
iJAtLä  ^^  oj-tf.  U4JU  -.^'i  JäA;:^  ^^  ^^^U^  {jf*^  y^  c>^  r^^j 
küulLäJ!   v>^  ^    »fl^^  JU5U    isijlj  ^   Mj  ^^I  ys^^    -biu^  ^,Lä 

w 


-     41     - 
ö 


jüUm  e)^y^!^  f^^'  ^L*.^  ^j^[  MUi  L^>  iüsy  l;^;'  ^"^'j 


c^<3l   jUww«^  L4JL«  woLä.  JwT  ^^I    cXö*^!   JsijjUmwJ!   s;ju«»f(    Ulj 
^^^i  oyus  ^.^1  ÜJ^XMJä  ^^l  jJLli  j^JI  &Ä^  yS^:^!^  }UiU5  L4Ä>ä  J^U 

•  •  •• 


-    42    - 


^  ^jfJUa;^    Ä^f  ^   ^bftä  j4  Oä.  v'    l^'j^J^j    ^Xi^^I    ^JUJU 


jä    ^3w>   ^i^MKj   ^svm^    ^iauv*   i^ö^   i^hoM^  ^3)   i^rioM    ^c^%    S"wUM»ifm 

gtuJt  s..^ai  L|JU  ^^f  ^|f  UJ  ^^^    J3^    oU^Uju  vdLidU^  ^^^  ^j^t 

^^^AÄJte«  jig^^Ja  8U«aü  ^  ^Ü-  ^t  LJ  ^jf^    Jo^  31^  ^JÜ!  ^^f 

••  •• 


••  ••  •• 


U[jjJI  &4il3  ^Xö^l  i^yu*^  L^JUi   ^j-^Uisl    X-.M.4i^   viyLti^i   ^I   jJLlI 


i-  JÜÜUJI^   L4a^^  ^^  JÜfS  L«J^  ^Xb^il  SJÜiLsA^  Ul^yi    5UjI3   i^oUJ^^ 


NJUJuJb  \^AXi-Ji  Niii|y!^  »Uijj  c^JÜÄi^l^  L^x-iU?!  c:.y:-ywl  ^1  ^^^  \juju-*! 
j^^l    ,.j!  jAd   XAbüs^    L*Ulj:^    ^yUkiu    U^y^j    1+^   ^'1    ^j 

•  •  •• 

m    Ul^yi^  ^.iUb^!  Sjiki^uJI  jU^Liül^  LAfl^t  ^^.^Uy^w^  ^^^yü'i^  i-)'-p.>^ 

^Xb^l   WJUa^u  ^1   Ui^jil  JUjb  ^Xb^t  2Si>c-w^  ^Lju^!  ^^  ,^,L^   Ui 

[rj 


—     43     - 

y„Jj>al    Ja«    ^^j-^    ^^!    lXj    iU    ^j^    ^*i-Ä^    ifji^vXft    Q^    JUlaä    ySj 

•  « 

Oj^   |."4-^l  ,Jic  2u-yy3l^    nJU^    ^  j^yi    s^saj    yyiyU   ^    «^SJO    ^1   ^^ 
yjuoj  ^   9jjO^\  jLä    ^.Jjnli    Vj^ü    (j-^yi^!  jiV^»^    ^j«^    o'    '^'^>>'    o'^ 

••        •• 

••  •• 

^jj^o  yx,  ^1  Ui:;^  ^1  i^j^x-«  ijL^   fA?y  jAt  ,^  e)*-^  a'^     *   j^^^*-^^' 

•• 
••  •• 


v*H»>  J^  er*  a>^  '^W^b  f"^^'  ufjUju  ^Jxi»  Jj],    •    gl^J> 
^\ji  ^  ^Jüf  .gWf  JUul  ««»^i  «dir  ^ii«JU  UtxfJ(>  f^^t  «jt>Uf» 

o*J^  4^*iJl  gJkiJI  ^^  j£*^  gl^^  wJuoi  v**'^  J**"  er*  liU^Ö»* 


41       L^^AMwXS^ 


•  •  •• 

••  •• 

Q^     KAOA^     sj^jä     ^J      Jj'^    j^jj\    ^     -jÄ.     Li      ÜÜI      Q^^-Ä^       ,^^     M£^'3 

[1] 


Zur  Vergleichung  über  die  besprochene  Analogie  zwischen  unsrer 
Schrift  und  der  ersten  arabischen  Geometrie  von  Mohamed  ben  Musa 
Alkharezmy  mag  hier  der  arabische  Text  des  letztern  nach  der  Aus- 
gabe von  Rosen ;  London  1831,  von  Seite  o,  =  50  bis  Seite  If  =  64 
folgen. 


•^iwn  n"3  »inv  ?3in  r.s  t-itoi  t^  omo  toi?  nua  arm  Tns  q-ire 
inst  (n"3)  5313  a^rai  '3  an»  n"3  ^ins  n"?  q-ina  Tirb  T'iim  n"? 

.abi7;  ;ci:  (K"dj  ^apn  ""sn  bc  Tisync  «s-ia  nr«  isaia   .o"-"!' 

japn  37  Tflira  r^  a-j;i3  va  -"'^'O"'  o^^^  pnp-rcm  .nn-rian  iiaiDna 
1  (i)  Twsn  TDC  i^'u  TT-iTa  mn  »^ni:  a-riin  rcbra  1133  .im:  ifs 

o"*;"!?  rns  ras  incbo  p^rni:  map  iiism  ^TciiE  is^:  i"-^  ""co  ttd  t^ 

;?  nni  sin  nts^  in«Tn  ninrn  rs  npi;i  ,a"i3 

lira  s"a  snnr  nrr'n  ;7  ninian  qirai  iibki  is 

r-'jB  mm    ,ii':    niuTiai  i"3p    a^ior:   am  'i 

■'ro  nx  ;7  in-'  sin  m:r  n»")-!!  nsni:n  ns  npV;i 

am  a-';lBsnn  T'Dp  v^-^  "^  ^^v  "iri-^n  rs  :;ieoi 

npibi  r-'B^bc  inm   .Tsb  iT-uyiaT  a"ET  n"n  a-";"!? 

7ir3  'n  sinp  ip-'n  rs  q-irai  ^o-«;«!  ii  b?  nr^  sin  m:3  nsn- 

.nmimn  -ny-'r  an  am  T'z  3ip?T  v':Ta^E;s't  B-'biyama^inKna"DT 
1  (k)  ,ii:i7  '':Ea  „q".iia"  anc  in»  ba  a-'iipn  mnybi  jifs  nmrcn 

■':e3  q-nna  7apn   Kinic  'an  rbim  nr  br  nr  ■j-'D-'Ctoi 

'1  inr]  iTa  'n  to3  iiws^n  -jü  ir-'  pnnsn  qn-'m  ,irsr 

nami  nmr.B  nT>iTn  -jb  's  nstna:  nT  ira  'u  nr  im 

nainnia  Trab  T'iini    .s"b  pinsm   s"c    pos^n  sns; 

OTbm   iiaona   sin   ^Bn  asi    japn  ar  Trc?a  ina 

.abub  nns  n-ro  nauma  nimii 

V.   .'n  pnc 

« (a)  »"n  IT  -'S    .nbBwm  ,nbV3nn  ,n-'ibnn  in  ibsT  .nbiaya  mn  »br 
nn-won   nn-inic   iä  -nia  ns   bam   nbiirn  ip?   mmyn   ir   n'i'ibn! 
an-n  Tts  moa  nnbia?  [snnu]  nabai  n-^ma-^aab  nbia?  s'-nc  rPOM 


anviH 


welchem  die  drei  Punkte  wahrscheinlich  ab  TUgangsEeichen  aiumeehen  a 
[ni]  nach  St.  —  mcn:  %.  Uebere.  —  (!("0)  s.  Uebere. 

(h)  Zwiachen  7s  und  srra  das  Wort  ncp  in  Hb.  nnd  Auag.  S.  Cebera.  9 
CvVaz  ','z  s*=ci  wird  sich  Rath  schaffen,  entweder  mittels  der  S«it«D,  oder  • 
ansi.  B'-s«  '3  V-BC-  in  Hb.  und  Aogg, 

(i)  Du  Wort  c.-i  voi  c-:iirE«-^n  in  der  Anag.  findet  rieh  im  Haauactipte  tüol 
dagegen  steht  an  dessen  Stelle  ein  Zickiack  inr  GrgäiiEung  der  Zeile. 

(k)  „qiists"  Ha.  anitatt  r,^a-a  in  der  Aneg.  —  [ntj  St.  —  -n-=  austatt  nrvra  * 
weiches   wahrecheintich    durch  die   irrthOmliciie  Aoflaasung   von  n^^Q  anstatt 
R^i^ni}  entctanden  ist  , 

T.  (a}  n-m^rn  anstat  rnaiy  ««r.  —   ri>i»n  oder  vielleicht  nViwi   , 
nJ-JS  ~i.  —  nV'jr  anstatt  nViwn.  —  [unrc]  fehlt  in  Hs.  und  Ausgabe. 


^     47     --. 
''nni^n,,  '^sn  tm  'n^n  ]^'D'}nn  n^^  qnro  mitt  ns-^D    .mtta   .pTsri 

■    nbibn     ifc^  bnD  jrr^ibnn  -^snn  mtDiyiD  it  ,i^'^n  ir^^  nbibnn        'n  (b) 
T^iDinn  ir  nn^^  rinro  nw  T"i3fcm   .nito  fc^nmo  nnbm  nmpD 

^^  nbiDij  mtDD  pi^n  by  nsinsn  it  jÄ-^n  in«  nbron  'a  (c) 
Tbwcn  TOsy  Tf^^  t^inn  junro  n'nab  T'^sn  .nbiJ^y  n-ns 
a«i  ,nyy  i^in  nn-^iman  «in  nKinsm  r^mo  '^sm  y'^mo  iststt 
n«  qists  «in  nb-^bn  nb-^bn  nin^on  n«  rr^b  ytn  nn^ 
tn^  nyiDb  ftn  nn«  a^^i  .n"D  tv^'^T]  r^ntDi  '3i  ^irn  tainn 
«inTD  iDinn  "^tnn  nm^^  rinsi  i^''*^  i^-^ntD  nn-^non  "^sn  rin^^  nn^tron 

a"»nD  b^y  ididtd  bi^  inttra  nt5«a  itd^  ps'Tia  o-^n  n^^ 

inii^  no*^  n7a«n  D'^üb«  ipi  'dtd  inn-^no  nts«  a-^^büi 

intsÄTD  "^tb  'TQ^y^  nt3«a  D-^übtH  ipi  niTsbn  n«  ,n'^nD 

r^nTDi  D'^tsiTS)  «bTD  nprnts  nn'^nontD  nbiJiW  p^^  "^sa 

mntTD  "»n^b  d*»  b«  rn:7n  nn^^  r^ato  arva  fc^s*^  tainn 

1^^  nnfc^  D'^itD  nrn  myiom  n-^no  imj^  mo*^  na«  'b  uw  -imDi 

.nbiDi^n  nntj  m^b  i^n  p-oyi  nnnni  ^lÄn-  nrnnm  m«iptim  DTo-^n 

i^'^n  ir«  nniT^ni  monn  ,nmD'^n  ,in  ib«i  nmtDpn  nt5«D  o'^nm  'Di        'n  (e) 

ti^'^Tw  bD  nionn  pn*^  «bi  non  s^b  nbiJ^yn  •^snn  mtji:;  «•^mo  ba  mTD*» 

bbsn  nr  ,nbiDiyn  "^sn  b:?  niDm:;  «•^mo  bs  mn'^ni  ,nbiJi:?n  "^snta  nmnt 

im"»  nsntn  bsi  .nnon  «"^mD  [r^Tn]  irr^n  "^sma  niniD  Tttiy  nsntn  bs 

.nnr)"^  «•^mo  riTa  nir^n  "^inta 

•  -1  - 


(a)  nnxn  anstatt  lasKP. 

(b)  naips  nach  der  Hs.  anst.  nnipD  löD  in  Ausg.  ~  Die  vier  Worte  y\n'2  1K 
1^X5  "«atn,  die  sich  nach  dem  Worte  'iriKn  in  Hs.  und  Ausg.  vorfinden,  sind 
offenbar  einem  Verbesserungsversuche,  von  einem,  der  das  Original  nicht  ver- 
standen hat,  zuzuschreiben.    S.  Uebers. 

(c)  K:3n  so!  —  l-^Vin  nach  der  Hs.  anstatt  hViyi  in  d.  Ausg.  —  n"i)  anst.  n"i) 
—  Zu  der  Figur  V  (c).  pp  wahrscheinlich  Pol.  In  der  Hs.  ist  diese  Figur  vier- 
eckig anst.  kreisförmig  zu  sein ;  die  Figuren  tragen  überhaupt  den  Charakter  einer 
flüchtigen  Nachzeichnung  an  sich.  An  der  Figur  zu  (a)  habe  ich  ein  Wort  n*^*i^n, 
welches  dort  keinen  Sinn  giebt,  weggelassen;  es  soll  vielleicht  n*^lbnM  *^:tn  heissen. 

(d)  inn'^nD  soü  wollte  man  die  Lesart  innip,  wie  in  Hs.  und  Ausgabe  auf 
Grund  der  betr.  Bibelstelle  beibehalten,  so  müsste  man  ri'OKn  u^ni  anstatt 
rrox  D'^obül  setzen,  und  dann  noch  das  folgende  '30  streichen.  —  pK  "»sn  Pro- 
phanen;  nach  einer  Seite  verwandt  mit  ynKii  "^TaP.  —  nnx  D'n»  anstatt  D'«'jo  in» 
in  Hs.  und  Ausg. 

(e)  nan^  anst.  rr^-'anü  in  Hs.  und  Ausg.  —  [m'^S]  nach  St. 


"iaB:i  n"3  «nnir  rann  ra  T'jwoi  'p  ano  ittzy  ■'ied  dito  in»  icv 
-in»  (n"3)  73*13  D^ya-i  'a  an»  n"3  iira  n"r  qiro  tih":  T'-iim  rjfj^ 
ya  sim  nn-Tron  sim  ip-'yn  n«  beim  n"7i  n"n  ab»  a-ibi?  : 
.abu:  ;e:;  i_s"o)  rapn  ^sn  in  niüino  sma  nrs  latM   .ff>T^ 

Li  am3  i;  r«  a->Eibn  iiatm  ;3«  ,13  nahn  ist  mirn  rssinu  --in 
.73pn  57  171373  T^  a^7;s3  113  p->3B"'  ann  pipTani  ,nn"iron  i-aw 

f*:;  to  TüDSn  nsu  i"a  r-,^iT3  mn  srnT  a^Eibn  nicbwa  pjD  ,17012  is-'S 
a-"';*!?  nns  raa  irtfris  pnni:  iiia;  T>-iim  ,-'»'';'b  iic  a'"'  ■":»  tib  • 
:?  in*'  sin  hdd  insin  ninon  rs  npibi  ,3"^ 
Tra  s"D  »ino  inTi  bj  nin^n  ^11:31  iitdsi  is 
r.-';iD  mm    ,ii;    iT'crai   t'Dp    a^Bj;    am   't 
■';n  IS  ;?  in*'  »in  nias  nsin  nsn^n  ns  nptbi 
am  a'-iiDKin  T'3p  Tina  't  Kimn  in-'n  ra  qirm 
npibi  n-^r'bc  mm   .iip  ittstisi  a"E'i  n"r  a-^bir 
Tira  *n  sinn  ir-n  rs  qirci  T-öv  12  ;?  ir?  «in  nas  nain  nsnm 
.nn^nan  nr^B  an  am  T'b  aipn  i";t  a-iEba  't  a-'bij  am  a'-insn  3"bi  n"n 

^-<  [V)  ,ivs?  •'iBa  „qnya"  ans  ina  ba  a-'ispn  mmjbx  ,is-'3  nmnsn 
■izca  qnir  ^apn  aino  'in  rbsm  nr  b?  nr  ^-'e^dibt 
'1  [nT]  iTD  'n  -lUD  Tu!«in  "jd  ict'  "jiman  qn-'in  ,tbij 
nann  nmrc  rTiiin  -pa  's  nsra:  ni  iiu  'a  n;  iro 
nacnia  nab  T'ism  .s"e  pinam  «"c  iinain  ttrai 
B'-ybin   paüna   sin   yrn  ost    .?apn  a?  -nrya  ma 

.abiTb  rns  n-na  n3'Dni3  nirran 

V.    .'n  pTC 

l"«*  (a)  «■'"  IT  ■>«    .nbenm  ^nbibnn  ^n-'ibnn  in  ibsi  ,nb*isra  m-ro  bVb 
nmmn  nn-'nc   is  ma  ii  Van   nbiiTn  ipy  mtjwn   it   n-viäi 
ami  "p»  rrwa  nnbi»  [«nni:]  nabai  n*'ma''aoa  nbisj  «■'HB  n*«: 


welchem  die  drei  Punkte  wahracfaeiDlicb  als  TilgnngiMichen  aniosehen  rind. 

InlJ  nach  St.  —  nror:  n.  Ueber».  —   (M"0)  b.  Uebere. 

(h)  ZwUchen   ^S   nnd   -fV3   das   Wort   nap  in  Hb.  und  Ausg.     S.    Uebere. 
c*7^xa  i'a  's''~'='  wird  sich  Rath  Bchalfen,  entweder  mittels  der  Seiten,  oder  etc. 
uisi.  o^sba  'a  V-es,-  in  fls.  und  Ausg. 

(i)  l'u  Wort  sn  vor  D''3'ii:;xin  in  der  Aaag,  findet  eich  im  Manauriple  nid 
dagegen  itcht  an  dessen  Stelle  ein  Zickiack  zur  KrgänmtiK  der  Zeil 

(k)  „qT'S'o"  Hb.  anstatt  riai:  in  der  Ausg.  —  [ntj  St.  —  -r.-a  uetatt  n-nis  ~ 
welches    wahrBcbeinlich    dnrch   die  irrthDtnliche  Anffaeaung  Ton  n^l|fi|i9  anstatt 
~9?Ö7  entstanden  ist.  . 

V,  la)  rnwisn  anstat  ittc^J  srn.    —    nVwn  oder  vielleicht  niwsi   aiutaU 
nViS  '1.  —  nr;3  aattatt  nsiwn.  —  [xnncj  fehlt  in  Ue.  nnd  Ausgabe. 
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iD-inD  n^n*»  ni-a:?!  nn«nb  «pntan   .m'^irn  nnTD"»i  o'^rrbin  nsiima  ä'^htd 


nsÄD 


'a(c) 


T  (d) 


.a^^ntD-i  a'sDitao  aron  Dm  n"»nTo:?  "^d«  an  o'^nspn  n'^niyps  ^ww  «"ini 
nitib  nsinni   .yapts  i^im  bei:  i"n«n  ns  b«  ants  Tio^n  nit3:?ni 

.nn'^iman  Ä-^n  pa^nn  -pa  nbnym  ynpn  -^xnn  Tf^^  nTö:?^  rii» 
q-ii»ü  nni^i  nn^^  bs  D'^i^n  i«  o'^-nsp  n'^m:?bx  ^:w  »ns'^D  nnnn 

fc^iHTD  '^atsn  :7bsni  nr  d:;  nr   o'^rrinp  tost  "^Dön 

nnnni  nn«'^  rr^niybanD  nnnn   yn  td'^i    ."ji-ini^n 
ninn  nrirn  i^roD  :7apn  hj^dd  nniÄ  ntoma  Trab 

qnsta  mwn  ni:7bsn  nitarn  nntan  nyib  nsnn 
•^DTDn  :7bsn  "^sni]  itas:;  ^inn  m:7bxn  p  ^^nti^n  n^^ 
fc5»ö5ni  To-^n  i^in  n«w:ni  naintan  p  •üvron  Tbü-ai  [itssy  Tina 

s^mro  'n  «inTD  "»DTon  rbsn  "^sni  'p  mü:;  by  niTD:;  ^d'^dtö  it^^ 
nnp:7i  nio'^n  i^im  n":?  dtd  hä^s  ann  i«  ppn  ^biroi  n"a  itasy  ^^ita 
nbiyni  iinnnn  ybsn  "^tHn  ^f^^  '^p^J^  5|nM  m-ab  T"^sni   .d'^i'^«i  ['n] 

.D-i^i^i  :3i"ta  fc^'^nTD  rurnman  [Ä-^n]  patonn  ^'n 
■»ata   .:7bsi  ybs  ba  n"»m:7bxa  nMon  nitobiwöa  ninn«  d-^did  n:7aTD        't  (g) 
[?]  niBna  •j'^aani  nra  nr  b«  nTOi^n  n^^i  nra  [nr]  bto  -rnai^n  n^^  itasy 


'n  (e) 


5Sp 


'^  (f) 


(b)  '^11^5  "^DttJ  Dn  D'^^ixpn  anstatt  n'^Tiios  rr^hisiat  *^Dtt3  dm  "ji  D*^niatpn  in  der 
Handschrift,  wo  die  Doppelpunkte  über  )b  und  n*^ril9^2l  sicherlich  Tilgungszeichen 
sind.  In  der  Ausg.  sind  die  Punkte  weggelassen,  und  dafür  nach  p  ein  Frage- 
zeichen gesetzt. 

(d)  ^Pil*^  anst.  ^ni'^1.  —  Nach  linnKn  ma  finden  sich  im  Text  noch  die 
Worte:  „"^^ba  w^inn  ■)«**,  die  von  St.  mit  (sie)  begleitet  wurden;  vielleicht  gehören 
sie  auch  den  Figuren  an. 

(e)  Die  Worte  von  173219  bis  173219  fehlen  in  Hs  und  Ausg. 

(f)  ['n]  nach  St.  anst.  'n  in  d.  Hs.  —  [VC^Ti]  nach  St.  anst.  p  einzusetzen; 
ich  habe  p  gelassen  und  habe  analog  dem  Obigen  (IV^  (c))  noch  "jl^^nn  hinzugefügt. 

(g)  nrntts  s.  üebers.  nach  St.  könnte  es  vielleicht  ursprünglich  ninn»  D'^DB  t 
geheissen  haben,  wobei  ^  den  Paragraphen  bezeichnen  sollte,  und  ist  aus  Miss- 
verständniss  M^niz?  anstatt  't  geschrieben  worden  und  dann  noch  ein  'T  zur  Be- 
zeichnung des  §  obendrein  (?).  —  Nach  jbaf  findet  sich  noch  ein  Wort  M*^x'n,  über 

Sappl.  z.  hist.-lit.  Abth.  d.  ZtHchr.  f.  Math.  u.  Pbya.  4 

[n] 
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'n  (e)  m-^irm  nnb  pnn  "»d«"i   nnb  idi«  "^didi  nrnm  m:7bsn  n^iman 
moman  D'^D«n  Tna:7tJ'i  n'^irb  rr^ina  d-^dtd  npoit  nni«  n«ma  nr»D  rYnaipy 


.nTD  in"»nwbwöt3  Dm^^  mo:;  niiitron  m:7n.nt3n  bsi  ipy  bM  nDtron  pnwn 


IV.    /T  pnD 

'K  (a)  Ä-^n  ipÄ    .nmntn  ,nnnn  ',nnsDn  in  ib^i  nwbwon  r^rro  «bw 
•jitDÄ-ib  niTD  «im  itssy  "^stn  in«  bD  a'^Bmro  o'^mspn  n"»nx  -^3©  nnxD 
nna-i  n«Ta  1)3X7  ■'scn  ibw3  nbijni  nr  nro  nsTstni  nr  nsTs  ntm  p^D 
iinn  "^sn  innn  D-^nspn  ])3  fm«  qisTa]  nitab  T*ism   .n«)3  -nas^  ncn 

.nn-wan  «-«n  nbijm  'i  innn  'i  i«  'y  t^^  'n  i« 


(e)  nn-x  scn^  nach  Steinschneider,  anstatt  n^x  nncms^a  im  Cod.  —  Nach 
bri  finden  sich  zwei  Worte  c^acb  «ipOB,  welche  offenbar  zur  Figur  gehören; 
ebenso  die  Worte  np^j  brn  naiir^n  und  C^rüb  npOB  am  Ende  dieses  Kapitels; 
ich  habe  diese  W^orte  auch  in  die  betreffenden  Figuren,  wo  sie  hingehören,  hinein - 
geschrieben.    Hier  der  Text  in  der  Ausg.:  r^s-r^an  r-rz^^n     .t3'^3ü5  npDE  [v]  52" 

Was  die  Figuren  überhaupt  betrifft,  so  sind  sie  zwar  als  Freihandzeichnnugen 
nicht  ganz  genau,  iudess  konnte  ich  die  Meinung  des  Herrn  St.  nicht  theilen:  „sie 
könnten  etwa  weggelassen  werden,  weil  sie  das  Verständuiss  nicht  förderten "(?). 
Ich  habe  sie  hier  wiedergegeben;  nur  genauer  und  in  etwas  grösserem  Massstabe. 
Die  Berechtigung  dazu  verschafft  der  augenscheinliche  Sinn  einerseits  und  die 
Wrgleichung  mit  M.  b.  M.  andererseits.  —  in'^r*w5u;?:'!2  anstatt  n'r^'::'^^::^. 

IV.  (a)  |"5nx  r-^*:!  nach  St. 


L^J 


—     51 


111.  .'ä  pne 

«•^1  /a  .mni'^iTm  JT^mybsn  nnto^  «^^  in  ib^i  mwinian  «■»  D'^it  niman        'k  (a) 

•jDiÄ  "»i^i  n'^ni'^iTni  rr^nirrbsa  'ditm  m«-»  ^•^mo  to-^i  /t  .rr^ni'^iTn  'rwöi 
.np^y  bD  n-^ni'^iTni  rr^nirrbsn  niiwö  «'^ntD  ■'ta  td^^i  /n  .nnb  pni  ^^DtDi  nab  r^i^D 
^1«  qn»Q  ns  L^d]  p  niTD:;  pJiD  trr^  in«  ni-^irni  ni:7bsn  niton        '::  (b) 
nn«n  nnp:;  «in  ^^nn^n  ybtn"}  'p  üni  rur^tron  «^^n  nbi:7ni  nnnn  b:? 

/n  "iDi  '3i  1D1  rr^npy  ^^d«  an  n-^nirbs  "^s^i 
■^5«n  mroi  ybx  -»DTDa  'n  iiüd  jn^^nnra  T^^v^^  rr^nii^bxa  nsiimani        'a  (c) 
,^p:i  niTD'^i  :7bsa  m«'^  jnrr^TDTan  «^^ni  n*"ü  "jn«  nni  br  ^i«  tfim  ,ybs 
^5tDi  ns  bDta  'n  iiDiD  ^«'^n  it'^«  rr^ni'^iTn  nrimai  rr^nirbsn  niTD'^n        "i  (d) 
'«n  :?M«n  nr  n«  nr  •j'^p'^otta  i-^in  'm  a-^ann  ni'^iT  'ni  ü'^ns  m^^ir 
innn  -^sn  Tif^^  i^nsinn  p  '«n  qn«  niTsb  nsinni   .ntwo  'nm  nDtttw 


Schreiber  selbst   verbefiserter,  und  spftter   aus   Irrthum  stehen  gelassener  Satz: 

"1D1  Kihi  o*^bü*i  ü"ü  cü  i'^'^TittSD  D-^cbüi  V'p.  —  a"Ä  anstatt  o"tt3.  —  nxn  St.  will 
r'iia  einsetzen;  dafür  würde  auch  der  Umstand  sprechen,  dass  der  Schreiber 
das  erste  mal  nach  Hihi  ein  'na  angefangen  hatte;  das  3  gehört  vielleicht  dem  y':t 
an  anstatt  dessen  u"^  irrthümlich  geschrieben  ist  S.  Uebers.  —  [nn'^cnsn]  nach  St. 
•  III.  (b)  [bD]  nach  St.  —  n^^p:»  anst.  n'^p:P  in  d.  Ausg. 
(c)  ips  wie  in  der  Hs.  anstatt  [?  '*^*itn]  in  der  Ausg. 


(d)  hY3    zeigt   auf  die  nebenstehende    Fig^r, 


welche 


offenbar  von  dem  Schreiber  missverstanden  wurde;  die  Figur  ist  so  gemeint: 


Man  beachte,  dass  zur  Herstellung  des  rechten  Diagonal  winkeis  hier  wiederum 
die  sogenannten  Pythagoräischen  Zahlen  3,  4t,  5  gewählt  sind.  Dieselbe  Figur 
findet  sich  bei  M.  b.  M. 


52    — 

»irro  B^TTG  Kin  '■'ES  mr  Kimr  '"'es  r3*:inn  wn  rs  Tra;  nsi-rn 
am  Tr^3  ti«  q"^s:is  ,"tns5  d'^cid  re  .a^:D  cu  r'':^3  s^n  ami  ■ 
.qian  »im  ian  r-n-^wa  s^n  "incstre  rijiyr.i  ptsyn  • 
"■  (f)  itr  ipoy  nin^TS  12:13  ri""'  "'^'^  '"^^  i«  vbw^  1»  --jt  n-^n  d*i 
TTT-m  nn^eian   nn  •n-ctra  n-mn  i;ir  -nisi  aan  ttt»  maB 

.qiin  rn-'Bn  «in  piDirn  Tra  ic-iib  nti| 
1  (g)  .ebiiire  1«  biw  "'HT  is  yama  '■'bsi  rnüia  ie-ci  nn  larsi  Tumrr 

.ric  in  WK-iu  qisn  rn-'im:  »in  n:iym  n-aipn  T^a  lEisia  nrin 
'n  iii)  raa  rnic  iT7:En  i-'nT  la'sai  naipi:  lan  is  ^rn  -irab  T'.in 

nspn  5»  nspn  ir  T'ninn  71a  's  qirc  ,'.b  niaiiD  1«  ina  -"ina  TT 
,nn-^won  sin  nn'-rtra  nbiyni  insn  -«sn  ■ 
'13  (i)  naipn  i^in;  iura  is  in  iics-i  iesiV  inna  n^n  as  iiuyai  .itd7 
nro  nr  pbnii:  cs-'n  nupn  «inw  innpai  icica  -c^-a  sinr  iab  ■ 
iKcrm  sann  ya  -inpn  i^booi  iiinsn  iiairna  (laaj  mioi  aion  luTfa 

.niiyn  rn'-nna  s-n 
"•  (k)  n>iyi  -fon  nias  *i  rna  n^ias  'n  ibidt  yaiia  ttcj  v^^  "^Tire  ir-'s 

ni:a  rrb  nrs  t"!!!  ,Tiai  rias  tu  37  niss  tc  irsn  n;i7i  ■>on 

nns  IS  ^1171  7iap  inr  s;s  innsa  'i;s:  ■'aai   ..ircp  niaai  irmra 

.röTa'Ta  ins  nbs'C  17  msrn  sin  nua  : 

•tt-  tn  ""in  sine  iiiarn  ti«  12  'yaisis  s-ttb:  nira  .-'^^^  ^t"S  i-: 

'1  nciDpn  171  m:s  aiiw?  icsin  nia^r  17  m37n  -2  sse: 

.D"ir7n  la  '^n  rnaa  r.7aisn  ya  D^it:  ttoü  mo'^  sn  i 
•a- (m)  ■'B'^STDi  »ibri  'n  am  qioa  qiii  in  icsi  vöv  rms  iiBb  t"'*" 
iTim  ,ins  iib  iTisTüi  mas.Tpibo  -"lei  nus  i"p  a^bi?  an  TS-'a  n 
107  iira  lEiiBi  t?-"bei  niss  s'm  'a  37  '3  neiBpn  cini  trim  rri 


(e)  ="11  T»  xinc,  bo!  St  ergänzt  auch  hier  pis^Pi;    b.  Uelwn, 
hier  in  dem  Sinne  von  n'.DJ3,  Ecken,  Kanten  (fedeutet; 

(fi  -n-ss  Tielleicht  eiiio  eigene  Fonn   far  Ma«BRtab.  —  riiTH  aiui 
B.  M.  b.  M.  —  pBisn,  anatÄtt  p-ssn. 

(g)  in»[n],  St  —  iCKia  mioh  St,  Met.  Dsir 

(h)  ^^xn;  in  d.  katg.  ^^K^. 

(i1  naipn;  Bt.  cmendirt  natpan.  —  pVniic  Hb.  ajmt,  p'^nn  in  der  Am 
weiches  VeraolMBung  »n  einer  andern  AnlTaeBung  gegeben  hat.  —  (is:)  in  d«r 
Ausg.  weggelasBoa;  sieht  in  der  Hb.  auch  am  wie  ein  Zickxai'k  zur  ErgÜncang  der 
Zeile.  —  i'znn  von  St.  mit  Frageieiclien  begleitet;  vielleicht;  Me«stchnoT. 

(k)  ^nK  eine  der  im  gegenH&rtigeo  Falle  zn  betrachtenden  zwei  PjniDiiden; 
einfacher  jedoch  die  Emendation  in  von  St. 

(m)  rpoa  Bmis,  die  io  unwem  Falle  16  hetrigt;  die  Correctnr  Vüz  ist  also 
unnSthig.  —  1-i^-si,  cici,  80  ;i  In  der  Hb.,  wie  in  der  Ausg.  findet  sich  iwisch^i 
diesen  beiden  Worten  noch  ein  ganzer,  Talsch  geschrieben  geweseaer,  dann   i 
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p^Wü  HT  x^^n  -»iTDb  r\nn^  n««  npbnTa  nn«  ^d  'i^n  p  'j'^mniDni        't  (g) 

•^sn  by  ntai^  ^^sn  i^siTs  nnÄi  m^^poiD  'nn  pibn  Di^n  «süs 
p"!  ,a:in  bDt5  :7m  n^^rw  ntawo  pbn  ntas:;  nn-wüi  rroi^ 
"jMta   .D-^Bibnni  d'^itdi  train  ^nn  Wöini  tD'^bü  br  ü'^btD 


i^in  «"^bto  b:?  «'^b«  pi  wiits  äih  nsnta  by  nsma  iits«  nas        'n  (h) 
[?]fc^inÄ  nfc^  Dnb  ü-'S»  D'^tibnai  i-^i^a'^b«    .pb  'j'^ttinii  pa  ,wtyü 
.'n  «in  n«:7n  ^^sni  'p  •j'^bir  p  "^in  nie:;  b:;  nnw  nsiTs  nr.b^  id 
qbÄi  ''^a  'pn  ^TQi  'M  'Ti  ntarai   .'p  mi  «im  n"D  an  'n  ütgtid  'n 
i^in  D'^nnM  bi«  o'^nnÄn  nntaD  o'^nin^n  ai«m  äs  ib"^i^"i  i^^Dta    /pa 

TD^b«  «"^btD  b:;  «'^büi    .nsntan  '^in  ,ntrm  by  nsn-a  bbDn  nr        'o  © 
r>m.  «"»b^n  by  y^yy  pi  .«"^bton  ^^xn  ü'^btDn  b:?  nsn«  pi   .«'^b^n 

.D'^iDibnai  D-^wn  pb  'j'^inm  ins  .to'^b^n 

II.   .'»Dtö  pnc 

annn  by  Ti^n  cins-a  D'^tibnai  a'^i«n  niwiün  niTon  ni-ab  nsnnn         'k  (a) 

.nn'^iman  i^in  ün'^DWö  nbirni 
nbiym  :7npn  ^^^tn:!  Tttiyn  qnsti  ü'^tibnn  "j-^n  o'^Tton  ^^  r«bwöni        'n  (b) 

.nn  nniKintt  nnnni  jnn'^tran  ^^n  üti^^wü 
r^nto  "^sm  t^^td  isTsts  T^btrai  itss:;  ^nn  iDinn  qnsta  ns'^D  nbiarrn        'a  (c) 
•^sni  r^atDi  tD''7a  iiDinsi  'rb  1"iwq  i^intD  am  itsD   .nn^^won  «"»n  nnmi 

.nsmai  n"b  nn^nman  n^^ros  [•^fni  "^]  i^in  y^^io 
nni«  qnrüi  nn«  nnn  on*^:«  nn-«n  b:?  fnn  -jn^s  ns'^D  nnitopn        't  (d) 
itas:;  T^^  itnisi  nn'^n  "^sn  npibi  nnni  ,nsb  p-^üriai  fnn  ^^sn  iinn 
na  TD*»*!   .nn'TDTan  «"^n  nbirm  "rai:7n  br  iB'^DiTa  nbi:7m  T"»  b:;  pbnüi 


(g)  ipbn»  80 !  —  p*^DBa  ht  nach  St.  anst.  p'^BDttni  im  Cod.  ebenso  bxoo 
anstatt  'j'^«'«.  —  h^ax^a  so;  Ausgabe  nioK  [?]'o;  auch  aan  bDö  anstatt  *i2  h'D'O 
Manoscr.  u.  Ausg. 

(h)  lies  ^i^inr;  von  »b»  bis  KiriKnK  s.  Uebersetzung. 

(i)  ir«bt3n  ü*^btt3  nach  St.  anst.  tt5'«b\ön  -^xn;  s.  Uebers. 

II«  (a)  rrnün  nach  Manuscr.  anstatt  mnian  Ausg.  —  riTT^c^n  K*in  so!  das 
zwischen  diesen  beiden  Worten  eingeschlichene  Wort  2nnn  ist  sicherlich  eine 
irrthümliche  Wiederholung  von  oben. 

(b)  nairn  nach  der  Handschr.  anst.  "iltarn  in  der  Ausg.  —  hniKiStt  Hs. 
Ausg.  npiKinia. 

(c)  T^'2ia ;  im  Mscr.  wie  in  d.  Ausg.  heisst  es  bald  so  und  bald  ^y^'zia ;  ich  habe 
überall  das  erstere  in  Analogie  mit  ttJ'^bo  gesetzt.  —  nn*^n*i;  St.  corrigirt  *ini3ni. 
—  [•^ani  "^]  von  St.  mit  Recht  ergänzt. 


I.    '»  pB 

.n-naa  na'^oD  ita  ir  maiwo  rvnrwn 
'S  (b)  pmtsn  nr  ybxn  «m  ir  ni  jüöi  ,t3'irQ  ,ybaa  ,tr»  'aa  nwitan 
rmrb  trnra  poran  m  mnni  »raren  ri'^n''  yian  leovcm  ,3ü  b»  T^rviDm 
^n^rran  »m  td»  aani  ja  5«  in»  irmn  »nm  n»pn  b«  tvxpn  yo 
'i  (e)  :pb»  -w  p  ib«  jaa  ,mB»  ,»pa  ,y]^rn3»a  ,tr»  *Ta  rwbBwri 
■wnj  nt  »pm  .-nmiDin  biiwan  •pö'^  •'d  'n  x^y^  yv^  d^dwö  "'»n  nr 
bbiDn  wn  m  nromn  .orT^by  iids  tvan  n»«  '»  Tby  D'^nap  trrjbx 
Ttt»  3üm  .ptnr\  ni»pxjb  ir^ita  »nm  »pb  ff^ybxn  •^»  -p»  tiwi 

*i  (d)  ipn  »nn  rii'^ao  »m  im   jmi  ,t3nna  ,na''aoa  ^d'^md  'aa  Vixm 
Twan  m  mnm  •a-^ao  'wnk  ao*»  mana  trüb»  npi '»  btwi  r«  tppen 

.nrnnon  rnrn  tdsj  xim   .iFiBv  tm  iriDiuu  sv  riDv  tm  nsina 

'H  (•)  pbnn  [nr]  rwp  irn  im  .aaai  ynan  pn^ai  ,nrpa  ,tr»  *Ta  nnirpm 
•«a  fnmüTs  m  in^    .pya  rrtr^  nwi  nrpn  nimaD  's»  bixm  lo 
'» irr^n  rroÄb  r«pn  ysüVfü  ywür\  ann  fnni  .nsinn  nwp  'dw  nwpn 

.nn^nman  ^rn  its»  j^ni  .nn'^  b:?  axn  12313 

'^  (0  int  THÄ  by  IHÄ  avma  nriÄ  p^a  nn-roron  da  f-nTm  nara 
•^nn  i-^m^rai  D^^^bxa  nwn  aan  äxod   .ma«  by  n-aa^  «"^ni  nn-^tnan 
.tn«  ni'^Tni  nx  bM  w^yo  nTQi:?n  fc^batam   .ns  bM  am«  nDiia  nn« 
'a  «"^ntODi  ,rmi!^  t^:i  rmn^  «"^ntD  'a^n  maa  0*^:10  'n  nprma  n^nttni 
lÄDtt   .'n  b:?  'ni  't  b^  'n  pi  /«n  nntaa  a'^sio  'o  «in  -nn  tt  b» 

.nb:nabi  riÄt  maa  ai«ni  m  Tb'w 


I.  (a)  ninriKh  St.  ergänzt  hier  n^i^rsn,  man  moss  aber  bedenken,  dass  dieses 
Wort  fiberhanpt  schon  für  die  obigen  bestimmten  Fignren  wie  nr^*^ion  etc.  hier 
zugedacht  werden  muss.  —  r.'^^ns  nach  St.  anstatt  n*!*^*"^^  im  Cod. 

(b)  p'^Dton  80 !  die  Correctur  pnm:n,  p'^tnrn  halte  ich  für  überflflssig; 
wiederholt  sich  ja  hier  der  Aasdruck  Jippt,  SipD'iB,  p"^Dt«  im  Sinne  des  Durch- 
schneidens. 

(c)  rbsn  ""den  Manuscript;  r?2in  'tarn  Ausg.  fehlerhaft. 

^d)  r.'^i^  unter  rechtem  Winkel,  anst.  später  gebräuchl.  rS23  r'nta;  s.  Uebers- 
(f)    c^c  r'^'^Mn*  Manuscript;  Ausg.  n-^ac  unrichtig. 

m 


m 


XJebersicht. 

!•  Abraham  bar  Gh|jii^  i>imI  Abraham  ibn  Ena.  2,  ^bensyerh&ltaiiflfle.  (Re- 
cenaionen  und  Unieraohiebiiiigen,  Legenden.)  S*  Daten.  4«  Ibn  Esra  und  Jehada 
ha-LeW.  6«  Anawanderang.  6.  Beiaen.  7«  Hat  ibn  Ena  arabisch, geschrieben? 
(1.  Buch  der  Wesen,  S.  Erfahrungen,  8.  Ethik,  4.  NatiTit&ten,  6.  Finster- 
nisse, 6.  de  immrfo,  7.  astronom.  Tabelle,  8.  Logik).  8»  Kenatniss  nnd  An- 
wendnng  des  Arabischen  und  der  arab.  Literatur  fHai  ben  Mekis).  9m  Mystik 
nnd  Kabbala  (Buch  Jesira,  Sefirot,  Commentar  som  B.  Jesixa,  Mose  Tachao, 
Eksar  Worms,  Abr.  AbnlaiGUb,  —  Qeomantisehes  Loosbnch).  10,  Zahlsymbolik 
(Gedichte  —  Nicomaohns  —  Geheimnisse).  11«  A.  Excurse  in  den  Commentaxen. 
IMm  1.  sn  Exod.  8,  16  (Snpereomm.  1)  Isak  Israeli,  2)  Anonymes,  8)  Anonyniiia, 
4)  Motot,  6)  Schemtob  ibn  M^or,  6)  Bai.  ibn  Ja*tseh,  Briefwechsel  xwiaehAn 
Babbaniten  nnd  Karaiten).  S.  m  Exod.  28,  21;  8.  sn  28,^26;  4.  sn  82,  1;  6,  m 
88,  21;  6.  sn  Kohel.  7,  27  (Immannel  b.  Jakob).  IS.  Stellen:  7.  im  Bneh  Tom 
Namen  (Comment.  von  Soharbit  ha-Sahab,  Sabbatai  ben  MaUdel,  Comtino,  Ano- 
nymus, del  Medigo);  8.  Kap.  11,  Ton  Jesod  Mora  über  die  Gtosetse  (Conun.  Ton 
Oomtino,  Josef  Kilti).  14«  B.  Monographien:  1.  Bneh  vom  Einen  (Commentaie 
Ton  Comtino  und  del  Medigo).  16.  2.  Arithmetik  (yerschieden  vom  Buch  der 
Zahlwörter),  Handschriften,  Abfassungsseit  16.  Eintheilung  (Fibonacci,  Abr. 
bar  Ch\jja;  1.  Khowaresmi,  2.  Kuschjar,  3.  al-'Hassar,  4.  Job.  EQspalensia;  — 
Sacrobosco,  Isak  ben  Mose,  Comtino,  MisrachL  —  Anonymer  Auszug,  anonymes 
Compendium,  nicht  von  MeTr  Spira).  17.  Charakter  der  Arithmetik  (Termino- 
logie).  18.  Verbreitung,  Autorit&t  (Mosoono,  Jehuda  ben  Samuel  ibn  Abbas,  Josef 
Caapi,  del  Medigo).  19.  8.  Liber  ougmenH  et  dminmitioms  (Job  fil.  Salomonis 
„(ftrisor**  —  Regula  falsi).  20.  (unecht)  4.  Stratagemma  (Hans  Sachs). 
5.  Schach.  21.  Astronomische  und  astrologische  Schriften  (kurze  Aufzählung). 
—  Nachtrag  (auf  denselben  verweist  ein  *). 


ABRAHAM  IBN  ESEA 


(ABRAHAM  JUDAEUS,  AVENARE). 


/" 


ZUR  GESCHICHTE 


DER 


MATHEMATISCHEN  WISSENSCHAFTEN  IM  XII.  JAHRHUNDERT. 


VON 


MOBITZ  STEINSCHNEIDER. 


Sappl.  X.  biit.-lit.  Abth.  d.  ZtMbf.  f.'Xai 
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deren  Beleaohtnng  ioh  Ton  Toniherem  venichte,  angesiohis  der  schwereren 
Au^Biabe,  das  Haieriftl  su  einer  gerechten  Würdigung  zu  liefern,  nnd  der 
lockenden  Yenachiing,  anf  Gebiete  su  gerathen,  auf  welche  die  gewöhn- 
lichen Leeer  dieser  BIfttter  kaum  folgen  würden,  oder  auch  konnten,  ohne 
dasB  ich  ihnen  alle  und  jede  Berflhrung  damit  ersparen  kann.  Hingegen 
hielt  ich  es  ftr  angemessen,  der  hebrftischen  mathematischen  Terminologie, 
ftlr  welche  noch  sehr  wenig  im  Zusammenhange  geleistet  ist,  eine  grOsaere 
Beachtung  susuwenden. 

Dass  die  beiden  Abraham,  ungeachtet  gleicher  Studien,  unter  ehren- 
▼oller  Erwähnung  yielleioht  auch  Bearbeitung  des  Siteren  Seitens  dea 
jOngem,  nicht  in  einem  persönlichen  Yerhflltniss  Ton  Lehrer  und  flebtller 
gestanden,  ist  schon  im  Artikel  Abraham  Judttus  (S.  11  A  20)  naol^ge- 
wiesen,  die  ixrige  Behauptung  aus  einem  IfissrerstBndniss  erUArt  und  be» 
leuchtet.  Es  wird  sich  die  an  Unmöglichkeit  grenzende  ünwahrsoheiiilich- 
einer  solchen  Annahme  ergeben,  wenn  wir  uns  erinnem,  dass  der  Hütere 
Abraham  um  1186  in  BaroeUona  lebte,  gelegentlich  nach  Büdfirankreieh 
kam^  und  ftir  die  Bewohner  dieses  Landes  hebriisch  schrieb,  wihrend  ihn 
Esra  jene  Qtgenä  erst  als  gereifter  Mann  berfihrte.  Dies  führt  uns  aof  die 
ersten  Momente,  welche  als  Orundlage  weiterer  Darstellung  zu  erOrtem  wSien. 

§2. 

Wenn  anf  anderen  Oebieten  nicht  selten  die  bekannten  Lebenerer- 
hftltnisse  eines  Schriftstellers  einen  festen  Boden  ftlr  die  Aneinanderreihung, 
einen  Schlüssel  ftlr  die  Würdigung  seiner  Schriften  darbieten:  so  gehOrt 
das  in  der  jüdischen  Literatur  des  Mittelalters  zu  den  höchst  seltenen 
Ausnahmen;   vielmehr   ist   man   meistens   darauf  angewiesen,    aus   Titeln, 


2)  Das  Wort  T)VM  (Frankreich),  welches  bei  Geiger  (Mose  ben  Maimon  B.  76, 
vgL  Abr.  Jud.  S.  7  A.  10)  fehlt,  und  durch  andere  Conjector  ersetEt  wird,  fend 
ich  später  in  der  von  ihm  benutzten  Hs.  München  10  f.  207 b  deutlich!  Vgl.  auch 
Abr.  Jud.  8.  48  und  8.  6  Anm.  6.  Bei  Henricus  Bates  im  Üb.  de  mundo  (s.  unten 
§  21)  f.  77a  liest  man:  „Jfimftjper  Abraham  princeps,  quem  Avenare  magistrum 
8uum  profitetur  in  guinto  redempiionis  israeV^  Das  ypn  'D  in  der  Es.  Oppenh. 
264  fol.  f.  6,  an  dessen  Ende  ibn  Esra  als  Verfasser  yermuthet  wird,  ist  in  der 
That  (wie  Dukes,  Litbl.  der  Orient  XI,  341  andeutet)  der  Schluss  des  Megülat  etc. 
Ton  Abraham  bar  Ch^ja  (Hs.  Bodl.  160  f.  113  ff.);  ibn  Esra  su  Daniel  10,  31 
nennt  es  D'^rtpSi  von  „Abraham  ha-Nasi**.  Die  polemische  Tendens  habe  ich  richtig 
errathen.  S.  mein  Polemische  und  apologetische  Literatur,  Leipzig  1877,  S.  350. 
Eine  Confusion  mit  dem  Nasi  ist  die  Bezeichnung  Abraham  Du  eis  seu  Princi- 
pis,  in  der  Leipziger  astrologischen  Hs.  bei  Feller,  p.  327.  —  Ob  der  von  ibn 
Esra  angeführte  „Spanier*'  (ßefaradt)  —  Abr.  Jud.  XII,  7  A.  10,  S.  15  A.  24; 
Zeitschrift  D.  M.  Gesellschaft  XVIII,  177  —  der  Nasi  sei,  werde  ich  anderswo 
erörtern. 
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Nachsohriften  von  zweifelhafter  Geltung,  einzelnen  Stellen,  Vor-  und  Rück- 
verweisungen,  die  auch  nachträglich  eingeschoben  sein  können,  u.  dgl.,  die 
Linien  zu  einem  dtSrftigen  Lebensabriss  zusammenzuholen.  Bei  unserem 
Autor  kommt  noch  hinzu,  dass  er  heimathslos  unter  welchselndem 
Aufenthalt,  seine  Schriften  fttr  verschiedene  Personen  abfassend  —  wenn 
die  ausdrücklichen  Widmungen  nicht  bloss  als  Complimente  gelten  sollten^ 
—  dieselben  grossentheils  zweimal  herausgab,  das  zweitemal  wahrscheinlich 
oft  ohne  im  Besitz  derersten  Eecension  zu  sein^).  Einiges  trägt  die  deut- 
lichen Spuren  fremder  Hand,  wie  man  frühzeitig  bemerkte;  man  kennt 
sogar  Namen  von  Hand  anlegenden  Schülem^).  Aber  ganze  Schriften  sind 
offenbar  untergeschoben  oder  irrthümlich  beigelegt;  es  werden  Titel  citirt, 
die  entweder  zu  anderweitig  bekannten  Schriften  gemacht,  oder  aus  der 
Luft  gegriffen  sind^).     Die  Neigung,    das    unbekannte  Leben  bedeutender 


3)  Der  um  1216—18  alle  drei  Welttheile  durchziehende  berühmte  Dichter  Al- 
Charisi  (der  hebräische  *Hariri)  widmete  seine  Makamcn  nicht  weniger  als  vier 
verschiedenen  Personen;  die  vierte  hebräische  Widmung,  an  einen  Schemarja  b. 
David  in  Jemen,  findet  sich  in  einer  Hb.,  welche  Herr  Shapira  aus  Jerusalem 
kürzlich  aus  Jemen  brachte;  dafür  ist  die  Widmungsstelle  der  arabischen  Vor- 
rede gekürzt,  welche  nächstens  im  Boüettino  Italiano  degli  Stucij  Orient,  erscheint. 
—  Von  solchen  Doppelwidmungen  ist  bei  ibn  Esra  allerdings  nichts  bekannt;  auch 
sind  die  Personen,  denen  er  widmet,  nicht  als  vornehme  Mäcene  bezeichnet;  vgl. 
weiter  unten. 

4)  Vgl.  die  Stelle  aus  Safa  Berura  (f.  16  ed.  Fürth  1839)  bei  Grätz,  Ge- 
schichte VI,  449. 

5)  Joseph  ben  Jakob  V^linaiQ  mit  abweichender  Orthographie  und  Aus- 
legung (Oatal.  libr.  hebr.  in  Bibl.  Bodl.  p.  1477;  Oear  Nechmad,  her.  von  Ign. 
Blumenfeld  II,  223,  III,  162);  Grätz,  Geschichte  der  Juden  VI,  1861,  S.  447  Nr. 
XI  erklärt  Mondeville  (?);  in  Hamwasser  her.  von  J.  Eohn  1862,  S.  49:  ^^MonU- 
viUe  in  der  Normandie**;  bei  Berliner,  Magazin  für  die  Wissenschaft  der  Juden 
1, 108 :  jyCorheil*  sicher  falsch ;  daselbst  S.  11 1 :  ,,Morv%l  oder  MarvW'  in  England ;  Fried- 
länder Essays  etc.  p.  209:  ^^Maudevüle^^.  In  zwei  Hss.  des  Jesod  More  (unten  §  13), 
nämlich  Bodl.  bei  Uri  Nr.  318,  Luzzatto  114,  jetzt  Berlin  244,  Oct.,  ist  der  End- 
vers  ergänzt:  l*r  nsna  b5  ap»*^  IDS  C)ö*i*^  iT^^r^b  htmh  liD'^iüns  mi«,  also  wäre 
das  Buch  für  denselben  Joseph  ben  Jakob  verfasst.  —  Ein  Anderer,  Isak 
ben  Jehuda,  beruht  theilweise  auf  sehr  verdächtiger  Autorität,  s.  meinen  Artikel 
Mosconi,  Magazin  für  die  Wissenschaft  des  Judenthnms,  her.  von  A.  Berliner  und 
D.  Hoffmann,  III,  1876,  S.  149  unter  Mose  ibn  Esra,  der  fälschlich  zum  Bruder 
unseres  Abraham  gemacht  und  mit  ihm  nach  Palästina  (oder  Aegypten)  ge- 
schickt wird;  s.  weiter  unten.  Vgl.  Magazin  III,  49;  Grätz,  Geschichte  VI,  446 
identificirt  einen  jüngeren  Homonynus,  s.  unten  §  13,  Anm.  132.  —  üeber  Zusätze 
vgl.  Comtino  in  CataL  Codd.  fibr.  Lugd.  Bat.  1858  p.  207.   Vgl.  auch  unten  Anm.  9. 

6)  Z/B.  D*i«n  n*iDü  Plins  „Kräfte  der  Jahre  des  Menschen",  über  den  astr  »- 
logischen  Einflnss  anf  die  Kräfte  des  Menschen  je  nach  dem  Lebensalter,  worin 
der  Verfasser  seine  eigenen  Schicksale  (als  Beleg?)  angeführt  und  woraus  nach 


MSimer  durch  Legenden  zu  ergänzen,  hiit  sich  auch  nnseres  f^renden 
Autors  bemächtigt,  um  ihn  mit  einem  anderen,  nicht  minder  bertUunteo 
Dichter  und  Theologen  durch  einen  kurzen  Homan  in  Verwandtschaft  xa 
bringen.  Nimmt  man  noch  hitwu  ilie  knappe,  sich  gerne  in  Anspielungen 
ergehende  Aufdrucks  weise  unseres  Autors:  so  wird  maji  eine  annShemde 
Vorstellung  gewinnen  ran  den  kritischen  Miaslichkeiten  einer  für  NiaM^  | 
hebraisten  berechneten  Darstellung  des  Mannes  und  äeiner  Leistung 
Glücklicherweise  kommt  es  uns,  da  wir  ibn  Esra  nur  als  mathematische 
Schriftstelter  (im  weitesten  Sinne)  vor/ufllhren  bealisicbtigen,  auf  die  1 
nauigkeit  einiger  Daten  (Zeit  und  Ort)  weniger  an,  und  es  l^ollen  hier  i 
die  Hauptmomente  des  äusseren  Lebens  ßilrt  werden,  so  weit  sie  sf 
reif  erörtert  vorliegen,  oder  in  kurzer  Erörterung  au  gewinnen  sind. 

§  3- 

Die  Dnaicherheit  der  Daten  in  filteren  Quellen')  und  die  anscheinen- 
den Widersprüche  in  den  Epigraphen  und  Verweisungen  des  Autors  selbst 
hat   man    in    neuerer   Zeit  auszugleichen    gesucbt.     Ü.  L,   Rapoport")    hat- 


der  Vermuthnng  dee  buchst  verdächtigen  Mosconi,  ein  angeblich  im  Jafaie  1170 
in  der  Bulgarei  lebender  Supercommentator  Abischai  seine  —  wiedeinm 
däcbtigen  —  Daten  geschöpft  habe.  Meine  Abweisung  dieses  Materials  (Hei 
Bililiogr.  XV.  90)  hat  Berliner  (Magazin  111,  48)  der  Erwähnung  wertfa  geb&ll 
Friedländer  {Ess.  p.  214,  Anm.  3)  lOast  ein  Wort  des  Titels  weg  und  sagt  nicht  dl 
lieh,  dass  er  im  Namen  Moaconi's  berichte. 

7)  Aeltere  Quellen  verseichnet  Wolf,  Biblioth,  hehr.  I,  S.  86,  jüngere  bis  un- 
geDlhr  1860  mein  Catalogw  Kbr.  hebr.  in  Bibliothcca  Bodleiana  (Bertin  1853—60) 
p.  689,  imd  Addenda,  wo  nachzutragen  eine  (von  Depping  citirte,  mir  nicht  DUi«r 
bekannte  und  schwerlich  bedeutende)  Abhandlung  von  Boissi  in  dessen 
Tom,  II.  Ferner  erwähne  ich,  wegen  des  mit  der  jüdischen  Literatur  vei 
Verfassers,  einen  Artikel  von  J.  Derenbourg  (früher  Dernburg)  in  der  Bi 
Ciivtruttr,  und  die  popuillr  gehal(«n(>  Cbarokteristik  bei  A.  Geiger,  Das  Ji 
thuni  und  seine  Geschichte,  Bd  II,  Breslau  1865,  S.  130—137,  vgl.  S. 
Lebensabrise  bei  H.  Friedländec  (FAc  Commentarj/  of  ibn  Esra  oh 
\.  IransInCion,  London  1873,  Introd.  p.  XI  If.)  folgt  meist  Orfltx -(*jeBohiahte 
Juden  VI.  198  ff.);  s.  Hehr.  Bibliogr.  XIH,  27. 

8)  „Kritischer  Apparat  bu  den  Werken  A.  Ebn  Esm's",  in  A.  Geiger's  Wissen- 
schaftliche Zeitacbrift  für  jüdische  Theologie,  IV.  Band,  Stuttgart  1839,  S.  261—393. 
Geiger  (daselbst  8.  383)  schliesst  sich  der  grundlegenden  Abbandlung  des  „ge- 
lehrten, gründtichen  und  scharfsinnigen  Verfassers"  [gestorben  als  Babbiner  lu 
Pn^  16.  Oct.  1867]  in  den  allgemeinen  Resnltaten  an  und  erhebt  nur  Bedenken 
gegen  din  Abfassung  des  ConimcDtare  zu  Exodus  {der  uns  näher  angebt)  dnit^' 
Schüler;  Fricdländer,  Eamtja,  p,  16S,  betrachtet  denselben  als  besonderes  Werk. 
Einen  Ueberblick  der  Zeitfrage  gibt  De  Eo!^si,  Historisches  WörterbucE  der  ji 
■chea  StbriflstcUer,  deutsch  von  Hambergcr,  Leipzig  1839  (2,  Aufl.,  A.  h. 
blatt  ohne  Jahr)  S.  3  (vgl.  dazu  Oeiger,  wisaenscbaftlicho  Zeitschrift  IV,  4UJ 


I 


[  aach  den  vor  40  Jahren  und  in  Leuiberg  eii  Gebote  stellenden  Mitteln  den 
Gnmd  gelegt,  auf  welchem  seitdem  Seissig,  wenn  auch  nicht  immer  richtig, 
weiter  gebaut  wird*). 

Da  bestimmte  Nachrichten   über   das  Geburtsjahr   fehlen,   so   muHBte 

f  man,   allerdingB  nicht  ohne  alle  Berichtigung,  die  Notizen  über  seinen  Tod 

I  Bu  Grunde  legen.     Es  wird  erxählt,  dass  er  Montag,  Neumond  des  ersten 

Ädar  4927  (Februar  1167)  gestorben,  im  Tode  die  Worte  Abrahams  (Ge- 

8  12,  4)  auf  sich  angewendet,  also  75  Jahre  alt  geworden  sei'").    Das 

[  jttngste  Datum  in  seinen  Schriften  iat  ebenfalls  4927  (1166/7)")  imd  iwat 


9)  Die  chronoIogiBChen  Fragen  behandelt  im  ZnsiUDmenhange,  nicht  ohne  ge- 
walUauie  Hypothegen,  Grätz,  Geschichte  der  Juden,  VI,  440-454,  Note  8  „Ibn 
Eera,  die  Reihenfolge  eeioer  Schriften  und  die  Daten  seiner  Reise";  eine  Ueber- 
aicht  der  Resultate  S,  4SI.  Theilweiae  andere  Resultate  gewinnt  S.  11.  Halhei- 
■tatna  im  Vorwort  ^um  Buch  Ibbur  (unten  §  21)  6.  14—16  (vgl.  doxa  Hebr. 
Bibliogr.  XIV,  90),  M.  Friedender,  Jiginys  on  tke  mrüings  of  Abraham  ibn 
Efra,  London  1877  (vgl,  daiti  Hebr,  Bibliogr,  XVII,  317)  giebt  die  Epigraphe 
einzelner  Bibel-Commentare  zerstreut  (der  Index  S.  IS  ist  zwiaehen  S.  16C 
und  183  uncorrect)  iiad  ordnet  8.  \9b  die  Commentare  in  Italien  (meist  ohne  Jahr- 
lahlen)  and  Frankreich.  Seine  englische  Uebersetzung  ist  nicht  überall  genau ;  so  %.  B. 
8.  147  in  der  Anmerkung;  „(»71  hr  reaclied  his  sixty  fouHh  year",  im  Originale: 
„Die  Zahl  «einer  Lebensjahre  ist  acht  [mulüplicirt]  mit  acht",  also  im  C5.  Jahre 
(wie  im  Text:  in  the  age  of  G4\  der  Ausdrnck  zugleich  bezeichnend  lür  den  Mathe- 
matiker und  Zahlsjmboliker.  üeber  die  für  die  Abfassungszeit  wichtige  Stelle 
p.  146  s.  unter  Aiim.  91,  —  unbequem  ist  bei  Fricdl&nder  die  nachti^liche  Be- 
handlung der  Handschriften  (195  S.);  z.  B.  S.  184,  188  (Hiobl  und  210  Ober  an- 
gebliche Bearbeitung  eines  Schülers  {vgl,  oben  Anm,  b).  Die  Ereuzverwelsimgen 
bespricht  Muthews  in  einer  Note  zur  1,  Receusion  des  Comm,  Daniel  {MiKfUany 
of  Hebrevi  Literiäura ,  ed.  by  A.  hiiw^,  London  1877,  p.  2721, 

10)  In  dem  bebr:Lischen  Epigraph  des  Cod.  Vaticaii.  39,  hei  Aseemani  ä.  80, 
eteht  so  weuig  als  in  andern  bekannten,  etwas  vom  Honat  Ab;  letzteres  ist  in 
der  bteiniscben  Uehersetzuug  vielleicht  ans  dem  Worte  n73'^(<3,  wenn  der  An- 
fang dieses  Wortes  am  Ende  der  Zeile  zur  Ansfallnng  steht,  zn  erklären  (vgl. 
GrütE  S.  4G1.  dem  wohl  Assem.  selbst  eicht  engiluglich  war).  Damit  erledigt  sich 
die  Bemerkung  De  Rossi's,  die  in  der  deutspheu  Uebersetzung  S.  4  kaum  versUlnd- 
lich  ist,     S.  folgende  Amu. 

11)  Vom  Schlussgedicht  zum  Peutatenchcommentar  haben  wir  eigentlich 
Kwei  Reeensioneu  von  7  oder  10  Zeilen  mit  geringen  Varianten  (FriedlUmlor,  K»i. 
158—160  und  Anhang  B.  GS,  spricht  von  vier  Becensionen) ;  die  letzten  drei, 
welche  das  Datum  enthalten,  nennen  einen  „6.  Tag"  als  Freudentag  für  Israel, 
und  hier  bietet  nur  die  HS.  in  Cambridge  eine  wesentliche  Variante,  indem  sie 
den  Monat  Adar  ncnatj  aber  die  Worte  „tht  mtmlh'^  bei  Friedl.  160  stehen  nicht 
im  Texte,  nnd  das  Ganze  klingt  sehr  hart.  Friedl,  (168)  vordüchtigt  allerdings 
auch  die  3  Verse  des  Datums,     Der  6.  Tag  kann    nicht  Freitag  bedeuten,   da 

>  Fnrim  ira  Jahre  4Ö27  nicht  auf  diesen  Tag  fiel;  GrUt»  VI,  449  denkt  an  Ühanukka, 
welches  üalbfest  allcrdingB  8  Tage  dauert,  der  I.  war  Bbenfalla  nicht  Freilag; 


J 


in  Itom").  DaTE  ibn  Ksra  in  dieser  Stadt  gestorben  und  begraben  sei, 
besagt  weder  die  oben  beEprcuhene  Notb  von  der  Todeszeit  anädrDekUcli, 
noch  indirect  diircli  ihren  Platz  binter  dem  Abfassungsdatum.  Aber  aoch 
anderweitige,  nach  Jahr U linderten  auftauchende  Nachrichten  über  das  firab 
des  weithin  berühmt  gewordenen  Mannes  verdienen  nicht  mehr  Gtaulien, 
als   Grälterlegenden    Überhaupt '').      Ist    dae  Todaedatum    11G7    wegen   der 


der  Monat  Ädar  fehlt  aber  in  der  HS.  Cambridge  in  der  daraaflblgendeii  Notii 
Ober  den  Tod,  welcher  dort  in  daa  J.  92S  (116S)  verlegt  wird,  wie  bei  älter«) 
Autoren  (vgl.  Qriltz,  S.  A50).  Aber  auch  zur  Grammatik  iSafa  Berura  giebt  Cod. 
0e  RoBsi  314  „feria  sfXla  A.  4937"  ohne  Monat;  die  Punkte  bei  Orüti  6.  449 
gebjtren  letzterem,  der  wohl  die  LQcke  bemerkte,  aber  nicbt  verwerthete;  oBf-ii- 
bar  liegt  ein  Doppelgänger  vor.  Die  von  Dr.  Bc-rliner  mir  mitgetheilten  Text- 
worte des  Cod.  31t  beEUktigen  diese  Verrnnthoug.  Es  fragt  tieh  aUo,  welchem 
Buche  der  Prioritätsanspruch  gehSre.  Dazu  kommt  eine  anderweitige  Schwierig- 
keit, die  auch  Friedlandet  entging.  Die  Worte:  d'"iicx  iipEr  r3c  sind  durch 
Pankle  bezeichnet  in  einem  Supercommentar  (Lctteibode,  Amst.  18TG/7  II,  97,  m 
Friedländer  S.  345  e.  Hebr.  Bibliogr.  XVII,  119),  dessen  Verhaser  Elieser  oder 
Elasar  ben  Mattatja,  in  Aegjpten,  wahrscheinlich  mathematiache  Kenntnüae 
besaas  (s.  Berliner,  Hagatin  IV,  147).  Die  Ziflernsumme  des  angeblichen  Chrono- 
atichons  ist  aber  nur  907  =  1117!  ^—  Das  angeblich  „mystisch -philoBOphiacbe 
Bricklein"  nirrn  nnro  bei  Grätz  460  (nach  Bartolocci  [1,  38j,  Wolf  I,  76,  III,  47, 
De  Rosai,  Wörterb.  S.  6  o.  3)  ist  wiederum  nur  der  Pentateuchcommentar  oder 
ein  Supercoramentar  über  die  Geheimniese,  d.  b.  über  die  Stellen,  in  welchen 
ibn  Ksra  auf  ein  Geheimniss  {meist  Aatrologie)  hinweist,  wie  sich  ergibt, 
wenn  man  die  angeführten  HSS.  weiter  verfolgt;  so  i.  B.  Biscioiti  ^.  311, 
Plnt  II.  Cod.  42"  ist  Joseph  Caspv. 

13)  Die  Grilnde,  welche  Grütz  für  seine,  gegen  alle  Handachf.  nnd  Zeugnis»« 
vorgehende  vermeintliche  Emeudation  (Rhodez)  anführt,  sind  nicht  stichhaltig. 
So  E.  B.  gibt  er  ao,  der  Jünger  Salomo  habe  die  vier  älteren  Graniaatikeu  „nicht 
auTreiben  können",  ohne  hinzuinfügeo^  dasa  die  Besitzer  sie  nicht  bergeben 
wollten,  was  am  besten  für  Rom  passt,  welche  Stadt  ibn  Esra  den  anderen 
Städten  gegenüber  einfach  nennen  konnte.  Ein  Wortspiel  mit  Zahlbnchstaben, 
zwischen  dem  S60.  Cfclua  und  der  Stadt,  ist  schwerlich  beabaichtigt;  daa  entatond 
erst  dnrch  die  Corniptel  (oder  dnrch  die  in  einem  dberflüasigeo  Bedürtnias  nach 
Alliteration  vorgenommene  vermeiatliche  Emendation]  tiO;  am  allerwenigsten 
befriedigt  Rhodea  (C"vii,  0"i),  waa  Orälz  nicht  nur  vorschlägt,  sondern  (S,  4B2) 
f^T  beide  Schriften  mit  dem  J.  116G  (obwohl  der  Monat  ganz  unaicher  ist) 
festhält. 

13)  Man  fand  seine  Gratwtätte  in  Kabul  in  l'slästioa,  neben  Jehuda  ha-Leri 
und  Salomo  b.  Gabirol  (s.  Carmol;,  Itineraires  dt  la  terrt  aainte,  Bmielles  1S47, 
p.  463  n.  1G6  und  p  483).  Abraham  Sacnt  (schrieb  in  Tunis  um  15DS,  vielleicht 
später  im  Orient,  s.  Bebr.  Bibliogr.  XIX,  100)  weiss  (217  ed.  London,  aber  nicht 
130  b  cd,  Cracau,  was  Kanfmann  [unten  A.  IS]  S,  4S  nicht  l>eachtet)  von  dem 
gemeinschaftlichen  Grabe  der  TöchtereOhue  ihn  Esra  und  Jehuda  ha-Levi; 
bald  darauf  (131  Crac..  21»  Lond.)  lässt  er  ibn  in  XiiriKsp  (Calaborra  in 
Spanien,  nach  Zunz,  Zeitachr.  f.  d.  Wias.  d.  Jnd.  160)  gestorben   sein,   und   divse 


—    65    — 

Deberein Stimmung  mit  däiu  Kalender  featzulialten  (wie  schnn  Sacut  be- 
merkt), das  Alter  von  7ö  wegen  der  Anepiehing  weniger  eicher,  so  ist  er 
jedenfalle  zwischen  1093 — C  geboren,  nnd  üwar  zu  Toledo,  wie  eobon 
lÜtere  Quellen  angeben");  hSchst  wahrscheinlich  bestätigt  dies  ein  Zeitge- 
1  und  Verwandter,  wie  sich  zeigen  wird. 


Der  berühmte  Dichter  Moses  ibn  Gsra  aus  Granada,  der  um  113^ 
Iwreits    ein    Qreia    war,    verfasste    in    späten    Lebensjahren    ein    arabisches 

Angabe  hWt  GriltB  (S.  451,  FriedlEnder,  Ctmm.  I,  p,  XXVI)  für  „Bicher";  sie 
:pust  KU  seiner  Verwandlung  von  Rom  in  Rhodes;  Saout  fSgt  auch   hier  hinzu, 

LT  von  dem  BegrUbuiea  in  TalAstiDa  gehart;  ko  haben  AugenKeugen  (ed.  l.ondou, 
wo  vielleicht  1TT3  niciiB  -"a  zu  lesen)  berichtet  dem  Saloino  hen  Simon  — 
offenbar  Sal.  Duran  in  Algier  (gest.  1467,  b.  Catal,  Bodl.  S.  .S04).  -  Wolf,  Bibl. 
Hebr.  1.  p.  71  setzt  zu  Katahai-a  (ao):  ,^uam  Rhodum  alii  'Eoeatti",  ohne 
Parenthese,  als  oh  daa  hei  Abr.  Socnt  vorkommel  Aasemani,  zu  Cod,  78,  theilt 
jEWei  Epitaphe  mit,  welche  daa  Urab  Abrahame  auf  Rhodus  enthalten  aoU;  De  Bossi 
{8,  6)  bemerkt,  üasa  darin  weder  Namen  noch  Jahr  vorkomme.  Das  erete:  ^wn 
tTi7C1[hJ  ist  in  der  That  fQr  den  Grabstein  eines  Abraham  gedichtet  von  Jehnda 

^evi,  noch  dem  Appendix  des  Divan»  (Cod.  Pocock  74  f.  6)  und  daraus  mtt- 
getheilt  von  E.  Carmolj,  Litbl.  d,  Orient  1860,  S.  476,  von  Edelmann  nnd  Dnkes 
in  Treaaurea  of  Oxford  (Oxford  1850, 'S.  27),  neuerdings  von  (l'armoly  (Chikeke 
Eben,  S.  34,  hinter  ha-Orthim,  RQdelheim  „1861",  aber  sptlter  beendet),  welcher 
Terachweigt,  dass  Aaaeniani  die  Epitaphe  auf  ibn  Eam  beziehe  —  der  jedenfalls 
den  Dichter  aberlehte.  Oeiger,  Blüthen  (ie&3)  S.  42,  coitjicirt  einen  von  Jehnda 
ha-Levi  gefeierten  Abraham;  doch  iat  hier  nicht  der  Ort,  dergleichen  weiter  zu 
verfolgen,  —  Das  zweite  Epitaph,  anfangend  dK  k^''  n-i»,  ist  wahrscbeinlich   anf 

iionides  (C"30-^  worde  vielleicht  in  73i"K~i)  verfaast;  es  iat  als  solches,  aber 
incorrect,  gedruckt  bei  El.  ÄBchkenaai,  Dihre  Cachamim,  Mcti  1819,  S.  86,  und 
bei  Carmoly,  Chihkr,  S.  24;  correcter  in  HS.  München  224  f.  137"  (im  Catalog 
8.  87  nicht  besonders  erwähnt),  wie  .hei  S.   Sachs  (Vorwort  in  Marne  Ninsitn 

V.  Goldberg,   Paria   1867,   S.  XVII),   welcher,    nach   der  Handnot«  einer  US., 

»raohi  (om  1300)  als  Verf.  annimmt  (?).  —  Von  Rhodus  kann  überhaupt 
nicht  mehr  die  Rede  sein,  nachdem  man  dahinter  gekommen,  dasa  oi^-i  nicht 
Bbodos,  sondern  Bhodez  in  Frankreich  (Langnedoc)  bedeute  (s.  das  Citat  hei 
Gtütz  S.  446;  in  Bezug  auf  die  Quelle,  Cod.  Paris  1»8',  vgl.  Hehr.  Bibliogr.  XVII, 
hingegen  scheint  „Cil'n  in  der  Nähe  von  England"  bei  Elasar  b.  Mattatja 
(Uagarin  etc.  IV,  149,  Letterhode  II,  87)  Rouen  (s.  Histor,  Jahresberichte  für 
1878,  Berlin  1879,  I,  46).  —  Moae  ben  Chiadai  aus  Tachao  (a.  unten  g  9)  will  von 
Lenten  aua  England  {s.  Hehr.  Bibliogr.  Ul,  62)  gehOrt  haben,  dasH  Abraham  dort, 
durch  bs«e  Geister  in  Gestalt  von  Bchwacien  Hunden  erschreckt,  in  eine  Erankheit 
lertiel,  an  der  er  atarb, 

14)  Die  Angabe  „ans  üranada",  bei  Sacut  ed.  London  S.  118,  steht  gans 
üolirt  und  ist  verdächtig,  wie  Manches  in  jener  Ausgabe.  Sie  bemht  ofFenbaT 
anf  Verwechslnng  mit  Uoscs  ibn  Eara,  s.  g  G. 


Werkchf^n  llber  hebr&iscbe  Poesie,  wetcLes  die  kostbarBten  Nachricbten  ttber 
jüdische  Schriftsteller  in  Spanien  darbietet,  auch  anderen  Aut^iren  als  Quelle 
gedient  zu  haben  scheint.'*)  Daselbst  {Bl.  42b)  heissl  es:  „Äbu*l-'HasBB 
hen  el-Levi.  der  Taucher  nach  den  Perlen  .  .  .  und  Abu  l£''hak  ben  [el~ 
Mudfichid,  am  Rande]  Egra  von  den  Theologen,  den  eleganten  und  beredeten, 
beide  Toiedaner  dann  Cordovaner."  Ich  habe  bereits  im  Bodl.  Catalo^ 
{S.  18(11)  bemerkt,  dass  ersterer  offenbar. der  —  namentlich  durch  Heine 
allgemein  bekannte  —  Dichter  abul-Hasan  Jehuda  ha-Levi  (geb.  um 
lOSO}'"),  der  andere  unser  Abraham  sei,  der  also  nach  Oordova  gewandert 
war.  Als  Cordovaner  bezeichnet  er  sich  in  der  tTebereetzung  <ler  gram- 
matischen Schrillen  des  Jehuda  'Hajjudsch "),  welche  wohl  zu  seinen  ersten 
literarischen  Producten  in  Rom  falso  um  1140)  gehSrt,  wenn  auch  darin 
die    Uebersetzung  des  Mose  Gikatilia  (Chiquitilla)  angeführt  wird'*). 

Dass  Abraham  und  Jehuda  eine  Zeit  lang  in  persönlichem  Verkehr 
lebten,  ist  nicht  zu  bezweifeln,  da  ersterer  Erklärungen  des  letateren  anfahrt'") 
und  ein  Gedichtchen  verfasst  iiu  haben  scheint,  worin  der  voretorbene  Jehuda 
ihn  aufl'ordert,  an  der  himmlischen  Seligkeit  theüzunehmen,  er  aber  antwortet: 
„Mein  Bruder  Jehuda!  geh  wieder  zur  Ruhl  Gott  will  nicht,  dass  ich  mit 
dir  gehe,  bis  ich  Kinder  orzenge"  u.  b.  w.'").  Der  Ausdruck  „Bruder" 
bedeutet  hier  weder  den  leiblichen,  noch  den  Vetter");  die  leibliche  Vei> 
wandschafl,  mit  welcher  die  Legende  Jehuda  und  Abrahani  entweder  schon 

15)  Ich  besitzi'  eine  geniii.t.  Dqrthii^iclinuii^  dvr  bis  kdi-zlioli  .■;i,«gen  itod- 
leian.  HS.;  ein  defectes  Exemplar  erwarb  neulich  die  Petenbnrger  Bibliothek.  -~ 
Üebet  ein  corraptes  hebt&isohei  Eicerpt  (bei  Sacnt,  ed.  London  S,  S29*,  ^L 
S.  208,  bei  Qr&tE  VI,  S98  mit  Iklschen  Conjectoren),  dessen  nnTollatSiidigcn 
Schlnss  die  eben  m  besprechende  Stelle  bildet,  a.  Hebr.  Biblii^.  XITl,  lOT. 

16)  Vgl.  auch  Dav.  Kanfmann,  Jehuda  HalBTi,  Versuch  einer  Charakteriatik, 
Braslan  1877,  S.  41. 

17)  Bsranag.  von  L.  Dnkei,  Stnttg.  1844. 

18)  Heranig.  Ton  John  W.  Nntt,  London  1870. 

19)  Zn  den  Stellen  hd  Geiger  (Divan  des  ...  Abn'l-Hawan  Juda  ha-Lni, 
BreaUn  18S1,  8.  IM)  kommt  noch  Esod.  18,  14  nach  HS.  Benrian.  üebor  B»- 
nntsnng  des  Bnchei  Ktuari  von  Jehnda  ba-Lefi  (verf.  nm  1140)  a.  KanfiBaBB 
QMcfa.  d.  Atbibntenlelu«  eto.    Gotha  1877,  8.  617. 

90)  In  der  Bodl.  HS.  hinter  dem  Divan  f.  K^  nnd  im  Nacbtntg  £  4; 
gegen  die  Anffouung  Edelmann's  (Ginse  Oxford,  S.  30  n.  XVIIl)  a  Geiger, 
Diian  1.  c.,  welchem  Friedländer  (C'omm.  p.  XX)  folgt,  ohne  ihn  m  nennen. 
In  einer  Wiener  HS.  (Catalog  S.  12«  nnd  Litbl.  dea  Orieat  1846,  S.  6ei>)  wird 
der  oben  (A.  8)  erwUmte  al-ChariBi  als  Verf.  angegeben. 

21)  Im  Neubebi^iBchen  wird  „Bruder"  mitunter  für  Vetter  gebrancht,  ins- 
besondere „zweiter  Bruder".  —  Als  Geschwisterkinder  fanden  wir  die  beiden 
H&oner  bei  Sacut,  oben  Aum.  13.  Vgl.  auch  die  unter  §  6.  A.  32  citirte  Stelle 
ans  ParchoD. 
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bei  der  Geburt,  oder  durch  Heirat  mit  der  Tochter  Jehuda^s,  bis  zur  Grab- 
stätte verbindet,  hat  um  so  weniger  historischen  Boden,  als  die  Charaktere, 
Anschauungen,  und  selbst  die  Wege  ihrer*  Wanderungen  sie  frühzeitig  von 
einander,  fast  nach  entgegengesetzten  Richtungen,  für  immer  trennten^). 

22)  Der  höchst  unzuverlässige  Gedalja  ihn  Ja*hja  (Traditionskette  f.  41  ed. 
Ven.  1687,  f.  31  ed.  Amst.)  will  allerlei  Geschichten  von  ihn  Esra  gehört  und 
der  Kürze  wegen  übergangen  haben;  aber  die  Legende  von  der  Heirat  konnte 
er  doch  nicht  unterdrücken.  Gedalja  scheint  daftir  die  älteste  bisher  bekannte 
Qnelle,  wahrscheinlich  auch  für  die  Erzählungen  von  ihn  Esra  und  Maimonides 
in  der  jungen,  aus  Kairo  stammenden  HS.  Paris  583.  Jüdisch-deutsch  be- 
arbeitete die  Erzählung  Simon  (Akiba  Baer)  b.  Josef  in  seinem  Maase  Adonai 
(1691  etc.),  und  daraus  floss  sie  in  die  Ausgaben  des  sogenannten  ^,Maase-Buch^^ 
seit  1703  (s.  meine  Erörterung  und  Nachweisung  in  der  Zeitschrift  Serapeumy  her- 
ausgegeben von  Naumann,  Leipzig  1866,  S.  5,  vgl.  1869  S.  188).  Deutsch  erzählt 
sie  (ohne  Quallenangabe)  A.  Geiger,  Jüdische  Dichtungen,  Leipzig  1856,  S.  29; 
englisch  (ebenso)  M.  Friedländer,  Commentary  etc.  p.  XIL  —  In  deutschen 
Versen  erzählt  und  erweitert  dieselbe  Abr.  M.  Tendlau,  Das  Buch  der  Sagen 
und  Legenden  jüdischer  Vorzeit,  Frankfurt  1842,  1845,  3.  verm.  Aufl.  1873,  S.  160 
n.  82  (vgl.  S.  867);  zuletzt  (S.  157)  erkennt  Jehuda  den  „Vetter**  (wovon  nichts 
bei  Gedalja)  in  dem  genialen  Ergänzer  seines  Hymnus,  und  an  diesen  scheint 
die  Legende  zu  knüpfen,  wie  sonst  z.  B.  bei  Salomo  b.  Gabirol,  der  nach  Indien 
geschickt  wird,  Meir  ben  Isak,  der  zu  den  „rothen  Juden**  kömmt.  In  neuester 
Zeit  ist  die  „Geschichte  des  Jehuda  ha-Levi'*  sogar  arabisch  bearbeitet  in  der 
Sammlung  von  Erzählungen:  Moose  Scha^aachuim,  Livomo  1868  f.  64,  wo  die 
Tochter  Jehuda's  kV^^  (Dilla??  woher?)  heisst  (über  diese  angebliche  Dichterin, 
welcher  Cai-moly  noch  den  Namen  Esther  angedichtet  hat,  —  vielleicht  weil  bei 
Gedalja  der  ergänzte  Vers  diesen  Namen  der  Königin  Esther  enthält?  —  s.  Hebr. 
Bibliogr.  1879  S.  11).  Die  am  Schlüsse  der  arabischen  Erzählung  f.  65  befindliche 
Nachricht  über  die  vom  Arzte  Ghijja  redigirte  Sammlung,  in  Tunis  noch  vor- 
handen im  Jahre  1805  (vgl.  Oatal.  Bodl.  1341),  hat  mit  der  vorangehenden  Legende 
nichts  zu  schaffen.  —  Die  vermeintliche  Anspielung  Abraham*s  auf  seine  Frau 
bei  Friedländer  {Comment.  p.  XVI)  hat  Schiller -Szinessi  {Caicä,  of  the  Hehrew 
mantiscr.  .  .  .  Cambridge^  P.  I.  1876  p.  120)  mit  Recht  auf  die  Armuth  bezogen; 
s.  Magazin  etc.  III,  141.  Einen  Versuch  Reichersohn^s ,  die  Verwandschaft  dnrch 
ein  Gedicht  zu  begründen,  weist  Kaufmann  S.  13  zurück,  der  auch  die  Vetter- 
schaft durch  Missverständniss  eines  Gedichtes  für  erklärlich  hält.  —  Ich  besitze 
ein  Druckschriftchen,  betitelt  «^W  "jSK  l*it  ''nso,  „Rühmliches  von  Ibn  Esra**  in 
jüdisch-deutschem  Jargon  gedr.  in  Lemberg  ohne  Jahrzahl  (XIX.  Jahrh.)  in  Oct. 
8  Bl.  Die  darin  erzählten  Wunderthaten  und  Erlebnisse,  welche  zum  Theil  an 
Sindbad's  Reisen  u.  dgl.  erinnern,  sollen  nach  dem  Titel  die  Wunderwirkungen 
des  Gebets  beweisen;  „es  ist  ganz  gewiss  war,  was  drinnen  steht**  —  eine  ältere 
Quelle  dieser  Volksschrift  ist  mir  nicht  bekannt.  —  Ueber  eine  angebliche  Himmel- 
fahrt eines  Enkels  ibn  Esra's  s.  Hebr.  Bibliogr.  IV,  23,  IX,  115. 


h* 
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§6. 
Wann  und  in  welcher  Sichtung  sich  Abraham  aoB  Cordova  entfernte, 
kann  wiedenun  nicht  mit  BestÜhmiheit,  kaum  nach  combinatorischen  Er- 
örterungen entschieden  werden.  Dass  er  „wegen  der  Wuth  des  BedrQckers" 
sein  Vaterland  Tcrlassen,  sagt  er  selbst  unter  Anwendung  einer  Bibel- 
phrase ^,  dodi  darf  seine  Auswanderang  nicht  mit  den  durch  die  fanatischen 
Almohaden  hereinbrechenden  Cahunitäten  combinirt  wbrden^).  Letstere 
eroberton  Marocco  1146,  GordoYa  1148;  wir  wissen  aber,  dass  Abraham 
bereits  1140  in  Bom  den  Gommentar  su  Kohelet  yerfassto'^),  vielleicht 
schon  1136  in  Beners,  wenn  er  Verfasser  der  Nativitftt,  die  ich  im  Art. 
Abr.  Jud.  (8.  41)  besprochen  habe.  Er  hatte  zu  dieser  Zeit  jedenfallB  das 
40.  Lebeniyahr  lange  flberschritten,  und  wenige  Jahre  darauf  (1143)  finden 
wir  bereits  in  Bagdad  seinen  Sohn  Isak^,  der  spftter  zum  Islam  Über- 
ging, wie  uns  der  Dichter  Charisi  berichtet'^.  Andererseite  wissen  wir, 
dass  Abraham  um  1139,  oder  kurz  Torher,  einige  mathematische  Fragen 
des  David  b.  Josef  aus  Narbonne  beantwortete  (s.  unten  §  7),  woraus 
man  schliessen  möchte,  dass  er  zunächst  nach  Nordspanien  oder  der  Provence 
wanderte*^.     Im  Zusammenhange   damit  steht  die  Festetellang  der  Orte, 

28)  Jeaaias  61,  18;  Friedlftnder,  £May8  188;  vgl.  Gräte  S.  440. 

24)  A.  Geiger,  Moses  ben  Maimon.  Stedien,  1.  Heft,  Breslau  (1850)  8.  7, 
dem  ich  in  JPolemiBche  und  apologetische  Literatur  etc/*  Leips.  1877,  S.  368  folgte, 
ohne  n&her  zu  untersuchen. 

25)  Grätz  S.  440,  449;  Friedländer  S.  187  vermathet  eine  Umstellung  im  Epi- 
graph, welche  bei  einer  wörtlichen  Uebersetzung  annöthig  ist.  Ibn  Esra  spielt  wahr- 
scheinlich auf  die  am  Ende  des  Jahrteusends  zu  erwartende  Erlösung  an. 

26)  Isak  ver&sste  ein  Lobgedioht  auf  den  bekannten  jüdischen  Arzt  abul- 
Berekat  Hibet  Allah,  den  Verfasser  eines  arabischen . Commentars  zu  Kohelet, 
der  später  zum  Islam  Übertrat  und  vielleicht  auch  Isak  dazu  verleitete.  Das  rich- 
tige Verhältniflft  und  die  Identität  Isak^s  habe  ich  zuerst  in  der  Hebr.  Bibliogr.  I 
(1858)  S.  91  festgestellt,  vgl.  II,  109  und  die  nachfolgende  Anm.  27.  Dass  Isak  den 
Vater  auf  Reisen  begleitete  (Gräte),  ist  möglich,  aber  unerwiesen;  die  Trennung 
in  Damask  (Friedländer  Commefid.  p.  XIV)  hat  gar  keinen  Boden,  da  der  Vater 
schwerlich  bis  dahin  gekommen  ist,  s.  weiter  unten  S.  69. 

27)  Ueber  die  richtige  Lesart  s.  Hebr.  Bibliogr.  XII,  20;  S.  19  lies:  bei  Bene- 

detti  S.  193  (fttr  139).  Eine  weitere  Combination  mit  einem  l%jc  ^  s.  Zeitschrift 

d.  D.  Morg.  Gesellschaft  Bd.  XX,  S.  427—30. 

28)  Dass  David  sich  eine  Zeitlang  in  Spanien  aufgehalten,  kann  ich  aus  dem 
Briefe  bei  Geiger,  Divan  S.  129,  nicht  ersehen.  Ein  zweifelhaftes  Zeugniss,  dass 
Abraham  1138  noch  in  Spanien  war,  s.  Hebr.  Bibliogr.  XIII,  27  über  einen  Hymnus 
(vgl.  HS.  Carmoly  83?);  vgl.  XIV,  90  und  unten  §  7  A.  36.  Ueber  ein  Gedicht 
Jehuda  ha-Levi's  an  denselben  David  s.  Hebr.  Bibliogr.  III,  32  A.  2.  —  In  Nar- 
bonne nahm  man  schon  1143  auf  ibn  Esra*8  Theorie  der  Horoscope  ^vgL  unten 
§•18  A.  230)  Rücksicht;  s.  HS.  des  Kabbiners  Wallerstein  in  Rzeszow,  beschrieben 
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welche  Abraham  überhaupt  auf  seinen  Reisen  berührte,  wie  weit  sich  letztere 
ausdehnten. 

§6. 

•  

Eine  gelegentliche  und  vereinzelte  Notiz  aus  dem  Ende  des  XIII.  Jahrh. 
berichtet  im  Namen  Abraham's,  dass  er  in  seiner  Gefangenschaft  in  Indien 
ungesäuertes  Brod  zur  Nahrung  erhalten  habe.  Für  die  Würdigung  der 
Mittheilungen  Abraham*s,  welche  Indien  und  indische  Gelehrte  betreffen, 
unterzog  ich  die  Frage:  „Ist  ihn  Esra  in  Indien  gewesen?"*^)  einer  genaueren 
Prüfung  und  gewann  ein  verneinendes  Resultat;  auch  bis  Palästina  ist  er 
schwerlich  gekommen  ^^).  Hingegen  war  er  jedenfalls  in  Aegypten  *^), 
vielleicht  auch  in  einem  angrenzenden  Theile  Africa's^^).  Von  anderen 
Gegenden  und  Orten**)  sind  sicher:  Rom  (1140,  wahrscheinlich  auch  1167), 


in  Benzian'B  Catalog  1869  8.  2  n.  5  f,  wo  die  Tabellen  für  Cyclus  267  (1106—23) 
vielleicht  die  des  Abr.  bar  Chijja  sind.  * 

29)  Zeitschr.  d.  D.  Morgenl.  Geselkch.  XX,  427—30. 

30)  Das  angebliche  Gespräch  mit  16  alten  (!)  Masoreten  in  Tiberias,  bei 
Grätz  (and  daher  Friedländer,  Comm.  I,  p.  XIX),  habe  ich  auf  Einschiebnng  des 
Wörtchens  „ihm"  bei  Cannoly  zurückgeführt  (Z.  D.  M.  G.  XX,  427);  ich  finde 
nachträglich  diese  so  wesentliche  Einschaltung  schon  bei  Gedalja  ihn  Ja^l^ja  f.  41. 
—  Irrige  Angaben  über  Palästina  und  Längenentfemungen  sind  schon  im  XIV.  Jahr- 
hundert gerügt  worden  (von  Josef  b.  Elieser,  vgl.  Zunz,  Geogr.  Lit.  n.  36,  Grätz 
S.  444,  daher  Friedländer,  1.  c).  Beachtenswerth  sind  folgende  Angaben:  im 
Brief  des  Sabbat  (Pforte  II,  Eerem  Chemed  IV,  168)  wird  die  Entfernung  von 
Jerusalem  und  Bagdad  auf  zwei  Drittel  (mit  Worten)  Stunde  (also  10®  Länge) 
angegeben.  Nach  dem  Buche  Ihhwr  (f.  8  b)  sind  zwischen  Verona  und  Jerusalem 
mehr  als  2  Stunden  (30^,  zwischen  Bagdad  und  Jerusalem  mehr  als  ly,  Stunde, 
also  gerade  das  Doppelte  der  obigen  Angabe!    Vgl.  Friedländer,  Ess.  162  A.  3. 

31)  Dort  fand  er  die  Kritik  des  Dunasch  (ben  Labrat  oder  Librat  ha-Levi), 
die  er  in  dem  Buche  Sefat  jeter  (Frankfurt  am  Main,  1843)  widerlegte;  letz- 
teres verfasste  er  in  Lucca,  nach  Halberstamm  S.  12  im  Jahre  1246. 

32)  Der,  Ende  des  J.  1160  in  Salerno  schreibende  Salomo  Parchon  Cf.  4  Col. 
3  ed.  Pressburg  1844)  bemerkt,  dass  der  verstorbene  Jehuda  ha-Levi  und  ihn 
Esra  „den  Gott  erhalte"  (lies  y"\ö)  nach  „Afrika"  (•^p'^nfix)  kamen  u.  s.  w.,  nach- 
dem eben  von  Palästina,  Aegypten,  Westen  (Magreb)  die  Rede  gewesen.  Parchon 
war  aber  nicht  ein  „Jünger**  derselben  (Grätz  S.  462);  sie  werden  in  der  Vorrede 
(S.  XXII)  nicht  als  persönliche  Lehrer  bezeichnet,  wie  Rapoport  richtig  annimmt 
(wonach  Kaufmann,  Jehuda  ha-Levi  S.  36  und  32  zu  berichtigen  ist).  Dass  ibn 
Esra  überhaupt  in  Salerno  gewesen  und  dort  ein  Spottgedicht  verfasst  habe,  ist 
eine  in  der  Luft  schwebende  Hypothese  Grätz's,  s.  meine  Bemerkung  in  Virchow's 
Archiv  für  pathol.  Anatomie  u.  s.  w.  Bd.  38  S.  74  und  dazu  Gross  in  Berlinerte 
Magazin  II,  34.  —  Einen  „Gelehrten  aus  Afrika**  citirt  Abraham  in  dem  von  Zedner 
herausgegebenen  Commentar  zu  Esther,  S.  16,  22. 

33)  Vgl.  den  Artikel  von  Zunz  in  seiner  Abhandlung:  Geograph.  Literatur 
der  Juden;    Gesammelte  Schriften,  I,  Berlin   1870,  S.  162  n.  36  (zuerst  in  engl. 
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Lucca  1145^),  Mantaa  1145,  Verona  1146/7,  Beziers  1155/6,  Bodez 
1156/7^^),  London  1158/9,  Narbonne  1160;  zweifelhaft  Beziers  1136. 
Wann  war  er  in  A egy pten?  Grätz  (S.  452)  meint,  es  habe  sich 
Niemand  die  Frage  klar  gemacht,  wann  er  in  „Africa,  Aeg3r|)ten,  Palästina 
und  noch  anderen  Ländern  [d.  h.  des  Orients]  war*^,  und  gibt  als  etwas 
ganz  Neues  aus,  dass  „seine  weiten  Reisen^'  vor  1140  fallen,  indem  er 
ausserdem  die  Frage  des  David  Narboni,  welche  sich  auf  das  Jahr  1139 
bezieht,  so  emendirt,  dass  sie  „lange  vorher"  geschehen  sein  könne!  Wir 
dürfen  jedoch  kaum  über  1138  hinaufgehen^^);  es  bleiben  uns  dann  zwei  Jahre. 
Schon  im  Jahre  1851  lässt  Geiger ^^  unseren  Abraham  von  Spanien  nach 
Nordafrica  und  von  dort  nach  Asien  oder  Aegypten  entkommen^).  Diese 
Annahme  hat  etwas  von  vorneherein  Bestechendes,  bedarf  aber  darum  noch 
weiterer  Bestätigung.  Man  ist  stets  von  den  weiten  Beisen  ausgegangen, 
welche  eine  längere  Zeit  erfordern;  handelt  es  sich  aber  nur  um  Aen  Osten 


Uebersetzung  im  II.  Bd.  von  BeDJamin  of  Tudela  1840  p.  250,  bei  BMedl&Dder, 
Comm.  I.  S.  XVIl)  und  Grätz  S.  452  (mit  Hypothesen,  die  ich  weglasse,  wie  z.  B. 
Salem o,  s.  die  vorangehende  Anm.),  Halberstamm  1.  c.  S.  14. 

34)  Gegen  Grätz^s  willkürliche  Aenderung  1155  s.  Halberstamm  1.  c.  S.  12, 
welchem  stillschweigend  Friedländer,  Essays,  p.  164,  folgt;  s.  jedoch  N.  Brüll, 
Jahrbücher  für  jüdische  Geschichte  111.  Jahrg.  Frankfurt  a.  M.  1877,  S.  164. 

35)  Nicht  Rhodus,  s.  oben  S.  65  A.  13.  Hier  müsste  der  Weg  durch  Nord- 
frankreich  eingeschaltet  werden,  auf  welchem  Abraham  mit  Jakob  Tarn  aus 
Rameru  zusammengekommen  wäre  (Halberstamm  S.  15);  über  die  nicht  ganz  ge- 
sicherten Wechselverse,  bei  Friedländer,  Commefit.  I,  p.  XXVI,  s.  verschiedene 
Nachweiöungen  in  meinem  Katalog  der  hebr.  Handschr.  in  Hamburg  (1878)  S.  6 
n.  32,  Verzeichniss  der  hebr.  Handschr.  der  k.  Bibliothek  in  Berlin  S.  126  n.  119. 
-  Abzuweisen  ist  die  Stadt  „Mora*'  fn^r^a^  über  welche  Abraham,  mit  An- 
spielung auf  „Amora"  (Gomorrha\  ein  Epigramm  verfasst  haben  soll,  welches  aus 
ungeordneten  Notizen  einer  Bodleianischen  H8.  mit  der  hier  nöthigen  KeserTation 
mitgetheilt  wurde  von  Dukes  im  Litbl.  des  Orient,  her.  von  Fürst,  1850,  S.  686 
(vgl.  S.  343",  anfangend  "ip'''^  "iP-P"^-  I^ie  gehäuften,  theilweise  gesuchten  Allitera-» 
tionen  sind  nicht  im  Geschmack  Abrahams'»,  und  mau  muss  sich  wundern,  dass 
A.  Geiger  jenes  Epigramm  ohne  Weitere«  unter  den  Namen  des  ihn  Esra  dem 
grösseren  Publikum  in  deutscher  Uebersetzung  zugeführt  hat  („Blüthen"  im  deutach- 
israel.  Volkskalender,  Johannisberg  1853,  S.  27,  und  Jüd.  Dichtungen  1856,  S.  37'. 

36'  Ein  sehr  zweifelhaftes  Zeugniss,  dass  Abraham  im  Jahre  1138  noch  in 
Spanien  war,  s.  oben  §  6,  A.  20. 

37)  Moses  b.  Mainion,  S.  7. 

38)  Geiger,  Judenthum  u.  s.  w.  11.  (1865)  S.  131:  „Wie  es  scheint,  ist  er 
über  Nordafrica  und  Kgypten  nach  den  christlichen  Landen,  zunächst  nach  Italien 
fjregangen,  wo  wir  ihn  in  Koni,  Lucca,  Mantua  sehen,  dann  nach  der  Provence,  .  .  . 
dann  na<  h  Nordfrankreich  .  .  .  Von  dort  geht  er  nach  England  .  .  .  Dann  tritt 
er  die  Rückreise  wohl  in  derselben  Weise  (?!')  an,  bis  er  in  Rom  im  75.  Jahre  die 
irdische  Lebensbahn  verlässt.'* 
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Africa's,  welchen  Abraham  durch  ein  Schiff  erreichen  konnte  ^^),  so  haben 
wir  bis  1155  Lücken  genug,  in  welche  die  Reise  fallen  konnte,  insbesondere 
zwischen  1140  und  1145*®). 

§  7. 

Neben  Baum  und  Zeit,  ja  im  Zusammenhang  mit  denselben,  tritt  uns 
die  Frage  nach  der  Sprache  entgegen:  Hat  ibn  Esra  arabisch  geschrieben? 
Alle  bekannten  unverdächtigen  Schriften  sind  hebräisch  verfasst,  alle  Nach- 
richten von  arabischen  erweisen  sich  nicht  als  stichhaltig.  Sie  sollen  hier 
zuerst  kurz  besprochen  werden. 

1.  Ein  „Buch  von  den  Wesen"  (D'^'asyn  ha-Äzamim)  hat  sich  in 
einer  unedirten  hebräischen  Uebersetzung  erhalten,  deren  Handschriften  den 
üebersetzer  nicht  nennen,  nämlich  in  Parma,  Cod.  De  Rossi  1055^,  ausführ- 
lich beschrieben  von  P.  Perreau  (BoUettmo  Italiano  degli  siudii  orientäli, 
1877,  S.  229—232),  in  Florenz  (Plut.  II,  Cod.  25,  2,  S.  25  bei  Biscioni 
ed.  in  Oct.  —  unvollständig),  Bodleiana  (Michael  316)*^),  jüd.  Gemeinde- 
bibliothek in  Mantua  (ein  Expl.  beschrieben  von  M.  Mortara  in  Hebr. 
Bibliogr.  II,  93  —  vgl.  XV,  16,  XVI,  109  —  wurde  vom  Wasser  ruinirt, 
ein  zweites  s.  in  Mortara's  Catdlogo  dei  tnanoscrüti  ebraici  deUa  bibliofeca 
della  comunitä  israel.  di  MatUova,  Livomo  1878,  S.  61  n.  78  f),  HS. 
Ghirondi-SchÖnblum  i31  (S.  28  meines  Catalogs  1872,  wo  jetzt,  ist  mir  un- 
bekannt), Luzzatto  114,  jetzt  der  k.  Bibliothek  in  Berlin  244  in  Oct.  (S. 
56  meines  Verzeichnisses).**)  Das  kleine  philosophisch- theologische  Schrift- 
chen handelt  1)  von  Gott,  2)  von  den  Emanationen  der  intellectualen  Kräfte 


39)  Friedländer,  Comm,  I,  S.  XXI,  erzählt  als  SchiffiBanekdote  das  ,,Stratagem'S 
worüber  unten  §  20. 

40)  Grätz,  S.  441,  schaltet  hier  als  Ort  zwischen  Rom  und  Mantna  (!) 
Salem o  ein  (Friedländer,  Comm.  I,  p.  XXII,  A.  41  versprach  eine  Erörterung 
darüber  im  III.  Bde.^  wo  er  sich  jedoch  auf  die  Commentaie  beschi^nkte);  s.  da- 
gegen oben  S.  69  A.  32.  —  1145  erscheint  als  Grenze  durch  die  Widerlegung  des 
Dnnasch  (oben  S.  69  A.  31).  Derselbe  ist  zwar  schon  in  der  ersten  Grammatik 
(Mosnajim  in  Rom  um  1140?)  erwähnt,  jedoch,  wie  es  scheint,  nicht  das  in 
Africa  gefundene  Werk;  ausserdem  wird  Dunasch  nur  noch  citirt  in  der  Gramma- 
tik Zachot  (1145)  f.  146^  ed.  Ven.  (dieses  Citat  fehlt  bei  Dukes,  Literatnrhist. 
Mittheil,  über  die  ältesten  hebr.  Exegeten  u.  s.  w.,  Stuttg.  1844,  S.  153)  und 
f.  160,  Comm.  zu  Psalm  9,  Vers  1,  7,  10  und  Psalm  42,  Vers  5. 

41)  Daraus  stammt  wohl  die  Copie  Edelmannes  (Chemda  Genusa ^  Königs- 
berg 1856,  Bl.  43). 

42)  Die  in  H.  B.  II,  93  angeführte  HS.  Paris  bat  irrtbümlich  den  Titel 
ha-Azamim;  der  Catalog  S.  23  n.  189^  verbessert  mit  Recht  ha-Teamim^  da  es 
eine  der  astrologischen  Abhandlungen  ist  (s.  §  21),  was  Geiger  (jüd.  Zeitschr. 
IV,  187)  übersehen  hat,  wie  ihm  auch  alle  älteren  Nachweisungen  wirklich  vor- 
handener HSS.  entgangen  sind! 
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auf  die  seelischen^  3)  von  den  Sabiern^  Nabatfiem  und  Chald&em,  4)  tob 
der  Seele  (beginnend  mit  einer  Verweisung  auf  einen  Abschnitt  über  die 
Elemente),  5)  von  Thieren,  6)  von  den  Spb&ren;  4  und  5  werden  in  einigen 
HSS.  zusammengezählt,  so  dass  nur  5  Abschnitte  herauskommen;  fehlt  ein 
3.  über  Elemente?  Samuel  Zarza  berichtet,  dass  dieses  Schriftchen  itlr  ihn 
(um  1367)  aus  dem  Arabischen  von  Jakob  ihn  Alfandari  übersetzt 
worden;  sein  Zeitgenosse  Samuel  Motot  übersetzt  kurz  aus  dem  arabischea 
Original^).  Auch  ein  dritter  Superconmientator  derselben  Zeit  in  Berbiesca 
(Briviesca),  Schemtob  ihn  Major,  citirt  das  Buch  Azamim  als  ecbt.  Aber 
ein  vierter,  um  wenige  Jahre  jüngerer,  Schemtob  Schaprut,  bexeichnet  ei 
schon  Torsichtig  als  „dem  ibn  Esra  1>eigelegt^.  Letzterer  ist  sicherlidi 
nicht  Verfasser  des  Schriftchens,  das  erst  um  1360  auftaucht,  im  Ori- 
ginal wieder  Tersch windet,  vielleicht  in  der  Literatur  der  Mnslimen  m 
suchen  ist 

2.  rn^^^^C^  (Xisjcmof,  Erfahrungen  —  entsprechend  dem  arabischen 
hSufig  vorkonunenden  Mudscharrahaih  Zusammenstellung  Tcm  leicht  zu  be- 
reitenden Heilmitteln,  theils  sympathetisch  und  superstitiös,  in  10  Tne- 
taten  oder  Abschnitten,  welche  in  Kapitel  zeHaUen;  HS.  Michael  205  der 
Bodleiana,  Paris  1134  imd  1170.  Nach  Carmolj^)  sdieint  diese  Schrift 
aus  dem  Arabischen  übersetzt.  Ich  habe  die  Michaersche  H8^  in  welcher 
der  X.  Abschnitt  fehlt,  vor  ungefähr  25  Jahren  oberflächlich  angesehen. 
Der  I.  Abschnitt  handelt  im  Allgemeinen  von  den  specifischen  Mitteln  oder 
Krfift-en,  der  X.  von  Fiebern.  Es  sin<1  fast  nnr  Excerpt-e  aus  der  griechiscli- 
arabisohen  Mediein:  citirt  weHen  Aristo »ivles  Physik  und  Thiergeschichte  ^ 
Diosotrides.  Galen,  vielleicht  Alexander  lel-Isk enden?  VIJ,  2  ff.\  der  weise 
Salomo  iVl.  im,  auch  da>  „Siegel  Salom«^^'*  »VIl.  11)***'^.,  von  Arabern  ibn 
Maseweih.   at-Thaberi^*'-.   al-Kazi   \l\hazes\    manchmal   heisst   es:    ^Ich   der 

iB"«  i^upcicomm.  zu  MiMb]»atim.  Exod.  2S,  21  f.  24^  ed.  15&3:  ^Dies  ist  der 
wosont liehe  Inhalt  eeinor  Wort<^  in  arabischer  Sprache."  Das  Cital  bildet  einen 
Theil  der  Erklärung  von  Exod  23,  21.  wtrlchc  man  als  besonderes  Stuck  findet 
in  Ood.  Mnnchen  Sj^'^  *"  und  Paris  S25*,  wo  der  Catalog  S.  140:  ..Geheimnis  des 
ii Ottosnamens  und  der  Engil  nach  A"hr.  ibn  Esra**  anhebt!  Eine  Abschrift  diese? 
St^i(:k^'^  besitzt  Kal-binvr  r»r.  Gross.  Anden-  St^'llen  l»ei  Motot  eu  Beschallach  21  ^ 
Jitro  22*".     UcWr   dit    abvii'.  ht-rj-l*    Kt-tcn^ior.    Motot \«^   s.  Hebr.  Bibliogr.  XV,  If. 

44    Histinjf  (/Vv  v,',i'.:n.^  .«»;>.  I'.  4fi 

45'  Üb  M^is^  niciit.  ol-  du  Pfl/inz»"  i:oi;:iOiDt  ist;  \iil  meine  Mittheiliinp  bt* 
S.  Günther,  Ziele  und  lir.<r.lt^it<.  dr:  neacrr;  mathtra-hist.  Forsch.,  Erlangt-n 
1876,  S    118. 

4f  Wdbrscbvinl-ic]:  d«;  aod  Iwtzi  aiij-».  f"';hrte,  nicht  ibn  Haithatn,  >.  Zeitschr. 
D.  Mor^.  (.ic^'llsvh  1\.  >42.  mein:  ro-xclc^c  Sciirift-OL  der  Araber,  in  Virchow'i 
Archiv  t.  j.at.iiol.  Anat  .  Hd    :••:.  >    4  7»-  ..n^i  Htbr    BibliOfrr.  XIV.  40. 
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[  Schreiber",  oder  der  Experimentator  (n0513n),  iind  wird  die  bekannte  Formel 
„erprobt  und  bewährt"  (ncUtil  lina)  angewendet.  III,  3  handelt  von 
den  „Namen"  (d.  h.  Anwendung  von  magiechen  Wörtern  und  Zeichen), 
VI,  0  von  Bymjiatbetiacher  Anwendung  des  „das  Eisen  anziehenden  Bteinee, 
i  genannt  Calamitfi"  nü^^p),*')  Von  einer  solchen  Schrift  Abraham'B  weise, 
Bo  viel  mir  bekannt,  das  Mittelalter  nichts,  welches  gerade  nach  derartiger 
I  Literatur  beaondercE  Verlangen  trug;  erst  aus  dem  Ende  des  17.  Jahrh. 
'  ein  direutes  Oitat  bekannt"*).  Auch  wird  Abraham  nirgende  nh 
[  Mediciner  gerühmt 

niTD    (MititivI),    ein    arabiflchea  Werk    über    Ethik,    US.    in   der 

ehemaligen  Sorbonne  n.  9,  erwShnt  Wolf  (Bibl.   hebr.  III  p.  1138  n,  :-l32l, 

der  jedoch   vermuthet,    ihn  Esra   sei    darin   nur    angeführt    und   das  Werk 

identisch  mit  dem  eines  viel  »iiiller    lebenden  Anonymus.     Die  HS.  scheint 

jetzt  Sorbonne  54,  aber  der  nene  Pariser  Cstalog  unter  8311  meldet  nichts  von 

I   diesem   und  einigen  andern  bei  Wolf  genannten  BestandÜieilen  dieser  TIS*"). 

4.     Ein  arabiBches  Buch  der  NativitSten  (Mawidid)  im  Escural  Cod. 

I  935,  geschrieben  1395,  nach  Casiris  Catalog  [i,   376,  von  Jn-n  Ajiari  (?  die 

I  VocaliBatioD  des  iiral>.  Textes  ist  unsicher)  /il-Khn'sibi,  dem  jfid.  Astronomen 

I  (oder  Astrologen)  aus  Toledo.     Der  Schreiber,  der  die  siianische  und  chriet- 

[  liehe  Aera   angibt,    war  ohne  Zweifel  Christ  oder  getaufter  Jude   und  will 

[  unseren  ihn  Esi-a   als  Verfasser   bezeichnen,  wenn  die   lateinischen  Worte 

47)  Vgl.  Abr.  Judikus  S.  3,  Anm.    1   und  meine  Abhaudl.  Intomo  oä  alcuni 
Ft  paesi  -  ■  .  relativi  aUa  calamita,  Borna  1871  (aeg  Bonconipagni'B  Butkttino  abgedr), 

.  SB  die  Stelle  aus  dem  kuireu  Comm,  eu  Bxod,  T,  U,  woraus  Ticlleiclit  im 
gröaseren  (interpolirten)  zu  Eiod.  28,  9;  fiher  mVin  b.  weiter  unten  Anm.  iH, 
wonach  dort  neH«  gttifrazione  lU  lesen  wäre, 

48)  In  einer  anonymen  (von  B"^-n?l  m  Baweli  in  Italien  gegen  Ende  1686  ver- 
fassteo  Abhandlung  Qbor  das  Gedächtnias  (HS.  Reggio  '24  in  der  Bodl.  4  f,  0**) 
werden  „Seijnliof  aDH  ibn  Esras  Buch  Nisjonot  Tr.  111,  2,  6  citirt.  —  Um  1600 
bemerkt  Abraham  .fagel  aus  Monselice  (ES,  Be^gio  10  Eap,  17)  bei  Oelegen- 
heit  des  Cerawtes  (Pliu.  IV,  83),  er  habe  gebQrt,  äste»  ibu  Kora  ein  Schlangenbom 
im  Griff  aeinee  McBsers  xnm  Scbats  gegen  Vergiftung  angebracht,  da  es  von 
nahendem  Gifte  schwitze.  Ans  einem  dem  Abraham  beigelegten  Bache  „Anord- 
nnngen  der  Speieeü"  (ö^bsttu  "iip^n)  citirt  Elasar  ben  Mattatja;  vgl.  Veneich- 

j    nisB  der  bebr.  H8S.  in  Berlin,   S.  48'.  —  In   Benjacob's   grossem   bibliogr.   Werke, 
welches    nächstens    in   Wilna    erscbcint   (ä.   390)    febll    unsere   Schrift.      Von   d^r 
Medicin  spricht  Abraham  zu  Eiod.  'iS,  26,  h.  unten  §  12  n.  3. 
L  49)  Vgl.  Hebr.  Üibliogr.  1869,  K.  2S,  A.  b.  -—  Eine  dem  ibn  Esra  beigelegte 

I  ihebr&iauhe  Schrift  riTS  oder  mTO  n'2  scheint  aus  verschiedenen  Confusionen 
Leutstanden,  namentlich  mit  der  xo  betitelten  ersten  Aiiegalie  der  Sittenschrift  des 
F.'BOmers  Jechiel  b.  Jekutiel  11387}—  s.  Catalog  Bodl.  S.  1279  u.  Add..  Bebt.  Bibliogr. 
IlXIX,  6  -  und  i-ioer  unonymen  ans  dem  XV.  Jabrh  ,  s.  tteifmann  iu  der  Zeitachrifl 
L  ha-Karmd  1863,  II,  STS,  Hebr.  Bibliogr.  X.V,  I. 
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,^enere  Judaeus"  nicht  Casiri's  Zusatz  sind.  Zu  jener  Zeit  waren  ibn 
£sra's  astrologische  Schriften  längst  bekannt  (§  21);  es  wäre  also  nicht 
unmöglich,  dass  sein  Buch  der  Nativitäten  (s.  unten  §  21)  ins  Arabische 
übersetzt  worden  sei.  Gerade  in  Toledo,  der  Geburtsstadt  Abraiiam*s, 
erhielt  sich  der  Gebrauch  des  Arabischen  noch  im  16;  Jahrhundert.  Man 
weiss  nur  nicht,  was  dann  dU-Kha'sihi  bedeuten  soll.  So  heisst  nämlich  ein 
Verfasser  von  Nativitäten  bei  Hagi  Ehalfa,  welchen  ich  identificirte  mit 
y^Älbubater^*'  dessen  Buch  der  Canonicus  Salio  aus  Padua  entweder 
1218  oder  1228  oder  1244  (er  erscheint  mit  Guido  Bonatti  1259  in  Bres- 
cia)  mit  Hilfe  eines  Juden  David  übersetzte.  Enthält  die  arabische  HS. 
das  Original  dieses  Werkes,  und  ist  der  Zusatz  von  ibn  Azari,  Astronomen 
in  Toledo,  falsche  Conjectur  eines  Abschreibers? 

Ich  habe  hier  in  Kürze  das  Resultat  meiner  zuerst  hierauf  gelenkten 
Forschungen  mitgetheilt*^),  welche  von  Wüstenfeld  nur  theilweise  benutzt 
und  eher  verdunkelt,  als  in  helleres  Licht  gesetzt  sind^^). 

5.  Ueber  Sonnen-  und  Mondesfinsternisse  in  Cod.  Vatic.  44*  soll, 
nach  Assemani,  aus  dem  Arabischen  von  Kalonymos  übersetzt  sein.  Ich 
vermuthe,  dass  hier  die  Uebersetzung  des  Maschaila  durch  ibn  Esra  con- 
fundirt  sei;  s.  unten  §  21. 

6.  Auf  einem  Schreibfehler  scheint  eine  Stelle  im  liber  de  mundo  zu 
beruhen  (Opera  Avenaris  Bl.  78  Col.  2):  Inquit  franslator^^)  hec  (so)  est 
itaque  sermo  avenare  secundum  quod  jacet  in  arabico,  sed  visum  est  nobis 

50)  Zeitschr.  d.  D.  Morg.  Gesellsch.  Bd.  24  (1870)  S.  336,  337,  Bd.  25,  S.  419. 
Letteratura  Ital.  dei  Gindei  im  Buonarroti,  her.  v.  Narducci  1873,  Art.  I,  S.  192 
Anm.  9.     Vgl.  Abr.  Jud.    S.  26. 

51)  F.  Wüstenfeld,  die  Uebersctzungen  arabischer  Werke  in  das  LatoiniBche 
seit  dem  XI.  Jahrhundert.  Aus  dem  22.  Bd.  der  Abhandl.  der  k.  Gesellach.  d. 
Wiseensch.  4.  Göttingeu  1877,  S.  88,  §  XVI,  schon  in  der  Ueberschrift :  „Salo- 
nion (falsche  Conjectur  einer  Münch.  HS.)  Canonicus  Päd."  verfehlt.  Wie  so 
die  arab.  HS.  „näher  auf  den  Verf  fuhrt"  sieht  man  im  Verfolg  nicht  ein,  da 
sich  kein  Resultat  ergibt.  Den  Beinamen  „Abu  Bekr**  hat  niemals  ein  Jude 
geführt,  unser  Abraham  hiess  —  wie  fast  alle  Juden  dieses  Namens  —  abu  Ishak 
(s.  oben  S.  66);  auch  sind  nicht  zwei  Juden  Abraham  als  Verfasser  von  Nati- 
vitäten zu  unterscheiden,  sondern  zwei  Recensionen  und  zwei  lateinische  Bear- 
beitungen (s.  unten  §  21).  Den  Gehilfen  David  mit  dem  J.  1244  sowie  eine 
zweite  Uebersetzung  des  Salio  (Hermes,  de  steUis  fixis)  hat  Wüst^nfeld  über- 
sehen. Er  hat  (S.  4)  unter  den  benutzten  Quellen  meine  verschiedenen  Abhand- 
Ivmgen  so  allgemein  angegeben,  dass  au  mehreren  Stellen,  wie  die  obige,  nur  ein 
genaueres  Citat  den  Forscher  in  den  Stand  gesetzt  hiltte,  die  Sache  weiter  zu 
verfolgen.  -  Ich  mache  noch  auf  den  (Zeitschr.  24,  S.  336)  herbeigezogenen 
Kasim  b.  Kasit  (^auch  bei  Wüstenf.  S.  42  ohne  weitere  Nach  Weisung)  aufmerk- 
sam wegen  des  bei  ihm  vorkommenden  Sind-Hind. 

52)  Üb  hier  der  Uebersetzer  ins  Französische  Hagins  spricht?  (s.  unten  §  21). 
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atU  trunccUam  ßUsse  literam  in  exemplari  aut  scdvis  hü  fbene?]  didis  eins 
doctrmam  nimis  confusam  tradidisse  et  mitMS  artificiosam. 

7.  Cod.  Vat.  384  ^^  enthttlt  unter  den  astronomischen  Tabellen  eine 
arabische;  es  scheint  aber  das  Ganze  nicht  von  Abraham,  sondern  von 
Levi  b.  Abraham  (s.  §  21). 

8.  Eine  angebliche  Logik  (p*^A«n)  in  Codd.  Michael  82  und  bei  Uri 
365  ^^)  ist  Yon  Kaufmann  als  eine  andere  Recension  der  gedruckten  ethischen 
Schrift  von  Abraham  bar-Chijja  (Abr.  Jud.  S.  5  Anm.  5)  erkannt,  und 
möchte  Kaufmann  zwei  üebersetzungen  aus  dem  Arabischen  vermuthen. 
Ich  glaube  noch  weniger,  dass  dieser  in  Barcellona  imd  der  Provence  lebende 
Gelehrte  etwas  arabisch  verfasst  habe. 

§8. 

Von  ihn  Esra  meint  Geiger^):  „Er  hatte  die  arabische  Bildung  und 
die  jüdische  Gelehrsamkeit  der  damaligen  Zeit,  nach  allen  Richtungen  hin, 
vollkommen  in  sich  aufgenommen,  und  dennoch  scheint  seine  Geburts- 
stätte [ ! !  ]  insofern  einen  gewissen  nachtheiligen  Einfluss  auf  ihn  geübt  zu 
haben,  als  er,  wie  mich  bedünken  will,  wenn  auch  der  arabischen  Sprache 
kimdig  und  in  der  arabischen  Literatur  vollkommen  heimisch  [?],  sich  des 
Arabischen  nicht  so  vollkommen  bemächtigt  hat,  dass  er  auch  schrift- 
stellerisch darin  auftreten  konnte.  Er  lebte  unter  den  Romanen  [!],  so 
war  seine  vaterländische  Sprache  nicht  arabisch,  und  die  Annahme  liegt 
nicht  fern,  dass  er  diese  erlernt,  aber  nicht  schriftstellerisch  zu  handhaben 
vermochte.  Es  wäre  sonst  im  höchsten  Grade  auffallend,  dass  von  Aben 
Esra  in  der  Zeit,  innerhalb  welcher  er  in  Spanien  lebte,  d.  h.  in  seinem 
Jünglings-  und  kräftigen  Mannesalter,  keine  Schrift  —  die  kleineren,  die 
aus  jener  Zeit  herrühren  sollen  [?],  sind  zweifelhaft  —  und  dass  überhaupt 
keine  Schrift  von  ihm  in  arabischer  Sprache  erschienen  ist."  —  Es  ist  uns 
jedoch  von  jener  Periode  überhaupt  nichts  bekannt,  und  ist  es  sehr  wohl 
denkbar,  dass  Abraham  erst  in  christlichen  Ländern  Veranlassung  fand, 
seine  arabische  Bildung  schriftstellerisch  zu  verwerthen.  Die  von  Geiger 
versuchte  Erklärung  wird  widerlegt  durch  Abraham's  Zeit-  und  Landes- 
genossen, welche  arabisch  schrieben.  In  Bezug  auf  arabische  Sprache  und 
Literatur  seien  hier  die,  im  Plane  von  Geiger's  Vorlesimgen  nicht  beab- 
sichtigten Belege  mit  wenigen  Worten  erbracht. 


53)  Vgl.  Litbl.  des  Orient  XI,  342.  —  D.  Kaufmann  in  Zeitschr.  d.  Deutschen 
Morgenl.  Gesellsch.  Bd.  30,  S.  363,  A.  5.  —  Immanuel  b.  Salomo,  Divan  f.  162^ 
nennt  "p'^an  hinter  niönsh  "^bs  und  li'^tn  wohl  nur  des  Reimes  halber.  ♦ 

54)  Das  Judentb.  u.  s.  Gesch.  II,  131. 
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Ibn  Esra  behandelte  die  hebräische  Grammatik  nach  Muster  der 
arabischen  ^^),  brachte  wohl  zuerst  ein  berühmtes  arabisches  Lexicon  (Buch 
Ain)  zur  Eenntmss  der  Juden  ^),  erklärt  nicht  selten  Wörter  aus  dem 
Arabischen,  vielleicht  theil weise  nach  Quellen,  die  wir  nicht  kennen.  Wie 
weit  er  in  der  sonstigen  Literatur  der  Araber  sich  umgesehen,  hat  meines 
Wissens  noch  Niemand  untersucht,  und  Geiger's  Behauptung  ist  eine  redne- 
rische HjperbeL  Die  in  mathematischen  und  astrologischen  Schriften 
erwähnten  Autoren  habe  ich  theilweise  in  Bd.  24,  25  der  Zeitschr.  d.  D. 
Morg.  Gesellschaft  behandelt  und  folgt  später  ein  vollständiges  Veraeichniss. 
Andere  sind  kaum  irgendwo  namentlich  erwähnt.  Das  „Buch  der  ägyp- 
tischen Landwirthschaft^^  ist  ohne  Zweifel  aus  einem  Lesefehler  im 
Arabischen  für  „nabatäische"  entstanden,  imd  kein  anderes,  als  das  in 
neuester  Zeit  vielbesprochene  Werk  des  Betrügers  ibn  Wa^hschijja^^). 
Einiges  hat  er  selbst  übersetzt  (Maschalla  schon  1148),  und  ist  kein  Werk 
eines  Muslim  bekannt,  welches  vor  ihm  hebräisch  übersetzt  wäre. 

Arabischen  Ursprungs  ist  die  Einleitung  in  ein  eigenthümliches  öfter 
gedrucktes  Schriftchen,  dessen  Echtheit  allerdings  nicht  imzweifelhaft  ist. 
Es  führt  den  Titel:  "pptJ  p  *^n  „Lebender,  Sohn  des  Erweckers",  wie  der 
bekannte  philosophische  arabische  Roman  des  ibn  Tofeil  (^//at  ben  Jokean), 
welchen  Renan  als  „psychologischen  Robinson^^  bezeichnet,  mit  welchem 
auch  die  Bibliographen  das  hebräische  Schriftchen  irrthümlich  in  Zusammen- 
hang brachten.  Ibn  Tofeil  erwähnt  ein  eben  so  betiteltes  Buch  von  dem 
berühmten  Arzte  Avicenna,  welches  verloren  scheint;  aber  eine  ebenso 
betitelte  kleine  Abhandlung  von  6  Blättern  in  Leyden  hat  ohne  Zweifel 
dem  Verfasser  des  hebräischen  vorgelegen^®),  da  er  die  (im  Le3dener 
Catalog  abgedmckte)  Einleitung  in  eleganter  Reimprosa  wiedergegeben  hat. 
Darin  trifft  der  Erzähler  einen  Greis,  welcher  spricht:  „Hai  .  .  ist  mein 
Namen  und  die  heilige  Stadt  (Jenisalem)  mein  Wohnort"^'*).  Mit  diesem 
Greis  unterhält  sich  der  Ei-zähler  über  alle  Wissenschaften  bis  zur  Physio- 
gnomik.    Dann    folgt    im   Text    eine    fabelhafte  Erzählung    von    entfernten 


55)  Mosnajim  f  212,  234  ed.  Ven. 

56)  Zaclwt  Anfang,  8.  Zeitaehr.  D.  M.  Gesellsch.  VI,  414;  vgl.  Hcbr.  Bibliogr. 
XI,  136.  —  Dss  Werk  des  Sibeweih  erwähnt  schon  Jona  ibn  Dschanna'h  im 
XI.  Jahrhundert. 

57)  S.  Virchow'b  Archiv  Bd.  52  S.  .350,  400;  Bd.  77  S.  507;  Magazin  f.  d. 
Wisö.  d.  Jud.  lll,  205  A.  30,  Hebr.  Bibliogr.  XVII,  110  zu  Friedlilnder,  Ess.  243, 
vpl.  p.  74. 

58)  Hebr.  Bibliogr.  1870  8.  21,  wo  bemerkt  ist,  days  in  der  Bodl.  HS.  nur 
der  Titel  im  Iudex  vorkomme,     lieber  eine  Turiner  HS.  s.  Nachtrag. 

TjO)  Hat  vielleicht  auch  diese  Stelle  dazu  beigetragen,  ibn  Esra  in  Palästina 
sterben  zu  lassen? 


I 

I 


Gegenden  (Elimaten)  bis  mm  göttlichen  Wohnort.  Der  Hebräer  geht  von 
der  Eiaieitung  sofort  auf  eine  psychologische  Allegorie  Ilber""),  anschliessend 
eine  Wanderung  durch  ebenfalls  allegorisch  geschilderte  „Reiche",  d.  h. 
HimiiielsBphSren  (Mond,  Sonne,  Mars  etc.,  Fixsterne'),  woranf  das  Ciebiet  der 
Enge]  lind  Gottes  folgt  Nun  wUnscht  der  Erjithler  den  Weg  zur  Brkenntniss 
'und  Anschaunng  Gottes  lu  erfahren  und  wird  auf  Selbstkenntniss  hinge- 
wiesen*^). Mose  Prankfiu-t,  der  das  Schriflchen  zuerst  in  Amsterdam  1733 
aus  einer  HS.  herausgab,  suchte  —  im  Gesi.-hmacke  der  Deutschen  —  den 
Namen  Abraham  im  Zahlwerth  der  Buchstaben  f^pü-— H  (248)  des  Titels. 
lljn  Esra,  wenn  er  Verfasser  ist,  würde  solche  Abgeschniacktbeit  mit  seinem 
Humor  gegeisselt  haben. 

Ol)  seine  vereinzelte  Polemik  und  Abwehr  gegen  den  Islam*')  auf 
Kenntniss  von  Schriften  hemhe.  Ifiast  sich  nicht  ohne  Weiteres  bestimmen, 
da  es  auch  mtludliche  Disputationen  und  Mittheilungen  gab.  Der  „grie- 
chische Arzt",  den  er  (zu  Oenesia  3,  6)  für  die  Lebensbegrenzung  des 
Menschen  anführt,  ist  ohne  Zweifel  Galen''"). 


Wenn  wir  ia  Anschluss  an  die  LebeasTerhSltnisse  Abraham's  den 
Kreis  seiner  echten  Schriften  durch  die  Spi-ache  enger  zu  Imgrenzen  ver- 
mochten,   so    werden    wir    mit   weniger    Sicherheit    ein   inneres   Eriterium 

60)  Die  fQaf  äasceren  und  innerea  Sinne  (8. 17  bei  Goldberg,  Cliofe»  Matmonim, 
Berlin  1848)  hat  Aviceuns,  io  seioer  Paychologie,  deutach  v.  Landauer,  i^eitacbr. 
D.  H.  Geiellach.  Bd.  29  S.  390,  wo  die  Benutzung  bei  Jehuda  ha-Levi  nach- 
gewiesen ist.  Die  VerglticbuDg  der  Seeleakrätte  mit  gewissen  Beamten  ist  auf 
die  Glioder  des  Körper«  übertragen  von  üaiaali  und  verarbeilet  in  einem  Hyuious 
des  ibn  Gsra,  i.  inpine  Nachweisung  in  Magazin  f.  d.  Wias.  d.  Jnd,  III,  190. 

61)  Diese  Pointe  lat  im  Berliner  Abdruck  S.  50  oder  in  der  benutzten  HS. 
ausgefallen!  Dax  griechieche  „Kenne  Dich  selbst"  als  Mittel  zur  Rrkenntnisx 
(lüttea  wird  dem  Khalifeu  Ali  in  negativer  Form  beigelegt  (Hebr,  Bibiiogr.  XT, 
43),  der  Name  ist  also  in  der  latein.  Deberaetzung  des  Aviceuna  nicht  eine 
Einschiebung,  wie  Landauer  1.  c.  314  annimmt;  Gazzuli  citirt  den  Spruch  in 
verschiedenen  Schriften  und  behandelt  ihn  in  aeiner  „esoteriachen  Schrift";  auf 
weitere  Nachweiauugen  muaa  hier  verzichtet  werden.  Bei  den  Juden  wird  Hiob 
S9,  36  darauf  bezogen,  a.  H.  B.  XV,  44,  Magiiain  f.  d.  Wist.  d.  Jad.  111,  IUI  unt 
and.  in  einem  Hymnus  unseres  ibn  Ksra;  vgl.  dessen  C'omm.  Eiod.  31,  18  bei 
FriedliLndcr,  £m.  p.  34,  der  die  Mittelglieder  nicht  kennt,  und  das  Vorgedicht  in 
Jesoii  MorOi  D.  Kaufmann,  Gesch.  d.  Attributen  lehre  u.  s.  w.  Ootha  1877, 
8.  996  u,  445  kennt  norh  nicht  den  Urspnmg  dcv  Sohriftchcuv  'Hai   ben  Mekiz. 

GS)  Mein:  Polemische  u.  apoluget.  Lit.  1877,  S.  362. 

S3)  Friedender,  Em.  7t  Anm.  zu  ergOnzen.  Eine  botreffende  Anfrage  des 
Josef  ben  Jehnda  an  Maimonidee  {s.  Hebr.  Bibiiogr.  XIX,  131)  nennt  Galeu 
anidrflcklich.     Die  „Weisen  Orieolienlaada"  citirt  ibn  E.  V.\oA.  12,  I. 


„Sefirot",   wie   ee  der  einfache  Sinn  erfordert,   die   10  Zahlen. 
Kaltlialä    des    13.   Jahrhunderts    vernandelt    die   Zahlen    in  Aeonen^ 
seitdem  wird  das  ,,Bucb  der  Schöprung"  in  diesem  Sinne  gedeutet  und  I 
ein  kabbaliatisches  ausgegeben. 

Wie  verhält  sich  ihn  Eera  zu  diesem  Buche?  Der  Schwärmer  und 
Pseiido  -  Prophet  Abraham  Abulafia  aue  Toledo  (geb.  1240),  der  in 
der  B uch Etaben -Kabljata  den  Mittelpunkt  aller  WeiBheit  gefunden,  will  einen 
I 'oinmentar  ibn  Esra'»  zum  Buche  Jezira  kennen,  der  „gTÖsBtentbeile  Philo- 
sophie, theilweise  kurze  Kabbala""  enthalte^'*'').  Aber  Niemand  ans  jener 
Zeit  kennt  diesen  Co  mm  entar,  bie  imi  1360 —  13T0  die  Siipercommentatoren 
ibn  Esra's  aus  einem  solchen,  oder  aus  der  Erklärung  „eines  TheÜE''  dos 
ScbApfirngsbuches  unbedeutende  Stellen  anfuhren™).  Dann  verliert  nch 
wieder  jede  Spur  dieses  angeblichen  Buches,  welches  in  mancher  Besiehung 
interessant  gewesen  wäre.  Bei  ibn  Esra's  Vorliebe  l'tir  Zablensjmbolik  ist 
es  kein  Wunder,  wenn  er  in  echten  Schriften  jenes  Buch  heranaieht,  ja 
sogar  in  der  grammatischen  Schrift  Znchol  imd  sonst  die  hebriliachen  Buch- 
staben danach  ordnet^  auch  die  Redensarten  desselben  als  typisch  anwendet"  L 
Vielleicht  hat  man  seine  Eicurse  ( unten  S  H  1  für  einen  Commentar  aus- 
gegeben':' Aber  die  „Sefirot"  sind  auch  ihm  die  Zahlen^'):  in  seinen  echten 
Schriften    ist   nichts,   was   mit  dem  Namen  Kabbala   im    oben    begrenzten 

jenen  Autor  «elbet  und  die  Pariser  HS.  bat  Hunk  (A'oliir  iur  Abtmliralid  p.  &i  de» 
Sonderabdr.  ans  dem  Jounial  atiat.,  deutsch  im  Litbl  des  Orient  ISGO  S.  807)  wenig 
befriedigend  gehandelt  und  die  wesentliche  Ideiittf  ät  zweier  UebersetEungea  oder  Be~ 
arbeitungeu  nicht  erkaunt;  s.  meinen  Catal.  Uudl.  S.  1117  u.  Add.,  1JI»6,  STßS;  Scharr, 
he-Chalut  VI,  63;  mein  Alfuiabi  34«,  vgl.  Hebr  Bibliogr.  Xll,  57;  wonachj 
Kan&iann.  Geichicbte  der  Attributen  lehre  u.  e.  w,,  Gotha  IB77,  S.  173,  lu  ei 

eub)  Jellinek,  Bet  bamidraacb  III,  S.  XLIli,  vgl.  unten  Anm.  76. 

TU)  Der,  wenig  xuverl&asige  Hoacouo  in  der  Bulgarei  (Hagarin  f.  d.  1 
d.  Jiid.  III,  98  A.  li),  Zarsa,  Motot  (Hebr.  BibUogr.  SV.  16),  Scbemtob  i 
Major  (bei  Schiller- Srines»i ,  QUai.  o(  thr,  Uebr.  MS.  etc.  P.  1  Cambridge  H)76, 
p.  lGS)i  Tgl.  Jevüh  Lü.  302  a.  29,  p.  3C>7  za  111;  Catal.  Codd.  hebr.  Lngd.  Bat 
II.  U;  Hebr.  Bibliogr.  XIX.  ISS. 

Tl)  Zu  Genen.  I,  2;  Eiod.  3.   ■&;  Psalm  J5,  -i;  Kohelet  !l,  G  (Frledli 
Jiu.  27  A   beachtet  die  Quelle  nicht).   Mtfwiojim  f.  232  ed.  1645,  ha-Scht»,  | 
u.  8,  Jtted  Mora  Kap.  12,  Buch  vom  Einen  unter  4  u.  7  (S.  40,  il);  Zafalw4 
imter  10  S.  1B6;  ArithneUk,  Aafang.    Gelegentlich  bemerke  ich,  dass  dieB 
s-^cni  X3-;V<er-,K3sden]  B.JedraKap,  IV  in  der  sag.  Hiechna  der  Maaseelj^ 
entlehnt  scheint. 

72)  n-i-con  ^-zin  und  n-Dn  »iDcl  die  Uahlkuudigen  und  die  ZablwisBenBol 
n.  Vi.  Uacher,  Abr.  ibn  Esra's  Einleitung  zu  icineai  Peutat  euch  com  m.  fauN  dem 
Dtcemberheft  1875  der  eitzungsberichte  der  phil.-histor.  Classe  der  k.  Akademie} 
Wien  ISTU,  S.  17,  lü  und  Anfang  der  Arithmetik.  AbuUfia  (bei  Jellinek,  . 
Sophie  und  Kabbala,  Leipz.   I3&4,  S.  37l  verwirrt  Alle«. 


inach.^^^ 
Inse^^H 

tob  iba      I 
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iD  Anspruch  nahm  —  eine  KmanatJonstheorio,  welche  Itlr  jene  8}iliär«u 
eine  Art  von  Äennen  mit  verschiedener  Anordnung  (nach  Art  der  sog. 
Porphyrbau  ms)  setzto  und  diese,  mit  allen  Ülteren  mystischen  Elementen, 
auch  manishem,  den  Philosophen  entlehnten  Material,  ausgeführte  Lehm  ftlr 
die  echte  Tradition  (Kabbala)  ausgab,  die  selbst  über  dem  Gesetze  stehe, 
als  „praktische"  Kabbala  alle  Arten  von  Wunder  wirke.  Ein  PiYiduct 
dieser  Kabbala,  verbunden  mit  Oeldspeculation ,  ist  das  bertlhmte  —  viel- 
mehr berüchtigte —  Buch  Sohar.  das  in  seiner  Wirkung  lUle  anderen  Flll- 
Bcbungen  weit  hinter  sich  zurtloklässt,  da  noch  in  unserer  'iini  achtbare 
christliche  Theologen  die  TriniÜltslehre  der  alten  Juden  aus  diesem  Buche 
schimpfen,  ohne  die  AngritTe  auf  das  Christenthum  zu  beachten*^'),  —  Man 
sollte  das  Wort  Kabbala  nur  auf  diese  jüngere  Theosophie  anwenden. 

Ein  eigenthOmliches  Büchelchen,  an  welches  sich  schon  im  V,  Jalirli. 
Interpolationen  und  ErklSningen  knüpften,  das  sog.  Buch  der  Schiipfung 
(Srfer  Jfisura),  harrt  noch  immer  der  kritischen  Bearbeitung'*").  Es  stellt 
in  etwas  phantaBtisch  er  Weise  die  lOZahlen  imi-^BO  *V/ifoi';  und 'J2  Buch- 
stahon  alB  Vermittler  der  Schöpfung  auf.  Die  echten,  theilweise  arabischen 
Erklllrer  des  BUchelchens  im  10.  Jahrb.  bringen  mathematisches,  physi- 
kalisches und    philosophisches  Material  heran"'').     Ihnen  Allen   sind  die    lü 


»M  viel  (lIs  A 
die  bekannte 
Abraham'»,  i. 
Oeiellacb.  Bd 
wie  die  Welt 
■rifht  din  KriJ 


M  viel  «X*  AEtronomen],  der  viele  Bücher  der  Wisse nscbaften  veHasete.  [lieber 
:die  bekannte  Vermengang  des  AstronomeD  und  KOni)^,  auch  in  echten  Bcbriften 
Abraham'«,  i.  B.  in  der  Arithmetik  bei  Terquem.  Not.  p.  15,  s.  Keibchr.  d.  U.  M. 
Geiellacb.  Bd.  36  8.  897  und  Halberatamm  »u  Ibbnr  8.  8.)  Sie  [die  Inder]  erfinden, 
wie  die  Welt  at^ht,  und  er  [Ptolem.yj  meint,  wegen  der  Sobnellittheit  der  Sphären 
■teht  die  Erde  in  der  Mitte  in  der  Luft,  wie  t,  B.  wenn  Jemand  ein  Senfkorn  in 
eine  leere  [1.  mp'irj  Eier«chtüe  oder  ein  Glaogeflbs  Ihnl,  und  dieees  so  stark  dreht, 
das«  dae  Koni  in  der  Mitte  bleibt."  Als  Beleg  dient  eine  Ähnliche  Stelle  l>ei  Saadia 
(Kcligiouspbiloa.  II,  8.  hl  ed.  Leipzig  1859);  aber  du  Oleichnies  steht  nur  in  der 
von  Mose  beuntateo  hebr.  I'araphrase  eines  Anonymus,  der  nicht  vor  ilt^ni 
XII.  Jahrb.  gelebt  hat  (».  Bebr.  Bibliogr.  XllI,  88), 

CT)  S.  Polem.  u.  apologet  Lit.  S.  362. 

GS)  Die  AuKg.  Neu<York  IST?  mit  englischer  l'ebersetzDng  von  Isidor  Kaliach 
bietet  einen  willkürlich  geiiiacbten  Text  und  ungenaue  Uebersetiung,  n.  Kebr. 
Bibliogr.  XIX,  läa.  [Jeher  die  an  da«  Buch  Jeiira  sich  knöpfenden  (•ulturliistorischen 
Fragen  s.  meine  Anzeige  von  Gflntlier'i  Studien  lur  Gesch.  d.  matbeni.  n.  phy^. 
Geographie,  in  Bebr.  Bibliogr.  X\1I,  93,  94. 

m)  leb  erinnere  an  die  von  Muuk  mitgetheilte  Stelle  aber  die  ,,StnnbschHft" 
(Oobar),  bei  Reinaud,  Häm.  Bur  l'lnde  p.  399,  /u  gleicher  Zeit  hervorgehoben 
in  meinem  Art,  Jädiscbe  Lit.  §21  A.  93  fJne.  LH.  p.  303,  3T)t).  wo  icb  bemerklj^, 
dasa  der  betr.  Autor  kein  Zero  erwähne,  von  der  lleeheotafel  (opjB,  eigentlich  sivu^] 
spreche  und  die  sog.  KnOcbelrecfanung  kenne  (vgl  Ahr  Jud  S.  39  A.  liO).  In 
der  HS.  Fiichl  35  D.  f.  IST  hinter  dem  Quoh  Jtfw/^nr  iU-h  il>ii  V.tvü.  Qndet  «ich 
ein  Stück  überschrieben:  .J'ingeneeblt*  r^biBch  <!oUit  heisiit,"  —  Ueber 
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daBB  zQ«xi  dnicb  heilige  Namen  ViBumen  und  Ofienbanngm  bewiii— 
k(bine  n.  g.  w.,  während  Abraham  (in  Ezod.  3,  18  kttzs.  Bae.)  mäk  mnam 
seiner  eohlageiden  Worfcwitn  bemerkt:  „Diq'enigta,  weLohe  venneiBflA  adfc 
dem  Namen  grosse  Werke  n  yenicbien,  kennen  den  Namen  (d.  h.  Gett) 
nicht''  Allein  das  „Bach  des  Lebens''  (D^nn  n&O),  wdehMa  Mms 
Taohaa*s  sehr  nngenaoe  Gitato  angehören,  nnd  das  in  einigen  HBS.  den 
Namen  ibn  Esra's  trflgt^),  ist  ein  Zerrbild  Ahrahamsi  alleidiiigs  ein  Zmig- 
niss  seines  frOhieitigen  Einflusses  aof  die  Joden  *in  Deutsohland,  daa  er 
selbst  gewiss  nicht  berflhrt  hat  In  meiner  nrsprOnglichen  BesohTHihnug 
der  lltlnchener  HS.  —  welche  nebst  so  vielen  anderen  wegen  Maagela  an 
Raum  w^Ueiben  mnsste,  —  hiess  es:  Der  anonyme  Vei&sser  kennt  die 
Commentare  sam  Biudi  Jesira  von  Sabbatai  Domudo^,  vielleicht  aneh  tob 
Saadia  Gaon  (gest  941),  oder  des  letsteren  Beligionsphilosophie  in  dar 
Paraphrase.  Br  verbindet  Zahlen-  nnd  astrologische  Mystik,  wie  mm  warn 
Theil  mit  derselben  Terminologie  bei  ibn  Bsra  vorkommt  (jedoch  ohne 
letrteren  sn  nennen)  mit  der  honten  phantastischen  Mystik,  die  wir  bei 
Elasar  ans  Worms  finden  nnd  steht  im  Gkunen  letiterem  sehr  nahe.  Br 
gebraucht  franaOsische  Wörter  nnd  SpiUche  (z.  B.  am  Ende).  —  Kflnüdi 
hat  Jellinek^  geradem  erklftrt,  dass  die  in  Wien  befindUdie  HS.  Kaäker's 
von  diesem  Elasar  verEust  sei,  onter  dessen  Namen  allerdings  ein  so  be- 
titeltes onedirtes  Boch  bekannt  ist  loh  onterschied  im  Münchener  Calalog 
diese  beiden,  mit  Zoni^).  Anderseits  finde  ich  jetst  in  meinen  Emerpten 
aus  dem  anonymen  Boche  die  von  Zonz^)  ans  Elasar  angeftlhrte   SteDe, 


81)  Unter  Anderen  in  HS.  Mfinchen  207  ond  einer  HS.  des  Antiquars  Schönblom, 
die  ich  1869  excerpirte;  8.  auch  Beivjacob's  Thesaums  libr.  (1880)  S.  178  n.  659,  600. 

82)  Dieser  Comm.  des  um  941  in  Italien  schreibenden  Astrologen  ond  Antes 
(Virchow's  Archiv  Bd.  39-42)  wird  von  Prof.  Castelli  in  Florens  cor  Aosgabe 
vorbereitet. 

88)  Hebr.  Bibliogr.  XVIII,  4. 

84)  Literatoxgesch.  d.  synagog.  Poesie,  Berlin  1866,  S.  824,  vgl.  S.  817:  EhMar 
kannte  Saadia,  Donnolo,  Abenesra  und  verflocht  deren  Lehrsätze  nebst  Stellen  aoi 
dem  Q'^'^nn  'D  eines  Ungenannten  ...  in  seine  eigenen  Werke,  wo  Hechalot 
[Schilderungen  der  Himmelsregionen]  und  Midrasch,  Philosophie  ond  Zahlen- 
weisheit, Aberglauben  und  Sittenlehre  friedlich  nebeneinander  lagern.  VgL  Hebr. 
Bibliogr.  XVII,  10  unten,  vgl.  XIV,  32.  Neubauer,  bei  ftenan,  Hist.  lü.  de  la 
France,  tome  XXVII  p.  466,  ist  der  Ansicht,  dass  Elasar  in  Folge  der  Ermordung 
von  Frau  und  Kindern  (1214)  tiefsinnig  geworden  sei.  Derselbe  hebt  p.  466  ein 
französisches  Spruch  wort  hervor,  das  noch  zu  erklären  ist;  aber  das  „livre  de 
Gloire^'^  ist  eigentlich  von  Elasar's  Lehrer,  Jehuda  (gest  1216). 

86)  Zur  Gesch.  u.  Lit.  Berlin  1846,  S.  377  —  HS.  Schönblum  6  Col.  4,  Mfinchen 
207  f.  4b.  -  Beachtenswerth  ist  auch,  dass  nach  Zunz,  Litgesch.  316,  Mose  Tachao 
im  Lebensb.  Elasar's  citirt  ist,  sowie  dass  Mose  (nach  der  Vorbemerkung  Kirch- 
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dass  die  unschuldigen  Kinder  der  NichtJuden  keine  Strafe  im  Jenseits  er- 
leiden, da  ihre  Anlage  zum  Bösen  nicht  zur  That  geworden,  die  aher  zu 
den  Citaten  aus  dem  anonymen  Buche  gehören  kann.  Es  muss  also  eine 
Prüfung  der  von  Zunz  benutzten  HS.  abgewartet  werden*^).  Die  Schriften 
des  Elasar  Worms  haben  auf  den  Schwärmer  Abulafia  eingewirkt,  der 
selbst  ein  prophetisches  „Buch  des  Lebens"  um  1282  verfasst  hat®^).  So 
ist  denn  des  Toledaners  ihn  Esra  Zahlen  Weisheit,  mit  fremdartigen  Ele- 
menten verbunden,  über  Frankreich  und  Deutschland  nach  einem  Jahr- 
hundert wieder  nach  Toledo  zurückgekehrt,  wo  auch  christliche  Kreise  unter 
Mitwirkung  von  Juden  sich  dem  Studium  der  Astronomie  und  Astrologie  hin- 
gaben, und  gelegentlich  manches  pseud  epigraphische  Werk  erzeugten^).  Es 
kann  hier  nicht  die  Absicht  sein,  ibn  Esra's  Spuren  in  der  kabbalistischen  Lite- 
ratur zu  verfolgen;  das  gegebene  instructive  Beispiel  sollte  zugleich  zeigen, 
wie  schwer  der  Weg  zur  Ausscheidung  untergeschobener  Schriften  ist. 

Zweifelhaften  Ursprunges  scheint  mir  ein  geomantisches  „Loosbuch" 
(binn  mbniÄ),  welches  in  Verhältnissml&ssig  alten  Handschriften  dem  ibn 
Esra  beigelegt  wird®^),  da  letzterer,  wenigstens  an  Einer  Stelle,  auf  das 
„Punktwerfen"  hinzuweisen  scheint**). 


heim's  S.  55)  unter  dem  Namen  Maimonides  den  Comm.  zu  Hieb  des  Nachmanides 
erwähnt,  der  allerdings  schon  1223  Talmudisches  verfasste  (Zunz  2.  c.  316).  Dass 
der  im  J.  1234  schreibende  Verf.  des  Äriigat  ha-Bosem  (Perles  S.  7,  vgl.  Hebr. 
Bibliogr.  XVII,  84)  Mose  als  Verstorbenen  bezeichne,  ist  unsicher,  da  die  Eulogie 
sich  auf  den  Vater  beziehen  kann. 

86)  Wahrscheinlich  Oppenh.  891  Fol.  oder  Mich.  187.  Neubauer,  bei  Renan 
l.  c.  S.  467,  bezeichnet  das  Buch  als  „priere  et  Üivation  vers  Dieu*^. 

87)  HS.  München  286,  mein  Catalog  S.  113,  V. 

88)  V.  Rose,  Ptolcmilus  und  die  Schule  von  Toledo,  im  „Hermes"  Bd.  VIII, 
327  ff.,  vgl.  Zeitschr.  d.  Dentsch.  Morgenl.  Gesellsch.   Bd.  28,  S.  454,  und  weiter  unten. 

89)  Eine  HS.  des  Buchhändlers  Coronel,  die  ich  1871  sah,  ist  1411  geschrieben. 
Die  Geomantie  ibn  Esra's  ist  Öfter  mit  der  des  Charisi  verbunden  und  das  Ver- 
hältniss  nicht  überall  klar;  z.  B.  HS.  Oppenheimer  1175  Qu.;  Michael  128,  355 
(niun  njTS  im  Register  S.  317  ist  nur  eine  Fortsetzung),  München  228«,  Paris  1059» 
nnvollst.,  Schönblum-Ghirondi  58,  Barberina  in  Rom  (Berliner,  Magazin  I,  45). 
Hingegen  scheint  Cod.  De  Rossi  103*  nicht  die  Geomantie,  sondern  eine  andere 
Art  von  Loosbuch,  wie  das  dem  ibn  Esra  sicher  untergeschobene,  unter  dem  Titel 
D-'isr  npiD  Florenz  1755,  Amsterdam  1781,  Fürth  1783  gedruckte  (Zedner  S.  23,  unge- 
nau Benjacob  S.  456  n.  27,  28);  s.  Hebr.  Bibliogr.  VI,  122.  Dasselbe  oder  ähnlich  ist 
wohl  das  Seder  Gorälot  Ven.  1657  bei  Zedner  1.  c,  vgl.  Catal.  Bodl.  627  n.  3436. 

90)  Zeitschr.  der  D.  M.  Gesellsch.  Bd.  18  S.  176,  vgl.  Bd.  25  S.  410,  Bd.  31 
S.  762.  —  Auch  ein  Theil  der  Astrologie  wird  durch  nibnia  „8or(e8"  bezeichnet. 
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§  10. 

Begeben  wir  uns  nun  auf  das  Oebiet  der  echten,  oder  w< 
von  Bchfllem  verGuaten  Schriften,  so  werden  wir  hier  wiedemm  uns  in 
einem  weiten  Kreise  mnsusehen  haben.  Zahl  und  Maass  behemdun 
Abraham  derart,  dass  er  sie  wenigstens  als  Bilder  anbringen  mnss,  wo  na 
nicht  etwa  eine  symbolische  Bedeutnng  haben,  über  deren  Geltmig  er  Ofdi 
vielleicht  selbst  niemals  klar  geworden.  So  führt  er  in  seiner  Gmnmatik 
Zaehot  die  3  Orondvocale  auf  die  3  Arten  der  Bewegung  xurllok  — -  wobei 
SU  beachten  ist,  dass  der  Y ocal  in  der  arabischen  und  der  ihr  nadiahimmiiliw 
hebrftischen  Grammatik  „Bewegung*^  heisst.  —  In  der  Einleitung  xmB 
Pentateudhoommentar  schildert  er  die  4  Arten  der  Erkllrer  naoh  d«m 
Bilde  des  Gentrums  und  der  Peripherica^).  Selbst  seine  Yerse  sind  iddit 
frei  von  dieser  G^istesrichtnng.  „Dichten  war  nicht  seine  eigentüeha  Thllq;^ 
keit:  Zahl-  und  ICaass  lauem  in  seinen  Versen,  und  aus  den  Worten  springt 
des  Oedankens  Blits,  nicht  das  Bild  der  Phantasie  hervor/'')  Lt.  einer 
für  den  Yersöhnungstag  bestimmten  poetischen  Darstellung  des  einetijgieA 
Oottesdienstes  sucht  er  ein  „pikantes  ungebrauchtes  Hotiv^  und  flndei  es 
in  dem  Zahlenveriiftltniss  der  einxehien  Acte  zu  den  noch  stattfindenden 
religiltaen  üebungen^).  Ein  anderer  Hymnus  von  14  Zeilen  (Akroetiohon) 
iBhlt  Dinge  auf,  deren  Zahl  1  (Oott)  bis  10,  aus  dem  Oebiete  der  Flijiik, 
Metaphysik,  sogar  Orammatik,  in  Snigmatischer  Weise,  so  dass  man  •■ 
mit  Gonmientaren  versah ^^).     In  fthnlicher  Weise  giebt  ihm  auch  die 


91)  Friedländer,  Ess.  145.  Bacher  1.  c.  S.  13,  16  und  56  hat  die,  wahrschein- 
lich ältere  Recension  yemachlftssigt  (vgL  Friedl&nder  120,  143),  worin  die  erste, 
vom  Centrum  am  meisten  entfernte  Bfethode  die  Allegorie  der  Christen,  die  S. 
die  weitschweifige  der  Gaonim,  welche  profane  Wissenschaften  (nini*fn  oder  nmas) 
abhandeln,  die  man  in  be sondern  Lehrbüchern  za  behandeln  habe  (vgL  unten 
A.  96).  Nnr  Gottesnamen  (ygL  Friedländer  137  Anm.  und  146)  nnd  Grfinde  der 
Gesetze  gehören  in  Bibelcommentare.  Ueber  Gesetze  (ungenau  „(^bese  suhjeeUf^  bei 
Friedländer  146)  verspricht  ibn  Esra  ein  Buch,  offenbar  Jeaod  Mora  (unten  §  18,  8), 
also  ist  diese  Recension  ungefähr  1157  verfasst,  wie  Rapaport  ohneedieseey 
bisher  übersehene,  Argument  annahm.  Friedländer*s  Unterscheidung  der  in  Italien 
oder  Provence  verfiEtssten  Bficher  (p.  143,  158)  kann  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden, 

92)  Zunz,  Literaturgesch.  der  synagog.  Poesie,  S.  207. 

93)  M.  Sachs,  Die  religiöse  Poesie  der  Jaden  in  Spanien,  Berlin  1845,  S.  314. 
93b)  Das  Gedicht  ist  mitgetheilt  von  Dokes,  Litbl.  VIT,  486,  mitCommentar 

des  Prophiat  Duran  (s.  unten  §  12,  5)  in  den  von  £1.  Aschkenasi  herausg.  Mie- 
cellen:  Taam  Sekenim^  Frankfurt  a.  M.  1854,  S.  78  (Handschr.  Medic.  Plui  II 
Cod.  42**,  Bise.  310  in  8^);  vgl.  Hebr.  Bibliogr.  X,  109.  —  Einen  handschr.  Gommentar 
von  Michael  Eohen  (XV.  Jahrh.  in  Griechenland?)  besitzt  Ob.  H.  Schorr  in  Brody. 
—  Dukes,  Mose  b.  Esra  (,1839)  S.  89,  nennt  ältere  Gedichte,  welche  Master  sein  sollen? 


kläniug  der  heil.  Schrift  VeranlaESimg  zu  allerlei  Zahlerörterungen,  vor- 
lugGweiBfi  zur  Ermiiterung  des  Tetragrammaton.  Ein  beliebteE  Thema 
ist  die  Vergleichong  Gottes  mit  der  EisB,  die  seihet  keine  Zahl  und  doch 
das   Element  aller  Zahlen  ist,**)     Arabische    und  jüdische  Religionsphilo- 


I 


94)  Stellen  bei  N  Krochmal,  More  Neboche  ha-seman,  Leuiberg  I8fil  (ed.  II. 

18<;s  besitze  ich  nicht)  S,  ä5S  fT  in  einer  angefangenen  Daretellnng  der  philo- 
■opliiichen  Ansichten  (ein  strenges  System  ist  wohl  nicht  vorausEOsetzen  i  dea  ibo 
Esra;  vgl.  Kaufmann,  Attriboteiilehre  S.  507  in  288-,  Friedländer,  Em.  8.  18,  21. 
—  Verschiedene,  leicht  la  vermehrende  Parallelen  habe  ich  zu  einer  Stelle  hei 
Abraham  bar  Cbijja  angegeben,  Hebr,  Bibliogr.  IV,  88.  Hier  sollen  nur  einige 
(meiet  dort  unerwähnte)  Vorgänger  ihn  Eara's  erwähnt  werden,  welche  diese  pytha- 
gorüieche  „Sonderstellung  der  Eins"  kennen,  ohne  zu  den  „Anhängern  der  jüdischen 
SabbaU"  (Cantor,  Mathemat  Beiti^e  -S.  STO,  vgl.  S.  336  und  weiter  unten) 
EU  gehören:  a)  Algorithnitis  (Khowarezmi,  Uebereetzung  ed.  Boncompagni  1857  p.  8, 
s.  unten  Anm.  96;  vgl.  auch  Cantor,  Ein  Codex  dea  Klosters  Salem,  S.  It).  Die 
„lauteren  Bräder"  (EncjklopHdiker  des  X.  Jahrhunderts)  bei  Kaufmann,  1.  c.  p.  288 
rWeltseele  S.  1  i^t  Pythagora»  ausdrQcklich  genannt,  vgl.  Hebr.  Bibliogr-  XlII, 
10  und  11);  Bathalajusi  laus  Badajoz)  und  dessen  Plagiator  ßaizali  (Waage 
der  Specnlationen  Kap.  1,  Verzeichnies  der  hebr.  HSS.  der  k.  Bibliothek  in  Berhn 
1ST8  S.  104i;  Isfaraini  (gest.  I(l78/9|  bei  Haarbrncker  zu  Schahrastani,  Keligions- 
parteien  u.  s.  w.  Halle  1860,  II,  iSS;  vgl.  daselbst  11,  99  die  Darstellung  der  Lehre 
des  Pytbagoraa.  b)  Juden:  ein  alter  Scholastiker,  bei  Dukes,  Schire  ScAe/twio, 
Hannover  iSSti,  1.  Anhang  S,  IV  (wo  Z.  1  nicht  mehr  zun  Jeziracommentar  go- 
hört,  s.  meine  Bemerkung  zu  HS.  Mönchen  92);  Bechai  (s.  Kaufmann,  die  'I'heo- 
logio  des  Bachja  S.  6S).  Hingegen  ist  „Nissim.  Anhänger  der  Gnosis  [!)"  hei 
Jellinek,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Eabbala,  1.  Leipzig  18S2,  S.  20,  kein  anderer 
als  ihn  Esra  selbst,  wie  ans  Geigers  deutscher  Abhandlung  zur  Quelle.  S.  48  iii 
ersehen  war,  nämlich  das  Bach  Jesod  Mora.  in  kürzerer  Fassung.  Dagegen  wird 
bei  älteren  Scholastikern  die  Vergleichong  der  Einheit  Gottes  mit  der  Zahl  abge- 
wiesen (Kaufmann,  Attribut.  24,  vgl.  das  Gebet  Elia's  Anfang  der  Tikkunim  znm 
Sohar:  „Du  bist  Eins,  nicht  der  Zahl  nach"  in  Verbindung  mit  den  zehn  Seflrot, 
ond  gleich  darauf  „du  bist  die  causa  caunarum"'.).  Hit  den  Elementen  vergleicht 
das  Dekadensystem  Isak  Israeli  b.  Salomo  (gest  um  940—50;  Opera  Uaaci, 
hh.  e]anentortim  latein.  von  Constantins  Afer,  t\\  E^de,  besser  in  der  handeohr. 
erhaltenen  bcbr.  Uebersettangj.  Nach  Oazzali  (bei  Schmölders,  Kssai  «wr  Uk 
ieoU»  philotophiqueti  chti  les  Araba,  Paris  184!,  p.  116i  bestreiten  die  Mathe- 
matiker eine  Erkenntniss  (Jottes  überhaupt.  —  Beachte nswerth  ist  der  Ausdruck 
rvBJin  lEinaicht,  vgl.  Sprüche  Sal.  2,  7;  a,  21;  8.  14i,  welchen  ihn  Esra  für  die 
wahre  Philosophie  oder  Metaphysik  (gewisse rmassen  Heilstehrej  xu  gebrauchen 
■cheint,  z.  B.  mit  "ICSK  (Männer),  Antwort  an  David  Narhoni  S.  2  {Jew.  LH.  296), 
mit  ^nan  (Weise)  Jetod  Mora  Cap.  13,  in  Psalm  104,  30  (Bacher  Einleitung  R8), 
im  astrolog.  Hb.  ratiormm  Anf.,  in  der  latein.  Uebersetzuug  f.  33  Col.  t  nur  „sapi'mi«", 
im  Buch  vom  Einen  unter  3  und  7  (S.  3(i.  66i;  mit  ^^^  (Methodej  tu  Gen.  1,  I 
(Friedländer  Ee».  20  A.  2),  plur.  zu  Anfang  dos  Ärugal  ha-Chochma;  technisch 
icheint  das  Wort  nicht  früher  gebraucht,  beim  Karäer  Nieei  (Pinsker,  Liekwte.  Wien 
1860,  S.  38,  40,  Anh.  S.  9,  interpolirt  nach  Schon,  h*-Chal^S  VI,  '  >nz  ver- 


UMtaä»"^.  Du  rtcfflidwa  BenalmigeB  aibd  aber  derart,  dase  eine 
H^BtematiBofae  SSUiofpi^^bi*  sehr  anobwai  wird.  Am  zweckmllssigsten 
mMai  ee,  di«  £e  Mltlinnutifr  berlÜiMiiden  Bestandtheile  anderweitiger 
SiAriftoi  Mife  d«  dam  gAOnuitn  ConuncidBren  zuerst  zu  erledigen,  und 
iwiE  mar  inhahlidi,  dann  eiiw  AnfMÜilaiig  der  Ausgaben  wUrde  einca 
aatgifamiiHWiBtwigBn  Biom  imninhineB.  Wer  sich  näher  intereaeirt,  findet 
•Ue  bekannini  SraAe  bis  angtAhr  1730  in  meinem  Catat.  BodL  S. 
680~89,  die  jQngena  in  Zediur's  Oat^ogue  of  iln-  Jlrbme  books  in  thc  library 
ttf  Ou  BrmA  JrHMMn,  LondoB  .1867  p.  31—23,  und  In  Bonjacob's  The- 
WNnu  Sbnr.  (1880)  imiar  dm  SohkgwlHca. 

6  11. 

A.  Steiles  in  don  ezagetiiohea  and  theologiechon  Schriften,  in  weldian  i 
ibn  En»  «nf  malhcnmtiadie  imd  koBmograiihiGuh -astrologische  Theorien 
hiimdeoteB  Gel:^;eidieit  lu^  adlen  iiier  mebt  TDllständi),'  gcBammelt,  sondern 
Bor  einige  nun  Theil  exonriftrtige  harvorgehoben  werden'**'),  welche 
nutnntar  als  gMonderte  Stocke  in  Hiadadiriften  vorkommen,  den  Supar- 
eommoitstoieu  VenolaBBong  gaben  ni  Henmiehung  der  ?areilelen  und  xu 
Belbetatiiidigen  oder  T<a  Hkihemitikem  erbetenen  Äiisfllbnmg«u '"*), 

1.  Ob«BW  steht  hier  der  lemge  Ezeurs  zu  Biod.  3,  15.  Om 
Tfftfignirnnatfm  fTIFT,  nnd  ebeiuo  iTttUi,  iit  nach  ibn  Esia  ein  tiomm 
fnprium,  wdofaee  ticfa  dondi  Tierertei  tos  »nderen  Substantiven  unterscheidet.  , 
Nim  beginnt  die  mathematieche  Stelle,  welche  iuh  der  Bequemlichkeit 
halber  in  zwei  Abeohnitte  zerlege.  Das  Ganze,  oder  einzelne  Sttlcke,  mit  Citatea 
einer  anderen  Becension,  deren  Ureprong  noch  unbekannt,  da  die  kttneie 
edirte  zur  Stelle  nicht«  derart  bietet,  ist  seit  Anfang  dea  14.  Jahrh.  er- 
ISatert  von  verschiedenen  Antoren,  deren  VerhilltniBB,  trotz  mehrfiMiher 
Behaadlnng  in  neneeter  Zeit,  noch  immer  nicht  klar  gestellt  ist,  so  daee 

100)  Der  tendennOae  Vermrtheiler  Lnztatto  geht  fiber  äne  lolohe  Dnter- 
■obeidiuig  hinweg;  der  Tertheidiget  (Priedlftnder,  Ess.  p.  106)  neht  in  ihn  Eaa'i 
Schriften  „textbvokt  for  llu  leetura  or  tht  viva  eoc«  tMtr«c(w>ti  he  gave  to  kit 
pKpü»";  rie  lind  wohl  eher  da*  niedergeschriebene  Bemltat  mflndlicber  Bib^ 
unterweining.  —  Eine  Charakteiiitik  der  Schriften  Abraham's  gibt  Del  Uedigo, 
deutsch  bei  Qeiger,  Helo  Chofiuyira,  Breilan  1840,  S.  36,  S6-  Die  angeftlhrte 
Empfehlmig  des  Maimonidea  ist  kritiich  verdächtig,  s.  Magaein  etc.  ill,  149; 
Hebr.  Bibliogr.  XK,  32. 

101)  Ein  Verzeichniae  *on  Digressionen  jeder  Art  gibt  Friedländer,  £m.  lOB  iL, 
wonmter  einige  über  die  Kalenderfrage. 

102)  Eine  anonyme  Erklärung  aller  Stellen  mm  Pentateuch,  welche  auf 
utiODonuBche  oder  astrologische  Geheimnisse  hinweisen,  bis  Leiit.  Kap.  S4,  in  der- 
Bodleiana  und  im  Vatic,  s.  Oeigec's  jfid.  ZeitM^hr.  VI,  ISS. 
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ohne  Gefahr  verrathen  mochte,  so  dass  erst  gegen  Anfang  des  14.  Jahrh., 
als  die  herrschende  Philosophie  des  Maimonides  der  Orthodoxie  und  Kabbala 
zum  Opfer  gefallen  war,  in  der  Provence,  Nordspanien,  Italien  und  selbst 
bis  nach  Griechenland  und  der  Bulgarei  hin,  jene  Geheimnisse  von  Super- 
com&entatoren  ^^)  grossentheils  aus  den  anderweitigen  Schriften  verrathen 
wurden  und  die  astrologische  Bibeldeutung  überhaupt  zur  Geltung  kam^). 
Wie  weit  jedoch  Abraham  selbst,  trotz  aller  Zurückhaltung,  in  seinen 
Aeusserungen  ging,  dafür  mag  das  eine  Beispiel  genügen,  dass  er  das 
Orakel  des  Hohenpriesters,  die  „Urim  we-Tumtnim'*,  für  ein  Astrolab 
oder  etwas  ähnliches  erklärte! ^^)  In  der  hier  angedeuteten  Grundan- 
schauung und  halblauten  Darstellung  ist  Abraham,  bei  manchen  Wider- 
sprüchen in  Einzelheiten,  consequent  geblieben;  er  citirt  seine  (um  1546 
bis  1548  verfassten)  astrologischen  Schriften  auch  in  jügeren  Commentaren 
nirgends  direct,  auch  nicht  in  den  Excursen  zum  Exodus,  dessen  grössere 
Recension  vielleicht  nicht  ganz  aus  seiner  Hand  geflossen^,  und  verweist 
in  jenen  nirgends  auf  diese;  sie  sind  für  verschiedene  Leserkreise  bestimmt. 
Einige  kleinere  Schriften  stehen  zwischen  beiden,   sowohl  an  Inhalt  wie  an 


wonach  3  =»  7  (auch  in  der  ABtrologie),  hA^t^  l*)D  Geh.  der  Sphäre,  d.  h.  des 
GlobuB,  der  Kugelgestalt  der  Erde,  s.  Comm.  zu  Daniel  (ed.  Mathews  8.  12),  i^iD 
nriKM  Geh.  des  Einen  (B.  des  Einen  8.  57);  Geh.  des  Himmelswagens  (nssiia, 
Grottesthrones,  Jesod  Mora  Kap.  10  8.  41  Z.  7),  des  Engels  MekUron  (daselbst  Ende, 
identisch  mit  dem  „activen  Intellect'',  s.  zu  Exod.  33,  21,  Hebr.  Bibliogr.  XIV,  35  • 
N.  Brüll,  Jahrbücher  III,  1877  8.  176);  Geh.  der  Himmelskunst  (D-^^üh  nDK^o 
SQ  Exod.  32,  1  der  kürzeren  Recension,  =»  Astrologie,  nach  Josef  b.  Elieser);  die 
Weisheit  BezaleFs  (Exod.  31,  3)  bestand  in  Kenntniss  von  „Rechnung,  Maassen, 
Verhältnissen,  Himmelsknnst,  Naturwissenschaft  und  Geheimniss  der  Seele:  "{"isons 
rrattjan  ^lon  mbinn  n^Dm  D'^aw  nD^bai  D-^snyi  ni^«i  (vgl.  die  Parallele  bei 
Abr.  bar  Chijja,  Hebr.  Bibliogr.  VII,  94).  Längst  war  niam  ^1D  Geh.  der  Inter- 
calaiion  technisch  geworden.  —  Man  sieht,  dass  hier  Geheimniss  so  viel  als  gründ- 
liche Kenntniss,  wissenschaftliche  Erfassung  bedeute,  daher  das  Wortspiel  mit  iiD*^ 
Grundlage,  s.  unten  Anm.  162.  Vgl.  auch  Friedl&nder,  E88.  8.  128.  Zur  8ache 
8.  unten  §  12  Excurs  3  zu  Exod.  23,  26.  Bei  Menachem  ben  8amk  (X.  Jahrh.), 
Wörterb.  8.  6,  scheint  'iion  "^»Dn  „Weise  des  Geheimnisses^^  sich  auf  das  Buch 
Jeiira  zu  beziehen;  vgl.  Hebr.  Bibliogr.  XIX,  89  A.  1. 

97)  8.  meinen  Artikel :  „8upercommentare  zu  ibn  Esra's  Pentatenchcommentar'S 
in  A.  Berlincr's  Pletath  Soferim,  Breslau  1872,  8.  42—46,  61—64;  Magazin  f.  d. 
W.  d.  Jud.  UI,  41,  94,  140,  190,  IV,  146;  Neubauer  im  Letterbode  (Amst.  1876/7) 
n^  84—90;  Friedlander,  Eaa.  216  flf.  und  dazu  Hebr.  Bibliogr.  XVII,  117. 

98)  Vgl.  Zunz,  Gesammelte  8chriften  III,  Berlin  1876  (verf.  1840),  8.  93,  94. 
98b)  Magazin,  etc.  III,  100. 

99)  Diese  streitige  Frage  kann  hier  nicht  einmal  auseinandergesetzt  werden; 
Friedländer,  Ess.  8.  162,  hält  dieses  Buch  fGlr  ein  eigenes  Werk;  vgl.  oben  S.  62. 
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4)  8kBiB«l  Maiai  (pa  18T0  ta  OirtHktomt),  gibt  eine  eigene  £r-  ' 

uinu«  (•vaan  mrm)  u  imtmm  tapmmmm/^  (ed.  Ven.  1551  f.  n  i 

CgL  4  1ü  £   SO),   aber   te   6»  geeMwhiwhwi   Partie    scheint    «r    Josof   < 

SdMfam  n  bWMtMB"*).  1 

6)  flekeaiob    ibx   Hftjor   ina    BnviaM»   (1384?)   gibt    die    Br-  j 

UBrtB«  MdMi  rnfMdMoen  LAtan  Bftraeh*").  , 

6)  Zn  A1iMfa&  ft.  mXkÜi  «m  BodL  HB.  Uli  lOG  eine  Erklfiran^  d«6  I 
tltem  Saloaio  iba  JsTieli  te*"^  ^  BarOls  184A),  ir&hi-aclieintich  so»  ^ 
4m  uiliiMbM  flnpamBittamatar  demlbM  tmurptt  imd  obersetet ""). 

7)  IMmt  a—Bibifc  AlMdmitt  findet  rieb  tin   Briefwechsel    swischen 
tteen  iKbliwriln  md  abun  KatMttea  äi  te  BoO.  (üii  VM)  ««i  lii 

8  18. 

Eehzen  wir  mm  mm  Texte  itm  Escm's  nrllok. 

((}  (sriUiiDetiecb)  be^inat  wQrüioh:  „Wisu,  dasB  das  Eins 
brnmailB  und  EUanent  C^B,  TlO^)  illsr  Zsbl  ist,  3  Anfang  der  Paarzafalen, 
8  dar  mgendfln;  ea  nnd  dMUob  dia  Zahlen  9  in  «nei-  Weise,  aber  10  in 
■aderar  Woiw.  SduvAwt  da  9  in  eiaem  Kraiie  nnd  multiplicirst  (blBSr) 
du  Bede  [9}  mit  jeder  Zahl,  eo  flndort  dn  die  Eüuheiten  links,  die  3hn- 
HduB  Z^oter  reaUa  Us  6,  wo  ädt  d»  TaritlUiiiw  umkehrt"^.    Anderei^ 


108)  Tob  ?oL  1»  CoL  S  („Ziehen  wie  einen  Knie«)  bia  Col.  i  Z.  15  v.  ■.  U 

als  mmm  rem  (EikUnnig  der  Figvien)  dem  Bnohe  rom  Hamen  magM^  tob 
Elieier  Norii,  ond  lonat  uioüTm,  dnher  niaht  erkannt  vom  Biecioni  (PL  II, 
Cod.  4S*}  p.  SOS,  im  Pariser  Catalog  No.  109S*,  Cod.  Paima  (Stern  ZI),  ■.  Hebr. 
BiUiogr.  TIH,  99,  naohMglich  von  Lnuatto  %a  114*  (jetet  Berlin,  ■.  Ven.  8.  57). 
Deber  eine  nnedirte  abweichende  Beeenaion  Motot'a,  jetct  in  Cambridge 
No.  49,  ■.  Hebe.  BibUogr.  XT,  16;  Schiller- Sdneaai,  CateL  S.  186,  248.  Den  ga- 
dniokten  Ananig  (Amat  1T8S)  beritcksichtige  ich  nicht 

109)  Handachr.  Cambridge  68,  Oatalog  8.  148  nnd  I&5. 

110)  Hagarin  etc.  m,  141;  Hebr.  BiUiogr.  XIX,  93. 

111)  Oeiget'e  jOd.  Zeitubr.  TT,  tSS;  Hebr.  Bibliogr.  XTU,  119. 


119)  Der  Kreii  (rgl.  oben  S.  84  Änm.  91) 
wird  Bohon  Ton  Israeli  nnd  dem  An.  gegeben  nnd 
erklärt:  9  x  9  =  81,  9  X  8  »•  TS,  9  x  7  -=  63, 
9x6^  54,  dann  9  X  6  =-  46  n.  a.  w,;  aber  in  der 
Anag.  7on  Zana  sind  die  gleichen  Zahlen  irrig  an- 
sammengeatellt,  ea  mnas  ao  verbeaaert  werden,  wie 
zu  Anfang  der  Arithmetik  in  Cod.  Lnsatto  114: 
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ßeits  sind  es  zehn  Zahlen  ^^*),  nach  der  Ansicht  der  Arithmetiker  ("^Dn 
IDDiOn),  da  jede  Einheit  ein  Theil  der  entsprechenden  Decade  ist,  oder  ent- 
steht aus  Multiplication,  oder  Addition,  oder  beiden  zugleich"*).  Die  10 
Sefirot  (Zahlen)  entsprechen  der  Anzahl  der  Finger,  5  gegen  5,  ebenso  9 
Sphären,  welche  erhabene  selbstständige  Körper;  die  10.,  welche  „heilig"  ist, 
wird  so  genannt,  w«il  ihre  Kraft  sich  über  den  ganzen  Thron  der  HeiT- 
lichkeit  (TIIDH  fc^DD)  erstreckt"  u.  s.  w.  —  Ich  verfolge  hier  nicht  die 
kosii^ologische  Anwendung  und  gebe  im  Folgenden  den  Inhalt  in  Kürze  mit 
Benutzimg  der  Commentare.  —  Die  Buchstaben  *^1Hfc^,  also  1,  5,  6,  10, 
wovon  5,  6  die  mittleren,  haben  das  Eigenthümliche,  dass  ihre  Quadrate 
sie  selbst  enthalten  (1«  =  i,  5^  =  25,  6^  =  36,  10*  =  100,  d.  h.  10 
Zehner,  ebenso  11X11  =  121,15X15  =  225).^^^)  Die  Einheit  hat 
nur  Ein  Ende,  die  andern  Zahlen  haben  zwei^^^.  5  ist  «=  1*  +  2*,  d.  i. 
die  „gleiche  Rechnung"  {rrmr\  y\Mn)  der  Quadrate,  denn  5*  +  2  X  5 
(=10)*  ist  =  5^  (125)^^^;  bei  allen  Zahlen  vor  5  ist  das  Verhaltniss  des 
Cubus  zur  Summe  des  Quadrats  und  des  Quadrats  der  doppelten  wie  das  der 
betreffenden  Zahl  zu  5.  \Z,  B.  4*  (16)  +  8*  (64)  =  80  —  4»  (64)  :  80 
=  4:5].  Bei  den  Zahlen  hinter  5  kehrt  sich  das  Verhaltniss  um.  Die  Zahl  6 
ist  „gleiche  Rechnung"  in  ihren  Theilen  (d.  h.  Pactoren).  f^g  +  Vs  +  Ve 
«=  6.]  ^^^)  Solcher  Zahlen  giebts  in  jeder  Reihe  (nDnjtS)  nur  Eine.  Ferner 
1^  +  3*  (nämlich  der  ersten  ungeraden  Zahl)  =  10,  d.  i.  1  Zehner. 


113)  Der  Text  hat  hier  tm  "^ba  „ohne  Etwas",  wie  es  wohl  ursprünglich  im 
Buch  Jezira  hiess,  um  die  abstracto  Zahl  zu  bezeichnen.    An.  S.  74  Zeile  3. 

114)  Israeli  bezieht  das  noch  auf  die  Einheiten,  An.  und  Motot  auf  die 
Zahlen  nach  10. 

115)  Motot  nennt  ,jede  dieser  Zahlen"  runde  (kreisende  bias>)  Rechnung,  aber 
ibn  Esra  nur  die  5  (Buch  vom  Namen  Kap.  3  und  6  f.  16;  Jesod  Mora  Kap.  11 
f.  45,  47;  Zahlwörter  nnter  5  S.  158;  zu  Eohelet  7,  27,  unten  n.  6);  hier  nennt  er 

I 

5  die  „gleiche"  d.  h.  unveränderliche. 

116)  Ibn  Esra  kennt  (wie  die  Araber)  keine  negative  Grösse,  also  steht 
1  nicht  zwischen  2  Zahlen;  vgl.  Pinsker  zu  B.  des  Einen  S.  7. 

117)  An.  S.  76    erklart   bei  Gelegenheit   das  hebr.    apiS?»  für  Cubus  (arab. 

s^ui/,  vgl.  unten  A.  190  n!9p)  von  npS'  Ferse,  weil  diese  rund  sei;  ein  allseitig 

rundes  sei  eine  Kugel  mit  gleichen  Dimensionen!  Es  scheint  vielmehr:  das  „Ent- 
sprechende", die  Folge,  indem  jede  Dimension  den  anderen  entspricht.  Ibn  Esra 
gebraucht  für  Quadratwurzel  IID*^  (Pinsker  zu  B.  d.  Einen  S.  2). 

118)  An.  S.  77  hat  anstatt  Ya  ^  getheilt  durch  2x3,  also  durch  das  Product 
beider  Nenner.    Er  führt  weiter  aus,  dass  in  der  Reihe  von  10  bis  100  nur  28  eine 

„gleiche  Zahl"  gebe,  dann--  +    ,   +  ^-  +  « ^  +  „       « «-  =-  28;  auch  hier 

»>B  öl  2'4'7'7x2'7x2x2 

drückt  er  sich  aus  „halbes  Siebentel  und  dessen  Hälfte^,  vielleiehi  weil  das 
Hebräische  keinen  Ausdruck  für   zweistellige  Nenner  hat.    Hieri  "^e 


ti)  (gftomctriBOh).  Zielw  die  Dkgonaie,  deren  LSnge  10  [irgend 
wua  ÜHHMa]  im  mtn  KniM,  fllge  Sehnen  an  den  Diittbeilen,  /o  nüit 
danof  «n  OniMk,  deiMn  dr«  g^ndw -Seiten  so  lang  eind  tie  die  Diagomüo 
■  Bod.!!!  <Im  (donli  Varfaiiidiing  beklw  SeLnen  (gebildete)  Viereck"^).  Vor 
dwaeor  ZaU  wild  skih  du  Dröeok  «or  Peripherie  Terhalteu,  wie  ku  10, 
lliBtar  d«ndb«n  itngdkahrL  —  ffienuif  fUhrt  die  Ziffernsumiae  22  der  4 
BQOlHlibai  "nrui  not  du  Klimiftciniag  der  22  hebr.  Buchstaben.  Man 
Utanto  dlM  ala:  ^  pkilologiieh«  B«^lndung  des  Gotteenamens,^  du 
Qmim  ibor  ili  Edlvtamng  de«  «rrtea  imd  grundlegenden  Satzes  im  Bndi 
Jttiro  bstTMUttf  vamdi  G«tt  die  Welt  durch  Zahlen  und  Buchetaboi 
«nebiif.  Zslatait  ist  noA  tob  d«n  ISO  Planeten -Co^junctionen  die  Bed^ 
9.  vBim.  Min  6.  BxBan. 

S<    Zb  SzodoB  SS,  Sl:  Oott  ww  in  der  „Mitte*^  wie  du  Cenfnnu. 
Die  UUMkintdigHi  [Tfmn  '■0311  Q«ometflr)  haben  bewiesen,  dass  der  Mond  ' 
»mn  läiiA  tcb  der  Boobb  eriiBtte  b.  s.  w.  —  Der  Commentar  Uoiot's  ist 
waxajm  in  Cod.  Mantfen   S86'  rad  aidit  erkannt  in  Cataiog  Paris  835*. 

S.  Za  Kud.  38,  36**^.  Um  Ebtb  bemerkt,  dass  es  grosso  GeeeU- 
galelvte  gehe^  wdAe  mA.  Bitt  der  Wüeenschaft  der  Naturerscheinungen'") 
D  er  bIw  mr  TexterklSrung  Einiges  aus  des 
Um.  Zoent  knmiDen  Bemerkungen,  die  maa 
p^fohokigiMbe  nnd  pbfnobaffaBha  (Temperamente  und  daraus  folgend« 
sb)   neBBen  kiaa;  er  beMÜ3hnat    sie    zuletzt   als   „Medizin"'^; 


allgemeine  Begel,  die  eimige  solche  Zahl  in  jeder  Keihe  aus  einer  Art  „Prim- 

■  ahl"  m  finden,  nnd  damit  endet  seine  Erkl&mng.  Hotot  gibt  nocli  AM  oolv 
den  Honderten  an,  erUftrt  anch  dan  Unterscliied  von  Tollkommener,  Sber- 

■  chttiiigflr  nnd  mangelbaftar  ZaU  (in  Beng  auf  8mnne  der  FactoTen)  OBd 
verweilt  anf  Enolid  Ende  B.  IV.  Die  griechisohe  Beneannng  itt  ««s^iclt^^ 
lilmcis,  Ttltun;  die  hebiftisehen  Ansdiflcke  dafür  bei  Abraham  bar  Chijja 
s.  Hebr.  BiUiogr.  TII,  88;  Tgl.  Lipfmiann  imn  B.  des  Namens  8.  38.  Den  An>- 
dniok  lAm  ^laon  (pecfect)  hat  ibn  Esra,  ZahlwOrter  8.  161.  Tgl.  Joaef  Bm 
Aknin  bei  QAdemaon,  da*  jfld.  Ünteirichbwesen,  8.  84;  als  Quelle  habe  itb  ia 
Hebr.  Bibliogr.  XIT,  16  die  EncjklopKdie  des  al>Farabi  nachgewiesen,  wo  löA 
die  „befrenndeten"  Zahlen  anschlieisen;  über  letxtere  s.  meine  NachweiaiiugHi 
H.  B.  XIT,  88. 


119)  Die  Figar  bei  Joaef  Scbalom  (der  bemerkt, 
die  Differeni   von  «   nach  Ptolem&us  und  den  i 
Weisen  hier  nicht«  verschlage)  ist  folgende; 


120)  Vgl.  Friedl&nder,  JEts.  116. 
121}  S.  oben  8.  86   A.  96. 
182)  8.  oben  %.  7,  S   8.  72. 
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nach  der  Combination  von  Stärke  und  Schwäche  in  den  drei  Hauptkräften 
zählt  er  27  Arten  von  Menschen  (s.  unten  S.  100  Anm.  ]i54).  Dann 
kommt  er  auf  die  Sternkunde  (nibtStl  niSDn,  hier  Astrologie),  d.  h.  die 
Anordnung  der  Planeten  (D'^rintran  riDlIPtd,  d.  h.  Constellation)  zur  Zeit 
der  Geburt,  welche  ebenfalls  massgebend  ist  und  mit  dem  Schriftwort 
nicht  in  Widerspruch  stehe,  wie  zu  33,  16  [gemeint  ist  33,  21]  erörtert 
werden  soll. 

4.  Zu  Exod.  32,  1  vom  goldenen  Kalb^**),  welches  kein  Götze  war. 
Die  Sternkundigen  behaupten,  dass  die  grosse  Conjunction  der  beiden 
obersten  [Planeten]  im  Stembilde  des  Stieres  stattfand;  das  ist  falsch, 
denn  sie  fand  nur  im  Wassermann  statt,  und  nach  der  Astrologie  ist  [der 
Stier]  das  Sternbild  Israels.  „Viele  haben  dieses  Geheimniss  erprobt,  Ge- 
sclecht  nach  Geschlecht,  auch  ich  sah  es  so^^);  sie  setzten  es  (das  Kalb) 
also  in  die  Mitte  des  Himmels.^^ 

5.  Zu  Exod.  33,  21  über  den  Gottesnamen.  Die  Summen  der  vier 
Buchstaben  mn*^  ergeben  72^**),  1*  -f-  5*  =  26,  auch  die  Conjunctionen 
der  5  Planeten  [26  nach  Motot,  21  nach  Zarza  »»  n^rtb(].  Die  Namen 
der  ersten  2  Buchstaben  fc^"n  n"1*>  zählen  26.  Die  Quadrate  der  Paar- 
zahlen [2*  =  4  +  4*  =  16  +  6*  =  36  +  8*  =  64,  Summe  120]  er- 
geben  die  Summe  aller  Zahlen  bis  zum  halben  Namen  [1  -j-  ^  4"  3  u.  s.  w. 
bis  15  -=  120].  Das  Product  beider  Hälfben  [15  X  11  =  165]  ist  gleich 
den  Quadraten  der  ungeraden  Zahlen  [1*  +  3*  +  5*  +  7*  +  9*  =  165]. 
Das  Quadrat  des  1.  Buchst.,  vom  Quadrat  der  2  folgenden  abgezogen,  gibt 
den  Cubus  des  zweiten  [15*  =  225  minus  10*  =  100  gibt  125  =  5^]. 
Das  Quadrat  von  zweien  subtrahirt  vom  Quadrat  dreier,  ergiebt  den  Cubus 
des  dritten.  [21*  —  15*  =  6*.]  Das  Nachfolgende  interessirt  uns  hier 
nicht.  Jedoch  bezieht  sich  darauf,  wie  auf  einige  andere  Stellen  Abraham^s, 
betreffend  die  Siebenzahl,  die  auch  in  den  hebräischen  Festtagen  erscheint. 


123)  Fehlt  bei  Friedländer,  Ess.  117. 

124)  Die  Stelle  ist  corrumpirt  bei  Motot  f.  26  Col.  2,  der  sich  auf  ein  altes 
Buöh  von  Ptolemäas  beruft,  wohl  Tetrabiblon  oder  Centiloquinm.  Auf  seine 
eigene  Erfahrung  in  der  Astrologie  beruft  sich  Abr.  auch  sonst,  z.  B.  sn  Exod.  2, 2: 
„Fünfmal  habe  ich  erprobt,  dass  der  Ort  des  Sternbildes  des  Mondes  und  dessen 
Aufsteigen  (oder  Grad)  zur  Zeit  der  Conception  (des  Kindes)  der  Grad  des  auf- 
steigenden Sternbilds  zur  Zeit  der  Geburt*'  etc. 

126)  10  +  15  +  21  +  26  -B  72 ;  Zarza  und  Motot,  letzterer  citirt  Je8o4  Mora; 
8.  unten  §  13,  7,  Jui-SchemKAp.  5.  Den  Comm.  in  Cod.  Uri  106^  (in  Geiger's  j.  Ztschr. 
VI,  128  ist  KSn  Druckf.  für  Kt9n)  habe  ich  nicht  vergleichen  können.  Ueber  den 
Gottesnamen  von  72  (Buchstaben)  s.  Zeitschr.  d.  Deutsch.  Mg.  Gesellsch.  lY,  160, 
vgl.  Hebr.  Bibliogr.  XIV,  6  u.  36  Anm.  7.  Friedländer  Esa,  117  giebt  den  Inhalt 
dieses  Ezcurses  sehr  kurz  und  ungenaa. 
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eine  Abhandlung  des  Mathematikers  Prophiat  Du  ran  (vor  1391?)^^),  welche 
nach  Cod.  ^e  Eossi  835  abgedruckt  ist  hinter  der  Grammatik  ed.  Wien 
1865  S.  181—84^^').  Der  Verfasser  citirt  Piatos  Timaeus  —  welcher 
unter  den  Schriften  Plato's  am  meisten  bei  Arabern  imd  Juden  gekannt 
war  —  die  „Elemente"  (Euclid's),  verschiedene  Schriften  der  Araber**^). 
Nachdem  er  auch  das  Buch  Jezira  erwähnt,  bemerkt  er,  dass  Aristoteles 
Physik  in,  und  Metaphysik  VII,  von  Vorgängern  spreche,  welche  die 
Zahlen  als  Prinzipien  der  Wesen  ansahen  (vgL  oben  §  9).  Er 
bemerkt  femer  (S.  183):  „In  Bezug  auf  ihn  Esra's  Deutung  der  Midra- 
schim  (alten  Auslegungen)  haben  wir  nicht  leitende  Grundsätze,  wie  wir 
sie  wohl  besitzen  in  Bezug  auf  die  meisten  seiner  Geheimnisse  und  An- 
deutungen" ^^^,  womit  ohne  Zweifel  die  Zahlsymbolik  und  Astrologie  ge- 
meint ist,  über  welche  man  aus  seinen  betreffenden  Schriften  die  Grund- 
sätze ziehen  konnte. 

Kehren  wir  zum  Schluss  des  5.  Excurses  zurück,  worin  die  Siebenzahl 
vorkommt. 

Es  gebe  bekanntlich  120  Conjunctionen  der  7  Planeten  ^^),  die  grosse 
(grösste)  sei  eine,  die  2.  und  5.  Art  (Combination  von  2  und  5)  z&ble  21, 
die  3.  und  4.  zähle  35  ^  die  G.  zähle  7;  21  und  35  seien  Producte  Y(m 
7.  —  Motot  giebt  die  Combinationen  im  Einzelnen  an  (welche  natürlich 
Producte  von  7  sein  müssen,  da  7  Planeten  in  Betracht  kommen).  Auch 
die  Perioden  von  20  und  240  Jahren  (welche  schon  alte  Astrologen  kennen) 
werden  erwähnt. 

6.  Zu  Koholet  7,  27  heisst  es:  „Wenn  man  1  mit  1  verbindet  (addirt) 
entsteht  das  Haupt  |Anfan>^|  der  Zahl  [2],  verbindet  man  2  mit  dem  Haupt 
wird  es  wie  ein  Ende  |3],  vorbindet  man  1  mit  dem  Ende,  wird  es  [4] 
quadrirt  (nJiD  s.  S.  110),  dazu  1  [5|,  wird  es  rund  (vgl.  oben  Anm.  115),  dazu 
1  |6]  ist  geradegemacht  ("iTDI'^'ü),  das  Geradegemachte  vollkommen,  das 
Vollkommene    ein    Körper."      Auch    diese    symbolisirende    Bezeichnung    der 

120)  Vgl.  S.  (xronemann,  De  Profiatii  Durani  (Ephodaei)  vita  ac  stttdiis 
etc.  iJiss  inaug.  Vraiislav.  JSG9,  p.  18:  De  Prof.  Duruni  studiis  ad  res  calen- 
darias  spectantibus^  nach  einem  Werke,  wovon  nur  Vorrede  imd  Kap.  27  gedruckt 
sind.  Zu  S.  23  über  Hermes  s.  Wolf,  Bibl.  Hebr.  Jl,  1442  u.  738.  —  Vgl.  auch 
oben  S.  84  A.  93  b. 

127)  In   der   deutschen  Einleitunj^   S.  47   ist  irrthümlich  Cod.  800   angegeben. 

128)  S.  darüber  Ilebr.  Bibliogr.  X,  109. 

129)  Gronemann,  1.  c.  p.  119,  hat  nicht  genau  gelesen  und  verdreht  Duran'a 
Bemerkung. 

130)  S.  unten  §  13  zum  B.  vom  Namen  Kap.  5.  Abr.  erwähnt  sie  auch  zu 
Exod.  3,  15  und  Daniel  10,21,  im  astrolog.  de  mundo;  andere  Nachweiöungen  s. 
Hebr.  Biblio^'r.  XVI,  131. 
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Zahlen  1  bis  6  hat  einen  Erklärer  gefanden,  Namens  Immanuel,  den  ich 
für  Immanuel  ben  Jakob  halte,  den  bekannten  Verfasser  der  Kalender- 
Tabellen  („Sechsflttgel,"  oder  Adlersflügel,  verf.  in  Tarascon  1366).^^^) 

§  13. 

Ausser  den  Bibelcommentaren  gehören  noch  zur  obigen  Rubrik  A,  zwei 
Schriften,  die  ich  mit  fortlaufender  Ziffer  bezeichne. 

7«  QtDn  "1&D  (ha-Schem)  Buch  vom  Namen,  d.  h.  Gottesnamen,  in  8 
Kapiteln,  verfasst  in  Beziers  und  gewidmet,  nach  einigen  HSS.,  dem  „Abraham 
ben  Chajjim  und  Isak  ben  Jehuda'*^'^,  ist  herausgegeben  mit  deutschem 
Vorwort,  enthaltend  eine  Inhaltsübersicht,  von  Lippmann,  Fürth  1834, 
nebst  einer  Erklärung  des  6.  Kapitels  von  Alexander  Behr  in  München. 
Einen  unedirten  Commentar  von  Salomo  ben  Elia  Scharbit-ha-Sahab 
(Chrysococca?X  verfasst  1386  in  Ephesus,  enthält  Cod.  de  Bossi  314^^). 
Ein  anderer  von  dem  Kandioten  Sabbatai  ben  Malkiel  Kohen  (1447 
bis  1493?)  HS.  in  Petersburg  Pirkowitz  636  und  (Copie?)  früher  HS. 
Pinsker  11,  jetzt  im  „Bet  ha-Midrasch"  in  Wien^^).  Auch  der  Gegner 
des  letzteren,  Mordechai  Comtino  (um  1460  in  Constantinopel  und  Adria- 
nopel), als  Lehrer  der  Mathematik  nicht  bloss  unter  den  Juden  bekannt  ^^^), 
commentirte  das  Büchlein.  Ein  anonymer  Commentar  findet  sich  in  HS. 
München  36^  unmittelbar  vor  Mischnat  ha-Middot.  Der  Commentar  des 
J.  S.  del  Medigo  scheint  noch  nicht  aufgefunden. 

-Das  Schriftchen  ist  eine  weitere  Ausführung  der  Excurse  zu  Exod. 
3,  15  und  33,  21  (oben  1  u.  5);  auch  hier  behandelt  Kap.  2   die  Kenn- 


131)  Handschr.  sind  nachgewiesen  im  Magazin  etc.  III,  142.  Ueber  Immanuers  in 
Sitomir  1872  gedrucktes  und  von  Slommski  corrigirtes,  schon  1406  lateinisch  über- 
setztes Werk  und  den  griechischen  Commentar  von  Ge.  Chrysococca  s.  die  Citate 
in  Hebr.  Bibliogr.  XV,  26,  39.  Vgl.  auch  mein  Intamo  a  Joh.  de  Lineriis  etc. 
p.  9  des  Sonderabdmcks  (Roma  1879). 

132)  Nach  einer  handschr.  Notiz  B.  Goldberg's  hätte  die  HS.  Orat.  180:  Abraham 
„ben  Samuel";  der  Pariser  Catalog  gibt  unter  1085^  nichts  Näheres  an.  Graetz 
(Gesch.  VI,  446)  combinirt  zwei  gleichnamige  Gelehrte,  welche  aber  dem  XIII.  Jahrh. 
anzugehören  scheinen;  vgl.  Geiger  bei  Schorr,  he-Chaluz  II,  31;  Zunz  Litgesch.  481, 
Bui.  lü,  de  la  France  XXYII,  620.    Ueber  Isak  s.  oben  Anm.  6. 

133)  Ueber  den  Verfasser  s.  Hebr.  Bibliogr.  VIII,  28,  XIX,  63. 

134)  Ueber  den  Verfasser  s.  Hebr.  Bibliogr.  XIX,  63.  Den  Titel  n-^-^an  "ji-»» 
geben  ältere  Quellen  an.  Stellen  daraus  über  Mischnat  ha-Middot  bespricht 
, Geiger  wiss.  Zeitschr.  V,  417,  VI,  26;  vgl.  auch  Kerem  Chemed  VIII,  6;  Schorr, 

he-Chalnz  V,  45.  —  Was  die  Erklärung  von  Rechnungen  des  Gk>ttesnamens  in  HS. 
Almanzi  238*  (jetzt  im  Brit.  Mus.)  enthalte,  und  zu  welchem  Text  Abraham's  sie 
gehöre,  ist  noch  unbekannt. 

134b)  Hebr.  Bibliogr.  XVII,  135;  einen  Artikel  über  ihn  bringt  die  H.  B.  1880. 
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zeichen  des  nom.  propr.]  im  3.  geht  Abraham  wieder  von  der  Einheit  nnd 
Decade  aus,  mit  Berufung  auf  das  Buch  Jezira  (vergleiche  die  Inhaltsangabe 
bei  Lippmann  S.  20  ff.).  In  E[ap.  4  heisst  es  unt.  And.:  Der  Körper  hat 
3  Dimensionen,  also  6  Ecken,  wie  es  im  Buch  Jezira  heisst;  so  hat  das 
Tetragrammaton  3  Buchstaben;  der  4.  ist  1  =  6,  und  da  3  Buchstaben 
6  Combinationen  geben  ^^^),  4  aber  24,  so  sind  nur  die  3  Buchstaben  ver- 
schiedene, der  4.  =  2.,  so  dass  nur  12  Combinationen  entstehen.  4  ist 
auch  Qaadratzahl  wie  1  —  hier  bezieht  er  sich  auf  das  Buch  vom  Einen 
(unten  §  14)  —  3  ist  aber  die  Grundlage  der  Rechnung,  da  sie  die  erste 
Zahl  ist,  deren  Quadrat  grösser  als  die  Summe  [3  X  3  >  3  -f"  3],  wfthrend 
1X1   <1  +  1,  2X2  =  2  +  2. 

Kap.  5.  Die  Summe  der  Primzahlen  =s  18,  verhftlt  sich  zu  der  zu- 
sammengesetzten, =  27,  wie  2  zu  3,  welche  Anfang  der  Zahl  ist  (je  nach 
dem  Bedtirfoiss  ist  2  oder  3  Anfang  der  Zahl!),  ebenso  der  erste  Buch- 
stabe (10)  zum  1.  und  2.  (15);  [Nennen  wir  die  4  Buchstaben  a  b  c  d,  80 
gibia  +  a  +  b  +  a+b  +  c  +  a  +  b+c-i-d  72]^*^.  Femer  15 
multiplicirt  mit  seiner  Hälfte  und  Y,  —  nach  Art  aller  Progressionen  (?)"0 
—  also  15  X  8  gibt  120,  dessen  Theile  [d.  h.  Factoren  summirt]  das 
Doppelte  ergeben,  wie  keine  andere  Zahl.  Nun  folgen  Sätze,  die  wir 
schon  aus  Excurs  5  kennen,  jedoch  für  den  dortigen  letzten  Satz  (wie 
unten  Nr.  8)  heisst  es  hier:  15*  (225)  +  21*  (441),  abgezogen  von  26* 
(676)  gibt  10  (den  1.  Buchst.)  zum  Rest  10  X  5^^)  =  50  X  nnt  6  X 
30,  giebt  1500,  ähnlich  15  (d.  h.  15  Hunderte).  Femer  15  X  26  (=  390) 
hat  den  Zahlwerth  des  Wortes  Himmel  (ü'^'üW  =  390).  10  X  10  +  10  X 
5  +  10  X  6  +  10  X  5  (260)  und  dazu  5X5  +  5X0  +  5X5  (80) 
gibt  den  Zahlwerth  des  Wortes  „Namen"  (DtD  340).  Hier  ist  Abraham  in 
künstliche  Spielerei  verfallen,  während  früher  die  Stellung  der  Zahlen 
1,  5,  6,  10  im  Decadensystem   in   consequenter  Weise  ausgeführt  ist. 

Kap.  6  beginnt  mit  Anfühining  von  drei  Ansichten  über  den  Werth 
von  n.    1.  nach  Ptolemäus:  3%^,,  2.  nach  den  Geometern  (n*Tan  '^ÖDH) 


136)  Hebr.  D-^nn  „Häuser",  so  im  B.  Jezira. 

136)  In  Bezug  auf  den  Gottesnamen  von  72  Buchstaben  (woran  Abraham 
seibat  vielleicht  nicht  glaubte)  citirt  er  zu  Exod.  14,  19  ein  Buch  bx'^n  Rasiel 
(vgl.  Zeitschr.  für  Mathem.  XVI,  386,  39G),  in  der  kurzen  Rec.  zu  3,  13  heisst  das 
Buch  S"T*in  „Buch  der  Geheimnisse".  Zarza  zu  14,  19  fand  bereits  so  verschiedene 
Angaben  dieses  Gottesnamens,  dass  er  lieber  gar  keine  aufnahm. 

137)  D'^cn-a  scheint  hier  diese  Bedeutung  zu  haben  (vgl.  unten  §  16,  2  K.  5 
nxrr.nia  "is-.rrci).  Lippmanu  scheint  es  geradezu  für  n-^STTD  Conjunctionen 
zu  nehmen,  vgl.  oben  S.  93  A,  125. 

138)  T"".r3  für  multipliciren,  r.D^>Tc  für  Product. 
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*%/'^)»  nach  den  Weisen  Indiens  3,   8',  44",   12'"   (nach  Sexagesimal- 
theilung).     Das  wahre  Maass  sei  weniger  als  S'/^   und  mehr  als  ^^%y^^^) 

—   Arjabhatta  (bei  Lassen,  Ind.  Alterth.  II,  1138)  hat  vö^^i  oder  (bei 


Lassen  IV,  861)  ösiöoo '    -Ä.braham's  Zahl  gibt  nach  Luzzatto    ^        ,  oder 
durch  12  reducirt  ,  in  Decimalen  3,1622777 ;  die  jetzt  angenommene  Zahl 


62888 
bei  Lassen  Wäre  3,14163.  In  der  Arithmetik  (§  17)werden  wir  finden  ^^^); 

Immanuel  ben  Jakob  (1365,  s.  Cod.  Paris  1026^)  hat      ^  q;  Comtino  (um 

1450)  hat  3%i.  —  Hierauf  folgt  das  geometrische  Beispiel  vom  Kreise, 
dessen  Diagonale  10  (vgl.  oben  §  12  S.  92),  indAn  hier  die  Anwendung 
nach  den  oben  erwähnten  Ansichten  gemacht  wird^^^).  Daim  kommt  die 
arithmetische  Deduction  mit  dem  Kreise,  welche  im  1.  Excurs  der  geo- 
metrischen vorangeht.  Endlich  kommt  hier  hinzu  „der  Weg  des  Ge- 
wichts^' (bpIDta).  Da  9  das  Ende  der  Zahl  ist,  so  ist  sein  Gewicht  ihm 
gleich  und  sein  Product  (?  IDD'^Ttt)  mit  jeder  Zahl  ihm  gleich"^.  Daher 
ist  das  Gewicht  vou  8  nach  der  Probe  von  9  eins,  weil  es  um  1  absteht, 
l'  aber  =1  ist;  das  Gewicht  ftir  7  ist  4,  weil  der  Abstand  2,  also  2',  ftir 
4  und  6  also  gleich^**). 


189)  Abweichende  Angaben  und  den  Namen  dea  Archimedes  in  der  Arith- 
metik unten  §  17  Anm.  218.  —  'V?  hat  schon  die  Mischna  der  Middot. 

140)  Nach  Luzzatto's  Emendation,  Kerem  Cliemed  11,  77,  vgl.  IV,  112,  wo  auch 
weitere  Stellen  rectificirt  sind. 

141)  Vgl.  Zeitschr.  D.  M.  Gesellscb.  Bd.  24  S.  345. 

142)  Abr.  gebraucht  hier  den  Ausdruck  yn  (Pfeil,  arab.  ^^*J),  femer  D*il3«)  für 
Flächeninhalt    (später    f?ew6hnlich   nniniDn,    chaldäisch    KnM^nnn*),    das    arab. 

jAM^X^y  ebenfalla  von  y^S  brechen;  auch  n^i^^  s.  unteu  Anm.  180,  217. 

148)  Hier  kommen  zwei  eigen thümliche  Ausdrücke  vor,  welche  Lippmann  nicht 
erklärt,  und  die  ich  nicht  zu  belegen  weiss:  1)  bpV})3  „Gewicht^*  wird  in  der 
Grammatik  für  Wortform  gebraucht.  Hier  drückt  es  das  Quadrat  der  Differenz 
zwischen  einer  Zahl  und  dem  Quadrat  von  9  aus.  —  2)  n3*n!9X3,  welches  sonst  bei 
Abraham  die  Zahlreihen  (Einer,  Zehner)  bedeutet,  heisst  hier,  wie  Ende  £ap.  4 
(neben  n^sn»  Summe)  das  Product  (nicht  „Multipllcation**  wie  Lippmann  f.  9  b 
angibt).  —  Der  Ausdruck  für  Probe,  D'^3Ym?9,  eigentlich  Waage,  erscheint  auch 
vnederholt  in  der  Arithmetik,  besonders  im  .7.  Kap.,  wo  die  beste  Probe  als  "^atKio 
pIS  (Levit.  19,  36)  bezeichnet  wird,  und  im  Kalenderwerk  f.  4.  Bei  unserem 
Abraham  ist  es  die  Probe  durch  9,  wie  bei  Leonardo  Pisani  ^^er  pensam  prohare^* 
(s.  mein  Intorno  ad  alcuni  matematici  etc.  Lettera  7F,  Roma  1866,  p.  52).  Vgl. 
das  12.  Kapitel  der  Rechenkunst  von  Kuschjar  b.  Lebban  (s.*  unten  Anm.  191). 
Das  Bild  der  Waage  ist  besprochen  in  der  deutschen  Abtheilung  des  Jeschurun 
her.  von  J.  Kobak  Jahrg.  IX,  1879. 

144)  In  Lippmann^s  angeblicher  Erklärung  findr  m.     Abr.  meint, 

Suppl.  s.  higt.-lit.  Abth.  d.  Ztschr.  f.  Muth.  a.  Phjs. 


•0  kam. «  mr  Mu  9  ZiSen,  bafidua;  die  !);wjiBmiawinB  ^tfam  Ut..ß^ 
DBd  S  in  d)K  Ktt«  ■tahw. 


pu  OtiAdni  irt  dH  iMkvBide  aagiiek«, 


t  tt.B.  CniMUdlm  J«Md  Hara  (i.  ftiigC  Mt]f 


S.   123  ^bt.    Liliarzik'")  holt  dae  Quadrat  a 
Aber  daxu:   „das   hebrä^clie  Vfeik   sell>Et  ist  i 


I  letzterem  Bnche,   bemerkt 


J.  1834  1 


1  ausfnhr- 


liehe  Abhandlung  Ober  das  Tetragrammaton  unter  den  Titel  ,^fer  ka-Schm^  I 
enchienen   f<).     Der  inathematiEche  Theil  bildet  die  Basie  seiner  Religion»-    ' 
pbjlneophie.      Herr   Dr.  Jellinek,   durch   welchen   ich   auf  dieses   [welches?]  i 
"Werk    aufmerksam  gemacht    wurde,    ist    im    Besitz    eines    handschrlftlicben 
Commentars,  welcher  in  gemeinschaftlicher  Bearbeitimg  nächstens  erecheincoi 
BoU  und  verspricht  noch  weitere,  sehr  interessant«  AufklSrung  über  dieeoQ  * 
Gegenstand.     Die  Abhandlung  ist  in  13  Abschnitte  getbeitt  u.  s.  w,"     Das 
letztere  bezieht  sich  auf  Jesod  Mora;  Günther'"")  citirt  „ha-Schem,"  jeden- 
taÜM  moht  fidseh,  da  ea  anoh  hiar  m  finden  ist.    Liharzik  hat  wahrechein- 
Ikik   J^ünsk't  Angab«»  jaünantasdanj   das    vers|)roDhene    Werk    ist   bi< 
henie  niofat  «nekienen.      Dae  Quadrat  spAllhnt   schon   der  berühmte   ara- 
bische Philosoph  Gazzali  (llll)'*^  nnd  ee  hat  sich  bei  den  Juden  lange 
erhalten.     Am  Ende  des  Algorithmus  von  Johannes  EiepalensiB  ist  es  Toa 
BonooB^tagni  (8.  136)  aus  der  HB.  mit  abgedrackt,  doch  ohne  Zmammen- 
haog  mit  der  Bohrifl;   selbst.     Wilhelm   Raimund   Houcada   (um   1480), 
ein    getaufter    Jude,    fand   es   als   Amnlet   seines   Vaters   Niasim  Abn'l- 
Paradsch'**);  eS  findet  sich  in  den  Hamburger  hebritiscfaen  H8S.  146  nnd 
248  meines  Kataloge. 


8*  —  M  hat  die  Ziffemsninnie  10,  abo  1  mehr  als  B.  7x7  ■»19:9,  Beat  4, 
«  X  «  _  36  Best  0,  6  X  5  —  So  Reit  7  und  4  x  4  —  16  eban&lb  Beat  7.  VgL 
Josef  b.  Elieaer  ca  Schämet  BL  U,  CoL  4. 

11&)  Franz  Liharfik,  das  Quadrat  die  Qrandlage  aller  Prcportioiialitftt  in 
der  Natur  etc.  4°.    Wien  1865,  S.  S.  ' 

146)  8.  Gfinther,  Ziele  und  Besuttate  der  neaeren  mathematiach-hittori sehen 
Frirschung,  Erlangen  1876,  S.  ISS;  durch  ihn  bin  ich  anf  Lihariik  gekommen. 

147)  OazEali  bei  SchmOlders,  Ettaif  nur  iea  ecolts  phüos.  chet  U»  Arabet, 
Pari»  lS4t,  p.  81.  -  Andere  in  Zeitscbr.  D.  M.  Oes.  Bd.  31  S.  389. 

148)  BeiBartolocci,  BibliotbecaRabb.  IV,S55  ondbeiB.  Starrabba,  Guglielmo 
Baimondo  Moneada  ebrto  cottvtrtiUi  stctJUMO,  Palermo  1878,  im  Arehioio  «tortoo 
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8.  Im  Sommer  1150^^^)  verfasste  Abraham  zu  London  in  vier  Wochen 
für  einen  Schüler  ^•'^)  ein  Büchelchen  in  12  Capiteln  über  die  Gebote  ^*^). 
Der  Titel  lautet  gewöhnlich  Ä'^ITS  IID"^  Jesod  Mora^  vollständiger  mit  Hin-  * 
zufügung  von  min  110*1,  also  „Grundlage  der  [Gottes-]  Furcht  und  Geheim- 
niss  der  Thora"  (des  Gesetzes).  Dieser  Titel  bietet  die  bei  Abraham  be- 
liebte Anspielung  von  110*^  imd  TD^^*),  einen  Reim  (wie  schon  in  einer 

«tcüfotto,  p.  87,  im  Sonderabdruck  p.  76.  Wäre  Herr  Starrabba  in  der  Lage  gewesen, 
die  Citate  in  meinem  Buche,  Polem.  und  apologet.  Lit.  etc.  1877  S.  316  (▼on  ihm 
p.  44,  resp.  33,  angeführt  nach  einer  Mittheiluug  Amari's)  weiter  zu  verfolgen,  so 
würde  er  gefunden  haben,  dass  bereits  £.  Narducci  auf  meine  Veranlassung 
Mittheilimgen  gemacht  hat  über  die  von  Moncada  aus  dem  Arabischen  des  ihn 
Haitham  [==  AJhazef^y  die  Identität  beweist  neuerdings  G.  Wiedemann  in 
PoggendorfiTs  Anualen  der  Physik  etc.  1876,  S.  656;  vgl.  V.  Rosen,  LtB  Manu- 
scrita  arabes  de  VInstitut  des  langues  orientdles^  Petersburg  1877  S.  124  —  der 
ebenfalls  meine  Nachweisungen  zu  Baldi  nicht  kennt]  übersetzte  Schrift:  de  ima- 
ginihus  coeiestibus  (sie  handelt  von  den  Figuren,  welche  angeblich  aufsteigen  in 
den  28  Mondstationen);  femer  würde  er  (p.  27,  resp.  16)  wegen  der  Herkunft 
Wilhelm*s  mehr  als  unbegründete  Yermuthungen  gegeben  haben,  da  ich  den  Vater 
Nissim  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  in  dem  Besitzer  von  Cod.  Hebr.  München 
246  entdeckt  habe.  —  In  der  Widmung  Wilhelm *8  (bei  St.  p.  86,  resp.  75)  liest 
man:  „Quis  inquam  est  qui  AU  ibn  roghla  [d.  i.  der  bekannte  Astrolog  vulgo 
AJben  Bagel,  »i  ibn  al-Bidschal]  cwäbico  comparari  possit ....  et  si  ab  Hebreis 
peHmuSy  an  Isac  [d.  i.  der  Arzt  Isak  b.  Salomo  Israeli,  gest.  940—50]  an  Aban- 
hazra  [d.  i.  unser  Abr.  ibn  Esra]  .  .  .  Quid  enim  fructuosius  et  utilius  operibus 
Abunasar  [lies  Abumasar],  qui  de  imaginibus  tarn  bonum  opusculum  reliquit. 
Hier  ist  der  bekannte  Astrolog  Abu  Ma^aschar  gemeint,  dessen  Namen  mit  dem 
des  Abu  Nasar  [Alfarabi],  wegen  des  Striches,  der  m  und  n  in  den  latein.  HSS. 
vertritt,  leicht  verwechselt  wird.  Eine  besondere  Schrift  über  diese  Figuren  ist 
mir  nicht  bekannt;  doch  behandelt  Abu  Ma'aschar  dieselben  in  seiner  grossen  Ein- 
leitimg (vgl.  Zeitschr.  für  Mathematik  XVI,  360,  Zeitschr.  d.  D.  M.  Gesellsch.  XXIV, 
879,  XXV,  396,  397,  XXV,  420);  zur  Sache  vgl.  meine  Notiz:  Intorno  a  Jo,  de 
Lineriis  etc.  in  Boncompagni's  Bulhttino  T.  XIl  1879,  p.  352,  Sonderabdr.  S.  8. 
Auch  ibn  Esra  spricht  von  diesen  Figuren  in  seinen  astrologischen  Schriften. 

149)  Die  üngenauigkeiten  bei  Grätz  VI,  447,  XI,  sind  theil weise  berichtigt 
im  Magazin  etc.  I,  111. 

150)  Nach  HS.  bei  Uri  318,  und  Luzzatto  114  (Berlin  244  Oct.)  Josef  ben 
Jakob,  s.  oben  Anm.  5. 

151)  So  im  Buche  selbst  S.  13,  daher  der  Titel  in  Cod.  bei  Uri  308  und  in 
dem  grossen  Excerpt  des  ElasarWorms,  im  Bach  von  der  Seele  (anonym  edirt 
Lemberg  1877),  welcher  Abraham  ntinn  („den  Seher"  d.  h.  Astronomen  oder 
Astrologen)  nennt,  s.  Hebr.  Bibliogr.  XVII,  63,  XVIII,  3. 

152)  S.  oben  §  12  Excurs  1,  Anm.  96,  wo  Zarza  TiO  mit  „Versammlung"  er- 
klärt, wegen  ninsn  Tiö,  wie  auch  die  Schrift  Abraham's  über  den  Kalender,  neben 
llO"^  (wohl  ohne  Rücksicht  auf  die  beiden  Recensionen)  heisst;  ebenso  ■iDöon  mo*^ 
die  Arithmetik  (unten  §  15),  auch  eine  grammatische  Schrift  heisst  nio*^n  (Hebr. 
Bibliogr.  VIII,  29,  XIII,  68,  Geiger,  j.  Zeitschr.  IV,  183);  in  unserem  Buche  Kap.  10 


S^AiJft  AbniMm  bar  dqjfft'*)'  «btt  «di  schon  Metrum,  vielleicbt  zum 
«nt«n  Tbl  in  hAt^mitaa  l^tcU^.  IKs  Btlcbelchen  erschien  suletst  mit 
'  noinlidi  b«««^  d«iitflh«T  UfllierHetiung  von  dem  M^athematiker  Dr.  H. 
Cr6ii8iLB«h  (Vater  llMdöi's,  —  g«t  5.  Äug.  1S42)  in  Frankfurt  k.  M. 
1840  (61  fl.  Text,  140  8..U4H>netm^  tu  iß"},  ich  wei-de  mich  daher  hier 
kBner  fiuun  (tflifta. 

Gincv  Commeatar  Aber  du  gww  Buch  echrieb  gleichfaJis  der  bereiu 
nat«):  7  (9>  9&)  wwKhata  Kovlwkü  Cvmtino  in  Adiianopel.  Die  g«ODM»- 
triMheAtoOeia  d^.  11  «dtatat4e  Jo««t  ben  Mos«  Eilti,  oder  Kelti  (?), 
ia  OlMuBlaild,  nthMdtriiilfaih  im  XIV.  Jahrhundert'^). 

Dm'  SdiijftolMn  Ui^äni  ftrt  wSrtlidi  wie  der  ExcurB  zu  Exod.  3,  15 
in  bakbem  Ba^fanoam.  Uu  siteiMgiKi  uu-  der  ächluss  dee  U.  C^.  („vom 
nillliiliiliw  dflf:3NuWB^,  W«Idtw  hier  viederum  mit  den  Buchstaben  bs- 
ginrt.  An  dan  B— hifabw  J»d  kBOpft  «ich  (S.  4ti,  deutsch  S.  120)  dio 
ftTithiiMtifleha  IMutdhiBg,  die  iatäti  uns  schon  Bekanntes  enthUt.  Da 
1  kdne  ZUU  kt,  ao  gfirti  es  eigentlieh  bot  8,  wovon  4  Primzahlen  CD''3*nBan): 
?,;9,.Ö,  7.'  1  +  J»  — 6.  l-t:,«"'^IÜ.  l+5ä  =  26etc.  1  +  7» 
<-•  00  (JnbaliajHT).  (  iat  ^  SoimW-aiUer  vorangehenden  Primz&hlen;  16 
gifc*  dM-  (inagiaiha)  ^jmidimt  (nek*  afaeB  >mter  7).  Die  Quadrate  der  ge- 
laden Zablen  g«bea  nO  il  s.  w.  Drir  Sohlusesatz  dieser  arithmettscben 
Ptfttiäo  ist  der  In  Szenn  ft. 

Sa  ttäg^  aaa  $e  geOBte^riieba  Erörterung  (S.  47,  deutsch  3.  HS) 
TOm  Darehmeaaar  10  einer  Peiqiliaie,  irci-in  ein  gleichseitiges  Dreieck  nnd 
an  den  Drittheilen  ein  Oblongom  gezeichnet  wird.  Daa  Guue  iBast  ÖA 
(naoh  Lnisatto)  in  acht  ^tse  zerlegen,  von  denen  der  erste  namentlicb  eine 
Teraohiedene  Anflksensg  erhalten  hat,    andere   rerschieden  begiDndet  sind 

8.  41  Z.  1  TW  Win  "'S  TiDh,  in  der  Version  xa  Anfang  nwi  iTiD.  Vgl,  8.  Sasha, 
ha-TaAijja,  Beriin  18&0  8.  69 1  Dukes,  Ginte  Oxfttrd  S.  84  m  39;  Bacher,  Eiabit.  M 
und  Mhon  bei  Abraham  bar  Chijja  in  der  Binleitong  sor  Arithmetik,  s.  Habr. 
Kbliogr.  Vin.  8B,  anch  in  der  Berliner  HS.  TiBm,  mid  für  -mö  nan  daselbit,  *T». 

I6S)  JaeiA  Literatwre  9  16,  A.  48.  Beifmann't  Termeintliche  EmendatJwwB 
(Litbl.  dei  Orient  lM8,  8.  006)  sind  nicht  alle  b^rOndet.  S.  8  hat  er  den  Cootezt 
nicht  beachtet;  cne  ist  richtig,  für  iD7i  lies  iTi-n.  —  Das  Hebmm  des  Titeja  ist 
da«  Uteste  nnd  einfachste,  dem  aiab.  Bedaches  entaprecbend.  Ein  andeiei  Uetnns 
ei^be  die  Stelle  im  Vorwort  S.  6,  wo  der  Artikel  binsntiitt  und  die  WSrter  om- 
gestellt  sind,  daher  der  Titel  auch  so  angegeben  wird:  N^inn  iiot  minn  Tis^. 

154)  S.  den  Nachweis  in  Hebr.  Bibliogt.  XIX,  63.  Die  Pariaer  Hb.  707«  enthUt 
hinter  dieser  ErkUrung  noch  andere  in  verscbiedenen  Stellen  der  Commentare 
ibn  Esra's,  welche  im  CataJog  nicht  genau  genug  angegeben  sind;  die  S.  gehört 
ohne  Zweifel  in  einem  der  Excurse  su  Exodus  (etwa  3,  16?),  die  i.  von  S7  Arten 
der  Menschen  (der  Catalog  zweifelt,  ob  etwa  24t)  sicher  zu  Gx.  33,  S6,  s.  oben 
§  12  n.  8  8.  93. 
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von  dem  berühmten  Professor  am  rabbinischen  Seminar  in  Padua  S.  D. 
Luzzatto  (gest.  29.  Sept.  1865)^^)  und  von  dem  Mathematiker  Jakob 
Eichenbaum  ^^^).  Letzterem  folgt  Creizenach  in  der  üebersetzung  ^*")  und 
in  den  eingeschalteten  Deductionen,  wie  er  ausdrücklich  (S.  6)  angibt. 
Auch  Terquem^^)  entscheidet  sich  dafür.  —  Abraham  berechnet  für  den 
Durchmesser  15  das  Quadrat  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks  genau 
löOOO,  für  den  Durchmesser  von  10  aber  987%  und  %i/^^)  die  Wurzel 
31^  25'  36"  50'".     Die  Zahl  des  Gottesnamens  beträgt  72  (wie  oben). 

Erwähnimg  verdient  noch  der  Terminus  ^1X37  (Säule)  für  die  abstracte 
Höhe  (S.  47,  deutsch  S.  125),  ohne  Bücksicht  auf  die  physische  Lage,  wie 
im  Arabischen  und  in  der  „Mischna  der  Middot",  später  naiü^^**'**).  Für 
die  physische  Höhe,  z.  B.  Culmination,  gebraucht  man  Dil. 

§  14. 

Wir  kommen  nun  mehr  zu 

B.  den  selbstständigen  Schriften  oder  Monographien  mathematischen 
Lihalts,  zu  welchen  von  vorneherein  bemerkt  werden  muss,  dass  es  auch 
in  ihnen  nicht  an  Ueberstreifen  in  die  theologische  Anwendung  auf  den 
Gottesnamen  fehlt,  was  wohl  nicht  ausschliesslich  auf  eine  individuelle  Vor- 
liebe des  Verfassers  zurückzuführen  ist,  sondern  auch  auf  den  Charakter 
der  Zeit  überhaupt  und  der  Personen,  für  welche  er  schrieb. 

Es  haben  sich  nur  zwei  hebräische  Schriften    dieser    Art    erhalten.' 
Wenn  der  Dichter  Immanuel  ben  Salomo  aus  Rom   (um   1320)   in  einer 

156)  Hebräisch  in  der  Zeitschrift  Kerem  Chemed,  II  (1836)  S.  75  ff.;  vgl.  seine 
BemoDstration  daselbst  VII,  76  und  früher  in  Zion,  her.  von  Jost  I,  116,  auch 
deutsch  (aus  dem  Ital.  übersetzt)  in  den  Israel.  Annalen,  her.  von  Jost  1840  S.  75, 
wo  er  die  Bedeutung  des  conventionellen  Decadensystems  für  die  vermeint- 
liche Eigenthümlichkeit  der  Zahlen  hervorhebt.  Danach  erscheinen  die  weit- 
läufigen Nach  Weisungen  bei  H.  Filipowski  (Jahrbuch  Assiph,  Leipzig  1869 
S.  99— 106) 'überflüssig. 

156)  Kerem  Chemed  IV,  118,  vgl.  den  vorangehenden  Brief  von  J.  S.  Reggio. 

157)  S.  131:  „Die  Proportion  kann  umgekehrt  gestellt  werden,  wenn"  u.  b.  w. 
ist  fidsch,  wie  aus  den  Parallelen  hervorgeht;  es  muss  heissen:  „das  Gegentheil 
findet  statt,  wenn**  n.  s.  w.  Greiz,  schaltet  ein:  „damit  das  kleinere  Glied  voran- 
gehe (!)",  ohne  Zweifel,  weil  Eichenbaum,  1.  c,  bemerkt,  dass  ibn  Esra  das  Wort 
*y^9  nur  von  einem  Verhältniss  des  Kleineren  zum  Grösseren  anwende,  -womit  er 
aber  nur  seine  eigene  Vorstellung  begründen  will;  vgl.  Motot  f.  19®  bei  Luzzatto, 
Zian  I,  117. 

158)  In  der  unten  (§  15)  zu  erwähnenden  Abhandl.  p.  294  (20  des  Sonderabdr.). 
169)  Die   bekannte   Formel  für   zusammengesetzte   Nenner   aus   sprachlichen 

Bficksichten. 

169b)  Z.  B.  bei  ibn  Esra  selbst,  Zahlwörter  'S.  163:  „Der  Körper,  dessen 
Wesen  die  Höhe  "_ 
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AdhlUiAg  UHUMhw  ScfafflMk  afadi  dar  ;;Bllth*  ilitt  ■HäHfi  Sbift  W 

V«tliöd«Si  M  BMlMiii^  enHamt^,  ao'M'M«  ifitear  Ai^glto  4M''i*äM 
ttakaähwv^Safa»  (M7<flten  lÜV'isf  dk  StbaoMhift^Kit  aättf 'giteMi 
Z«U'«  uU&MalL'^  .•...:..■  ■.^-i -.•..:.   f..;4,  f 

1.  nn«n  ->BD  (Sefcr  h,i-Ecktid)  Buch  des  Kinen,  oder  vom  Einen, 
oder  der  Ems,  unter  diesem  Titel  citirt  im  Buch  vom  Namen  (§  13,  7 — f.  9  i. 
tuit«r  beirrendem  Doppeltitel  zuerst  gedruckt  in  der  hebr.  Zeitschrift 
Jeßebnrun,  herausg,  von  Job.  Kobak,  Jahrgang  I.  Heft  1,  Bamberg  186R,  mit 
einer  Erläuterung.  Der  Text  ist  dort  sehr  incorrect  und  tQc.kenhaft,  wie 
ich  AUS  der  HUnchener  HS.  36  ereah,  aus  welcher  ich  die  Varianten  s»m- 
melte,  die  ich  einem  neuen  Herausgeber  zur  VerfUgnng  gtellen  wollte,  da 
Handschriften  nicht  sehr  Belten  sind'*');  auch  ein  Commentar  des  {§  13, 
n,  7  und  )^).  erwSlmten  Comtino  esietirt;  der  des  Josef  S,  del  Medigo 
ist  schwerlich  vollendet"''').  InBwischen  erschien  eine  neue  correctere  Auf- 
gabe mit  sachlichen  Erlfiut^jrungen   1867'*^). 

Da«  Schrit'tchon,  deaaen  Text  nur  einige  Seiten    umfasst,.  handelt  von    | 
den   EigenthUmlichkeiton   der   Zahlen    von    1    bis    9   in   9    entsprechenden 
kleinen  AbBätsew,  indem  auch  auf  Geometrie  und  AAtrologie  (unter  3,  4,  7) 
Rücksicht  genommen  ist,  wie  auf  die  Zahl  gewisser  Gegenstflnde  oder  Ile- 
gliffe.      Wir  begegnen  auch  in  diesem    sjstematiscli  geordneten  Schrifcdten   1 
groBsentheils  dettaelben  sogar  wörtlich   identischen  S&tzen,   die  wir   ber«ita  { 


160)  Hakamen,  ed.  Berlin  £  l&üo  ^iscnn  -iSTia. 

IM)  Hebr.  Bibliogr.  1869  S.  U  (Vat.  ist  4S9"),  anch  Paria  770*,'  108K* 

168)  Comtino'a  Commentar  iat  in  Cod.  De  Rosai  ÖM',  Paria  681',  diese  Schrift 
%hlt'bei  Onrland,  Oinie  Jürael,  Peterabnrg  1867,  in  der  Antehlnng  von  Comlino'i 
Schriften.  —  Der  bekannt«  Ant  nnd  Hathematiker  Joaef  SaL  del  Uedigo 
verfaaate  einen  wahrscheinlich  verlorenen  oder  nicht  anagefOhrten  CtnaiaeDtar 
(augefülirt  in  aeinen  mathemat.  Problemen  n.  14  Aber  daa  VerhKltniaa  der  Algebia 
zur  Geometrie,  nicht  n.  18,  wie  Geiger,  Melo  Chofnajim  8.  XLTl  n.  16  angiebt, 
noch  weniger  genau  Beigacob,  Theaanr.  libr.  S.  460  n.  180).  Tielleicbt  iat  er  der 
Verf.  dea  anon.  mathemat  Fragmente  in  Cod.  Hebr.  Hamburg  389*  <S.  168  meÜM* 
Kataloga),  der  von  aeinem  Comm.  xa  noaerem  Buch  als  tn  verfaaaendem  apricht. 

169)  Hit  Iat  Titel:  AbreAami  Ibit  Etra  Sepher  ha-Echad,  iiber  de  novem 
MHMmi  eardindlilm*  atm  Simchae  Pinsktr  inUTpretatione  primontm  gitalawr 
M«m«roniin.  ReliqmrwH  nwmerorvm  interpretationem  et  prooemium  addidit  3t.  A. 
Goldhardt-  8.  Odeaaue  1867  (10  u.  70  S.).  Da  Pinaker  vor  der  Beendigung 
des  Commeutars  atarb,  ao  fehlt  eine  Angube  aeiner  HilfBmittel.  Er  benutzt  eine 
HS.  Schorr'a  nnd  eine  Pariser,  worin  Abraham  „der  Babylonier"  genannt  wird 
(wohl  Confoaion  mit  dem  von  ihn  Eara  anderswo  citirten  Abr.);  der  Pariser 
Catalog  gibt  das  unter  beiden  HSS.  nicht  an.  ~  Gleich  in  der  ersten  Zeile  fehlt 
das  Wort  ■nBDi  der  Lemberger  Ansg.;  a.  Zürn  I,  IIB.  —  S.  3  hat  HS.  Manchen 
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aus  den  Excursen  etc.  keimen.  Unter  4  (S.  45)  wird  eine  allgemeine 
Begel  gegeben  für  Berechnung  der  Differenz  der  Quadrate  der  Seiten  einen 
Dreiecks,  deren  Maass  drei  aufeinander  folgende  Zahlen  (die  jedoch  grösser  als 
4  sein  müssen)  ausdrücken;  man  subtrahirt  4  von  der  Mittelzahl  und  multi- 
plicirt  den  Rest  mit  der  Mittelzahl  —  z.  B.  10,  11,  12  seien  die  Zahlen, 
11  —  4  =  7  X  11  =  77;  nämHch  12^  +  77  =  11*  +  10*.*^) 

§  15. 

Wir  kommen  nunmehr  zu  einer  grösseren  Schrift,  in  welcher  die 
Zahlkunde  selbstständig  behandelt,  wenn  auch  nicht  ohne  alle  Beimischung 
der  Symbolik  geblieben  ist. 

2.  lÖDtjn  1ÖD  oder  lÖDTSn  TiÜ^  (ha-Mispar,  oder  Jesod  horMispar) 
Buch  (oder  Onmdlage)  der  Zahl;  ich  nenne  es  der  Bequemlichkeit  halber 
Arithmetik  nach  dem  vorwiegenden  Inhalt.  Dieses  Buch  wurde  oft  ver- 
wechselt mit  einem  grammatischen  Schriftchen,  welches  gewöhnlich  den 
zweiten  Titel  führt,  bis  Luzzatto,  nach  seiner  HS.,  die  Verschiedenheit  lehrte. 
Das  grammatische  Schriftchen,  einige  Blätter  umfassend,  behandelt  die 
Zahlwörter  in  5  Klassen  oder  Stufen  (Ellb^),  nämlich  Einheiten,  Zehner 
u.  8.  w.,  ebenfalls  nicht  ohne  alle  Beziehung  auf  Zahlsjmbolik.  Es  ist  von 
S.  Pinsker  am  Ende  seiner  Einleitung  in  das  babylonisch -hebräische 
Punktations-System,  Wien  1863,  mit  Commentar  herausgegeben  ^^^).  Trotz 
der  nunmehr  gebotenen  Hilfsmittel  ist  man  nicht  immer  in  der  Lage,  die 
'unvollständigen  und  uncorrecten  Angaben  der  Kataloge  zu  ergänzen  und 
zu  berichtigen^^). 

Von  dieser  Arithmetik  habe  ich  beinahe  20  HSS.  in  öffentlichen 
Bibliotheken  ermittelt,  nämlich: 

Berlin  244  Oct.  (mein  Verzeichniss  S.  57*^)^^^),  früher  Luzzatto  114, 
woraus  letzterer  einige  Mittheilungen  gemacht  hat.  Diese  HS.  enthält  einen 
anonymen   Commentar,  wahrscheinlich   von  einem  jüngeren  Zeitgenossen 


164)  In  positiver  Weise  ausgedrückt:  n«  +  (n  -f  1)*  «  (n  +  2)*  +  (n  +  1) 
X  (n  —  3).  Pinsker  führt  den  Satz  auf  eine  allgemeinere  Form  zurück,  indem 
er  die  Mittelzahl  n,  die  anderen  n  —  1  und  n  -f-  1  nennt. 

165)  Handschriften  sind  verzeichnet  in  Hebr.  Bibliogr.  1866  S.  29;  vgl.  auch 
Geiger  in  Kerem  Chemed  IX,  63;  Berliner,  Magazin  I,  95.  —  Ich  bezeichne  dieses 
Schriftchen  als  Buch  der  Zahlwörter  und  habe  es  mit  der  Abkürzung  .,Zahlw/' 
citiri 

166)  So  z.  B.  wird  in  Catalog  Aguilar  bei  WcHf ,  Bibl.  Hebr.  III  S.  51,  unser 
Titel  mit  ^yChronoJogia^^  übersetzt,  was  nur  für  das  Buch  *nin:p  passt;  s.  §  21. 

167)  Daselbst  lies:  Kerem  Chemed  II,  76,  für  VI,  46.  Eine  andere  HS. 
Luzzatto's  finde  ich  im  Catalog  seiner  Bücher  (1868)  nicht. 


des  UoBB  ihn  Tibbon,  also  in  der  2.  Hälft«  des  13.  Jahrhimdsrts"*);  auch 
einen  „Zas&tK"  desselben  Ende  Cap.  2  f.   73  b, 

Bodleiana,  5  HRS.:  üri  449,  Pocock  280  B.'«'),  Michael  ÜOl,  202,  203 
(deren  eine  vieüeicbt  HS.  Sal.  Dubno  J8  in  Qu.), 

Florenz,  Metlioea  Plut.  88  Cod.  28  (bei  Biscioni  8.  482  Äusg-,  in  6"  sU 
anonymes  D^lBOlsn  1DD  (sie!);  die  Anfänge  der  Kapitel,  welche  mir  Prof,  P. 
Laainio  im  Februar  1863  auf  meine  Anfrage  mitiheilte,  stimmen)  und  daselbst 
Cod.  46  (bei  Biscionl  S.  525  von  „fil  Metr";  mit  theils  hebr.,  theila  ai«b. 
Ziffern  am  Rande;  nach  Mittheilung  Lasinio's  vom  Mai  1864;  vgl.  auch  Berlinw, 
Hagami  I,  95).     Eine  von  beiden  meint  de  ßossi  (Wörterb.  S.  8). 

Leouwarden,  früher  Franeeker  (Catalog.  S.  87  Cod,  XVIII  rman 
iBDlsn,  auch  Neubauer  ira  Letterbode  herauBg.  v.  M.  Hoeet,  IL  Amet.  1876/7 
8.  84,  gibt  nur  den  nackten  Titel  iBDian). 

München  43  mit  ZusHtzen  eines  Moses  '':»!ei1}  (Schwabe,  oder  &Hm?) 
nnd  eines  Anonymus  (vgl.  unten  Paris)'™),  und  Nr.  150  (erworben  1865). 

Paris,    ö    H88.:    1029'  (Oral.    153),  —   1049'    (mi;.   f.  450,  defecl), 

—  1050'  (a.  f.  449),  —  1051'  (Orat.  157),  —  1052'  (a.  f.  436)  mit 
Zwsätaen  eincB  Deut.schen,  Elasar,  wie  die  HS.  Fischl  25  B,'").  Aus  Nr. 
1060  »Hein  gab  der  im  J.  1862  verstorbene  Matbematiker  0.  Terquem 
eine  Analyse"'),  die  manches  Beacbtenswerthe  unberührt  lässt'"*). 

Rom,  Vatican  386^  (vom  Widmun^sgedichtchen  zu  Anfang  die  HSlft«): 

—  397',  bei  ABsemani  mit  dem  (vielleicbt  ans  der  Scblusastelle  fabricirten) 
Tit«l  n-naBn'"),  —  398'  Fragment.    Aber  auch  171"  (f.  98— lOß)  eint- 

168)  Ob  etwa  von  Levi  b.  Abrahan^,  dem  Epitomator  der  asboli^iachen 
Schriften?    Die  Schrift  ist  klein  nnd  bläw,  in  trfiben  Tagen  die  Angen  anstrengend, 
weshalb  ich  eine  nochmalige  Prilfnng  jetst  nicht  Tornebmen  mag. 
•    180}  S.  meinen  Onupecttti  Codümm  Mt».  Mtr.  in  BOd.  Bodl.  1857  p.  «1. 

170)  Diese  HS.  ist  in  Geiger's  wisa.  Zeiteobr.  IV,  28S  gem^ini 

111)  Hebr.  Bibliogr.  XI,  41  und  dam  Hehr.  B.  XIX,  119,  Zeitachr.  d.  Deatscfa. 
Horg,  OeMllsch.  Bd.  S6  S.  38S. 

'  17i)  Nofice  MW  tm  MS.  hebrtv  eU.  1811  (Ex^ait  d«  Journal  ätt  MatMma- 
tiqut»  pttrea  etc.  T.  VI  p.  S76 — 96),  nnd  nngenan  aaeidglich  im  Litbl.  dea  Orient 
1846  a  416,  463;  a.  B.  8.  276  „hebiAiicbe"  (I)  Schale  fflr  artAel  vgl  Hebr.  Bilio- 
graphie  166S  S.  96).*  —  Vgl.  Notiee  mtr  ta  tnt  et  le»  traxaux  de  0.  Terjiem  par 
Frouehet,  in  den  Nouv.  Amutka  dt  Mathim.    1862,  Nov.— Dec. 

ITS)  Vgl.  Zeitachr.  d.  D.  Horg.  Gesellicb.  Bd.  24  8.  340,  382. 

174)  Ich  verdanke  dem  Forsten  Boncompagni  in  Rom  eine  im  J.  1866  fOr 
mich  angefertigte  Durchzeichnung  des  Anfangeg  (f  3)  und  der  letzten  Seite  (f.  49), 
anf  welcher  nach  dem  Schlußwort  das  Widmnngsgedicbtchen  (a.  onten),  dann 
eine  arabische  Nachschrift  in  hebräischer  Ca:sivscbrift,  wonach  David  ben  Satomo 
die  Schrift  zum  eigenen  Gebranche,  riOEI^  [daraus  macht  Assemuii  einen  Namen 
C^p;   -|3K!]   copirte   nnd    in   Morcia  [ir<ont3,   nicht  Marseille,   wie    Aeeemani   liest, 
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hält  nach  dem  bei  Assemani  corrumpirten  Anfang  ein  Fragment,  wozu  ein 
Titel  „Erklärung  des  unausprechlichen  Namens"  (TDIIMH  ÜW  lOTy^t)  fabri- 
cirt  ist. 

Rom,  Casanat.  Dominicanerkloster  Cod.  in  Qu.  I,  V,  11,  3,  nach  Aus- 
zügen   aus    dem    handschriftl.   Katalog,    die  ich  He:m  Narducci*  verdanke. 

Von  Privaten  besass  Hirz  Scheyer  eine  HS.,  welche  Carmoly  (Biogr. 
der  Gelehrten,  hebr.  1828  S.  35  n.  25  vgl  S.  38  n.  5)  erwähnt,  ob  dieselbe, 
die  im  Katalog  der  Bücher  und  HSS.  Carmoly' s  n.  217  mit  blossem  Titel 
ka-Mispar?  Die  HS.  J.  S.  Reggio's  (erwähnt  in  Bikkure  ha-Ittim  1846 
S.  48)  besitzt  jetzt  Os.  H.  Schorr  in  Brody,  eine  andere  S.  J.  Halberstamm 
in  Bielitz  (s.  dessen  Vorwort  zu  ha-Ibhur  S.  11).  Eine  HS.  des  Buch- 
händlers Fischl-Hirsch  in  Halberstadt  im  J.  Iß70  ist  in  der  Hebr.  Biblio- 
graphie XI,  41  Nr.  25  B  beschrieben. 

Die  Pariser  HS.  1052^  enthält  eine  Aufgabe  über  «Wurzelziehen  aus 
dem  „zweiten  Buch  der  ZahV'  von  ihn  Esra,  was  der  Katalog  als  zweite 
Recension  auffasst;  die  Bezeichnung  dafür  ist  aber  gewöhnlich^ eine  andere. 
Im  Einzelnen  finden  sich  Varianten  genug,  doch  weiss  Niemand  von  zwei 
Redactionen. 

De  Rossi  (im  Catalog  zu  seiner  HS.  314)  vermengt  die  Zahlwörter 
mit  dem  Buch  vom  Einen,  später  (Wörterb.  S.  8)  letzteres  mit  unserer 
Arithmetik;  Grätz  (VI,  454)  vermengt  alle  drei  und  macht  falsche  Schlüsse 
über  die  Abfassungszeit,  weil  im  Register  des  Michaerschen  Katalogs  ein 
Wort  fehlt,  welches  durch  das  Metrum  und  andere  HSS.  gesichert  ist^'*). 
Im  Widmungsvers  nämlich,  der  am  Anfang  oder  Ende  des  Buches  steht,  muss 
es  heissen:  „verfasst  von  dem  Sohne  Me^'s  für  MeYr,  jung  an  Jahren  und 
weise  .  .  .  (?)^'*);  letzteres  bezieht  sich  natürlich  auf  MeTfr.  Die  Abfassungs- 
zeit der  Arithmetik  hat  auch  Halberstamm  nicht  näher  imtersucht.  Ich 
habe  bereits  anderswo  bemerkt,  dass  im  Cap.  3  und  7  auf  das  Buch 
„Gründe  der  Tafeln"  hingewiesen  sei^"),  welches  ihn  Esra  1160/1  in  Nar- 
bonne  übersetzte  (s.  unten  §  21),  so  dass  die  Arithmetik  kurz  vorher  ver- 
fasst scheint.  Nun  wird  zwar  letztere  (llDOtäH  'D,  das  B.  der  Zahlw.  kann 
nicht  gemeint  sein)  in  dem  Kalenderwerk   (f.  4)   citirt,  dessen  Abfassung 

und  daher  Zunz,  zur  Gesch.  315  Anm.  a,  wo  der  Ort  auffällig  erscheint]  beendete 
Dienstag  7.  Kislew  5145  (Herbst  1384).  Ueber  die  Confusion  bei  De  Rossi  und 
Grätz  8.  weiter  onteu. 

175)  HS.  Medicea  (Berliner,  Magazin  I,  94),  Halberstamm's  (1.  c),  Berlin  (1.  c), 
München  150,  Vat.  397. 

176)  haisnn  (d.  h.  in  Astronomie??)  oder  nainns  in  Einsicht  (vgl.  von  Bezalel 
Exod.  36,  31);  so,  und  iu  Zeile  1  na*i3n,  hat  Vat.  397. 

177)  HS.  Berlin  hat  in  E.  7  sogar  "^nnnn  „habe  ich  gesprochen",  darüber 
steht  allerdings  nn^n  „ist  die  Rede." 
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das  J.  1146/7  fiült  Aber  so  firflh  ist  die  Arithmetik  —  anf  wekke  flieh 
der  Verf.  in  keiner  anderen  Schrift  bemfti  obwohl  er  Öfter  daio  Yann- 
laasong  hatte  —  eicher  nicht  yeifaset;  vielmehr  ist  diese  Yerweianqg  eoi 
Nachtrag,  wie  andere  Yerweiemigen,  die  Halbentamm  (8.  11^  g^sm  GiSti, 
mit  Becht'ak  derartige  Nadhtrilge  anaiditi  wenn  auch  EinielneB  sich  aaAen 
eiUftran  Hast  (s.  R  bei  Brllll,  Jahrbflcher  m,  164).  Diese  Ansidit  echllt 
dorch  unser  Sehriftchen  eine  bedeutende  Sttttn. 

§  16. 

<}ehen  wir  nunmehr  auf  die  Anlage  der  Arithmetik  über'**).  Sie  behandelt 
in  7  PfSorten  oder  Ka|iitehi  folgende  Themata  mit  praktischer  Anwendnqg 
auf  die  Astronomie  und  auf  gewöhnliche  Aufgaben: 

1.  l»9n,  wOrtüch  DuplaHo,  Multiplication^^),  2.  plbn  Drrision,  S.  *mi 
Addition,  4.  "TV/i  Subtraction,  5.  Xr\SID  Brüche^),  6.  Cnny  PropoiiMMB, 

1T8)  Dieser  §  ist  vor  X%  Jahren  naeh  LQsnito's  und  Terquem^s  Mittheniiagsa 
abgeüust  vssA  jetit,  nachdem  ich  drei  Handschriften  des  Originals  m  veigkiehea 
Gelegenheit  gdiabt,  nicht  gans  umgearbeitet,  aber  erginst 

179)  Audi  bei  Khowaresmi  {AJ^mlmi  de  nmm.  indorum^  TnMoH  iTArämi' 
UeapvibhL  du  B.  BoneoH^pagm  1, 1867,  p.  10):  EÜampai^etd  in  libro  [welehemf] 
fNod  Msoeiie  eit  cmmi  mimero  qmi  muUipUeaiur  mi  olifMO  [lies  alis^]  fveNM 
iMMNSfo,  ui  duplieeiur  mma  ex  eis  secmidtisi  mnitatee  oMeriua.  Hat  der  Dober- 
setser  hier  dasselbe  Wort  verschieden  flbersetstr  Es  sind  also  nicht  „nafpaans 
Schriftsteller"  (wie  Nesselmannt  VerBUch  e.  krit  Qesch.  d.  Algebra  I,  tfS 
meint),  welche  htn  für  multipliciren  gebrauohen,  wie  schon  Abraham  bar 
Chijja  (Hebr.  Bibliogr.  1864  8.  89  A.  11)  mid  dazu  *n3393  bnaan  in  Chaekbam 
ha-Mahdlekoit  Abachn.  I;  trnäSit  bssdn  nsDon  die  zweimal  duplioirte  Zahl  (dei- 
selben  Geometrie,  HS.  München  299  f.  50).  Der  später  übliche  Ausdruck  für 
multipliciren  (jedenfalls  schon  1870  in  der  bebr.  Ueberseisung  des  Euclid)  a  mn 

(„in  Etwas  schlagen**)  ist  ohne  Zweifel  dem  arab.  ^  yyö  (multiplioare  in)  nach- 
geahmt —  letzteres  nach  W6poke  (Mem.  eur  la  propag.  des  chiffre»  etc.  p.  68  n.  1) 
vom  Indischen  ^/rapper^  ddruire**  (?)  —  auch  ^!^  nsn,  während  lim  Taln^ud  ron 
yo  (von  Etwas  hauen)  subtrahiren  heisst,  was  später  durch  ipt^  (Pielform) 
minuere  ersetzt  wird.  Von  hto  im  Sinne  von  multipliciren  ist  absuleiten  trao 
D'fbfiS  „wie  viel  mal**  in  der  Uebersetzung  der  Reb'gionsphilosophie  des  Abr.  ben 
David  (gest.  1170)  ans  ungewisser  Zeit,  S.  4,  Z.  12,  und  bfi32  dVivd  —  9ans, 
d.  h.  Dreifaches,  Vierfaches,  bei  Elia  Misrachi  (f.  3^),  den  Kesselmaon  von 
jenen  angeblich  ,,uDgenaaen  Schrifkstellem**  unterscheidet,  allerdings  nur  aus  dem 
ins  Latein  übersetzten  Compendium  kennt;  b.  meine  Briefe  an  B.  Boncompagni 
{Intorno  ad  cdcuni  matemcUici  etc.  p.  54  nota  1,  65  nota  3);  hiernach  ist  auch 
Güdemann,  das  jüd.  Unterrichtswesen  etc.  S.  84  A.  3,  zu  berichtigen.  VgL  auch 
unten  zu  Ende  des  Buches. 

180)  Singular  151p  {ßchehti)\  Luzzatto  (Zion  I,  116,  vgl.  Kerem  Chemed  II  70, 
76,  VII,  75)  glaubt,  dass  ibn  Esra  dasselbe  Wort  auch  für  Flächeninhalt  {areat 
gebrauche;  es  wäre  jedoch  vielleicht  für  letzteres  stets  niac  (Schibhur)  zu  lesen, 
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7.  On^  D'^STÄia  bl  D*^yni-nan  D^^üntön,  Wurzeln,  Quadrate  und  —  nach 
der  oben  (Anm.  143)  gegebenen  Erklärung  —  von  der  Probe  durch  die 
Ziffemsumme  derselben  im  Verhftltniss  zu  9.  Terquem  (p.  6)  übersetzt 
diese  Ueberschrift:  „Racines  carrees  ei  caractdres  des  carries  parfaits^^,  jeden- 
falls sehr  ungenau;  —  im  Litbl.  des  Orients  VI,  477  gar  nur  „von  Qua- 
dratwurzeln und  Quadraten".  In  der  Analyse  dieses  Kapitels  (p.  18)  wird 
eine  Stelle  hervorgehoben,  nach  welcher  das  Quadrat  von  1  und  9  dieselbe 
Initialziffer  hat,  ebenso  2  und  8,  3  und  7,  aber  5  ist  eine  runde  (kreisende) 
Zahl,  s.  oben  S.  91. 

Was  zunächst  die  Anordnung  der  Kapitel  betrifft,  so  hat  Luzzatto 
(Zum  I,  116)  in  Parenthese  sein  Befremden  geäussert,  dass  die  Multipli- 
cation  und  Division  der  einfachem  Addition  und  Division  vorangehe;  man 
findet  aber  dieselbe  Anordnung  nicht  bloss  bei  dem  im  Jahre  1202  ver- 
fassten  (1228  revidirten)  ÄbcuMs  des  Leonardo  da  Pisa  (genannt  Fibo- 
nacci)  *®^),  der  lange  Zeit  als  der  erste  europäische  Algebrist  nach  der 
Methode  der  Araber  gegolten  hat,  sondern  auch  Aehnliches  in  der  Rechen- 
kunst des  Abraham  bar  Chijja,  in  einem  Abschnitte  seiner  Encyklopädie 
(Abr.  Jud.  S.  10),  welche  nach  einer  offenbaren  Interpolation  der  Ueber- 
schrift in  zwei  HSS.  der  bekannte  Zarkali  aus  einem  arabischen  [d.  h.  ins 
Arabische  übersetztenj  Werke  des  Archimedes  ins  Hebräische  (!)  übersetzt, 


ein  nomen  actionis  der  II.  Form,  welche  dem  arab.  Teksir  eben  so  entspräche, 
wie  P^iiawn  oben  Anm.  142, 174.  —  Richtig  ist  jedenfalls  die  Bemerkung  Lnzzatto's, 
dass  ^TH'ü  (Merubba)  bei  Abraham  sowohl  gtuulratum  als  qtiadruplum  bedeute, 
in  der  Mischna  der  Middot  1,  8:  ein  Viertel. 

181)  P.  19  ed.  Boncompagni,  wo  jedoch  die  Ueberschrift  des  III.  Kap.  über 
Addition  fehlt;  vgl.  die  Inhaltsübersicht  bei  Wöpcke,  Sur  Vintrod.  de  Yarühmi' 
tique  Indienne,  Rome  1859  p.  60.  Fibonacci  (welchen  Terquem  nach  Florenz  ver- 
setzt in  einem  Artikel  über  Vincent's  Memoire  8ur  Vorigine  de  nos  chiffres  etc.,  aus 
den  Ärchives  Isr,  December  1840,  deutsch  im  Litbl.  des  Orient  1841,  S.  87)  hat, 
nach  dem  Prolog,  in  seiner  Jugend  in  der  Dogana  zu  „Bugna**  in  Africa  das 
Rechnen  mit  „indischen^*  [d.  h.  unseren  arabischen]  Ziffern  gelernt,  dann  Aegypten, 
Syrien,  Griechenland,  Sicilien  und  die  Provence  bereist.  Wenn  Terquem 
{Notice,  p.  22)  behauptet,  dass  Fibonacci  diese  Methode  zu  Oran  von  jüdischen 
Kaufleuten  gelernt  habe,  so  ist  mir  die  Quelle  dafür  unbekannt.  Boncompagni, 
der-  Fibonacci  zum  Mittelpunkt  seiner  Studien  gemacht,  hat  in  seiner  Schrift 
Della  vita  e  delle  opere  di  Leonardo  Pisano  (Roma  1852)  nichts  davon.  Vielleicht 
ist  jene  Behauptung  nur  eine  Conjeetur  Terqnem's,  im  Zusammenhange  mit  einer 
bei  ihm  vorangehenden,  dass  jüdische  Kaufleute  um  das  XI.  Jahrh.  die  indische 
Methode  nach  den  Küsten  der  Berberei  und  von  da  nach  Spanien  und  Italien 
eingeführt  haben.  Wenn  Terquem  andrerseits  bemerkt,  dass  Fibonacci  im  XV. 
Kapitel  ,^beinahe"  denselben  Weg  einschlage  wie  Ibn  Esra  in  seiner  Arithmetik, 
so  sind  solche  Parallelen  aus  gemeinschaftlichen  Quellen '  erklärlich. 
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le  d«s  W«^^| 


oder  in  Auszug  gebractit  hätte'^^).  Diege  Arithmotik  aerfSIlt  z 
(allgemeine)  Zahlenlelire,  oder  Arithmetilc  im  klaBsiGcheo  Sinne  ( 
(iBCBn  ni33n)  und  in  die  iirakdscbe  Rechenkunst  (Ti2irnn  mSSn  =  ^ 
W.U— s^',  die  Logistik  der  Altenl'^'t.  Letztere  wird  auf  ^  Operationen 
xurUckgefllhrt:  1.  T»:ia2  T'SIS  yiZVn  MultipUcation,  2.  '{^Tü  77  "p;«  pV?n 
Division  (des  Grösseren  durch  ein  Kleineres),  3,  7^31313  '''l'O  a3p^**)  mi 
das  Verb&ltniss  einer  (kleineren)  Zahl  lu  einer  (grüssem)  Zahl  au  wissen 
lindem  die  kleinere  durch  die  grössere  dividirt  wird,  also  =  ResolTireni, 
i.  riHTS  V™  riHEb  Snbtraction,  5.  y'-Q^  T^'ß  B-JBnb  (oder  pin  rttTT 

psn  syi  Addition,  6.  ptt  -7 1"':»  a-"»:!?  (oder  nn«  ss  in«  a-ipinn  ir^m* 

Reduction  (von  Brüchen  oder  Theüen). 

Vergleicht  man  hiermit  einige  andere  alte  Arithmetiken,  so  lindet  mu 
die  jetzt  gewöhnliche  Anordnung  der  sog.  vier  Species,  und  die  Unterscluede 
beschränken  sich  nur  auf  untergeordnete  Theile,  nemlich  die  Mediation  luul 
Duplication,  Verbindung  der  Brilche  mit  ganien  Zahlen;  auf  das  VerbBltnis* 
der  Elemente  der  Algebra  zur  Arithmetik  wird  anderswo  OelG^enheil 
sein  einzugeheiL  Ich  beschrünke  mich  hier  auf  einige  ftir  die  Qescliichtc 
der  indischen  Bechenkunet  wichtige  Beispiele. 

1)  Muhammed  b.  Musa  el-A'Aownrfimi,  von  welchem  der  1 
„Algorismus"    herkommt'"'''),    behandelt   in  dem   von  Boncompagni  hefl 
gegebenen  Schriftchen  tlc  mima^  fndonitn  folgende,   freilich  in  der  U4 
Setzung  nicht  äuBserlich  geschiedene  oder  gezählte  Themata'**):  Nni 
Addition,  Sublraction,  Mediation,  Duplioation  („ßupiafio'*),  MultipUcation, 
Division  —  Multiplication  u.  s,  w.  der  Seiagesimalbrüehe'*^)  und  Multipli- 


Ü 

jcation, 

lultipli- 


les)  Siehe  die  NachweiBungen  in  der  Bebr.  Bibliogr.  V,  109  A.  1,  VIl^ 
VenteichniBE  der  bebr,  Haedschr.  der  k.  Bibliothek  in  Berlin  8.  68. 

1B3)    Vgl.   darüber   NeBgelmaun,    GeBchichte    der   Algebra   I, 
wohl  zu  Anfang  des  praktiaeben  Schriftchena   des  Khowatesmi  (s.  oben  Anm.  95) 
p.  2:  in  iilio  Ubro  uritltmetiee. 

IM)  Eine  Bondgloaee  der  Müncheoer  HS.  erklärt  zsp  durch  -\-<T.  weichet 
in  der  Geometrie  des  Abraham  bar  Chijja  (b.  Abr.  Jud.  S.  19,  20)  in  der  vniea 
Definition  für  „GrÖBse"  überhaupt  genommen,  bodhI  der  gewöhnliche  Auidrack  fQi 
Verhältni»»  ist  —  Bei  Ibn  Esra  iBt  1^1  das  Verhältniss  des  Kleineren  ra» 
GrOsaeren  (ti.  oben  Anm.  167).  Matot  fBl,  18  a,  h)  nennt  die  VethUltoiKse  dar 
Zahlen  zu  ihren  Theilen,  nacfa  den  Arithmetikern  [~CO:an  '^^i^))  in  folgender 
Weise;  1.  a'pinn-  psnn  -y:.  2.  pinn-  r-^inn  ^-r.  3.  5t  =  -  ^■y  (.Duplicalioo 
und  Multiplication,  vgl.  oben  Anm.  178).     4.  (D-pannr  ^ä)  psnn^  l«an  •]'■:.  . 

186)  S.    die  Citate   bei   Narducci,   •^aggio  dt   voei  itoL   etc. 
p.  16  ff. 

186)  Vgl.  das  Bpeoiellere  Snmmarinm  bei  Wöpoke,   Sur  l'i» 
l'anlhm.  Inditwie  tte.   p.  49. 

187)  Diese,  fili  die  Astronomie  besonders  wichtige  Eintheilang   befaa^ 
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Ijflation    der    gewöhnlichen    Brllche,    womit   die    HS.    foder   üebersetznng?) 
rkfabricht. 

I  2)  Von   Kuschjnr   b.   Lebban  etc.'^)  bat   sich   ein  Werk  erhalten, 

F  welches   meines  Wissena   bisher  ganz  unbeachtet  geblieben  ist;   es  exiBtirt 

B'&eilich  nnr    in  hebräischer  Sprache,  und  zwar  übersetzt  und  commentirt 

l-Von   Schalem    h.    Joeef  ^331^**)    in   der   bodleianiachen  HS.  Oppmli.  272 

[.■A.  Qu.,  unter  dem  Titel  D"'''n3nn  liaicn?  a'>-lpyn  in-^y  „Betrachtung  der 

[Cirundlehren   der   Rechnung    der  Inder".      Hier  interesBiren  uns  bloss 

P  fie  Deberachriften   der  12   Pforten  oder  Kapitel;    dieselben  sind:      1,  TTVyt 

ImTriBn    Form    der    Zeichen    (Niuneration ) ,    2.    "lEDB    ;y    1BD13    rooin 

Addition,     3.    piDn    Subtraktion,    4.    nasn    Multiplication,     5.    lairma 

nssnriB  Producte,  6.  Hplbn  Division,  7.  pljnnis  nbl53  Reste,  8.  inE3 

Wumel,    9.  UmtniS   «Sra    was    aus   der  Wurzel  hervorgeht,    10.  aypa"™J 

Cubua,    II.  aj'priB    nblja   was   aus   dem  Cubus   hervorgeht,    12.  D'*3Ttn3a 

[oder  pnai-mn  idtSIS  (Probe)  Rest  der  Ziffersumme  dividirt  dui'ch   9,"") 

3}  Abu    Bekr    Muhammed    beu    Ahd  Allah,    genannt  al-'Ha'sear  |der 

iBechner),    aus   unbekannter  Zeit,    den   ich    erat  ktlralich  ans  Licht  gezogen 

I  md  als  den  von  ibn  Khaldun  genannten  Autor  nachgewiesen  habe  '"'),  ver- 

Tfasate  ein  Lehrbuch  der  Rechenkunst,  welches  im  Westen  in  Ansehen  stand. 

I  hat  sich  in  der  hebräischen  Uebersetsung  des  Mose  Ibn  Tibbün  ^1271 1 

»thaJten  (HS.  dea  Vatican  39C,    Christ  Church  Coli.   189  in  Oxlbrd).     Ich 

der  Freundlichkeit  Bonoompagni's   und   des  Prof.   Ign.   Guidi   in 

däe   Vorwort    (worin    die    Bedeutung    der  Zahl    für    die    Erkenntnias 

ibn  Esra  in  der  Arithmetik,  K.  S  ff,,  vgl,  Terqueto  NoticB  p,  10,  welcher 
die  Einföhiong  in  Euroiia  l'iir  Behr  jung  (?)  hält,  Khowarezmi  (AlgoHtimta  p,  17 
nnd  daher  Jo.  Hiap.  p,  49)  fahrt  sie  als  die  der  Inder  ein,  s.  unten  A,  203, 
Ueber  den  babjloniBchen  UrBpiung  und  den  ftfihxeitigen  EinHusa  auf  die 
.dortigen  Juden  ».  meine  Anieige  von  Qünther'a  Studien  etc.  Hebr.  Bihliogr. 
XVII,  92  A.  3, 

198)  Deber  diesen  Autor  werde  ich  in  einer  beeondem  kleinen  Notii  bandeln 
und  will  hier  nur  bemerken,  dasa  bei  Hagi  Kkalfa  V,  175  n.  11(JD5  da«  3,  367 
aber  111,  570  Aas  J,  457  der  Flucht  angegeben  int.  Mir  ist  keine  speoieUerc 
Nacbweiaiiog  über  die  Anlage  riner  sicher  swiscben  Ehowatezmi  und  Knachjar 
fallenden  arabischeu  Arithmetik  nach  indiacher  Methode  bekannt. 

189)  Vielleicht  Ueberaetiung  von  Daclylos.  Er  lebte  um  1460— BO,  a,  Uebr. 
Bibliogr.  XVI,  lOR. 

IW)  FSi,,„,jkJ'.  Bonst  gewöhnlich  3p»,  s.  oben  Amn.  117. 

191)  S.  oben  Anm.  149. 

192)  Hebr.  BibUogr,  XIV,  41,  XVII,  123;  Stetification  de  qutlquts  tireurg  rela- 
tii)€l  au  mqtbHnaticien  arabe  ibn  al-Sanna,  in  Boncompagni'e  BuUrltitio  Juni  ltl77 
nnd  Sonderabdmck.  ~  Leider  ist  auch  da«  Zeitalter  dea  Jebuda  Abba^,  der  den 
•Ha'aaar  emphehlt,  nicht  bekannt,  a.  nuten  ^  18,  A.  8S4. 
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„▼•rborgfloer"  IHn^i«  ,^iri|n£  ist)  nnd  üiwAmahl  von  üeberscluifleiL 
SM  Woft  lerftUt  m  II  Haaptitflioke:  Gatne  ZaUsb  und  Bradiej  I  enthstt 
10. Kfiotol  (Pforten);  .1-  Stufen  (mftTO),  BeOun)  tmd  Nunen  der  Zahlen, 
S.'^llbar  die  6t»(tbfij:nreii  (pawi  rmiX)^  and  „dessen"  [deren?]  Xa- 
urendimg  BKofa  dw  Btafm  d«r  Zähl,  3.  Ad4Htioa  (pap),  4.  Subtraction 
(T^)i  6.  MnjtJpiiwitioB:  (raon),  6.  YnldltiÜH  (Von-')'^'),  7.  Diriäiw 
(P))^V^-^^^(*n''n^VBdi<^tÜ>^  ^-'Il.<ip^ti'^("'^''B3),   10.  Wunel- 

sidwn  (omm  rrppta  n-nana)."«)"  Dimw  Hwiptsttick  beginnt  mit  de« 

ITuun  dar.lS  Zahlen,  1  ist  die  Wnnel  u.  a.  W-,  aber  2  die  erste  Zabl; 
dia  SmliBMiihen,-  nnd  9  (der  Abeohreiber  oder  üebeiMtner  hst;  '.naMM 
«wtiidien  Ziffsin,  ■B^i^tifcuirt).--DiM  H  Hat^tfliOok  tu  Jan  BrtoMt  «lUfc 
Z^.^ipital  (de^  .IJ^enJttiasn  mir  Hr.  (hiidi  .mittheitte)^  Md^bnpyt 
£  isb  ^.wie  d-Bann»  (ftänfla.  von  lbrrap.''30),sJ^ecjnlfU  (i  4^— ^69) 
CqlgBn  nod^  *>)ng»  mgalliUe.  btwiewett  etwa  ibs  -al-Sau»  diapaa.^aA 
beanM  h^,  bedürfte  einer  in. die  BinselhMtea  ^^^'^grp^  rTiilaipaeliiiai 
4)  lob  nibe  bietan  einen  der,  iUestan  i^ntozea  des  4.beadl^d«et 
iralobar  die  mdiMh-icabiBaha  Ariäaetik  äxa  Ctxjfilm.  nfilhrteL  Jo^n^if^Mf 
8dha  das  Darid  (JbmdOiut  ete^  geirOhnlkh  Jobum  Hijipale|ip>i|;  ^iv 
BBjpamw^gejJtant^  wabiadteinlipb  Mnub  Jdiannea  Toletanos  .(aifli^lJII^ 

-1M)AIm  dobarMhdft,  i^Loben  8.  n  Aam.  «•' Und  aBiw  IL  C^fH 


.,    ,1H)  An  Band  Bon  ntrpta  „IbAuttmapg-  dt«  Ihnww".    Ob  i 
oatidB  dneh  „iJanoMAtoMMif'  bai  ilm  al-Banaa,  bm.  von  Harte  p.  UT 

195)  Dm  ente  Wort  liedeutot  „Begtftnnmg";  damit  h&ngt  der  Atudrack  TW 
fBr  die  4  ala  Quadiatsahi  mMunmen;  ^li  Orenae  (arab.  jÄ»-)  iat  die  Qaadiat- 
wnnel,  Khon  bei  ibn  Gsra,  l  Bonn  im  Magiuin  n.  b.  t.  V.  S.  IT,  «B,  wo  etaiga 
minTeratandene  Stellen  danach  beridttigt  werden.  Eine  anonyme,  m  Aoftif 
defeete  Aritbmetik  in  der  Bibliothek  der  „Talmnd  Tbon"  in  Bom,  worilber  mich 
Hr.  Di  Capna  im  Juli  1B76  befragte,  handelt  im  S.  Abaohnitt  tod  den  ZaUatafta 
(mi-iia)  im  7.  von  der  appconmativen  Vortel  in  ganaeu  Zahlen  nnd  begnntt 
o-ics  1«  "^113  "Mioo  «npsn  »in  tow  hy  y\-svn  nusn  Vsa  >3  -"s  «r,  „WiM^ 
dasa  daa  Prodnot  der  Hnitiplication  einer  Zahl  mit  aich  aalbat  genannt  witd  ba- 
grsnaia  oder  ladicirte  Zahl."    Tgl.  oben  S   04. 

IM)  Diaae  Zahl  iat  vielleieht  teina  anßülige ,  TgL  Bohlf a  Deotach.  AicUt  fb 
Oeach.  der  Hedioin  I  (1878)  8.  443. 

197)  Die  voD  mir  in  der  Zeitachr.  Ox  Hathem.  XTI,  S78  {wo  fOr  ^ob. 
algebn."  tn  leaeo  iat  „Gebrom  bispaleosem")  aogefObrten  Quellen  aind  theilwäae 
unbenotzt  von  Leclero,  Hitt.  de  la  medecine  arabe  Paris  1877  II,  870  S,;  daca 
Zeitachr.  d.  D.  Horg.  Gegellach.  Bd.  26,  S.  391,  393,  413,  Bd.  2d  S.  1S3,  164, 
NoUd  an  Baldi,  S.  17  und  75,  30  ond  94,  theilweise  nicht  benatat  von  WStten- 
feld,  üebenetz.  aua  dem  Arab.  S.  26  ff.  Tgl.  auch  Otto  Batdenhewer,  Ueber 
den  Unpmng  des  .  .  .  Baches  de  cautis  (mir  187fl  ohne  Titelblatt  ingeachickt) 
8.  4  ff.  nnd  s.  folg.  Änm. 
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1153)^^®)  liegt  zur  Vergleichung  mit  ibn  Esra  sehr  nahe,  sie  waren  Zeit- 
und  Landesgenossen,  ursprünglich  auch  Religionsgenossen  —  schwerlich 
(allerdings  möglich)  auch  Namensvettern  ^^^). 

Der  Liber  Algorismi  de  practica  arismetricae  des  Johannes  Hispa- 
lensis,  wahrscheinlich  eine  der  ersten  Nachahmungen  der  Arithmetik  des 
Khowarezmi  im  Abendlande  ^^),  hat  in  der  uns  vorliegenden  Ausgabe  Bon- 
compagni's  ebenfalls  keine  eigentliche  Eintheilung  und  Kapitelzahl,  und  ver- 
misst  man  ein  Summarium  der  Ueberschriften,  welches  ich  hier,  so  weit  es 
zu  unserem  Zwecke  nöthig  ist,  zusammenstelle  ^^^): 

BegtUcie  de  scientia  aggregandi  (p.  30) 

„  „         „  dimmuendi  (p.  32) 

„  „         „  d^pUmdi  (p-  35) 

„  „         „  mediandi  (p,  36) 

„  „         „  fnuUipUcandi  (p.  38) 

„'  „         „  dividendi  (p.  41) 


198)  y.  Rose  im  Hermes  Vm,  336,  337,  840,  348.  —  Ich  werde  eine  kritiBcbe 
Revision  des  neuen,  oder  Bcheinbar  neuen  Materials  anderswo  vornehmen.  Hier 
mag  nur  Ein  Punkt  kurz  erledigt  werden.  Der  Verf.  des  Commentars  zu  Ptole- 
mäns*  CentUoquium,  AbuDscha'fer  Ahmed  ist  der  Sohn  des  Jusuf  ben  Ibrahim 
ibn  ed  Däje,  und  Verf.  von  Erzählungen  von  Aerzten  und  desgleichen  von  Astro- 
nomen; das  Jahr  309  H.  (bei  Rose  S.  840)  könnte  das  Datum  der  AbfJEtssung  sein. 
Danach  ist  Wüstenfeld  l.  c.  S.  28  und  S.  60  n.  7  zu  berichtigen.  Die  Belege  und 
die  Berichtigungen  zu  Zeitschr.  für  Math.  X,  18  ff.  anderswo. 

199)  Leclerc,  1.  c.  II,  374  n.  6  fand  in  einer  einzigen  Handschrift  des  Centi- 
loquiums  (Par.  7307)  ^^Ahraamus  ben  Deut^^  und  vermuthet  darin  den  jüdischen 
Namen  Johannas;  Wüstenfeld,  Uebers.  S.  38,  nimmt  das  auf  und  meint  die  Ueber- 
setzung  sei  wohl  von  Johannes  noch  als  Juden  verfertigt.  Für  das  Jahr  630  (1130) 
weiss  Leclerc  keinen  andern  Uebersetzer;  an  Plato  aus  Tivoli  (and  den  Juden  Abra- 
ham) dachte  er  nicht  mehr;  aber  die  HS.  bei  Rose  hat  Johannes  Toletanus;  hin- 
gegen ist  „JBercm**  bei  Wüst,  nicht  Ptol.,  sondern  Battani!  —  Abraham  b.  David  aus 
Toledo  starb  als  jüdischer  Märtyrer  1170.  Wie  viele  mögen  so  geheissen  haben  I 
Ich  lege  auf  die  einzige  HS.  keinen  Werth.  Bemerkenswerth  sind  die  Citate  eine» 
„Jobann  aus  Toledo"  und  David  aus  Toledo,  neben  Hermannus,  in  einer  ano- 
nymen hebr.  Abhandlung  über  das  Astrolab,  HS.  Oppenh.  1666  Qu.  der  Bodleiana. 
Sie  stammen  wohl,  wie  vielleicht  die  ganze  Schrift,  aus  lateinischen  oder  sonst 
christlichen  Quellen. 

200)  S.  68:  Hoc  idem  est  illud  etiatn  quod  .  .  .  alcorismus  dicere  videtur. 
Wöpcke,  Mem.  attr  la  propag,  des  chiffres  etc.  p.  155,  186,  hält  die  Schrift  Johannas 
für  eine  Paraphrase  des  Khowarezmi;  vgl.  auch  Cantor,  mathemat.  Beitr.  275 
und  unten  Anm.  203  und  243. 

201)  Schon  Chasles,  Apercu  etc.  —  deutsch  u.  d.  T.  Geschichte  der  Geometrie 
u.  8.  w.  aus  dem  Franz.  übertr.  von  L.  A.  Sohncke;  Halle  1889,  S.  595  >-  hebt 
die  7  Operationen  hervor:  Addition,  Subtraction,  Duplation,  Mediation,  Multipli- 
cation,  Division  und  Wurzelausziehnng. 
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de  fractionihus  numerortim  (p,  49)^^) 
de  mtUtiplicatione  fractionum  (p.  51) 
de  divisiane  numerorum  cum  fract.  etc,  (p.  53) 
de  disposiiione  integrarum  in  aggreg,  etc.  (p.  54) 
de  fractionihus  alterius  denominationis  (p,  56)  (Brüche  aller 
Benemumgen,    äUerius  ist    hier   im  Sinne  von   alhts  ge- 
braucht) 
de  mtUtiplicatianc  fract,  (p,  60) 
de  divisionc  fracL  (p,  69) 
de  invenicfida  radice  numerorum  (p.  72)^  mit  ähnlichen  ünter- 

abtheilungen 
Excerptiones  de  libro  qui  diciiur  gleba  mutabilia  [get>r  uamu- 
cdbcda]  (p.  112),^) 

Die  indische  Arithmetik,  welche  Sacrobosco  in  Versen  unter  dem 
Titel  ^^dc  Algorismo''''  hinterliess,  deren  9  Kapitel  die  Numeration,  Addition, 
Subtraction,  Mediation,  Duplation,  Multiplication,  Division,  Progression  und 
Eztraction  der  Wurzeln  behandeln,  ist  nicht  bloss  für  Christen  bis  ins 
16.  Jahrhundert  massgebend  gewesen,  wo  man  anfing  die  Duplation  und 
Mediation  unter  Multiplication  und  Division  zu  subsummiren  —  wie  das 
schon  ihn  Esra  gethan  —  und  daher  die  9  Kapitel  in  7  zusammenzuziehen^. 
Duplation  und  Mediation  hat  z.  B.  noch  Isak  ben  Mose  aus  Oriola  in 
Aragon,  vielleicht  in  Constantinopel,  zu  Anfang  16.  Jahrh.^*^^).  Uingegoi 
theilt  Mord.  Comtino  (um  1450),  der  vorzugsweise  die  Schriften  ihn 
Esra's  studiiie  *^' ) ,  den  anthmetischeu  Abschnitt  seines  handschriftlichen 
Werkes  in  1.  Addition  und  Subtraction,  2.  Multiplication,  3.  Division  und 

202)  Anfang:  Licet  atius  übet  numtri  partium  den&tninatio  possit  fieri  infinitis 
modis  secundum  infinitoa  txumeros,  placuit  tarnen  Indis,  denominationern  suarum 
fractionum  facere  a  sexaginta.     Vgl.  oben  Anm.  187. 

203'  Diese  Excerpte  vindicirt  Chasles  iComptes  rendus  XTII,  1841,  p.  502)  dein 
Job.  Hispalensis,  ohne  die  theilweise  Entlehnung  aus  Khowarezmi  in  Abrede  zu 
stellen;  ja  er  beweist  daraus,  dass  die  Algebra  des  letzteren  schon  übersetit 
vorlag. 

204)  Chasles- Sohncke  S.  602. 

205 1  HS.  Paris  1095;  vgl.  meinen  Catalog  der  Leydener  HSS.  p.  283,  die  Zeit- 
pchrift  i7  Vesillo,  Casal  Monferrato  1879  S.  17,  wozu  eine  Berichtigung  folgen  wird, 
da  nach  Zunz  (in  Geiger's  Zeitschrift  VI,  I95j  "^'55  weder  Ali  noch  Eli,  sonderu 
ein»*  abbrcvirte  Eulogio  ist. 

206)  Vgl.  oben  ij§  13  und  14,  Verz.  der  hebr.  HSS.  der  k.  Hibiothek  in  BerHu 
S.  27.  Sein  W«frk  findet  sich  auch  in  der  Bibliotliek  des  Herrn  Lehren  in 
Amsterdam,  worüber  ich  Mittheilungon  des  H(?rrn  van  Biema  in  der  Hebr.  Bibliogr. 
i^«'ben  werdi*. 
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Progression,  4.  Verhältnisse  mit  einem  besonderen  Theil  über  Brüche.  Sein 
Schüler,  der  bekanntere  Elia  Misrachi  (um  1500  in  Oonstantinopel) 
bemerkt  in  der  Einleitung  zu  seiner  gründlichen  und  ausführlichen  Arith- 
metik*®'), dass  „einige  der  Alten"  (D'^3'TIDÄ"lJnt3  f^Sp)  die  Duplation  und 
Mediation  (7S1Slfi(^  plbm  bllDD)  abgesondert  behandelten,  jedoch  mit  Unrecht, 
da  beides  „Multiplication"(!)  mit  1  und  Yg  sei 

An  ibn  Esra  enger  schliessen  sich  zwei  unedirte  anonyme  Schriften, 
deren  eine  allerdings  fast  nur  als  ein  Auszug  angesehen  werden  dörfte. 
Die  erste  findet  sich  in  der  Bodleiana,  alte  deutsche  HS.  Oppenh.  1666  Qu. 
t  46b — 52b  (abgebrochen).  Nach  den  Notizen,  welche  ich  vor  mehr  als 
25  Jahren  in  Oxford  gemacht,  hat  der  Verfasser  eigentlich  das  Buch 
grösstentheils  zum  mündlichen  Gebrauch  bestimmt.  Seine  7  „Pforten"  sind 
die  ibn  Esra's  mit  derselben  Bezeichnung  und  in  der  3.  f.  48  heisst  es 
sogar:  „Es  spricht  Abraham  ibn  Esra  der  Verfasser(!).  Ich  fand  einen 
Weg^u.  s.  w.",  wie  HS.  München  43  f.  112  b.  Fol.  47  b  gibt  der  Verfasser 
zweimal  an,  was  sein  ungenannter  Lehrer  von  Babbi  Samuel  ben  B.  Jehuda 
vernommen,  der  es  von  einem  „thörichten  Geistlichen"  (iDiDtD  tibOt)  ver- 
nommen *^). 

Ein  titelloses  Compendiimi  in  der  bereits  erwähnten  HS.  Oppenh.  272 
A.  Qu.  f.  59 — 103,  von  zweiter  Hand  ergänzt,  vielleicht  unvollständig, 
beginnt: 

nby3  bM  Äini 
nspni  -löoian  nwnn  pn^nn  -»D-n  nsp  n^nb  bnn^  (!)nbyn  i^y  "j-^fco 
bp^  )7üb  ■'bxÄ  -TOöfc^n  n-'bDn  iifc^'^nn  bpnb'^niiiDi  niinünn  [i.nspw] 

Der  Verfasser  behandelt  den  Stoff  nach  den  „alten"  7  Pforten  (ganz 
so  wie  ibn  Esra):  1.  '^^^'n,  2.  Iion,  3.  böD,  4.  plbn,  5.  nnw,  6.  117, 
7.  DtD*ltD;  die  Beispiele  sind  durch  H^ltXtD  „Frage"  bezeichnet  und  sehr  zahl- 
reich. Sonderbarer  Weise  befindet  sich  in  demselben  Codex  Bl.  117 — 119 
von  derselben  Hand  ein  Fragment  einer  Ergänzung  oder  abweichenden 
Becension  der  letzten  3  Abschnitte  desselben  Werkes,  anfangend  mit  den- 
selben 3  Reimen  (jedoch  2  hinter  3)  dann  fortfahrend:  ni^l^lDn  '^D'll  *lfe(Db( 


207)  Fol.  4b  der  vollständigen  Ausg.  1534,  geschildert  in  meinem  vierten  Briefe 
an  Boncompagni  (Rom  1866),  vgl.  auch  dessen  BiUletino,  1879  S.  350  (Intomo  a 
Jo,  de  Lineriis  etc.  p.  8). 

208)  Hier  ist  sicher  nicht  an  den  proveD9ali8chen  Uebersetzer  aus  dem  Ara- 
bischen, Samuel  ben  Jehuda  ben  Meechullam  (geb.  1294,  vgl  Catal.  der  hebr. 
H8S.  in  München  S.  192)  zu  denken.  Einen  deutschen  Copitten  Samuel  ben  Jehuda 
im  Jahre  1298  erwähnt  Zunz,  Zur  Gesch.  nnd  Lit.  S.  208. 

Sappl.  z.  hift.-lit.  Abth.  d.  Zttchr.  f.  Math.  n.  Phys. 


"•sm   D^bbsn   nxpB    m»nn   mifa   o?  0"TOi«m  o^Birni    n-'*iam  ■"■ 
"jt  Drrtm«nn  ib»  ^y  r-naonn  pa  O'^bis  rsp  i-^dt«  oai  anTT:i3»n  > 

I  und  80  weiter  faßt  dieselbe  Vorrede  wie  oben.  —  Zwischen  beiden 
i  eich  ein  Cominentar  des  Meir  Spira  (aus  Speier)  über  die  actro-   i 
Wn  TubeUen  (Sechsfittgel)  des  Immanuel  ben  Jakob  (1365,  vgl.  ob«it  J 
8.  96)^    weshalb  die    Cataloge    auch    anser    (.'ompendium    jenem   Heir    bei- 

_   ■  S  .7. 

^■^  Betrachten  wir  nunmehr  den  Charakter  der  Arithmetik  des  ibti  Eera. 

^^'Bie  ist  auf  die  ,4iidiache"  Arithmetik  basirt,  obwohl  er  ilie  j.indischen" 

^ünbiscben)  ZiCTem    durch    hebräiache  ersetzt;    nnr   das    |im   Hebr.  nicht 
Torhandene)   Zeichen   der  Null,  „das  Rad"  (*3lb3,  circulua  bei  Job.  Hlap«- 
lenais)    behalt    er    bei"");    er    schlägt  sogar  vor,    es    ak   Zeichen    ftlr   die   - 
Unbekannte  (x)  zii  setsea*"). 

Wn)  Dem  Heir  Spira  wird  auch  «in  anonymes,  in  TviBchieileuen  Receosionen 
haadtriif.  erhaltene«  (vielleicht  Qbersetstet?)  Compendiora  der  Bimmclatrunde  (fimita 
^M)  beigelegt,;  Abr.  Jod.  8.  11  Änm.  I9i  h.  hebr.  BibUgi.  IX,  163;  Catnlog  der 
kOr^  BSS.  in  München  S.  13  n.  3ß ",  Vera.  hebr.  HSS.  der  k.  Bibl  Berlin  S.  99. 

tu/}  am  o^iBOo  'CS3  m-n»  iw.  nsrn  W  a-.tei:  bs  i-rn  ■'^^n  -c;  -,=  i» 
Bio..,untims3!(  [m-rn  n-ni«::  nn^  -i  ss^c-  ^:::]  9HT6543äi 
f  ,Sa^l  PMi^3  o'iT',  r:-crn  cnc  r-jcn  nhy^^  -.ots^  •=  c^i  t^ins:  -ooa  -3  ',•»  ; 
■MR)  tmoKin  nir3=  T»  ■=  rciini,  nrcK-ij  bo  in  HS.  Luis,  [.Berlin);  anstatt  der  ' 
dngeUttnmerten  Worte  in  HS.  München  iü  f.  104  ...  .  't'X  cirp-:  -nna  "iw 
(t)  ilin  1Q9K  n'^>3  'D.  io  der  Ton  Terqaem  bennUten  HS.  stehen  die  t  ZiAa 
am  Bande,  auf  welchen  durch  ein  Zeichen  im  Texte  TerwiMan  wiid.  TeiqaaB 
(p.  4)  Bweifelt  nisht,  .dau  die  Fignren  der  Ziffern  arsprODglich  die  arabisoheo 
geweaen  mid  lon  dm  Absehrobem  dorch  nneere  gewöhnlichen  enetat  worden; 
er  weiat  anf  die  Tergleiehmig  Ton  HSS.  hin,  welche  aber  nnr  dann  m  einem  Ba- 
■nltate  (Uhren  wftrde,  wenn  man  einen  Antograph  aufBnde;  denn  jeder  Ah- 
sohr«ber  hat  wohl  die  ihm  geläufigen  Formen  anbetitnirt.  Eine  aehr  alte  HS. 
wftce  jedanCüls  fflr  die  in  nenerer  Zeit  rielfach  behandelt«  Frage  Aber  den  üi- 
■prang  nnierar  gewöhnlichen  Ziffern  nnd  die  Geschichte  der  ara- 
bischen Ton  Interease.  In  der  HS.  Lnmatto's  sind  Operationen  am  Bande  nüt 
arabischen  Ziffern,  nelleicht  vom  Verf.  herrflhrend.*  In  der  Anweiaang  warn 
Nnmeriren,  Hs.  Mflnehen  150  f.  88,  sehen  die  Ziffern  4—9  so  aoa:  a  F*  1  Cp  ^. 

811)  E^>.  7,  bei  Terqnem,  p.  IS.  —  Die  Null  wird  auch  in  dem  Schrift- 
chen  des  Khowareimi  (p.  S  ed.  Boncompagni)  bexeichuet  als  circuluf  panmihu 
in  rimiütudine  o  Utterae.  Der  Strich  fiber  der  Nall,  den  Terqnem  bemerkt  hat, 
findet  sich  in  vielen  alten  hebr&ischen  HSS.,  nnd  ist  vielleicht  fainrngefflgt,  nm  Nnll 
von  o  m  unterscheiden?*  Uebei  die  Namen  der  NoB  s.  Chasles,  Consta 
Ttndut  XVI  (lSi3)  p.  143  nnd  Nenselmann,  Oesch.  der  Algebra  I,  10^  496. 
Ihn  Esra  gibt  den  Namen  Sifra  (ttiBO)  als  den  der  Landesepiache  (rsi),  bei 
Terqnem  p.  6  ungenau  ,Jange  eirangire".*   Altein  die  ganze  ScUusHtelle  der  Ein- 


6 
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Er  kennt  die  Rechnungsprobe  durch  Ziffemsumme  dividirt  durch  9  ,*^*) 
die  schon  bei  £[howai*ezmi  (p.  12)  und  auch  bei  Joh.  Hispalensis  (p.  32,  41) 
Yorkonunt,  aber  nicht  die  Division  durch  Differenzen  von  9,  welche  in  den 
Algorithmen  vorkommt,  die  zu  seiner  Zeit  entstanden  ^^^). 

Vergleicht  man  die  Methode  seiner  Multiplication  (bei  Terq.  p.  7,  vgL 
weiter  unten)  mit  den  vier  von  Woepcke  zusammengestellten'^^),  so  ist  sie 
etwas  kürzer  als  die  des  Ehowarezmi  und  des  Abacus  (bei  Chasles)  imd 
steht  der  jetzt  gewöhnlichen  am  nächsten,  pur  dass  die  Theilfacite  gleich 
hinaufgetragen  werden;  während  Fibonacci  und  Planudes  noch  weniger  auf- 
schreiben. Dies  sind  freilich  ganz  untergeordnete  Vortheile  des  Praktikers, 
(und  ibn  Esra  berührt  auch  die  pädagogische  Seite),  die  aber  in  der  alten 
Logistik  und  Calculation  für  wichtiger  gehalten  wurden  und  daher  als  An- 
haltspunkte für  die  geschichtliche  Fortentwicklung  zu 
beachten  sind.  Männer  von  Fach  dürften  in  den 
Einzelheiten  des  Textes  unter  Benutzung  mehrerer 
HSS.  noch  Manches  finden,  was  Terquem  nach  dem 

damaligen  Standpunkt  der  Geschichte 

der  Mathematik  nicht  fär  beachtens- 

werth  hielt;   ich  beschränke  mich  auf 

ein  einziges,  in  mehrfacher  Beziehung 

instructives  Beispiel.  Das  Ende  des 
1.  Kapitels  bietet  eine  bedeutende  Abweichung  in 
den  HSS.  Die  oben  erwähnte  Multiplication  (Ter- 
quem p.  7)  fehlt  vollständig  in  Cod.  München  43  f. 
107  b,  sie  bildet  in  HS.  Münch.  150  f.  87b,  88,  das  Ende  des  Kapitels, 
indem  nach  den  Worten  „45  Tausende  und  25"  nur  folgt:  „Die  Probe 
mache,  wie  du  weisst."  In  Cod.  Berlin  f.  65  folgt  noch  eine  kurze  An- 
weisung für  die  Probe;  eine  ausführlichere  geht  in  beiden  Münchener  HSS. 
voran;  am  Bande  stehen  beigegebene  zwei  Figuren  (ich  setze  arab.  Ziffern 
fUr  die  hebr.  Buchstaben  und  Null  ohne  Oberlinie). 
Hier  ist  die  Form  des  „CcwcKo"**^). 

Ueber  die  letzte  Parthie  des  Buches  konnte  Terquem  (p.  20)  wegen 
der  Beschaffenheit  der  einzigen  benutzten  HS.  nicht  genau  berichten.     Es 
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leitung  ist  in  der  HS.  Luzzatto  von  der  Hand  eingeklammert,  welche  die  Variante 
notirte,  die  Terquem  ebenfalls  am  Bande  fand.  Für  ibn  Esra  bat  auch  das  „Bad*^ 
seine  symbolische  Bedeutung. 

212)  Vgl.  oben  Anm.  143. 

213)  S.  Chaslesy  Com^Us  rendus  l.  c.  p.  173,  235. 

214)  Wöpcke,  Sur  ViwtroducHon  des  chiffres  etc.  p.  20  ff.,  47. 

215)  Boncompagni,  in  AUi  delV  Accad,  dei  nuovi  lincti  VI,  320. 

8* 
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mig  biar  du  Vnditigito  in  KUx»  ttgtüA  wflideB.  Der  Verfaeser  geht  Tom 
WonalHiahtli  snn  Eroise  Aar,  wsO  danelba  Wn  der  Wurzel  abhäng« 
-  (Vlin  '*^bri).  In  daaudbea  j|«lM  ea  Tiele  IKng«:  1.  Kreb  (Peripherie^ 
S.  DiagoBBle,  8.  Qnadnü"*),  1.  Sehn«,  6.  Pfca.  6.  Flächemnh&lt"^);  &a> 
mim  defaalbea  laaw  Ab  stete  du  dritta  ÜiüMkannte  ündeD;  einige 
kflnaa  nHi  «ni  «faMU  Aaigai  Andenn  flndtt  (üte  Variante  der  Ber!i&«r 
HS;  «Mctbtät  Uler:  sm  nrtii  Andeml).  Du  1.  Boipiel  M  «bi  WifBlW 
TOB  1(X  Sur  ]^«mhnii4r  dar  Por^dmie  üb  dssL  IXuMtar  bonatU  Wj 
Dia  Qaawtar  (ftman  •Vän)  nduan  du  VaihUtnJw '  "A  aa,  Arokiv*- 
d«i>**y  Iwwiet,  dau  or  mtäger  ab  8Vr>  »ehr  ab  S  nd  iO  TWb  «a 
70%  (^  h.  8*  94"  85*^");  PtolemiiiB  aalun  eiu  ICtMulQ,  dw '** 
80";    die  Tndar   ^^;i")  iwwAmb  labtam  baidaii  aei  bot  dp»  IMp^ 

naa  TOB  '6".'  Hau  folgi  dia  Anwaadnag  aof:  die  SJatraginig  ciau  DniM|% 
die  wir  aioB  den  «ndaraB  Behrifkn  kanaon,  abwr  ohne  iigasd  ttm  jBBft- 
waumng  wf  den  OottaaBameiL  In  Bong  «nf  Bogea  and  .flobHfi  aiA 
Aanobt  der  AatraaoDHU  wit^  me  tok  tAaa  oben  enriüwt,  cof  die  .Oiflada 
der  TabdOn"  TenriMn  «qd  buuafct,  dua  die  Oeomstw  (ttnon  'V») 
dab  Toablttaitt  der  Canpbene  gMiaaw.  m'fcT**^  T^r^Kirh  aiUlrt  ar^  wtnam 
die  AxMnelilMr  (fOttVI  "Van)  ^ua  Siu  maiger  mx  Badix  (yitf) 
g^aaaaam  habeD",  —  d.  b.  inmm  aie  bri  dar  MnHipKBalwA  d^ 
Beibe  abaiebaa.  Dia  iri^liehu  Zoblaa  1—9  aBt^nebcoi  den  9  Vf#Mi 
(tffynXff  ffinmelaipUrea  —  wenn  ar  ven  10  Zahlen  qndokt, 
er  aa  die  Fingenabl,  wie  das  Buch  Jesira),  alle  anderen  dnd  I 
(D^^inaS)  und  soUten  erst  die  „Stufen"  beaeichnen,  also  die  Zehner  die 
1.  Stufe  etc.,  1000000  die  6.  [die  letrte,  die  eich  mit  Wortes  geben 
Usst?]  bi«  ins  Unendliobe.  Da  man  die  Einheiten  aber  als  1.  Stufe  aa- 
nahm,  so  mtieete  man  snletzt  eine  abnehen,  x.  B.  200  X  300  ist  3  X  3  -•  6, 
die  Stofe  gibt  6,  davon  ab  eine,  gibt  die  5.,  deren  Anfang  10000,  alao 
ist  das  Prodnct  60000;  nach  eigentlicher  Berechnung  wftre  Anfang  dw 
4.  Stnfe  10000.  Das  Resultat  ist  dasselbe,  „sie  tbaten  es  bloss,  um  ee 
den    Scbtllem    za    erleichtem."     Mit    diesen   Worten    enden    die    ToUstln- 


216)  ^sn  d.  b.  die  Haltiplication  mit  rieh  selbit,  Terqvem  lieat  Meeh  Kafal, 
und  weiu  M  nicht  eh  deuten;  b.  oben  Anm.  179. 

SIT)  Q-nson,  a.  oben  Anm.  143  nnd  180. 

21S)  Der  Namen  ist  in  den  ESS.  TeratQmmelt;  iba  Eem  acceptirte  wahr- 
■cheinUch  die  arabiiche  Form  Dkt^siij'ik,  vtelche  dann  vod  den  Abichreibem 
modificirt  wurde;  a.  oben  Anm.  ISS. 

21»)  Dies  i(t  die  richtige  Zahl,  nicht  6243B,  welche  Variante  nor  ans  Weg- 
losaung  einei  n  entatanden  ist;  vgl.  oben  S.  ST  g  1^. 
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In  Bezug  auf  Terminologie  ist  noch  hervorzuheben,  dass  nach 
Kap.  5  der  Nenner  $1*11)9  (Lehrer,  Zeiger  u.  dgl.)  heisst,  und  zwar  deshalb, 
weil  er  „den  geraden  Weg  zeige ^';  man  könne  ihn  auch  anders  nennen.* 
Mehrstellige  Nenner  werden,  wie  bei  den  Arabern,  zerlegt;  die  Veranlassung 
war  zunächst  eine  sprachliche,  es  fehlt  das  Ordinale  für  zusammengesetzte 
Zahlen. 

Diese  Arithmetik  ist  offenbar  als  eine  praktische  Anleitung  verfasst; 
aber  der  Verfasser  kann  sich  von  der  Symbolik  nicht  ganz  frei  halten. 
Die  (von  Terquem  übersetzte)  Einleitung  knüpft  an  das  Buch  Jezira  (vgl. 
§  9).  Zu  Anfang  des  2.  Kap.  hebt  er  die  Bedeutung  der  Einheit  hervor 
—  jedoch  ohne  auf  die  Beschaffenheit  des  Oottesnamens  einzugehen,  also 
mit  Ueberwindimg  seines  Lieblingsthemas,  wie  auch  gegen  Ende  bei  der 
Kreisberechnung.  Wenn  er  für  seine  Glaubensgenossen  in  christlichen 
Ländern  auf  die  Einheit  ein  Gewicht  legte,  so  wird  das  um  so  begreiflicher, 
als  der  abgefallene  Johannes  Hispalensis  kurz  vorher  in  seinem  Algo- 
rismus  Veranlassung  genommen,  die  Trinität  zu  symbolisiren^^). 

§  18. 
» 
Dass    die  Arithmetik  Abraham^s  viel  und   lange   studirt  wurde,  geht 

schon    aus    der   grossen    Zahl    der    erhaltenen   Handschriften  hervor.     Die 

Theologen  bedurften   allerdings  derselben  nicht,   da  ihnen  die  Anwendung 

in  den   oben  erwähnten  Schriften  und  Ezcursen  näher  gelegt  war.     Auch 

seine  Supercommentatoren  erwähnen  das  Buch  kaum,  z.  B.  LeonMoscono, 

der  bei   Abraham    selbst  zu  Levit.   26,  6   eine   Verweisung    darauf   finden 

wollte,  mit  Unrecht*^*).     Josef  ben  Elieser  zu  Gen.  4,  21    (n.  226)   citirt 

aus  Kap.  6    die    Hochstellung    der    musikalischen   Verhältnisse'^).     Desto 

mehr  galt  das  Buch  bei   den  philosophischen  Pädagogen   und  Encyklopä- 

dikem.     In  der  Studienordnung  des  Jehuda  ben  Samuel  ben  Abbas'^^), 


220)  Liher  Älgoristni,  Rom  1857  pag.  127  seq.,  vgl.  p.  128:  Nwnerum,  cum 
ad  instar  nauenarii,  tarn  celestia  quam  terrestria,  tarn  corpora,  quam  «ptn^u«,  farmaia 
et  ordinata  esse  videantwr,  Novem  enim  sunt  spere  etc.  Sicut  creature  a  simlitudine 
aui  creatoris  qualicumque  modo  non  recederet,  dum  intra  iüum  numerum  se  continent, 
quia  primo  impari  in  se  multipUcato  generant,  qui  post  unitatem  Deo 
solus  consecratus  est^  quia  numero  Deus  impare  gaudet.  Vgl.  Hebr. 
Bibliogr.  VII,  88  und  die  Berichtigong  daselbst  VIII,  152. 

221)  Magazin  etc.  III,  99. 

222)  In  Verbindung  mit  der  vielverbreiteten  Ansicht  von  der  „Harmonie 
der  Sphären**  (Hebr.  Bibliogr.  XIII,  35),  der  auch  die  astrologischen  Zahl- 
Verhältnisse  dienen  mussten. 

223)  Seine  Worte  sind  ungenau  übersetzt  von  M.  Güdemann,  das  jüdische 
Unierrichtswesen  u.  s.  w.,  Wien  1873,  S.  251. 


^^ita 


ibn  Esra's  ausemandüTeetzö,    mögen  zuerst  die  Bemerkungen  i 
von  Fach  Platz  finden. 

ChaBlee^^l,  welcher  das  Schriftcben  für  eine  Debersetzong  &ae  dem 
Arabiecfaen  hält,  äusBert  eich  darüber:  „Diesee  Werk  ist  in  mebrer  Hin- 
sicht von  Werth.  Zneret  ist  es  neBentlich  verschied  en  von  dem  der 
Mj^ammed  heu  Mitea  fel-Khowarezmi];  denn  es  bezieht  sich  einzig  mir  aiif 
die  einfache  und  doppelte  Begulii  falsi.  Zweitens  zeigt  ee  uns,  dass  dieüe 
Regeln  von  den  InderE  herkümmen.  Man  hat  sie  biaher  den  Arabern 
zugeschrieben,  auf  die  Autorität  des  Lncas  de  Bürge  gestutzt,  der  sie  die 
Hegeln  dee  Heleatiiffm  [i  Helcatatft»]  „c  vnrabulo  Arabo  nennt"  u,  s.  w.  — 
Ich  komme  hierauf  weiter  unten  zurück,  —  Später  Huaserte  sieh  Chaelos'^) 
nber  dieses  Schriftchen  folgendennassen:  „Es  dreht  sich  hauptsächlich  um 
die  90g.  rfgjila  fiilsi,  aber  auf  jede  Lösung  nach  dieser  Methode  folgt  «ine 
andre  nach  gewöhnlicher  Regel;  alle  Fragen  sind  I.  Grades  mit  1  oder  2 
unbekannten,  also  d&e  Ganze  nicht  von  Bedeutung  in  der  (rescbichte  der 
Algebra;  aber  es  verdient  erwähnt  zu  werden,  und  zeigt  auch,  dasa  die 
Debersetzer  des  12.  Jahrh.  sich  vorzugsweise  mit  dieser  Parthie  der  Mathe- 
matik beschäftigten.  Es  gehört  dem  12.  Jahrh.  an,  ob  ee  von  Ibn  Esr» 
oder  Sovasarda  herrühre  u.  s.   w." 

In  dor  That  waren  beide  Abraham,  die  man  sogar  nischlich  zu  Lehrer 
und  Schüler  gemacht*"),  Vermittler  arabischer  Wissenschaft  fllr  Juden  in 
christlichen  Ländern,  und  direct  oder  indirect  auch  für  Christön.  Doch 
scheint  mir  ein  charakterls  tisch  er  Unterschied  darin  zu  liegen,  dass  b.  ChiJ^ja 
bei  sräien  faebr.  Arbeiten  auf  die  speoielle  Erwähnung  dar  arabieohn 
AutoritBten  weniger  Werth  legte  und  sie  auch  im  Einzelnen  weniger 
citirt«.  Abgesehen  von  den  ganz  allgemeinen  Angaben  grieohisoher  Antrat 
tlber  Geometrie***),  welche  vielleicht  voUstSndig  einem  arabischen  Auto 
entnommen  sind,  habe  ich  in  seinen  Schriften  biaher  fast  nirgends  einen 
arabischeti  Antor  citirt  gefunden.  In  seinem  Forma  terrae,  welohe«  al- 
Fergani  benutzt  sn  haben  scheint,  wird  letsterer,  oder  el-Battani  ge- 
nannt Ibn  Esra  nennt  in  seinen  grammatischen  und  exegetischen  Schrif- 
ten recht  fleissig  seine  VorgBnger*'');  aus  den  mathematischen  nnd  agtro- 
logischen   Schriften,    wie    aus   der  Vorrede  zur  üeberseUnng   des   Matani, 

333)  Chaslei,  deutoch  von  Sohncke,  S.  667;  vgl.  WOpcke,  MAn.  skt  bt 
propag.  p.  180. 

S34)  Comptee  rmdtu  XlTl,  1841 ,  p.  608. 

236)  Abr.  Jod.  S.  11, 

288)  Hebr.  Bibliogr.  Vlll,  94;  Verz.  der  h.  H8S.  Berlin  S.  58, 

287)  MagaziDn.s.w.  111, 143,  wonachsutrageni  Josef  der  Bab7lonier(Exod.  S6,8 
hOrz.  Bec),  wenn  nicht  ein  Irrthnm. 
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folgendes  Sohriftchen  beigelegt:  Liber  augmenti  et  diminutionis  vocatus 
numieraiip  divincUionis,  ex  eo  quod  sapientes  Indi  postierunt^  quem  Abraham 
compüavU  et  secundum  librum  qui  Indorum  dicttis  est  composuU.  Libri 
hat  dieses  Schriftchen  ans  3  HSS.  edirt,  aber  dabei  Zweifel  über  die'  Autor- 
schaft geäussert,  ohne  die  Gründe  für  oder  gegen  anzudeuten  ^^^).  Es  hat 
aber  ein  allgemeineres  Interesse,  den  Verfasser  und  sein  Zeitalter  näher  zu 
kennen,  wie  sich  aus  dem  Nachfolgenden  ergeben  wird. 

Das  lateinische  Schriftchen  ist  in  jedem  Falle  eine  mehr  oder 
minder  treue  Uebersetzung  oder  Bearbeitung  fremden  Stoffes.  Wenn 
Abraham  etwa  nur  eine  Substitution  des  lateinischen  Uebersetzers  für 
Ibrahim  wäre,  dann  könnte  an  einen  arabischen  Verfasser  dieses  Na- 
mens gedacht  werden;  ist  es  ein  Jude,  so  bleibt  nur  die  Wahl  zwischen 
Abraham  bar  Chijja  und  unserem  ihn  Esra,  welche  beide  hebräisch, 
nicht  arabisch  schrieben  (oben  §  7).  Ersterer  war  nur  als  Dolmetscher, 
z.  B.  bei  der  Uebersetzung  des  Buches  Electiones  von  'Ali  b.  Achmed  al- 
Imrani  („Enbrani")  thiitig  (Barzellona  1134)*^*),  wahrscheinlich  auch  bei 
einem  Werke  des  Maslema  (§  21,  5). 

Ehe  ich  die  Innern  und  äussern  Gründe  für  oder  gegen  die  Autorschaft 


nach  Bas  nage  (Hist  des  Juifs  p.  259),  nach  welchem  ihn  Esra  in  der  Astronomu} 
glückliche  Entdeckungen  gemacht,  welche  die  geschicktesten  Mathematiker  (r) 
gewissenlos  sich  aneigneten,  u.  dgl.  sonst.  Das  ist  Alles  wissenschaftliche  — 
Legende,  zu  gebrauchen  für  oberflächliche  Apologeten. 

231)  Libri,  Histoire  des  sciences  mathem.  etc.  I.  p.  304  (cf.  p.  124).  —  Das 
Citat  ans  der  Jenaer  Lit.-Zeit.  1843  n.  301  bei  M.  Sachs  (die  relig.  Poesie  der 
Juden  in  Spanien  S.  310)  ist  ungenau.  —  Sedillot,  MatMatuc  pour  servir  d  Vhist. 
comparü  des  sciences  mathem.  etc.  I.  p.  454 :  „cet  Abraham  qui  n'est  autre  probablement 
que  le  re^bin  Abraham-aben  Esra,  nvort  en  1174'*.  Was  Sedillot  über  die  Sache 
nelbst  vorbringt,  werde  ich  nicht  weiter  berücksichtigen,  da  es  sich  von  selbst 
erledigt. 

282)  Zeitschr.  für  Mathem.  XII,  22,  XVl,  370;  Zeitschr.  d.  D.  Morg.  Gesellsch. 
XXV,  393.  Wüsten feld,  Uebersetz.  S.  43,  hat  diesen  Autor  unter  Plato  aus 
Tivoli  nicht  aufgenommen.  —  In  Bezug  auf  Almansor  (Abr.  Jud.  S.  26,  Noten 
zu  Bald!  S.  32,  vgl.  auch  Hebr.  Bibliogr.  XI,  125  über  eine  Confusion  bei  Möhsen) 
nimmt  Wüstenfeld  7.  c.  S.  41  einen  jüdischen,  arabisch  schreibenden  Astrologen 
Man9ur  ben  Abraham  unter  Hakam  II  (961—76)  an,  indem  er  bemerkt,  ich 
habe  die  „Lesart  al* Hakam  kaum  erwähnt";  s.  jedoch  Abr.  Jud.  S.  30,  9,  wo  auch 
die  Lesart  „fllio  Abenezrae**.  Von  einem  solchen  Man9ur  habe  ich  in  der 
jüdischen  und  arabischen  Literaturgeschichte,  die  ich  seit  35  Jahren  insbesondere 
für  arabische  Literatur  der  Juden  verfolge,  keine  Spur  gefunden.  Ich  halte 
Almansor  für  ein  noch  ungelöstes  Problem,  welches  hier  nicht  weiter  verfolgt 
werden  kann.  —  Was  endlich  das  Centiloquium  des  Ptolemaens  mit  dem  Comm. 
des  abu  Dscha*äfer  betrifft  (Abr.  Jud.  S.  37),  so  nennen  Uandschr.  den  Job.  His- 
palensis  oder  Toletanus,  s.  oben  S.  111  Anm.  198. 
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Beadttong*^.    Die  Araber  nennen  die  regula  fälai  ^j J  U  ^  f 

vttJÜUüli  Jb«£.  ^die  Operation  mit  der  Wage",  wegen  der  Figor        —      , 

wehdie  dabei  in  Anwendung  kommt  In  den  mir  bekannten  orientetiMliflB 
Quellen''^)  findet  eich  nnr  eine  von  diesen  beiden  Beaeiehnangen.  Wdekn 
Anadroek  die  bebrüaehen  Arithmetiker  des  ICttelalterB  daftr  gewtttt  halMBi 
ist  mir  nicht  bekannt,  da  es  ttberhaiqit  Behr  wenige  elementare  kehc 
Bechenbfloher  gegeboi  in  haben  sofaeinti  nnd  idh  anoh  firflher  keine  Ver- 
anlaaamig  hatte,  von  dieeem  Anadmok  besonders  Notis  va  nehmen,  Ghaales 
(L  c  bei  Sohncke  8.  567)  bemerkt,  dasa  man  „in  andern  Werken  aas 
derselben  Zeit**  jene  Methode  B^gtOa  falai,  oder  imgmefiii  ei  ida^emmdi^ 
„ebenso  wie  der  Compilator  Abraham"  nenne,  indon  er  das  Behriftrihm 
Alffori&muB  de  mi^gris  . . .  cum  ofmexis  de  tri,  falsi  aUiegm  r^pdiSt  Lsäpav 
1607,  anfuhrt  Ich  weiss  nieht,  ob  der  Ansdrack  augmenU  ei  dearememU 
in  diesem  Buche  selbst  rorkommt,  nnd  welcher  Zeit  dasselbe  angehltrt  — 
vielleicht  hat  Chasles  anderswo,  etwa  in  der  Abhandlung  ttber  Abaeoa  und 
Algorismos  (Campiee  rmOns  XVI,  166,  281,  1388,  XYII,  148;  diesdbe 
niher  bestimmt  Im  Abacos  des  LeamMrdo  JKaoMo*^)  beginnt  das  XIIL  Ebii. 
(de  regMa  elekatapn  p.  818^.-  Eldudaiqfm  qmdem  aräbke,  Udme  Juanen 
falsarum  poeiekmmm  rtgiäa  wkrprdeimr  etc.,  qAter  (p.  819)  kelaifc  ea: 
2M  eetNi  Olli»  wk>äm  üdiaiajfm;  gm  (sie)  regida  auffmenii,  ei  dimi- 
nueionis  appdakir  etc. 

Vollkommen  entseheidende  Kriterien  ttber  den  sprachlichen  ürapra^g 
und  die  Autorschaft  des  Schriftchens  habe  ich  leider  nicht  auffinden  kOnnen. 

Was  zun&chst  die  oben  mitgetheilte  Ueberschrift  betrifft,  so  ist  sie 
weder  prficise  und  klar,  noch,  wie  ich  glaube,  überhaupt  von  kritischem 
Werthe.  „CompUavit*  bezeichnet  die  Arbeit  des  Autors  im  Gegensati  xu 
der  des  blossen  Ueberseizers^').     Was  soll  aber  heissen:  secundum  Itbrum 

tiO)  Der  Ausdruck  kehrt  auch  im  Werkchen  selbst  (p.  332,  357,  359,  867  etc.) 
wieder;  es  ist  auch  ven  den  beiden  „laf^ces*^  die  Bede,  so  z.  B.  gleich  su  An- 
fang S.  305. 

241)  Hagi  Khdlfa  III,  62  (VII,  707),  III,  142  n.  4724,  V,  80  n.  10089;  NieoU, 
Ciaäl,  p.  287,  545;  Cureton,  Catal.  p.  199;  Wöpcke,  Bedierdies  ete.  U.  p.  49. 
—  Dass  die  regula  fdUi  von  den  Indern  stamme,  belegt  schon  NieoU^  p.  887; 
?gl.  auch  Wöpcke,  Mim.  twr  la  propag.  p.  177,  wonach  ort  ,,geomdrigme**^  (!) 

bei   Marre,    Tdlkhis   p.    16   zu  berichtigen;   ^^AJL^    wird  in  HSS.  leicht   ans 

242)  Ed.  Boncompagni;  vgl.  auch  Libri,  Hielt,  II,  31. 

243)  Ich  erinnere  mich  „comptTo/or**  für  nsnis  (=»  s.^J^)  gefunden  zu 
haben;   so  nennt  ein  zweifelhafter  Autor   eines   im  Original   nicht  vorhandenen 
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lässt  sich  eine  Reihe  arabischer  Autoren  zusammenstellen  und  für  die 
arabische  Literatur  selbst  verwerthen.  Die  in  der  lateinischsn  üebersetzung 
verstümmelten  Namen  muss  man  allerdings  aus  den  HSS.  der  hebr.  Originale 
restituiren***). 

In  dem  lib.  atigm,  etc.  p,  312  wird  eine  .^regula  infusa"  eines  Job 
filii  Salomonis  dhisoris  erwähnt*^).  Noch  mehr  spräche  für  ihn  Esra 
die  Erwähnung  der  Inder,  wenn  das  Schriftchen  nicht  eine  stricte  üeber- 
setzung des  Werkes  eines  ungenannten  Arabers  ist.  Zwar  ist  Abraham 
nie  in  Indien  gewesen  (oben  §  6),  aber  die  Anführung  von  Indem  gehört 
zu  den  Kennzeichen  seiner  Schriften,  insbesondere  dem  Nasi  gegenüber;  und 
grade  zur  Zeit  ihn  Esra's  werden  die  auf  indischem  Einfluss  beruhenden 
Schriften  der  Araber  in  Spanien  beliebt;  in  dieser  Beziehung  ist  auch  das 
lib,  augm.  ein  interessantes  Document    Selbst  der  Titel  verdient  besondere 

288)  Die  genannte  Vorrede  habe  ich  in  der  Zeitschr.  d.  D.  Morg.  Gesellsch. 

Bd.  24   übersetzt  mit  Nachrichten  über  die  darin,    zum  Theil  auch  über  die  in 

astrolog.  Schriften  erwähnten  Autoren.    Letztere  werde  ich  anderswo   erledigen. 

-    289)  Ibn,  oder  abu,  Snleiman  ist  wohl  ein  stehender  Beinamen  fQr  Hieb, 

V^i  (Steinschneider,  Fremdsprachl.  Elemente  S.  13),  und  dieser  vielleicht  identisch 

mit  Ejjub  al-Ba*  sri  bei  H.  Eh.  IV,  398  n.  8974  (ohne  Bestimmung  des  Zeitalters, 

nnd  nor  hier  erwähnt,  nach  Index  YII,  1067  n.  1538)  als  Yerfiisser  von  (j^%d, 

oder  Erbschaftstheilungen ,  welche  die  Araber  als  eine  Disciplin  der  Mathe- 
matik betrachten  (H.  Eh.  I,  24,  II,  62  u.  63,  vgl.  die  Schriften  lY,  393  n.  8967  ff. 
und  Ihn  Ehallikao  bei  Wöpcke,  Recherches  9wr  plus,  ouvr,  etc,  /,  Rotne 
1856  p.  8).  Daher  die  Benennung  divisor^  welche  eine  Bandbemerkung  der 
lat.  HS.  (bei  Libri  I,  312)  erklärt:  „qui  res  a  defuncto  relicta  [sie]  partitur^  et  hoc 
aptid  Ärabes,**    Offenbar  ist  es  die,  auch  sonst  bei  Mathematikern  vorkommende 

Bezeichnung  ,yi^^  z.  B.  H.  Eh.  III,  528  (VII,  751),  unrichtig  übersetzt:  statu- 

torum  divinorum  perito  (was  auch  Cure  ton,  Catal.  p.  199  nota  a,  nicht  berich- 
tigt; ebenso  in  Flügers  Diss,  de  arab.  scriptor.  graecor.  interpr,  Missenae  1841, 

p.  38  n.  73)  besser  IV,  408  n.  8991  (wofSr  VII,  822   ^e^y^)  u.  IV,  410  Z.  3,  ferner 

V,  21  lin.  9:  juris  hereditarii  gnaro;  unübersetzt  bei  Pusey^  Catal,  p.  607  zu 
MXLIP,  (vgl.  p.  286  nota  i).  —  Zu  dieser  Gattung  von  Schriften  gehOrt  das  von 
mir  in  der  Bodleiana  wieder  aufgefundene  rnKl^a^K  SKriD  des  Saadia  Gaon 
{CaUü,  p.  2160),  welches  auf  den  ersten  Anblick  für  ein  mathematisches  Werk 
anzusehen  wäre.  Die  Regeln  der  Erbschaftstheilung  boten  bei  verwickelten  Be- 
stimmungen Gelegenheit  zu  differirenden  Ansichten.  Auch  Ibn  Esra  hat  im 
6.  Eap.  seiner  besprochenen  Arithmetik  solche  Fälle  und  erwähnt  dabei  die 
Methode  der  „fremden^'  und  der  „israeliti8c\^en  Weisen"  —  in  letzterer  glaubt 
Ter  quem  (1.  c.  p.  17)  die  „logique  tortueuse  du  Tälmudiste'^  zu  erkennen.  Dass 
aber  dergleichen  mehr  die  Rechts  lehre  als  die  Mathematik  angehe,  bemerkt 
schon  Rosen  zu  den  von  Muhammed  b.  Musa  el-Ehowarezmi  in  seiner 
Algebra  behandelten  Beispielen  dieser  Art  (p.  91,  vgl.  p.  133). 
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4  SebSkr  6  T,  S  &  1  Tv  8  B.  1  T.,  1  &  9  T^  3  8.  S  T^  1  a  ,9  T, 

5  a  1  XL;  äHtt  kommt  «in  Ten,  dewan  AnfiuiffilMiflbrtab«»  Xa  ZaUkm  aar 
g«b«B,  ni»  ibi  .Utahia  gairin  aioU  gawliriobon  hat  AI»  llfeMdk  «M 
«m  „HomoriAlB  der  Thaton"  ibn  Esn'g  ugesebw**^.  Du  KmrfitQJ^ 
weldMi  am  ala  «ftlgebraiieh**  n  hiriolnMn  pfiegt,  M  ntn*  IftM  g»- 
dnukt, 'ush  iK  fidiventer's  flMunhmg  (1661)  denteih  w^fad—,  ti» 
Pfeiffer  lideimMit  flbereetrt  (1666)>«).  Hit  einem  piiM^uhl  |l«na>H* 
■k,  dar  (üs  Haidaa  iaa  IMr  iUihd  Uaafc,  aber  ala  An^abs  dia  W«iU  vn 
noria«  nid  OroaelMO  sleltt,  OkM  aidk  daa  EniwMllefc  in  Nanp«  i|» 
Kn»'s  in  der  HS.  KOMben  841*,  anoiv»  ala  VorfaU  nriiBliM  JnAem  iä< 
ßkriatan  arabiaeli  nil  liefaziiadier  Sehiift  in  dar  BodL  BS.  bei  Uri  212. 
Die  Ifi  Jndot  «ai^  inil  WwMer  geworfen  in  «dner  lateü.  ES.  der  BodL 
aaa  dem  ZTÜ].;J»lidi.;  Cod.  Bvn  704  euthllt:  Bon  «iv^am  (bo)  </«  XS. 
dkrifKonte  Mjitmqiu  titdaeis,  «nfiogend:  bia  duo  nem  niuei  (eo)  praestmt  tt 
V  nißtOi;  Ihaiioh  in  ffieae,  AtiAei.  Jatmu  II,  186  noU.     Tgl.  auch  „Bisto- 

.  liaclM  nnd  gute  Sokwinke  des  Heister  Hans  Saoha,  beinjsg.  von  Conrad 
SpU^i  Peath  1818  .8.  40:  „16  Tttxken  irad  C]uiBUo^  Wei-  möchte  wohl 
dcD  Unprnng  soldher  popoUr  gewordener  B^elneien  mit  Sicherheit  nach- 
wais«B? 

G.  Da  man  das  Qehaohspiel  tnr  Ibthamafik  an  sehen  pflegt,  si>  be- 
medn  icii,  daas  die  dem  Abraham  bwgelegten  TereHkartjai  Kegeln  d&rübfr 
Utdiat  wahiBflliMaliah  einn  ipltersn  Zeit  aagehSran,  b.  meine  Abb&ndlnug 
„Bebaeh  bei  Am  Jaden"  in  A.  van  der  lande's  Qeadüdite  niiii  Bibliographie 
des  Schachspiels,  Berlin  1873  6.  159  n.  8.  195,  wo  ein  oorrecter  Abdraek 
mit  genauer  üeberaetiong  beigegeben  ist. 

§21. 
Die  gegenwärtige  Abbandltmg  hat  eine  solche  Ausdehnung  err^bt, 
due  ee  nicht  mehr  angeht,  auch  die  aatronomigchen  and  astrologiscben 
Schriften  Abraham's  in  gleicher  Weise  zu  behandeln;  das  moss  einem  be- 
sonderen Artikel  vorbehalten  bleiben.  Da  jedoch  auf  dieselben  tbeilweise 
Bezug  genommen  ist,  so  mag  hier  eine  Kusserst  kurs  gehaltene  Ao&tiihiBg 
mit  sehr  bescbr&nkten  Hachweisungen  folgen,  und  iwar  so  gut  es  gebt,  in 


247)  s'^Tsn  ',i^3T.  Ich  machte  danua  nicht  acblieasen,  das«  man  im 
Mittelalter  eine  besondere  Schrift  solchen  Inhalts  gekannt  habe, 

248)  Warum  Friedländer,  Oomm.  on  Itaiah,  p.  XXI,  den  Plan  de«  Scbib- 
capitainB  und  den  Eunitgriff  „ungenügend  bekannt"  nennt,  iat  mir  unerfindlich; 
Huch  ist  diesoB  Stück  1&46  wohncheinlieh  nur  in  fugam  vaeui  hinter  Hose  b. 
Chabib'B  Bchrift  gedmcht  nnd  hat  mit  derselben  nichts  in  thnn.  Das  Weitere  b. 
in  meinem  Catalog.  Bodl.  p.  687. 
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chronologischer  Reihenfolge,  jedoch  so,  dass  jüngere  üeberarbeitungen 
stets  der  ersten  Becension  angefügt  sind. 

1.  Nativität  in  Beziers  1136,  zweifelhaft  (Abr.  Jud.  8. 42,  u.  oben  S.  68). 

3«  Antwort  auf  drei  chronologische  Fragen  an  David  Narboni,  kurz 
vor  1139,  von  mir  edirt  1847.     Vgl.  oben  S.  68. 

3 •  tninib,  astronomische  Tabellen,  vielleicht  ursprünglich  eine  Redaction 
der  Tabellen  des  Abraham  bar  Chijja  (Abr.  Jud.  S.  16,  43,  44,  Verz.  der 
hebr.  HSS.  .  .  .  Berlin  S.  103),  oder  selbststftndig,  und  zwar  zuerst  in  Lucca 
(um  1145?),  revidirt  in  Narbonne  (ob  etwa  zur  Uebersetzung  des  Matani?). 
Jehuda  ha-Jisraeli,  in  seinen  neuen  Tafeln  (um  1339??),  in  der  Bodl. 
HS.  Oppenh.  1666  Qu.,  geht  über  die  toletanischen  um  1^  vor,  wie  Maimo- 
nides,  Abr.  ihn  Esra,  Abraham  [Sa'hib]  esch-Schorta^  auch  die  „Tabellen 
der  Geistlichen  ^S  Der  Jradatus  Ahrahae  de  tabülis  planetammf'  in  Cod. 
Amndel  377  (Brit.  Mus.)  ist  von  Abraham  Sacut?  Vgl.  auch  die  Tabulae 
revolutionum  etc.  von  Samuel  (?),  worin  „dicit  Abraham*',  Cod.  Cambridge  UI, 
302  n.  1684  (Hebr.  BibHogr.  XI,  78). 

4.  IlSim  lÖO  ha-Ibbur,  vom  Kalender,  2.  Becension  Verona  1146/7, 
unvollständig  erhalten;  mit  Vorwort  von  S.  H.  Halberstamm  in  Bielitz  ed. 
Ljck  1874.  Berichtigungen  und  Erläuterungen  bei  N.  Brüll,  Jahrb.  III, 
164  ff.  — .  Wahrscheinlich  dahin  gehörende  Gedftchtnissreime  habe  ich  in 
n.  12  einer  Handschriften-Sammlung  des  Antiquars  Schönblum  in  Lemberg 
^n  J.  1869  gefunden  und  werde  sie  demnächst  drucken  lassen. 

5.  rronin  "^bs  über  das  Astrolab  (bei  de  Rossi,  Wörterb.  S.  9  n. 
23  und  24!)  zuerst  um  1145/6,  in  2.  Becension  1148,  miserabel  heraus- 
gegeben von  Edelmann  (Königsberg  1845),  dessen  vollständige  ünkenntniss 
nachweist  H.  Pilippowski  (Ässiph,  Almanach,  II,  für  1850,  S.  106—9).  Es 
gibt  ausserdem  eine  Nebenrecension. 

Rodolfus  Brugensis  übersetzte  ein  Werk  Über  das  Astrolab  von 
Maslama  al-Medschriti  (Commentator  des  Planisphärium  von  Ptolemäus,  s. 
Zeitschr.  d.  D.  Morg.  Gesellsch.  XVIII,  169,  XXV,  402,  Zeitschr.  f.  Mathem. 
XVI,  382,  Noten  zu  Baldi  S.  6  und  28,  den  Artikel  aus  Oseibia  bringt 
Wttstenfeld,  üebersetz.  S.  50),  und  zwar  unter  dem  Dictat  seines  Lehrers 
Abraham  (HS.  Cotton,  Vespas.  II,  ms.  XHI  f.  40b,  bei  Heilbronner,  Hist. 
mathes.  p.  295  §  214  b,  s.  auch  Rose,  im  Hermes  VHI,  335),  was  Leclerc 
(Hist,  de  la  midicme  ardbe^  H,  433)  und  Wüstenfeld  l.  c.  unbeachtet  lassen, 
obwohl  es  nicht  unwichtig  ist.  Ich  vermuthe,  dass  hier  Abraham  bar  Chijja 
gemeint  sei,  den  wir  als  Dolmetscher  des  Plato  aus  Tivoli  kennen  (oben  Anm. 
232).  Dasselbe  Werk  übei*setzte  auch  Joh.  Hispalensis  nach  Cod.  Morton  259', 
8.  Zeitschr.  f.  Mathem.  XVI,  374.  Wüstenfeld,  üebers.  S.  33,  fügt  ohne  wei- 
teres Cod.  Paris  7292  hinzu,  über  welchen  ich  l.  c.  Aufschluss  gewünscht  habe. 
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.6.  Bb*  B^u  utoolag»cli«r  Sdnifteo,  ^oimtütäk  imSi 
1146  nsd  1148.    ffine  Compflation  T«k  wOctliidMK  AvmBgm  r-  A»  ■«> 
4Aar  Ar  BehriftMt  im  AbndiMB  liult  -r-  Bnekte  Levi  lien  Abraham    . 
gagan    Kti«.dw  HU  JakA.    (ygL   Abr.  Jnd.    8.    44 1;   Commentare    de» 
Hasser  LeoB  (Jehnda  ben  Jadüsl  ia  Italien,  ob  1450— 90)  besitzt  Peten- 
boig.  — ^  dHÜ™  «mBinia«»  sbidiite  sie  gegm  Ende  des  XIV.  Jahrb.  in    \ 
°-'"""V-   (Latteil»de  H,  87,  88,  igi  Habr.  Bibliogr.  XVII,  63).     Ein   j 
Jade  Hag»  (d.  h.  Chajjira)^  «»arnfato  sie  im  Uauee  de»  Ueoricaa   | 
Batsfr  JB  Maolialil  ISTS  fai  ftHaÜHisda,  antii  den  Namen  „ibn  Esra"   in    \ 
maitIrB  de  «d«,  dam»  mirda  Mrinianh  mafiitm'  adjulorii  (Opera  f.  31  c)    , 
tad  ai^tor,  daim  okaa  ZmifU  wiadw  additor  in  einer  Wiener  HS. 
(Tabstaa  IT,   ISA  n.  6443^  wlhraad  in  Sjpanies    ibn  Esra    m    den  be- 
InBDtat'KaiBML  ütn  Zokar  Tttmadah  vorde.     Henriuus  Bat.es  »berietst« 
daiMs  daa  Bwdi  de  tmmde  m  löAgo  vaä  beendate  e£  1281  in  Mecheln  (nach 
fUr  A««aba))  «ma  La^poigar  HS.  (bai  Fkllar  8.  327 )  versetit  Bates  nach 
Fea   (I)   luA    ntbrtitiiirt   1!I93    (wagen  Petrna?    s-  unten);    ersteres  mochte 
Wolf  ^  H.  m  |L  -6t)  nf  dia  beonWe  habrliecbe  HS.   beziehen    ~    die    , 
TniiiilltalHila  *«-*^"**  wu  üim  aabakauit.  —  Sollte  etwa  far  „Leodio" 
Paria  gdestn  rntaf  e^rrn  wagan  darldentitit  mit  dem  pariser  Kanzler?*^) 
Im  J.  1998  ra£gizta  Patras  d'Abano  (Apimtmis)  aus  Padua  die  meisten 
abrigaK'.Bflohar  (Opan  ad.  1607  t  81  e)  naA   der  Recension  v.  J.   114*^, 
und  10  rerfanästa  läA  ia  nnslUigan  Abiohriftea  die  Kenntniss  und  das  An- 
sehan  de«  Tvf.,  deasen  Name  bis  an  A^enare  TerstOninieH  imda,  woA 
durch  üebenetmngoi  in  alle  Sprachen,  ja  es  ist  vielleicht  sogar  eine  ara- 
bische gemacht  worden  (s.  oben  §  7,  4).     Eine,  wie  es  scheint,  theilwaiae 
abweichende  spanische  Uebersetaang  einiger  Bdcher  (Bodriguea  de  Caatm^ 
Bibl.    Espan.  I.    p.    25,    26)    ist    wiedenuu    lateinisch    von   dem   Spanier 
Lndovicns  da  Angnlo  nbeneUt  (Wolf,  BibL  Hehr.  I,  p.  83,  jetii  Cod. 
Paris  734*).     YgL  auch  unten   in  IV.   —   Die   latein.  Uebetaetani^   das 
Petnu'nüt  Einschiebnng  der  des  Bates  ist  in  Venedig  1507  gednidi  als 
Abrake  Av€»ari« ...  in  rejudieiali  Optra;  vgl  CataL  Bodl.  687  n.  Add. 
Ein  ganaaeres  Studium  der  hebr.  Handschriften  allein  vermag  inr  Ba> 

24»)  S.  Hebr.  Bibliogr.  XVni,  ISO  nnd  die  in  H.  B.  XVn,  1D4  angefiOirtaB 
Qaellen,  insbesondere  den  Artikel  „Hagins  U  J%if"  von  P.  Pari«  in  der  ffiri. 
Lit.  dt  la  France  XI,  499  ff.,  der  nicht  von  Irrthflmeni  frei  ist.  Die  von  ihm 
besproobene  HS.  ist  das  angebl.  Bncb  „de  la  sphere  par  mtütre  Deiade"  (sie), 
welches  ich  im  Art  Abr.  Jod.  S.  12  erwähnt  habe. 

360)  S.  aber  Bates  meine  Nachweisnngen  in  Catal.  Bodl.  p.  103S  und  Add., 
berichtigt  in  Zeitschr.  D.  H.  Geeell»:h.  XVIU,  190,  XXIV,  371  n.  XXV,  «17  fiber 
die  im  J.  1874  verbsste  magütraUi  eompotitio  aatrolabii,  welcbe  mit  ibn  Esm 
tn  vergleichen  wäre.    Vgl  auch  Baldi,  Cromca  p.  Sl. 
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seitdgung  unzähliger  MissverständnisBe  und  Irrthümer  bei  den  Bibliographen 
und  Catalogisten  zu  führen.  Hier  genüge  eine  Aufzählung  der  hebr.  und 
latein.  Titel  ohne  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Becensionen,  die 
von  den  meisten  noch  vorhanden  sind. 

Der  allgemeine  Titel  DTDID«!  niptl  ist  wahrscheinlich  unecht,  noch 
sicherer  ntaDH  m-lSli^  (Catalog  der  HSS.  Carmoly  S.  67  N.  104  B,  wohl 
Confusion  mit  1X1«  oben  S.  118  A.  227). 

I.      TVü^'n  XT^tDi^l  Initium  Sapientiae,  oder  IrUroductio. 

IL  .mbnan  •nDCtro,  auch  als  nibron  'O  (Buch  der  Gestirne),  un- 
übersetzt,  scheint  eine  Nebenrecension  von  III.  Einen  Theil  bilden  D'^Ain'^2 
(Leitungen,  was  als  Titel  eines  Buches  vorkommt;  vgl.  Handschr.  des  Bab- 
biners  Wallerstein  in  Rzeszow,  aufgenommen  in  meinem  Verzeichniss  der 
Handschr.  des  Buchhändlers  Benzian  1859  N.  5.  F). 

in.     D*^7Qn  Lib,  BaHonum. 

IV.  mibTQ  Nativüatum;  in  der  abweichenden- Recension,  welche  la- 
teinisch 1485  etc.  erschienen  ist  (s.  Boncompagni,  DeUa  vita  ecc.  di  Chiido 
Bonatti  1851,  p.  135,  136)  liest  man  (foL  c.  2  verso):  In  tempore  cmtem 
hoc  1154  ab  incamatione  etc.  Mehr  in  Zöitschr.  D.  M.  Gesellsch.  XXIV, 
341,  übersehen  von  Wttstenfeld,  üebers.  S.  83;  vgl.  oben  S.  74  A.  51  über 
eine  etwaige  arab.  Uebersetzung. 
V.  D'^inntt  Elediones. 
VI.     nibWD  IfUerrogationes, 

VII.     niTlWa  lAiminaria, 

VIIL  D'^nitran  n^nnrra  . . .  nbiyn  de  Mundo  et  conjunctionibus  ptane- 
tarum. 

7.  Uebersetzung  von  Maschallah's  Schriften  ni^WD  Interrogationes 
and  DITlp^  de  edipsibus,  welche  man  meist  mit  den  astrologischen  VIII 
Büchern  verbunden  findet. 

8.  raiDil  r*lAb(  Brief  des  Sabbat  an  den  Verfasser,  verf.  1158  in 
London,  gedruckt;  vgl.  oben  S.  69  Anm.^  30. 

9*  Uebersetzung  des  Buches:  „Gründe  der  Tabellen  des  Khowaresmi 
von  al-Matani^^  (?  ein  noch  imbekannter  Araber),  Narbonne  1160,  mit 
einer  interessanten  Einleitung,  welche  ich  in  Zeitschr.  D.  M.  Gesellsch.  Bd. 
XXIV  mit  deutscher  Uebensetzung  meiner  Abhandl.  „Zur  Geschichte  der 
Uebersetzungen  aus  dem  Indischen  ins  Arabische^^  einverleibt  habe;  Nach- 
träge dazu  finden  sich  in  Bd.  XXV. 

10.  Horoscop  eines  Kindes,  Narbonne  1160,  gewöhnlich  zwischen 
den  astrolog.  Schriften  zu  finden.  Excerpte  daraus  gab  ich  1847  nach 
einer  Dresdener  HS.,  Einiges  habe  ich  später  berichtigt. 

Der  Vollständigkeit  halber  ei*wähne  ich  noch  der  ^Jntroductio  in  AI- 


chorismum  a  mogistro  Ä.  camposila",  welche  ChaeleE  dem  Abrabani  San- 
9onla  beilegt  (Zeitsolir.  D.  M.  OesellBch.  XXV,  393  bu  124  A.  11),  oIuk 
aiisreichende  Begi'Uniliiiig. 

Ein   grosses   und   kleines    Buch    mbion    D-ID    „Leiter    der   tJestinie'', 
wii-d  In  verdik'hti^er  Quelle  (oben  3.  62  Anm.  6)  dem  Äbrah&m  beigetegk 
In  der  Turiner  falsch  gebnndenen  HB.  (PeTron  1.  ciUndo  S.   1U8)  ) 
anonym  dem  Astrolab  (oben  Nr.  fi)  voran. 


Nachtrag. 

(Jnni  1880) 
BenJBCOb,  ThebauruB  S.  - 


3m  Abrau&m  beigeugk    -ii 
Undo  S.   1U8)  gehyHH 

IT  N.  äTG:  -r.ü  {aoga^^^M 


ae'i  mit  Spanien  um  dieselbe  Zeit  M 
B  Grauada  wahrscheinlich  nm  1130 — iO 

1  Hamburg  S.  06). 

1.  Peyron,  Coditx»  hthr.  . -Biblioth... 

n  Conunentar  des  Avicenn»  za  'Hat 

I   lautenden  Nacbachrift   unglanblicb.     Die 


S.  fil  Adtn.  11   and  ä.  81  A.  73. 
denkt  an  Jesod  Mgra. 

S.  69  A.  ^8.  Für  die  Terbiadung  Narbe 
aninfübren.  diu»  Jehnda  ibn  Gajjatb  a 
dort  war  {Katalog  der  hebr.  HSr 

S.  Ib  A.  53,  s.  ßenjacob  8.   133  u.  Siu. 

S.  711  A.  ÖS.    Daas  die  Turiner  HS.  (bei  Bi 
Turin.  —  Turin  1880  S.  227  n.  213)  e 
b.  Mekic  enthalte,   iat  trotz  der   st 
HS.  I>edarf  näherer  üntersnchung. 

S.  77  A.  es.     Die  Weisen  CiriechentaudB  nennt  Abraham  zu  Eiod.  12,  I. 

S.  81  A.  78.  m-mKn  r:-.;:n  nach  Sabbatai.  bei  Benjacob  S.  665  N.  629  (vgl.  N.  ea&) 
ist  dieselbe  HS.  Tatic.  ioa'  bei  Wolf  I  B.  80  mit  hinzngeaetztem  i-rD,  nXiB' 
lieh  das  (edirte)  kabbal.  Temuna. 

8.  se  A.  94  riVrii  ^»=  »11  Piaün  4G  (Zuuz,  Oes.  Sehr.  111,  61  A.  .laV 

8.  90  A.  IVl.  Ueber  in  (Num.  2S")  wird  im  Midraach  Eiod.  Kap.  15  (C  100  Coi  t 
ed.  Frankf.)  bemerkt,  dasa  S  Ziffern  paarweise  10  geben  (I  -1-  9  (ftc),  nur 
5  sei  isobrt.  —  S.  92  Z.  1  Diagonale  lie«  Diameter. 

S,  97  A.  142  iirx''-3r  hat  Chauanel  (in  Kairowan,  Auf,  XI.  Jahrb.,  bei  Berliner, 
Migdol  Chuftantl  S.  KXV"),  dafür  mi2cr.  ..das.  8.  38). 

S.  104  A.  172,  Nachdem  diese  Abhandlung  im  Satz  Tollendet  war,  gelaugt«  ich 
zur  Ansicht  des  1.  Artikels  von  Leon  Rodet;  ,  Sur  les  notatiottt  tnimfriquft 
et  algebriqutg  arU&ievremrnt  au  XVI'  stick.  A  propos  d'un  maniacrit  tti 
l'ArithmetiqMe  d'Aben-Eira,  in  den  Äetei  de  la  Soeiett  phitologiqut ,  T  VIII, 
fasc.  1.  ann^  1878  (PartH  1870)  S.  1—26  (ein  zweiter  scheint  noch  nicht  ge- 
druckt). Der  Verf.  kennt  Terquem's  Notiz  nicht  und  legt  die  HS.  Paris  106S 
zu  Grunde,  aus  der  er  ein  Facsimile  und  Proben  giebt.  Br  sucht  zu  beweiaco, 
dats  Abrabam  zuerst  die  bebr.  Buebstabeu  mit  Positionawertb  anwende 
nnd  Autor  der  Operationstabelleu  sei  (S.  18).  Das  Zeichen  ö  leitet  Wöpcke 
(bei  Rodet  S.  9)  von  ovitv  ab,  aleo  ist  die  Linie  wohl  ein  Abkürzungszeichea  ? 
Die  Probe  durch  9  scheinen  die  Araber  von  den  Indern  abzuleiten;  sie  findet 
sieb  aber  in  den  bekannten  Quellen  nicht  (8.  15).  Eine  Analogie  eines  lier- 
theiligen  Quadrats  für  die  Vcrhältuisse  mit  unseren  Determinanten  wird 
hervorgehoben  (S.  22).  niia  (oben  S.  117)  wird  (S.  26)  ungenau  „normt" 
wiedergegeben;  es  ist  nicht  eine  Abstractform ,  sondern  ein  patHe.  aetiei.  — 
Man  sieht,  dais  das  Büchlein  wirklich  noch  nicht  ausgebeutet  ist. 

8.  114  Ende  §  16.  Eine  anonyme  Arithmetik  in  Turin  (bei  Pejron  1.  C.  S.  19S 
N.  181)  in  STbeilen,  Th.  2  in  6  Pforten,  beginnt  mit  einem  Vorwort:  ..Wisse, 
die  Weisen  verglichen  Gott  in  der  Welt  der  separaten  Intellecto  mit  der  Üm 
in  der  Zahl," 

llnaelbit  A.  211.    „K-^fC  das  ist  ein  Rad",  bei  Elia  Bascbiatachi ,  ÄH'leret  i 
f.  11''  unten  ed.  Goaloff. 

8.  US  Z.  1.  Bei  Gurtand,  Beschreib,  der  mathemat. .  . .  bebr.  Ibudsobt. 
Firkowitz'achen  Sammlung,  Petersb.  1866  S.  34:  „R«gel  dm  Tri"  (!)  1 
Qiijjn'on    im.  d,  b.  „Weg  der  Entgegengesq^ten". 
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Le  manuscrit  auquel  est  emprunte  le  morceau  que  nous  ^ditons  est 
Signale  ainsi  dans  le  Catalogue  des  manuscrits  de  la  Biblioth^ue  royale: 
^VI  M  DCXXVI.  Codex  membranaceus  olim  Baluzianus.  Ibi  conidnentur 
1.  L.  Annaei  Senecae  libri  duo  de  dementia  ad  Neronem  Caesarem;  2. 
Ejusdem  libri  Septem  de  beneficiis  ad  Ebutiom  Liberalem,  amicum  suum; 
3.  N.  OCreati  liber  de  multiplicatione  et  divisione  numerorum  ad  Adelar- 
dum  Bathoniensem  magistnim  säum.  Is  codex  decimo  tertio  saeculo  videtur 
exaratuß"^). 

n  est  compose  de  87  feuillets  num6rotes  1  —  87,  pr6cedes  et  suivis 
d*im  feuillet  de  garde.     Le  Prologus  occupe  les  folios  84 — 87. 

Ce  manuscrit  est  encore  signale  par  Jourdain  dans  les  lignes  suivantes 
de  ses  Recberches  sur  les  traductions  d'Aristote  au  moyen-äge:  „II  existe 
en  effet  ä  la  Bibliotbdque  royale  un  abr6g6  d'un  ouvrage  arabe  sur  les 
nombres  entrepris  k  sa  pri^re  et  que  Tauteur,  un  certain  O'Creat,  ecrivain 
inconnu  ä  tous  les  biograpbes  anglais  que  nous  avons  consult^s  lui  a  d6- 
di^s  comme  k  son  ami  et  ä  son  maltre"^).  Jourdain  a  m6me  public  dans 
nne  note  les  premidres  lignes  de  ce  document'). 

Augurant  de  ces  passages  Timportance  du  traite  d*0*Creat,  M.  Maurice 
Cantor  adressa  le  22  Aoüt  1879  ä  M.  Leon  Rodet,  qui  voulut  bien  nous 
transmettre  la  demande,  une  lettre  dans  laquelle  il  le  priait  de  vouloir  bien 
examiner  ce  fragment. 

Les  pr^visions  de  M.  Cantor  furent  parfaitement  justifiees;  non  seule- 
ment  cet  6crit  avait  le  prix  d'ötre  le  seul  extrait  quon  possdde  dun 
traite  arabe  sur  la  multiplication  et  la  diyision;  en  considörant  une  sorte 
de  multiplication  complementaire  comme  une  application  d'une  rdgle  de 
Nicomaque  (6vidente  sous  la  forme  alg6brique)  „a*  =  (a — h)  (a  +  5)  +  5*" 
Taateor  faisait  un  rapprocbement  du  plus  baut  interßt  bistorique. 

Malheureusement  les  renseignements  sur  O'Creat  sont  nuls. 

En  B^en  tenant  aux  donnees  les  plus  positives,  on  doit  placer  Texistence 
d'Ad61ard  de  Bath  dans  le  trente  premidres  annees  du  XIP  si^cle.  II 
voyagea  beaucoup  en  AUemagne,  en  Italie,  en  Espagne,  mdme  en  Egypte  et 
en  Arabie.  On  cite  parmi  ses  travaux  un  traite  de  TAstrolabe,  une  doctrine 
de  TAbaque,  une  traduction  des  tables  Kbarizmiennes  et  la  ct^ldbre  version 


1)  Gatalogus  codicum  mauuscriptorum  Bibliotbecae  regiae  pars  tortia  tomus 
qnartns  Parigiis  MDCCXLIV  p.  263. 

2)  p.  99. 

8)  p.  99,  note  1. 

9* 
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ÜDlttti  doeto.  [Ifei^  eq}«dib«t  termmi  infra  X  Hiipra  sub  duplom  ^na 
flUMtitiiti  qiKn  dtSatMltim  quam  habet  ad  X  et  eandem  snbtrahe  &b  «« 
(piii  dods  fa  M,  nfa»  nBqoiiBi  et  X  medius  orit  arithmetka  raedietate. 
IbqM  BssOBdan  ngidun  mAOmauhi  quo<)  ex  diiobus  eitremie  in  altenitram 
tt  «K  daibaa  ililftiWiililil  ivrisni  dnctts  provenit  hoc  ex  ipeo  medio  dncto 
is,  W;  ToU  girdia  wvIm  wmm  •[unt  sint  intefTOgatns  reepondeo  octiea 
X  «t  naid  nma  nao  eoim  differentiam  i|uam  habet  IX  ad  XI')  et  eam 
daao  de  IX  at  r^iaqimMka  VHS,  ecce  arithmetica  medletas  YIII,  IX,  X.    Ergo 

'  dao  flzfavBft  noit  VIU  a(  X  tant^o  minue  continentur  quia  mediucu  ei  se 
proToeai  quaalum  dnae  düfonatiae  aunt  uniun  et  imum.  Stmili  ratione 
hüernffmÜ  quantnin  oat  ootiea  VIU  respondeo  sexies,  X  cum  bis  hitäe  at 
r.  v«n>  aeptiea  VH  eat  qoalar  X  outn  ter  temüs  per  eamdeni  '  regiUam  Nicho- 
oadu  qnod  atptun  «rt  rnedhia  inter  Ilil  et  X,  sunt  diiferentiae  tres  et 
toes.  SadoB  qöoqtie  rationa  Baxies  VI  Bimt  bis  X  ui:m  qnat^r  qu&ternie. 
Jameio  ex  aolo  osii  VF"  T.  «nt  XXX,  quater  qnatuor  sunt  XVI;  ter-t«nu 
mit  IX;  U>  bim  BOst  IT;  aeme)  tmum  I  est.  Hüne  (sie)  desoendamus  ad 
1  atä  par  gaittnetritam  medietafem  perpendJtur  qnod  in 
netioaiti  acUiuet  unius  saltus.  Non  enim  aotutn  per 
1  lA  vltimo  naqoa  ad  nduplnm  jicrpcnditur  qtiantum  qtiisqne  ex  ee 
prodoimt  aöliOBt  I*)  oaqna  X  vel  unum  dcciex  qui  est  seunndi  ordiois 
pÖMÖpätm  ax  arte  qola  X  (noportionnaliter  est  int«r  imum  et  centum.  . 
Sigo  MBal  C  taotomdem  est  qiiantum  deciea  X  süniliter  inTeetigandum 

-eat  qnantam  prodnoat  ex  se  qvilibet  temdnuE  secundi  ordinis.  considero 
enim  qoomodo  terminns  de  quo  quaeritor  ae  habet  ad  C.  et  qoiaiiam  ad 
eum  süniliter  se  babeaL  Qni  aatem  snb  eodem  et  centiun  continetnr  ooittra 
interrogationem  respondeo:  Yerbi  gratia  Interrog&tns  qnantam  eat  TigioB 
viginti  dico  quadringinti  qni  nnmerns  continetur  snb  Ijil  et  C  inter  qttoB 
XX  proportionnaliter  continetur.  Scilicet  etiam  trigista  inter  IX  et  C;  at 
vero  inter  qnadraginta  XVI  et  G.  Sed  qninquaginta  inter  XXT  et  C;  LX 
vero  cnin  sont  tres  qnintae  centenarii  proportionaliter  oontinetnr  inter 
anas  partes  qnintas  qnae  sunt  XXXVI  et  centom.  Septnaginta  com  sint 
Septem  decimae  partes  centenarii  proportionaliter  oontinetnr  inter  anas  TU 
deoimas  partes  qnae  snnt  XLIX  et  centum.  At  vero  LXXX  onm  ani^ 
qnatnor  qnintae*)  qnae  snnt  centenarii  proportionaliter  continetur  inter 
siias  quatuor  et  qnintas  qnae  sunt  quintas  XVl.I.LXlV  etcentnm;  nona- 
ginta  vero  cum  ait  IX  decimae  in  nomero  C  proportionaliter  continetur 
inter  novies  IX  .  I .  LXXXI  et  C.  Pariter  ergo  quantnm  ex  ae  prodnoat 
quilibet  terminns  secundi  limitis  ex  decimo  nono  theoremate  septdmi  libri 


1)  Entre  la  ligne  on  lit  UDum.        8)  3.        3)  qnataor  V. 
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Vni;  priiniis  novenarius  IX.  Ecce  assignavi  primum  ordinem  numerorum; 
secunda  antem  unitas,  quae  est  secnndi  limitis  principium,  est  X  et  in  eodem 
limite  sunt  caeteri  numeri  qui  sunt  primorum  decupli  scilicet  XX,  XXX, 
XL,  L,  LX,  LXX,  LXXX,  XC  tertia  unitas  C,  quarta  unitas  mille,  Quinta 
unitas  X  idem^),  sexta  unitas  C  idem,  ^)8eptima  unitas  üTm,  ^)octaya  unitas 
decies  mille  ndllia,  ^)nona  unitas  mlUies  mille  millia.^)  Sed  et  reliquos 
numeros  quota  fuerint,  ipsa  unitas  totos  assignabit,  ipsos  praecedentis  quidem 
limitis  decuplos.  Placuit  igitui*  ad  eyidentiam  ordinis  praedictos  cum  suis 
novenis  tenninis  sub  notare  |  ut  quotus  sit  unusquisque  numerus  locus  designet,  ' •  m  rerto 
ut  in  secundo  loco  scriptus  secundus  binarius  l.  X  X  accipiatur  et  sie  de 
ceteris  deorsum  dispositi  deduplicatione.  Sinistrorsum  vero  naturali  mul- 
tiplicatione  a  prima  specie  multiplicitatis  quae  est  decupla  usque  ad  octavam. 


IX 

vra 

VII 

VI 

V 

mi 

UI 

u 

I 

Nona- 
giato 

Octo-     SeptoA- 
ginU    ;    gintft 

Sexa- 
ginto 

Quin- 
qoa- 
ginU 

Qaadra- 
ginU 

Tri-          Vi- 
ginta  ,     ginti 

Dooem 

IX 

VIII 

VII        VI 

V 

IUI 

ni 

II 

I 

decem 

IX 

viir 

VII 

VI 

V 

IUI 

UI 

II 

I 

centnm 

IX 

VIII 

vn 

VI 

V 

IUI 

UI 

II 

I 

mille 

IX 

VIII 

VII 

VI 

V 

IUI 

UI 

u 

I 

X  milia 

IX 

VIII 

VII 

VI 

V 

IUI 

UI 

u 

I 

C  milia 

IX 

VIII 

1 

VII 

VI 

V      ini 

ITT 

II 

I 

M.  milia 

IX 

vm 

VII 

VI         V 

1 

UU 

HI         U 

I 

X«»  M.  milia 

IX 

VlIT 

VII        VI         V 

IUI 

m 

II 

I 

C**  M.  milia 

IX 

vm 

vu 

VI 

V 

IUI 

TU 

■ 

u 

I 

M®*  M.  milia 

[NJunc  dicendum  est  qui  proveniat  exductu  cujuslibet  terminorum  primi 
ordinis  ducti  in  semetipsum  aut  ex  quolibet  uno  in  quemlibet  alium  ejusdem 


\)  ][•  5«  c.  a.  d.  les  dizaine»  de  milles.        2)  c.  3.        3)  O.  (0.        4)  e#.  le.  ifl. 
ö)  C").  (*).  m.  il  faut  lire  centies.  JC.  »♦  m- 


haue  regulajn  in  omni  miiltiplicatione  miniinus  sub  tnaiimo  poneoäiis  est 
et  caeteri  quolquot  fiterint  mnltipUcanteE  sinistrorsum  dieponuntiir, 
locis  Einguli  (luotoram  ordinura  fuerint.  Ita  videlicet  ut  quemadmodum  sapn 
dictiiiD  Bei,  cyfre  si  opus  fnlt  vacuum  locum  designet.  Ditcendus  esl  ergn 
M  finistimue  stijienonB  ordinia  in  finiBtimum  inferioris  quisi|ue  in  qiioBqae  scibcAl 
nnnnisi  nominibus  digitorum  licet  ipsi  sint  articiüi  iit  tertemi.  Si  ergo  digitus 
inde  excreverit  supra  iJlmn  inferioris  ordinis  uniim  oritiir  in  enperiori  ordine 
ponetur.  Qund  si  articidus  iiltiinus  non  supra  illum,  scilicet  nee  ibi  rema- 
nebit  si  articuli  nascuntur  ex  invento  et  appogiio.  Jiixta  hanc  regulan 
digitiiE  de  i]UO  naecitur  Eiii>ra  eutn  ponitur  vel  in  qua  superiori  naecitur 
ibidem  remanct,  Üi  nascoret'ir  articulus,  scriberetiir  idterius  est  ita  hicM 
id  est  igitur  quomodo  digposui  XXXIIl  qnos  ciun 
Tellern  ducere  einaphi  poeui  minorem  sub  m^'ori 
I  ita  aiib  XXX  dein  a  Binütria  ipsiuB  lemarii 
inferioris  Bcripei  XXX  XtXXX ' )  in  XXX 
6Hb  nominibus  digitonim  fatiendo  terterna  1  IX 
ducerem  IX  Ecripai  snh  Gecimdum  temariiim  inferioris  ordinis,  Dein  seoim- 
dum  ternariura  superioriB  ordtninis  (sie)  in  primum  temaniim  inferioris 
Bub  nomlnibtiE  digitorum  iit  secundum  quod  exigit  are  Heicep;  scripsi  H 
rurBHB  eupra  primiim  ternariiim  inferioris  ordinis  nt  patet  in  secunda  foni 
In  tertia  formnla  scripsi  tria  sub  tribus  si^ilicet  minimum  sub  maxinufj 
f[iio  non  est  n 


IM 

III 

III 

III 

IX 

IS 

III 

VI! 

III 

r  ducenduB  cum  ipse  Bolus  restet  scripsi  in  qua  et  (a) 


uieriuiiA 

ripsi  H      |i 
fonid^H 


ejui«    ita   ut   tertia  formula  monstrat. 


Cum  ergo  ter  tria  facient  noTem  et 
IX  vel  cum  IX  et  IX  facient  XVm 
reliqui  digitum  I  Vltl  tnsiint  ejus 
unns  ortuB  fuerat  tuUque  cogitatians 
XX  ariiculum  ad  IX  nltimua  uti  regnU 
eiigit  ad  tertium  locum  et  tertiae 
formulae  invenique  ibi  IX  nato(|ue  ent 
articulus  ex  invento  et  addito.  Scripta 
ergo  {  unitate  ulterius  in  quarto  loco 
ibi   idem  in  tertio   loco    scripsi  cjrfre. 

RuTBuE  ter  tria  maltiplicane  produxi  IX  qiiod  scripsi  in  primo  loco  qiiarUe 

formulae. 

Habee  igitur  quod  proyenit  ex  XXXITI  ductis  in  ee  I  .  0  TIH  .  IS 

quod  ita  esse  diviaione  probetnr.   Si  enim  cum  divisero  mille  LXXX .  IX . ; 

XXXIII   exierit    mi   in   denviationibue    (sie)   XXXIII   recte   multiplk 

nognoBcam  ftiisse ;   age  ergo    scribantur   M  .  0  .  VHI  .  IX  ponaturqn« 


III 

m 
m 

m 

IX 

III 

IX 

III 

III 

IX 

IX 

m 

UI 

III 

t,         * 

vin 
m 

IX 

m 

1)  Hio  au  iIqmus  de  1a  ligni.'. 
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omni  divisione  faciendum  est  maximus   sub  maximo   si   inde  detrahi  possit 

nominibus  digitorum  alioquin  ponatur  dexterius   scilicet  ceteri  sub  caeteris 

dextrorstun  disponantur  hoc  modo: 

Nonc  ergo  quibus  temarius  nonpoierat  ab  unitate  prima  detrahi  positus  est  f  *>  8« 

sub  cyfre  ut  a  secunda  unitate  detrahatur  subtrahatur  ergo  temarius  a  x  quo- 

tiens  potest  ita  tamen  ut  reliqui  a  reliquis  totiens  detrahi  possint  •  quod 

determinatio  si  non  hie  alibi  erit  necessaria,  post  autem  detrahi  et  rema- 

nebit  unum,  quod  unum  quibus  diminutum  est  non  ibi  remanebit  tunc  enim 

nulli  esse  determinatio  tantumdem  remaneret  quantum  ibi  erat;  diminutum 

vero  voco  quodcumque  unitas  relicta  prius  detractionem  sub  decuplae  cigusque 

erat  in  eo  loco  una  detractio  facta  est.     Itaque  secunda  bis  reliqua  unitate 

in   loco  cjfrae  scribes   autem  cyfre  in  ipso  primo  loco  jam  vacuo  scilicet 

ni     IX 
denominationem  cujusque  minimi  divisoris  affiges  hoc  modo  r.  I.  Vlll.  lU 

in  ni 
deinde  reliquos  a   reliquis  eamdem  denominationem  detrahes  ut  terpnarius 

de  X  et  reliquam  unitatem  quae  diminuta  est  secunda  bis 

ad  Vin  ut  sunt  IX  et  rursus  scribes  cyfre  scilicet  prius 

cyfre   quibus    et   ultimus    penultimus    vacui    sunt    hoc 

modo.    Dein  promovebis  ipsos  divisores  quotquot  sunt  et 

pones  maximum  sub  maximo  et  reliquos  sub 

reliquis  quemadmodum  supradictum    est    hoc 

modo  .  (D)etrahes    ergo    secundum    temarium 

ui  in 

a  secundo  novenario:  r  et  a  prima  eamdem 

denominationem  et  prout  novenis  scribes  rr 
ad    signanda    loca    vacua,   ponesque    denomi- 
nationem  supra  minimum  divisorem  ut  artis 
higus  postulat  ratio  hoc  modo:   (V)ere  ergo  respondit 
divisio  multiplicationi  quoniam  in  denominationibus  sxmt 
XVYTTT   qui  ducti  fuerant  in  se  ipsos  ut  inde  producentur  I.  0.  VIII.   IX. 
Sint  nobis  propositi  rursus  I    CG  per  se  multiplicandi,  cum  ergo   duo 
cyfre    primum    locum    obtineant    quaecumque    tertium 
unitas    locum    tenens   centum    est    scilicet    quatemum 
locum  quarta  tenet  unitas   scilicet  mille.     Scribo   ergo 


t. 

L 

III 

III. 
VUI 

IX 

III 

t. 


t. 


X. 


t. 


II 


TT 


I 


U 


TT 


quasi  minimum  sub  maximo  I  primum  cyfre  sub  M  prius  habetur  sinis- 

trorsum  dispono  o  .  II .  I  hoc  modo.  (D)uco  ergo 

primimi  I  ultimum  superioris  ordinis  in  primum 

inferioris  ordinis  et  secundi.  Quum  autem  semel 

unum  et  semel  duos  digitos  procreant,  pone 

eoe  qui  procfeati  sunt  quasi  ingerimus  eos  ex 


I 

II 

T.    T. 

I. 

u. 

T.    T. 

II. 

T. 

UL 

T.    T. 

I 

u 

T.    T. 

•■      rt 


■  l    ■ 


I 

K   tT.  n. 

tt. 

«. 

L    IL     « 

«. 

I. 

Q.      1 1  %. 

n.  ff. 

I. 

Q. 

ff. 

h,  jm,    jm 

ffff* 

h       IL        f. 

f. 

L      JVL     inL 

ffff. 
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(fBohm  pffodöeti  sniii  bae  mddo  soQieoi  quam  inCaimi  oMKm  irtv  JhiD 
f  «7  r.  el  vwuB  kmis  erat  Tieant  jsm  ^Me  ago  lito  5  cyto  iMJm  «dr^oMai 
gBADdiim  pro  qnarte  voitale  in  eodeu  mrdme  pond  a.I.ü.^oo^      . 
Pranofto  «80  tamiBOC  omnMi  iBfoiorte  omKbu  «t  mMi 

tiam  tnaarinm  «k  poao  5  aob 
hinano  oolenw  äoulroiian  di^oBD 
exgo  ex  binerio  dnoto  ia  mihitetn' 
VhfflrJTiff.  Pffli|n  nmpip  iWipf%  n^iffPi  ^paftwie^liigiNi 
mis  poBiiiir.  Csm  intira  lomkt  ^  tti  phi 
«bio  ieribe^  elvi   du».    .Bums  duo  duoo  a  dao,  4%itnft  mämk 

toor,  qoi  üMottur,  inmm  «|m  enft'ei 

nftioifciiraiifalafte  Office  quiboe  faceasteife  hmmut 

numskat   snl^eota  deflorqptio    Bfc   Ihhmi   «4- 

tipWflitii>  diTisioiie  examineiida  iade  ei80  iaeiiMli 

dtvieione  nmiiiEiiB  toDpeMüdne  eifc-  aMMÄMi 

81  lüde  defcnbi  pQBrit    Sgo  eio  «Mio.    CSeteoe  deifaMwai  ^t^mm  iiÜMlÜil 

quartam  vmtetem  sali  aeptna  mtale  iertnua  Unariam  aob  säatoffiaMph 

iiario  deia  dno  eyfire;  qqi  ai  deeiiat  aee  tortiaai  poeakaeia  ImmiiBfm^km 

prianua  aao  qoartam  nailalem  imo  aeenadaai.   Sk  eigo  diapoaitti  dMlaHl|»4|k 

dmaoribna  detKaho  «  aiazimo  maariiaaia.  qnotiena  poaaam  ndaKufe  «anjl 

imihi  raDaaet  liisi  qood  pcnitar  ob  rigaandun  ponttor  oifre  'mSäo9k:^:ß0ir 

iqaoB  a  faBqaia  eadem  deomniaattooe  id  aat  aeml  debabo  fideüaek  dait.dii. 

quataor;  relinqaimtar  11  dein  denominant  I  nniim  supra  minimi  dhiaoribos; 

inde  illiuB  cyfre  quod  obtinet  locum  primam  in  ordine  divisorum  boc  modo 

Dein  omnes  divisores  uno  gradu  dexbronam 
promoveo  .  pono  boc  modo.  Detrabator  eigo 
idem  ab  U  quotiens  potest  scilicet  bis,  acQioei 

duo    de    Uli   similiter  nibil  remanet  niai  5d 

qoi   pro    locis    designandis   vacuis    sciibuatar 

notandis  ecilicet  denominato  I  11  supra  minimnm  divisorem  scilicet  snpra 

primam  5,  ordinis  divisionom  ponatur  Tidelioet 
juxta  praedictam  denominationem  qoae  erat  L 
dein  compleatur  11  ö  in  ordine  denominationam 


t. 

U. 

im. 

i. 

TfTT. 

I. 

II. 

TT. 

t. 

II. 

IUI, 

TTTT. 

L 

II. 

TT. 

boc  modo. 

(D)atur  ergo  ex  denominationibus  reete  multiplicatum  fuisse.  Bre> 
yiter  ergo  colligendae  fuerunt  regule  hujus  artis:  In  omni  multiplicatione 
minimus  sub  maximo,  ceteri  sinistrorstun  disponendi  sunt,  digitus  unum 
nascitur  per  multiplicationem  supra  eum  ponitur  articulus  ulterius  ut  si  du- 
cantur  isti  duo  in  unum  fient  IUI .  ut  patet  in  formula  suppositL  Vel  Ubi 
nascitur  [per  coacerrationem]  ibi  remanet  scilicet  nascitur  articulus  trans- 
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feratur  ulteriiis,  locum  vacuum  designet  ö.  In  omni  divi8ione  maximus  sub 
mazimo  ponendus  est  ceterique  ponantur  dextrorsum.  Maximus  a  maximo 
detrahatnr  quotie»  poterit,  ita  |  tamen  ut  reliqui  a  reliquis  totiens  detrabi  f  87 
possint.  Si  quid  in  dividendo  diminutum  fuerit  secedentur  dextrorsum  in 
locum  anteriorem  transferatur.  Denominato  supra  minimum  divisorem 
scribatur  in  tertio  ordine.  Collige  autem  pro  minimo  divisore  mt  toties 
cyfre  ö  .  hoc  ergo  quidem  dictum  est  ad  multiplicandum  dividendum  per 
integros  patet  posse  sufficere.  Nunc  de  proportionandis  minutiis  dicendum 
est.  Si  ergo  complecta  detractione  ad  modum  supra  dictum  est  adhuc 
relinquitur  et  fuit  aliquid  denuo  dividendonun  fuitque  illud  reliquum  minus 
toto  minus  divisore  proportionandum  hoc  Uli  est.  Quum  enim  duobus 
numeris  in  aequalibus  ad  invicem  paratis  necesse  est  ut  minor  majoris  sit 
aut  pars  aut  partes  si  ad  eum  fuerit  comparatus  videndum  est  reliquum 
illud  quota  pars  est,  quote  partes  si  totius  numeri  divisorum  dico  itaque 
quod  quantum  fuerit  hoc  reliquum  illius  numeri  contigit  singnlos  divisores 
de  illo  reliquo  praeter  jam  acceptam  summam  denominationnm.  Verbi 
gratia  Sic  C  .  XLVIII  dividere  voluerimus,  scribemus  sup*  dicto  modo 
namerum  divisorum  si  ergo  ut  ars  postulat  dividendi  maximum  sub  maximo 
ponamns  hunc  ab  illo  ut  quoties  detrahamus  est  unum  ab  uno  quod  quidem 
ni  poterimus  semel  facere;  non  poterimus  producere  quum  malus  a  minore 
non  potest  detrahi  jam  ponemus  majorem  divisorem  I .  X  sub  IIII  minorem 
I  .  VI  sub  VIII  ita  tamen  ut  reliqui  I .  VI  toties  detrahi  a  reliquis  possent. 
Detraho  igitur  unum  a  decem  novies  unum  quoties  potest,  relinquitur 
unum.    Quod  quibus  diminutum  est  transferetur  a  IIII  ut  sit  in  secundo  loco 

V  nihil  in  tertio  ni  cyfre. 

Quo  pono  (sie)  denominationem  I .  X .  supra  minimum  divisorem  I  supra 

VI  sub  eamdem  denominationem,  aufer  quinquies  sex  de  LXVIII  .1.  novies. 
Negliguntur  autem  IIII  qui  numerus  est  IIII  cum  minor  minimo  divisorum  pro- 
portionandus  est  Uli.  Invenitur  autem  esse  quarta  pars  dico  ergo  quod  unus- 
quisque  divisor  accipiat  de  numera  dividendorum  IX  quatrantem.  Omnis- 
numerus  tantumdem  producit  ex  se  quantum  eius  utraque  pars  altera  in 
alteram  bis  ducta.  Verbi  gratia  si  quaeretur  quot  sunt  trigies  quinquies 
XXX  CC  respondeatur  ptrigies  triginta  et  quinquies  V  et  quinquies  trigenta 
bis  vel  trigies  quinquies  quinque  bis. 
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ÜBERSETZUNG  DES  EUKLID 

AUS  DEM 

ARABISCHEN  IN  DAS  LATEINISCHE 

DURCH 

ADELHARD  VON  BATH 

NACH  ZWEI  HANDSCHRIFTEN  DER  KGL.  BIBLIOTHEK  IN  ERFÜRT. 


VON 

PROF.  DR.  H.  WEISSENBORN 

IN  EI8EMACH. 


I 


In  seiner  Geschichte  der  Geometrie  S.  593  (der  deutschen  Uebersetzung) 
sagt  Chasles  von  der  nach  Cantor  (Math.  Beitr.  z.  Colturl.  d.  Völker  S.  268) 
etwa  in  das  Jahr  1120  fallenden  Uebersetzung  des  Euklid  aus  dem  Arabi- 
schen in  das  Lateinische   durch  Adelhard  von  Bath:   „Diese  ist  die  erste 

Uebersetzung,  welche  man  in  Europa   von  diesem  Werk  gehabt  hat 

Adhelard  hatte  mit  seiner  Uebersetzung  noch  Commentare  über  die  Sfttze 
des  Euklid  verbunden.  Dieses  Werk  ist  Manuscript  geblieben/^  und  fügt 
in  einer  Anmerkung  hinzu:  „Es  findet  sich  in  der  Bibliothek  der  Domini- 
kaner von  St.  Marcus  zu  Florenz  unter  dem  Titel:  Eudidis  Geometria 
cum  Commento  Ädelardi;  und  in  der  Bibl.  Bodleiana  unter  diesem:  Eudidis 
dementa  cum  scholiis  d  diofframmatis  latine  reddUa  per  Ädelardum  Batho- 
niensem.  Die  königliche  Bibliothek  zu  Paris  besitzt  auch  eine  Copie 
(Nr.  7213  der  lateinischen  Manuscripte).  Ein  anderes,  das  dem  Regiomon- 
tanus  gehört  hat,  befindet  sich  in  der  Bibliothek  zu  Nürnberg."  Zugleich 
aber  auch  spricht  Chasles,  ibid.  S.  468,  von  Campano  aus  Novara:  „Cam- 
panus, ein  Schriftsteller  aus  derselben  Zeit  (dem  13.  Jahrhundert),  welchem 
man  in  Europa  die  erste  Uebersetzung  des  Euklid,  und  zwar  aus  einem 
arabischen  Texte,  verdankt ,^^  und,  bei  Erwähnung  der  Theorie  der  Stern- 
Polygone,  ibid.  S.  548:  „Die  ersten  Keime  dazu  finden  wir  in  dem  Com- 
mentar,  welchen  Campanus,  ein  Geometer  des  13.  Jahrhunderts,  zu  seiner 
Uebersetzung  der  Elemente  des  Euklid  aus  dem  Arabischen  (der  ersten, 
die  in  Europa  erschien)  hinzugefügt  hat.'^  Legen  wir  nun  auch  kein  Ge- 
wicht auf  die  Inconvenienz,  dass  nach  Chasles  nicht  nur  Adelhard  von  Bath, 
sondern  auch  der  um  100  Jahre  später  lebende  Campano  die  erste  Ueber- 
setzung des  Euklid  aus  dem  Arabischen  in  das  Lateinische  geliefert  haben 
soll,  so  müssen  doch  einige  Aeusserungen  Libri's  in  seiner  „Histoire  des 
Sciences  mathematiques  en  Italic.  Deuxieme  Edition.  Halle  a/S.  1865" 
auffallen,  welche  derselbe  in  Tom.  II.  des  genannten  Werkes  über  Adel- 
hard (S.  62  „Adelard  de  Bath,  auteur  qui  vivait  au  commencement  du 
douzidme  sidcle^^)  und  Campano  ausspricht,  nämlich  1.  c.  S.  48:  „On  a  cla8s6 
Campanus  de  Novare  parmi  les  plus  illustres  traducteurs  du  treizi^me  si^cle; 
mais  Texamen  des  manuscrits  prouve  que  la  traduction  d'Euclide  qu^on  lui 
avait  attribuee  est  d' Adelard  de  Bath,    appele   commimement    Adelard    le 
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Goth,  et  que  Campanus  n'a  fait  que  le  commentaire*'  nebst  der  Bemerkung 
„MS8.  latins  de  la  bibUothöque  du  roi,  n.  7213,  7214  et  .7216  A.  — 
Cela  avait  dejä  6te  remarqu6  par  Tiraboschi.  Cependant  M.  Chasles  a  con> 
tinu6  k  attribuer  cette  traduction  u  Campanus/^  Letzteren  Vorwurf  nimmt 
Libri  sodann  wieder  zurück  1.  c.  S.  291  Anmerk.  2:  „Je  dois  dire  que 
dans  son  ouvrage,  M.  Chasles  a  corrige  Tinadvertance  que  j'ai  signal^e  pre- 
c^demment  sur  la  traduction  d'Euclide,  qu^il  avait  d*abord  attribu^e  ä  Cam- 
panus/^  und  in  der  That  lesen  wir  bei  Chasles  ausser  den  oben  ange- 
führten Worten  auch  1.  c.  S.  596:  „Campanus  übersetzte  die  13  Bücher 
der  Elemente  Euklid's  ....  aus  einem  arabischen  Text,  und  fügte  einen 
Commentar  hinzu",  mit  der  Bemerkung:  „Einige  Historiker  glauben,  dass 
dieses  Werk  des  Campanus  kein  andres  ist  als  die  üebersetzung  des  Adhe- 
lard,  zu  welcher  Campanus  den  Commentar  hinzufügte.  .  . .  Der  folgende 
Titel  eines  handschriftlichen  Exemplars  vom  Euklid  des  Campanus,  welches 
sich  in  der  königlichen  Bibliothek  zu  Paris,  unter  Nr.  7213  befindet,  be- 
stätigt diese  Meinung:  „Eudidis  phüosophi  socratici  incipit  liber  Elementorwm 
artis  geometricae  translatus  ab  Äräbico  per  Adelardum  Gothum  Bathaniensem 
sub  commento  Magistri  Campani  Novariensis,  (MS.  aus  dem  14.  Jahrhundert)^ 
Hankel  endlich,  in  seiner  „Geschichte  der  Mathematik",  gedenkt  S.  336 
„der  nochmaligen  (nach  Adelhard)  üebersetzung  der  Elemente  Euklid's"  aus 
dem  Arabischen  durch  Gherardo  von  Cremona  (1114 — 1187),  und  der- 
jenigen Campano's,  über  welchen  er  sich  ibid.  S.  339  dahin  äussert:  „Nur 
Giovanni  Campano  aus  Novara  (um  1260)  mag  noch  erwähnt  werden,  weil 
dessen  Üebersetzung  des  Euklid  in  der  Folge  die  älteren  des  Athelard  und 
Gherardo  verdrängte  und  den  ersten  gedruckten  Ausgaben  zu  Grimde  lag." 
Curtze  hinwiederum  sagt  in  seinem  Aufsatze:  „Reliquiae  Copemicanae" 
Bd.  XIX  dieser  Zeitschrift,  S.  80,  449 — 450,  die  Campano's  Namen  tragende 
^, Ausgabe  des  Euklides"  sei  „aus  dem  Arabischen  übersetzt",  „sei  es  nun 
von  Campanus,  sei  es  von  Atelhard  von  Bath",  und  fügt  hinzu,  Anm.  40: 
„Ich  hoffe  in' Kurzem  zeigen  zu  können,  dass  Atelhard  der  Uebersetzer, 
(Jampanus  nur  der  Commentator  des  aus  dem  Arabischen  geflossenen  latei- 
nischen Euklides  ist."  Etwas  Weiteres  ist  mir  jedoch  nicht  bekannt  ge- 
worden. 

Fassen  wir  nun  das  Bisherige  zusammen,  so  sehen  wir  Folgendes: 
Kästner  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik  IT.  S.  318,  Chasles  1.  c.  S.  594, 
Libri  1.  c.  I.  S.  168,  II.  283,  298  erwähnen  zwar  Gerhard  von  Cremona 
als  Uebersetzer  arabischer  Werke,  allein  ausser  Hankel  a.  a.  0.  keiner,  und 
besonders  auffällig  bei  Gerhard's  Landsmann  Libri,  als  Uebersetzer  der 
Elemente  Euklid's.  Femer:  Kästner  kennt  die  Üebersetzung  des  Adel- 
hard und  des  Campano,  1.  c.  I.  255,  289—302,  30G  — 310,  und  beschreibt 


-     145     — 

letztere  ausführlich,  weiss  aber  nichts  von  einer  Identität  beider;  Chaeles 
stellt  an  den  zwei  zuerst  angeführten  Stellen  beide  als  verschieden  hin, 
nach  ihm  hat  Adelhard  die  seinige  mit  einem  Commentar  begleitet,  wir  er- 
fahren jedoch  nicht,  worin  derselbe  bestehe  und  was  er  enthalte,  an  der 
dritten  Stelle  aber  findet  er  die  Meinung  bestätigt,  dass  Campano's  Ueber- 
Setzung  keine  andere  sei  als  diejenige  Adelhard's,  zu  welcher  Campano  nur 
einen  Commentar  geliefert  habe;  letzteres  behauptet  Libri  von  seinem  zweiten 
Landsmann  Campano  bestimmt,  und  gleicher  Meinung  ist  Curtze;  ebenso 
bestimmt  aber  spricht  Hankel  wieder  von  Adelhard's  und  Campano's  Ueber- 
setzungen  als  verschiedenen,  und  einen  Commentar  erwähnt  derselbe  gar 
nicht.  Wenn  es  nun  auch  unzweifelhaft  ist,  dass  Campano  an  verschiedenen 
Stellen  Znsätze  durch  Campani  additio^  und  —  von  Buch  VII  an  durch  Cam- 
pani  atmctMo  bezeichnet  —  zum  Euklid  gemacht  (insbesondere  zu  I,  32 
die  Theorie  des  Stern-Fünfecks,  und  am  Ende  des  4.  Buches  die  Trisection 
des  Winkels)  und  mithin  denselben  commentirt  hat,  so  stehen  sich  doch 
hinsichtlich  der  Frage,  ob  seine  Uebersetzung  dieselbe  sei  wie  diejenige 
Adelhard's,  die  Ansichten  LlhrFs  und  Curtze's,  z.  Th.  auch  Chasles*  auf  der 
einen,  Hankel'a  auf  der  andern  Seite  gegenüber  und  etwas  Genaueres  über 
die  Uebersetzung  Adelhard's  und  Gerhard's  von  Cremona  erfahren  wir 
nirgends.  Und  doch  dürfte  es  meines  Erachtens  nicht  ohne  Interesse  sein, 
die  Leistungen  derjenigen  Männer  eingehender  kennen  zu  lernen,  die,  nach- 
dem man  sich  Jahrhunderte  hindurch  mit  dem  dürftigen  Auszuge  bei 
Cassiodor  und  vielleicht  in  der  sog.  Geometrie  des  Boetius  begnügt  hatte, 
zuerst  den  ganzen  Euklid'),  wenn  auch  auf  dem  Umwege  durch  Vermitte- 
lung  der  Araber,  dem  christlichen  Abendlande  bekannt  machten  und  eine 
wissenschaftliche  Behandlung  der  Geometrie  anbahnten;  die  Gerechtigkeit 
aber  auch  dürfte  es  erfordern,  die  Verdienste  eines  jeden  derselben  genau 
darzulegen  und  gebührend  zu  würdigen. 

Unter  solchen  Umständen  erregte  es  meine  Aufmerksamkeit,  als  ich 
durch  eine  gütige  Mittheilimg  meines  früheren  Collegen  am  hiesigen 
Realgymnasium,  Herrn  Dr.  E.  Ludwig,  gegenwärtig  in  Bremen,  vernahm, 
dass  sich  auf  der  königlichen  Bibliothek  zu  Erfurt  mehrere  handschrift- 
liche lateinische  Uebersetzungen  des  Euklid  befänden.  In  der  Hoffnung, 
hier  Aufschluss  über  die  oben  beiührten  Zweifel  zu  erhalten,  begab  ich 
mich  daher  nach  Erfurt,  imd  Herr  Ober -Bibliothekar  Professor  Dr.  H. 
Weissenbom,    welchem    ebenso   wie   Herrn  Dr.   E.   Ludwig    ich   mich  zum 


1)  Freilich  scheint  es  heut  zu  Tage  kaum  als  ein  Mangel  empfunden  zu 
werden,  dass,  nachdem  die  auf  dem  ältesten  Codex  beruhende  Peyrard'sche  Aus- 
gabe gänzlich  vergriffen  IhI,  der  Mathematiker  sich  nur  mit  Mühe  den  Text  des 
Euklid  in  gesicherter  Form  und  in  der  Ursprache  zu  verschafl'en  vermag. 

Sappl.  s.  hist.-lit.  Abth.  d    Ztachr.  f.  Math.  n.  Phya.  10 
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hei^iehriai  laA  wtomatoB' Dankp  Teipflichi^t  füb)e.  gestattete  mir  mit  der 
grSaetettll^milidlioUceit  tnfl  Ziivnrkomiiieiilieil.  Einblick  ia  alle  Hanäecbriß«!!, 
in  irahdm  dar  InfaldtB'ABgblie  nach  eicli  etwas  meinen  Zwecken  Ditinendei 
ttmHsD 'HbM,  lOid  ll]ltent(l.tzte  mich  in  meinen  Forschungen  auf  da^  Wirk- 
samite.  Ettlgtn  Zoit  jsdoch  siicbte  ich  vergebene,  die  Mauiiscripte  waroi 
aBtroobnnHdiat  Iltlwilt»,  oidge  auch  enthielten  die  ITeberset2ung  Campano'B 
gut  odsr  tum  ThriL  Bttdlich  HrgrilT  ich  einen  mehrere  HaDdschrift«ii  ent- 
fasltradem  QaaitlMnd,  bcMichnct:  „BiMiiillieca  A»i}il<miana.  lAhri  mam 
str^  in  4",  Nr.  93!*  Auf  der  InnenHeite  dea  Einband > Deckels  fand  ich 
imier  der  tot  An^iknmu  tue  dem  Jahre  1430  herrtthi-enden  Uet>erschrift: 
ffn  hoo  TCdtmÜM  emttnattar"  die  Titel  mehrerer  Schriften,  und  unter  Urnen: 
„Brt«ifay  turnt ■  abbliiatfa  Alani  ÄiMardi",  das  Älam  durchstrichen.  D«r  An- 
hag  am  Tiottw  selM  iMtet:  „Institutio  nrih  f/eometricac  sec%i»dum  etieiidfm 
ve  ia  Diehreren  Band bem erklingen  vorkommende  Name 
)  «B  UBweSfelhaft,  dass  ich  hier  die  Ueberai^bung  der  Ele- 
mente BnkHd's,  und  swtr'aller  IH  Bllcber,  nebst  dem  14.  und  lÖ.,  dnrcfc 
AdeDiard  tot  mir  hfttte.  Der  Schluss  des  Ganzen  lautet-.  ..ICrpttril  IA. 
etuUäb  pkL  ie  arte  gtomelnca  Kontitiens  CCCCLXV  p^roposihi  ei  proposiiiimm 
tt  XI  poritmala  praeltrea  Mmomata  (fl  singtdis  libris  premiBsa  propoaita 
JKäJan  tH^fctWri»  jrapwiWowi'.;  htdkafivvi  erplicanf^.  Deo  graüa^'  Da  mir 
xngleidi  die'  gednuMe  Angabe  Campsno's,  mit  Zainbei'ü'g  üebersetKung 
in»  dein  GtieefellKABit  lnaAmmen  beraut>gege1>en  von  Ilervagen  l.')4C  (der 
Erftarter  Bibliotliek  gehSrig)  vorlag,  so  wttrde  eine  Tergledchosg  der  Adel- 
faard'schen  und  Campaao'achen  üebenetiung  sehr  leicht  geveeen  sein,  wenn 
nicht  die  GntEifferung  der  nach  dem  ürtheile  des  Herrn  Ober-Bibliothekan 
dem  14.,  ftrfiheatens  dem  £nde  deB  13.  Jahrhonderte  angehSrigen  Bchrill 
sehr  viele  Hühe  nnd  Zeit  gekostet  h&tte.  Eine  genrame  Weile  hatte  mich 
dicEe  Beschäftigung  in  Anspruch  genommen,  dann  wandte  ich  mich  n  einem 
anderen,  ebenfalls  mehrere  Manuscripte  enthaltenden,  Qnartband,  bexeicluiet 
„miAiotlieca  An^loniana.  Libri  manu  scr^i  in  4".  Nr.  352."  Ich  hatte 
denselben  biaher  nicht  beachtet,  denn  das  ebenfalls  von  Amplonine  aas  dem 
Jahre  1430  herrflhrende  Inhal tsverzeichniss  auf  der  Innenseite  des  Einband- 
deckels  wies  a.  a.  nnr:  „Pauca  de  Euelidt^  Kai  nnd  verbiesa  daher  nnr 
geringe  Ausbeute.  Um  so  freudiger  aber  anch  war  ich  Oberrascht,  hier 
als  Anfang  des  Textes  zu  lesen:  „Primus  libcr  eclvdis  (t)  mslUudottia  nriis 
geotnetricac  incipit  hahens  XJ^VII  propositiones  per  aähelardwm  batoiensem 
px  arnhico  in  l(riinum  tramlatus",  und  es  war  offenbar,  da^s  ich  hier  ein 
xweites  Exemplar  der  Adelhard'schen  Uebersetzong  vor  mir  hatte,  allerdings 
kein  vollständiges,  denn  dasselbe  reicht  nur  bis  Buch  VIII,  Propoe.  16,  das 
Debrige  fehlt;    der   Herr  Ober -Bibliothekar  erklärte   diese  Handschrift  für 
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älter  als  die  erstgenannte  und  dem  13.  Jahrhundert  angehorig.  Beide 
Codices  sind  auf  Pergament  geschrie])en;  der  ältere,  Nr.  352,  zeigt  auf 
dem  ersten  Blatte,  gewissermassen  als  Titel- Vignette,  einen  Mönch,  der  ein 
Winkelmess-Instrument  nach  dem  Himmel  richtet.  In  beiden  Handschriften 
sind  die  Buchstaben  in  den  Lehrsätzen  und  Aufgaben  grösser  als  in  den 
Beweisen  und  Constructionen,  und  zwar  ist  dieser  Unterschied  vielfach  sehr 
auffallend  in  Nr.  23,  weniger  hervortretend  in  Nr.  352;  gegen  das  Ende 
(des  Vorhandenen)  enthält  letztere  Handschrift  mehrere  Randbemerkungen. 
Die  Schrift  in  Nr.  352  ist  nicht  allein  ungleich  schöner  als  in  Nr.  23,  mit 
rothen  und  blauen  oder  mehrfarbigen  Initialen  (in  Nr.  23  sind  nur  die 
Anfangs-  und  Schlussworte  roth),  sondern  auch  leichter  zu  lesen.  Bei 
beiden  Manuscripten,  dem  älteren  Nr.  352  und  dem  jüngeren  Nr.  23, 
fallen,  auch  bei  nur  oberflächlicher  Betrachtimg,  zwei  Dinge  besonders  auf: 
einmal  nämlich  ist  der  Raum,  den  die  Beweise  und  Constructionen  ein- 
nehmen, auch  wenn  man  die  kleinere  Schrift  in  Betracht  zieht,  ein  auffallend 
geringer,  sodann  enthalten  die  in  beiden  Handschriften  an  den  Rand  ge- 
zeichneten Figuren  in  Nr.  23  grösstentheils  keine  Buchstaben,  häufiger  noch 
gegen  das  Ende,  in  Nr.  352  aber,  wo  die  Linien  der  Figuren  noch  mit 
gelber  Farbe  überzogen  sind,  fehlen  die  Buchstaben  an  denselben  gänzlich. 
Beide  Umstände  lassen  eine  Uebereinstimmung  der  Beweise  und  Construc- 
tionen mit  den  von  Cainpano  gegebenen  im  Voraus  als  wenig  wahrschein- 
lich erscheinen.     Ich  komme  auf  diesen  Punkt  weiter  unten  zurück. 

Um  mm  die  Uebersetzung  Campano's  mit  derjenigen  Adelhard's  zu 
vergleichen,  setze  ich  mehrere  Stellen  neben  einander,  und  zwar  zunächst 
einige  Definitionen.     Der  Anfang  lautet  bei 

Addhurih  Campmio. 

Punctus  est,  cui  pars  non  est.   Li-  1.  Punctus  est,  cujus  pars  non  est. 

nea  est  longitudo  sine  latitudine  cujus  2.  Linea  est  longitudo  sine  latitudine. 
extremitates  quidem  duo  puncta  sunt.  3.  Cujus  quidem  extremitates ,  sunt 
Linea  recta  est  ab  uno  puncto  ad  alium  duo  puncta.  4.  Linea  recta,  est  ab  uno 
extensio  in  extremitates  suas  utrum-  puncto  ad  alium  brevissima  extensio, 
que  eorum  recipiens.  in   extremitates    suas    eos    rocipions. 

Schon  hier  also,  bei  der  4.  Definition,  macht  sich  ein  anscheinend  geringf^r, 
in  Wahrheit  aber  erheblicher,  Unterschied  geltend,  indem  Adelhard  die  ge- 
rade Linie  als  die  extensio  schlechtliin,  Campano  a])er,  abweichend  auch 
vom  griechischen  Texte,  als  die  brevissima  extensio  definii*t  und  somit  das 
Axiom:  Die  gerade  Linie  ist  der  kür/iCsto  Weg  zwischen  zwei  l^mkten, 
voi'wegnimnit.     Die   Df^linititmen  30 — 3-1   liiut<*n  Ornier  bei 

Adelhard.  Campano. 

Figiirarum  auleni  quadrilatcrjiruiii  30.    Kignrarum  autem  quadrilate- 

10^ 
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alia  est  quadrstmii  aeqnilaiomm  alqiu 
reetianguliun.  Alia  est  tetragoniui  loa- 
gii8,  68tqii6  llgiixs  yegtiaiignTa  aed 
aeqnilatera  non  est  Alia  est  el- 
mnain  eotqne  aequilateniiii,  sad  ree^ 
tiangolum  non  est  AGa  rimile  el- 
mnaSn  qiiae  onpodta  latera  aiqve 
aagoloB  babet  aequalei  idem  nee 
leetis  aagiilie  nee  lateribiu  eontuie- 
tur  aequafibiiB.  Praeter  lias  antem 
omneB  qiiadxilaterae  %iirae  behnmi- 

liaiift  fimfwnimnfaif» 


ramm  alift  eM»  otthuFiKiiiftf  ttvoQ  ai0* 
qoilatmiiii  atQtt.  iwlaaigalttBBL  Sl. 
AHa  eei  tetiagonm  hmgoM^  ^pmm  Mi 
llgiua  reetai^iiiRi  eed  aeqnfliterii 
est  82.  Alia  eefc  hehmajai  qatm 
aeqiiilatera,  eed  ifirrtaBignla  «e« 
88.  AUa  est  similis  hdoraiya^-qpMi 
oiqposita  latern  bebet  aeqoidifta^pM 
oppositos  ai^golos  aeqoales,  üaai  ta- 
mim  nee  reetü  aagnlis  nee  swqnis 
lateribiu  emitittefar.  84.  Ik^slm 
bas  antem  oianiM'qviaAniiMcaiil  Qgii- 


rae  neümnarmlie  nftmiiifNBtWT»" 
Nr.  28  bat  statt  dmmain  xcaä  hekmmkaHflBi  besUglidi  cisiirikaM»  od 
dmUkatifa.    In  Nr.  852   ist  Ton  einer  anderen  Hand  viA  litäi 
Tinte  über  tebragotms  hnguSf  dmutainf  skmk  ehmtain,  kdmtmkmifk 
scbrieben  besOgHcb  jpmie  äUtra  Imigior  fitrma^  ramtms,  mmto  sMh^ 
Bekanntlicb  bUebeii  die  arabiBdien  Beneunm^pen  bebammjtti  sindlis 
beImnarqAe  so  lange  im  aUgemeinen  Qebraodie,  bis  sieh  naek 
werden  des  griediisoben  Textes  und  naob  der  ersten  üeberseirtfl^ 
in  das  Lateinisohe  dnreb  Zambertt  nm  1616  £e  Beoeiniiaipsi  IboiAiM^ 
Bbomboid,  Tnq[)es  einbürgerten. 

Die  fttnf  Posttdate,  oder  Petitiones,  weleb  letztere  BeMidmmi^  Adel- 
hard  und  Campano  in  gleicher  Weise  gebrauchen  (die  aftiffumr  des  Enklid) 
stimmen  bei  beiden  überein.  Die  Axiome  aber  (xoival  hnfowi  des  Enklid) 
oder  ccmmunes  anmi  conce^tiones^  communes  scientiae^  von  beiden  genannt, 
lauten  bei 


Ädeüiard. 

Quae  eisdem  aequalia  sunt  et  sibi 
invicem  sunt  aequalia. 

Et  si  aequalibus  aequalia  addan* 
tur,  tota  quoque  fient  aequalia. 

Et  si  ab  aequalibus  aequalia  aufe- 
ranturquae  relinquuntur  aequalia  sunt. 


Et  si  inaequalibus  aequalia  addas, 
ipsa  quoque  tota  fient  inaequalia. 


Campano. 

Quae  uni  &  eidem  sunt  aequaUa, 
&  sibi  invicem  sunt  aeqnalia. 

Et  si  aequalibus  aequalia  addantnr, 
tota  quoque  fient  aequalia. 

Et  si  ab  aequalibus  aeqnalia  an- 
ferantur  quae  relinquuntur  erunt 
aequalia. 

Et  si  ab  inaequalibus  aequalia 
demas,  quae  relinquuntur  erunt  inae- 
qualia. 

Et  si  inaequalibus  aequalia  addas, 
ipsa  quoque  fient  inaequalia. 
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Si  fuerint   duae  res   uni  aequales  Si  fuerint  duae  res  uni   duplices, 

utraqne  earum  aequalis  erit  alteri.         ipsae  sibi  invicem  erunt  aequales. 

Si  fuerint  duae  res  quarum  utra-  Si  fuerint  duae  res  quarum  utraqu. 

que  uni  eidemque  dimidium  erit,  utra-  unius  ejusdem  fuerit  dimidium,  utra- 
qu. erit  aequalis  alteri.  que  erit  aequalis  alteri. 

Si  aliqua  res  aHcui  rei  superpona-  Si  aliqua  res  alicui  saperponatur, 

tur,  appliceturque  ei  nee  excedat  al-  appliceturqu.  ei,  nee  excedat  altera 
tera  alteram  ille  sibi  invicem  erunt  alteram,  ille  sibi  invicem  erunt 
aequales.  aequales. 

Omne  totum  sua  parte  majus.  Omne  totum,  est  majus  sua  parte. 

Man  sieht,  Campano's  4.  Axiom  fehlt  in  beiden  Handschriften  Nr.  352 
und  Nr.  23  der  Adelhard'schen  IJebersetzung,  und  ebenso  beruht  bei  beiden 
die   Fassung    des   Axioms,    welches   bei    Campano   das  6.  ist,   offenbar  auf 
einer  Verderbniss  des  Textes  {aequales  statt  duplices)^  denn  es  würde  nichts 
Anderes  besagen,  als  das  1.;  das  7.  Axiom  bei  Adelhard  endlich  ist  in  der 
Handschrift  Nr.   23   ausgefallen,  was   allerdings  bei  nicht  gehöriger  Acht- 
samkeit des  Schreibers  leicht  geschehen  konnte,  da  sich  dieses  Axiom  ebenso 
wie    das    vorhergehende    auf    alteri    endigt.      Das    Vorkommen    desselben 
Fehlers  an  derselben  Stelle,  bei  Axiom  4  und  6,  in  beiden  Handschriften 
kann  auf  die  Vermuthung  führen,    dass  entweder  beide  Manuscripte  Ab- 
schriften einer  und  derselben  an  dieser  Stelle  corrumpirten  dritten  seien, 
oder  dass  Nr.   23   eine  Abschrift  der  an  diesen  Stellen  bereits  verderbten 
Handschrift  Nr.  352  sei,  jedoch  sprichL  Anderes  wieder  dagegen,  wie  z.  B. 
die  verschiedene  Schreibweise  der  arabischen  Namen  für  Bhombus,   Bhom- 
boid,   Trapez,   und  einige  andere   Abweichungen.     Einer  solchen  begegnen 
wir  sogleich  im  Folgenden.     Bei  Adelhard  nämlich   findet  sich  ein  Zusatz 
zu  den  Axiomen,  welcher  in  der  Handschrift  Nr.  352  wie  wir  nicht  anders 
erwarten,  hinter  denselben,  in  Nr.  23  aber  vor  den  communes  animi  con^ 
ceptianes  steht.     Man  könnte  mm  wohl  meinen,  es  liege  hier  ein  durch  TJn- 
kenntniss  und  Unaufmerksamkeit  des  Schreibers  von  Nr.  23  bedingter  Irr- 
thum  vor,  jedoch  bleibt,  wie  sich  zeigen  wird,  auch  die  Möglichkeit  nicht 
ausgeschlossen,  dass  derselbe  dieser  Bemerkimg  absichtlich  den  genannten 
Platz  angewiesen  habe.     Ein  ganz  ähnliches  Scholium  finden  wir  auch   bei 
Campano  hinter  den  Axiomen,  und  zwar  lautet  dasselbe  bei 

Adelhard,  Campano. 

Notaque  multas  communes  seien-  Campam^.     Sciendum  est   autem, 

tias  praetermisit  ^uclides  quae  infini-  quod  praeter  has  communes  animi 
tae  sunt  et  innumerabiles.  Quarum  conceptiones  sive  communes  senten- 
haec  est  una.  Si  duae  quantitates  tias,  multas  alias  quae  numero  sunt 
aequales  ad  quamlibet  tertiam  com-      incomprehensibiles,  praetemiUü 
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püxeakax  «übte  tnoA  iük  mA  aeque 
majoiteB  aiit  aeqpi.  itiinores  wA  eideni 
arabae  aeqiialei,  lieni  alia.  Qnaiiia 
tst  aliqiia  gnittiiÜM  ad  afiam  in- 
tarn  (Mse  quamfibet  tectiaiit  ad  aB- 
quam  quartain.  Iii  qnaittitalibiiB 
(fitidftm  oonliiniig  hoc  obaerraadtim 
est  siTB  antttsefcntes  majores  afait 
saifi  conseqnentibiiB  ehre  aequalas. 
Ifagnitiido  narnqn.  deereadt  in  isfini- 
tum.  In  mnnaris  «alem  id  fderit 
iprimas  Bubimiltiiilez  seenlidi  qtnflibei 
iertiiis  alhis  quarti  arH  sabfiiitdiiplez. 
Hidtitiido  qmpiM  eraBoii  in  infinftam. 


didae:  qaaniia  baeo  eafc  wm,     BSl 
daaa  quiaDtittahe  aaqoalaa)  mi  quamt- 
Kbet  UxÜam  ctjviaieai  ganäria  «om- 
^anmfear:    inMd   enai   iariba»   illa 
tertia^  aat  ae^  in^fmi|  artaa^pia 
iniaojpeBi  ant^  aittail  aaqualaflL  -  Ifwi 
aKa.  Qnaata  aal  aHqM  qaaiAilaa  aA 
quamlibei    aliaat    ^ßad^m  *  giaüitiu, 
taatam  esae  qaamlibet  terÜBK    ad 
aliqaain    qaartain   €|jliaieiii   gqüaria. 
In  qoaatilatibaa  oontSniiai  bte  um- 
▼arsaKter  ▼ennn  a>t|  rii^a  aiHoacdcntea 
mijovas  fnariai  ixaiaaqiiflaclibttaf  siva 
minores:   magnilttdo  laüm  deersäsit 
in  ittfiititom:  in  nnmeris  anton,  nan 
fflc    Sad  si  fti^riat  pinmas  satattnlli- 
plaz   seoandi,    artt   qaüibal   tetliaB 
aaqoa  aabmott^pka:  aliaiqna  qnarli: 
qnoniam  nnmeras  oraaeil  in  inSnüonii 
sioat  magnitudo  in  infinHnm  •  nitnaWui . 
Qdian  wir  nnnmdir  sa  dan  Lahrstlaen  und  Angaben  adbal  Ibar,  ao 
stossan  wir  sanMist  auf  ein  nnyörhaigasehenes  HindtolnDissL  In  beiden  Haad- 
eebriften  Nr.  369  and  Nr.  38  nftmliob  gaben  der  Proinm.  i  dea  Boehas 
I  Enklid's  einige  Zeilen  vorher,  die  weder  bei  diesem  nocb  bei  Gampano 
ein  Analogon  haben;  sie  schliessen  sich  in  Nr.  352  onmittelbar  an  den  zuletzt 
erwähnten  Zusatz,  in  Nr.  23,  welches  denselben  vor  die  camnmnes  anmU 
conceptUmes  setzt,  an  letztere  an.    Zugleich  passt  der  auf  I,  1  folgende  Beweis 
nicht  zu  dieser  Aufgabe;  der  auf  I,  2  folgende  nicht  zu  dieser,  u.  s.  w.; 
und  eine  genauere  Betrachtung  lehrt,  dass  wir  nicht  etwa  hier  eine  durch 
ünkunde  der  Schreiber  verd^bte  Stelle  vor  uns  haben,  sondern  dass  durdi- 
gehends  die  Beweise  den  Sfttzen,  nicht,  wie  wir  es  gewohnt  sind,  nachfolgen, 
sondern  denselben  vorangehen,  so  dass  für  unsere  Betrachtungsweise  an- 
scheinend zu  jedem  Satze  der  Beweis  des   folgenden  gehört.     Der  Qnmd 
dieser  auffallenden  Sonderbarkeit  mag  im  Folgenden  zu  suchen  sein:    Im 
Griechischen  und  Lateinischen  laufen  die  Zeilen  von  links  nach  rechts, 
werden  die  Bücher  von  vorn  nach  hinten  gelesen;  im  Arabischen  laufen 
die  Zeilen  von  rechts  nach  links,  werden  die  Bücher  (nach  imserer  An- 
schauungsweise) von  hinten  nach  vorn  gelesen.     Es  ist  daher  keinesw^rg 
unglaublich,  dass  entweder  der  arabische  Schriftsteller,  der  den  Euklid  aus 
dem  Griechischen  in  das  Arabische  übertrug,  oder  auch  Adelhard,  der  dtti 
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arabisühen  Euklid  in  das  Lateinische  Übersetzte,  diese  Verschiedenheit  der 
betreffenden  Sprachen  in  Bezug  auf  links  und  rechts,  hinten  und  vorn 
auch  durch  Umkehrung  des  vor  und  nach,  oder  oben  und  unten  be- 
zeichnen zu  müssen  glaubte,  und  somit  die  Beweise  den  Sätzen  voranstellte. 
Aus  demselben  Grunde  auch  kann  möglicherweise  der  Schreiber  von  Nr.  23 
das  zu  den  cammunes  animi  conceptUmes  gehörige  Scholium  demselben  voran- 
gestellt haben.  Im  Folgenden  nun  soll  durchgehends  die  im  Abendlande 
übliche  Anordnimg,  nach  welcher  die  Beweise  und  Constructionen  erst  auf 
die  Lehrsätze  und  Aufgaben  folgen,  welches  Verfahren  auch  Campano  einhält, 
beobachtet  werden.  Wenden  wir  ims  nunmehr  zum  Anfange  des  eigentlichen 
Inhalts,  so  lauten  die  drei  ersten  Aufgaben  Euklid's  bei 

Adelhard.  Campano, 


L  Triangulum  aequilaterum  super 
datam  lineam  collocare.  A  duobus 
terminis  datae  lineae  ipsam  lineam 
occupando  cum  circino  duos  circulos 
sese  invicem  secantes  describe  et  ab 
ipsa  commimi  sectione  circulorum  ad 
duos  terminos  lineae  propositae  duos 
lineas  rectas  dirige.  Dein  ex  circuli 
descriptione  argumentum  elice. 

(Die  Worte  „cum  circino"  fehlen 
in  Nr.  23.) 


I.  Triangulum  aequilaterum:  supra 
datam  lineam  rectam  collocare. 

Esto  data  linea  recta  ah\  volo: 
super  ipsam,  triangulum  aequilaterum 
constituere.  Super  alteram  ejus  ex- 
tremitatem,  scilicet  in  puncto  a,  ponam 
pedem  circini  immobilem,  &  alterum 
pedem  mobilem  extendam  usqu.  ad 
&,  &  describam  secundum  quantitatein 
ipsius  lineae  datae,  pör  secimdam 
petitionem  circulum  chdf,  Kursus 
alteram  ejus  extremitatem,  scilicet, 
punctum  h  faciam  centrum:  k  per 
eandem  petitionem  k  secundum  ejus- 
dem  quantitatem,  lineabo  circulum 
cad1i\  qui  circuli  intersecabunt  sein 
duobus  punctis  quae  sint  c,  c7.  Et 
älterem  duarum  sectionum  sicut  sec- 
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stuii  aeqnaks:  enmi  reeidwy  qnae 
sunt  af  k  ce,  aequaUa.  Qoui  eigo 
ntnqiL  dnanim  liBeamm  af  h  ch 
est  aequaliB  ce:  ipflae  per  1.  cMnaaui- 
nem  aniiiii  ooneeptkxnem  adisfieem 
sunt  aeqnalee.  Qiwre  a  pmieto  a 
protnudnms  lineam  af  aequalem  he\ 
qaod  est  prc^HMstmn. 


m.  Propeiitai  Andma  Iumis  ibm- 
qialibo»  d0  lo^fioie  msaSm  aaqoaleBi 
bfwriori  dMwiaiteek  ▲^ftanmio  loagi- 
oria  aaqiiam  bvKfiori  liaeam  ledaai 
aioali  {Nnaauam  proponebai:  dufliio 
et  ab^  eodem  eectmdiim  epaotmn  bren- 
oris  circulum  describito,  deinde  ex 
circali  descripiioiieargomeiitumelicito. 


pontia  dnabns  Uneis  iaaeqnalifaM»  da* 
loitgiori  eanim,  bvamd  aoqaalam 
abecmdere. 

Oamfimms*  Sist  dvae  Haaae  ab 
k  cd^  k  Sit  ab  minor:  toIo  ex  ed 
abscindere  unam,  quae  sit  aequalis  ab. 
Duco  primo  a  puncto  c,  unam  lineam 
aequalem  a&,  secundam  quod  docait 
praecedens,  quae  sit  ce:  posito  ergo 
centro  in  puncto  c,  describam  circu- 
lum secundum  quantitatem  cc^  qui 
secabit  lineam  cd]  sit  ergo  ut  secet 
eam  in  puncto  /*,  eritque  linea  cf, 
aequalis  lineae  ce,  quia  ambae  ex- 
eunt  a  centro  ejusdem  circuli  ad 
circumferentiam,  &  quia  utraque 
duanim  linearum  ah  &  cf  est  ae- 
qualis cc,  ipsae  per  1.  communem 
animi  conceptionem  sunt  injber  se  ae- 
quales,  quod  est  propositum. 
Es  lautet  endlicb  der  Pythagoreische  Lehrsatz,  der  s.  Z.  berühmte 
Magister  matheseos,  bei 
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triangali  aequilateri  occupando  punc- 
tum ubi  incidit  latus  ejus  productum 
in  circumferentiam  alium  majorem 
circnlum  describe,  dein  ex  circuli  de- 
scriptione  atque  ex  tertia  et  prima 
communi  conceptione  argumentum 
elice. 


extremitate  c,  per  lineam  ac:  super 
quam  constituam  triangulum  aequi- 
laterum  seeundum  doctrinam  prae- 
cedel^tis,  qui  sit  acd]  &  in  illa  ex- 
tremitate lineae  datae  cum  qua  conjunxi 
punctum  datum  a,  scilicet  in  extremi- 
tate c  ponam  pedem  circini  immobilem, 
describamqu.  super  ipsum  (per  3  pe- 
titionem)  circulum  seeundum  quanti- 
tatem  ipsius  datae  lineae;  qui  sit  circu- 
lus  eh]  &  latus  trianguli  aequilateri 
quod  opponitur  puncto  dato,  scilicet 
latus  de  protraham  per  centrum  circuli 
descripti  usqu.  ad  ejus  circumfe- 
rentiam: &  sit  tota  linea  sie  protracta 
dee.  Seeundum  cujus  quantitatem 
lineabo  circulum,  posito  centro  in  d: 
qui  sit  circulus  ef,  Postea  protraham 
latus  da  usque  ad  circumferentiam 
hujus  Ultimi  circuli:  &  occurrat  circum- 
ferentiae  ipsius  in  puncto  f.  Dico 
igitur  quod  af  est  aequalis  bc.  Nam 
hc  &  ce  sunt  aequales:  quia  exeunt 
a  centro  circuli  eh  ad  ejus  circum- 
ferentiam; Similiter  quoqu.  df  &  de 
sunt  aequales:  quia  exeunt  a  centro 
circuli  ef  ad  circumferentiam;  sed 
da  &  de  sunt  aequales:  quia  sunt 
latera  trianguli  aequilateri.  Ergo  si 
da  ^  ktnr  de  de  &  df  quae 


r-ret' 
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lomm  ea&  ft.Mft  tit  reetnt.  Quia 
eigo  super  btam  ftf«  *  lätor  dois 
Uaeu  MqnidiilttilBB  qntia  nit  cj^ 
A  hff  comUlttU  kimt  ptKalMognaii- 
nram  bfffa  k  Mu^gdo  Ife^  «rü  psr 
41.  paiaUetogimmmim  hf§m  Jh^lu 
triaqgiiliiB  hfCj  «ed  fait^guhii  j^fe 
est  Mqmlis  triaagdo  hmi  pmt  4« 
qiua  fh  k  be  hfaia  päd  smi  ••- 
qnalim  ab  *  fri  laAmSbm  poibiMn^ 

4ai^iiB  (  ptiod  Ml  MQMili'iM* 
gola  (  poetmni,  eo  qwA.flM^pMi 
conetat  «c  aagulo  g>cto  4  tugwlii  rrtc 
oommmii:  «go  iwiiiHiimnihim<ifc 
ftff a  est  dnphrm  ad  trinfotai-iiM. 
Sed  pfffiBim<y*m»y^i^  liJfl  HÜ  /itt* 
idhun  ad  aundan  faMH^gslaBi  fir  ii41| 
qQia  flornititiiili  soHt  aop^  imiIimIi 
faMBBi  MÜoet  M,  ft  iHte  liMiil^JMlN- 
qnidvlttlee  qnaa  sak.  (ii^^tti^,,  «gi 
MT  nnmMinaiMn  ifliMiAiMB.  iHMifailm 
ciftfir»  *  panlMogiannim  •  Ailii 
saut  aequalia,  qnia  6<Hnim  diandia, 
videlicet  praedicti  triangali  saut  ae- 
qoalia  Eodem  modo  is  per  easdem 
propositiones  mediantibuB  triangaliB 
kbc  &  aec  probabimus  quadraimn 
achk  esse  aeqaale  paraHelogrammo 
celm,  Quare  patet  proposijnim. 
Ich  setze  endlich  noch  die  Definitionen  vom  Anfange  des  IL  Baches 
des  Euklid,  nebst  den  zu  diesen  von  Adelhard  und  Campano  gemachten 
Bemerkungen  her.  Diejenigen  des  ersteren  gehen  in  Nr.  352  den  Definitionen 
voran,  in  Nr.  23  stehen  sie  auf  einem  eingebundenen  Zettel.     Sie  lauten  bei 

Äddhard.  Campano, 

Omne  paralellogramum  (!)  rectian-  Omne  parallelogrammum  rectangu- 

gulum  8ub  duabus  lineis  angulum  rec-      lum,  sub  duabus  lineis  angulum  rec- 
tum ambientibns  dicitur  contineri.  etc.      tum  ambieniibus  dicitur  continerL  etc. 
Nota   paralellogramum  idem   esse  Campanus,   Parallelogrammum,  est 

quam   superficiem  equidistantium  la-      superficies    aequidistantium    laterum. 
terum.  Parallelogrammum  rectangulum,   est 


Nota  qaoque  r^uod  noB  gnomonem      E»|)erficiee    aeqiiidistantiitm     latenim 
id  elsale  dicunt  arabes.  liabeng  omnes  auguloB  rectos,  ic  pro- 

diicitm-  e%  uno  duorum  laterum  ejus 
ambientium  unum  es  suis  angulis, 
ducto  in  reliquum,  k  adeo  Bub  ilUs 
dicitnr  contineri. 
Ich  führe  diene  Stell«  an  aus  zwei  Gründen:  einmal  nttmlicli  ist  die 
letxte  Ueinerknng  Adellinrd's  eine  Bolciie,  welche  im  arabischen  Texte  offen- 
bar nicht  gestanden  haben  kann,  die  einzige  derartige,  welche  ich  bemerkt 
habe;  und  allerdings  ist  sie  eine  rein  SusBerliche.  Zweitens  aber  drttngt 
eich  uhg  die  Frage  auf:  woher  hatte  sich  Adelhard  die  geoinetrittchen 
Kenntnisse  erworben,  die  ihn  beffibigten,  den  Euklid  zu  übersetzen?  Denn 
Jthombus,  Rhomboid.  Traprs  sind  ihm  offenbar  gan?.  fremde  Begriffe  und 
Vfirstellungen,  für  welche  er  gar  keine  Namen  hat,  so  dass  er  eich  ge- 
nr'ithigt  sieht,  die  arabischen  beizubehalten,  der  Begriff  und  die  Vorstellung 
der  Gnomon  aber  ist  ihm  augensclieinlich  ^elüufig.  Nach  der,  meipes 
Wiissena ,  allgemeinen  Annahme  soll ,  insbesondere  seit  Gerbert,  die  sog. 
Geometrie  den  Boetiua  bis  zum  Bekanntwerden  mit  den  Anihem  die  haupt- 
sUchlichste  Quelle  des  geometrisclien  WisBene  gewesen  sein,  etwa  nebst 
Schriften  üeron's.  In  beiden  aber  kommt  der  Gnomon  nur  einmal,  Rhom- 
bae,  Rhomboid,  Trapez  aber,  wenn  auch  nicht  oft,  bo  doch  mehrere  Male 
vor.  Hätte  femer  Adelhard  diese  Boetius- Geometrie  gekannt,  liätte  er  sich 
da  nicht  erinnern  mllssen,  dasB  er  Ja  hier  ganz  Aehnliches  gelesen  habe, 
hätte  er  nicht  statt  lelragonvs  Jonifus  das  daselbst  gebrauchte,  imd,  sollte 
man  meinen,  bekannte  paHe  altera  lotiffior,  statt  e/mHi(i»f  rhombus,  statt 
simile  elmuam  rJioinboid''s,  statt  helmuTtariphe  irnpeziam  oder  niensula  ge- 
braucht? Keins  von  Allen  aber  ündet  satt;  erst  ein  BpSterer  schreibt 
diese  Worte  in  den  Codex  ein,  während  doch  die  Boetius- Schrift  diireii  die 
Bekanntschaft  mit  dem  arabischen  Euklid  in  den  Hintergrund  gedrüngt 
sein  soll.  Hier  stehe  ich  vor  einer  Frage,  welche  die  Richtigkeit  jener 
Ansicht  wohl  zweifelhaft  erscheinen  la.-'aen  kSnnte,  auf  die  näher  einzugehen 
aber  hier  nicht  der  Ort  ist. 

Dem  bisher  Mitgeth eilten,  welches  ftlr  das  Ziel,  das  ich  mir  hier  ge- 
steckt, völlig  hinreicht,  entnehmen  wir  Folgendes:  Zunächst  die  dem  Freunde 
historischer  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  vielleicht  nicht  un- 
interessante Thatsache,  dass  eich  die  ITebersetzung  des  Euklid  durch  Adel- 
hard von  Bath  nicht  nur  an  den  von  Libri  und  Chasles  angeführten  Orten 
Florenz,  <!>xford,  Paris  und  Nürnberg  befindet,  sondern  auch  in  Erfurt,  und 
:war  in  zwei  Handschriften:  einer  älteren,  schliner  und  deutlicher  ge- 
scbrit-bcnen,  leider  aber  unvollxländigen,  Nr.  B52,  und  einer  jüngeren,  minder 


« 
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BokXia  imä  JaofliA  gewhrielunwi»  anehi  im  «(» /»elimiti.  etwas  weniger  ooi> 
reeten^  dag^füi  ToIbMiuKg«ii|  Nr*  S8.  Bemerkeiurwfirtti.ii^  bpidaii  enchfliiifc 
dmBmmkmaigz  ^Siielidii  imHMia  müs  ffeamäriau^  dieeianradiB  die  sonii 
allgegMin  flldudie  BciMrtimmg:  SUmmite  nicht  kennt}  andrerseits  an  die  Titel 
dilr  Sdhxifteftt.deB  Boalm  (p^/eh  der  Friedlein'sdu»!  Aufgabe):  de  imtHhäkme 
arühmetica,  de  k^glUMtime^  mamßs^  mn  geoimäriea  erinnert  Der  Umstand 
eadlifih,  dass- Jn  Nr.l|62  s.  B.  wn  Sade  Ten  Bneh  IT,  and  Nr,  23  BoUid 
als  jMeMgpllit  bcgejehwet  wird«  m  TerUndung  mit  dem  THel  der  ungeflthr  der^ 
sdben  lieik  aagdiOrigeii  Tmi  Lihri  imd  Gliasles  citirten  Pariser  Handschrift 
Nr.  7^18|  in  weMMm  derselbe  neob  speoieUer  iMo6<^iis  sasraAtoK^lieiMl^ 
Usst  firtrsBniw,  dass  hereitB  im  13.  mid  14.  Jsbrimndeit  (irean  oieWriidKm 
bti.4Bn  Aiahem)  Bnklid  ,mii  Jb^^oi«!  der  Sehflier.  des  Scdoraies^  ali  der 
Terfiuser  der  XbansutSr  gall . 

Betraohtenwir  mamtfin die üebevsetsang  Adelliaied*s  genaneci  m^^x^ 
wir^  ^^bnhe  iA^  doch  Jlsadbes  anders  finden,,  als  wir  na^  ChusW  ond 
LQlri'a  Angaben  erwarten  sn  dfitfen  wieinteeL  Bena  veiig^eichea  wir  sie 
mit  deigenigeik  Ounpano's,  nm  die  Frage  sa  enksoheiden,  ob  tojbdere^niil 
erelanur  aientisdi.  sei,  so  sehen  wir,'dass  Imde  in  den  BefinitioDen,  ^Festn- 
latiaij  Asimne%  dem  WerUanto-  der.  L^büntftse  nnd  Anfgaban,  sowie  ,fn  der 
Beihenftdge.  desseBien.  im  Gänsen  ttbeseiniNiiminen»  obsqlion,  wie  sidi  n^glei 
andh  faier>aiislit  onwesentlieiie  Yamduede»heiten  TedEommnii  xi]gleich:WJa[d  ami 
nnetlDBnnenJntlssenf  dessfiMrt  aUenOalben,  wo  eelehemftrs^  lQampang!s 
!Pk«rai^  die  klareaee  «nd  prieisere  ist  In  dion  Beweisen  jedooh  weieben 
Adelhard  und  Campano  völlig  Ton  einander  ab;  ersterer  nSmlicb  ent« 
hftlt  dieselben  nicht  vollständig,  sondern  deutet  sie  nur  an,  und  zwar  in 
der  knappesten  Form,  nicht  selten  auf  originelle  Weise  (so  besteht  z.  B. 
der  Beweis  zu  I,  4,  dass  zwei  Dreiecke  congruent  sind,  wenn  sie  zwei  Seiten 
'  und  den  Zwisehenwinkel  gleich  haben,  aus  den  Worten:  „Suppositione  scili- 
cet  ex  penultima  omnium  conceptionum.  Quodsi  protervus  perseveret  adver- 
sarius  ex  quinta  petitione  indirecta  raciocinatione  eum  argue^*,  vgL  Cam- 
pano's  Beweise  zu  I,  8;  I,  14;  ni  4;  IV,  10;  u.  a.);  letzterer  giebt  sie 
eben  so  ausführlich  als  der  griechische  Text  und  die  Uebersetzung  desselben 
durch  ZambertL  Nur  dann  also,  wenn  man  unter  dem  Euklid  blos  die 
Definitionen,  Postulate,  Axiome,  und  Lehrsätze  und  Aufgaben  ohne  die  Be- 
weise versteht,  wird  man  etwa  sagen  können,  Campano's  Uebersetzung  8ei 
identisch  mit  derjenigen  Adelhard's;  man  müsste  denn  annehmen,  die  von 
mir  verglichenen  Handschriften  Nr.  352  und  Nr:  23  enthielten  nicht  die 
ursprüngliche  Fassung  Adelhard's,  dieser  hätte  eben  so  ausführlich  ül>er8et2t 
^als  Campano,  und  ein  Spät^^er  die  Beweise  zusammengezogen.  Ich  brauche 
jedoch  nicht  auseinanderzusetzen,  wie  wenig  wahrscheinlich  dies  wäre.    Ein- 
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mal  nämlich  mttsste  diese  Umgestaltung  schon  in  sehr  früher  Zeit 
vor  sich  gegangen  sein,  denn  wir  hätten  in  dem  Codex  Nr.  352,  ungefUhr 
100  Jahre  nach  Adelhard's  Uebersetzung,  bereits  ein  und  zwar  schon  hie 
und  da  durch  Abschreiber  verderbtes  Exemplar  dieser  veränderten  Ueber- 
setzung vor  uns.  Sodann  aber  auch:  wer  war  der  Gelehrte  jener  Zeit, 
der  eine  so  umfassende  und  eindringende  Sachkenntniss  besass,  dass  er 
in  den  Beweisen  die  Haupt-Momente  aufzufassen,  hervorzuheben  und  zu 
ordnen  verstand?  Und  vor  Allem:  welchen  Zweck  hätten  solche  Ab- 
kürzungen haben  sollen,  da  bei  dem  damaligen  niedrigen  Stande  des  geo- 
metrischen Wissens  blosse  Andeutungen,  die  nur  den  weiter  Vorgeschrittenen 
zu  fördern  vermögen,  keinen  Nutzen  haben  konnten?  Zugleich  dürfte 
die  Thatsache,  dass  Campano's  Euklid  denjenigen  Adelhard's  verdrängte, 
dass  gerade  sein  Text  beim  Drucke  zu  Gnmde  gelegt  ward  und 
geraume  Zeit  hindurch  massgebend  blieb,  als  Beweis  dafür  gelten,  dass 
man  Adelhard's  Fassung  als  die  kürzere,  folglich  schwerer  zu  verstehende, 
diejenige  Campano's  aber  als  die  ausführlichere,  und  daher  zweckmässigere, 
kannte. 

Ich  wende  mich  nunmehr  zu  der  Frage:  Hat  Adelhard,  oder  Campano, 
oder  beide  einen  Cchnmentar  zum  Euklid  geliefert?  Und  zwar  verstehe  ich, 
wie  wohl  zugegeben  werden  wird,  unter  einem  Covmnentar  zu  einem  Schrift- 
steller erläuternde  Zusätze,  durch  welche  der  Text  desselben  nach  der  einen 
oder  anderen  Richtui^g  erklärt  wird.  Freilich  muss  daher  zuvor  festgestellt 
sein,  welches  denn  der  zu  commentirende  Text  sei,  und  diese  Frage  hin- 
sichtlich  der  Elemente  des  Euklid  istj  worauf  ich  bereits  an  einem  anderen 
Orte  aufmerksam  gemacht  habe,  zu  verschiedenen  Zeiten  verschieden  beant- 
wortet worden.  Denn  nach  Kästner,  1.  c.  p.  249,  berichtet  Savüius  in  seinen 
„Praelectiones  tresdecim  in  principium  Elementorum  Euclidis  Oxonii  habitae. 
Oxf.  1G20,"  Einige  schrieben  dem  Euklid  nur  die  Lehrsätze  und  Aufgaben, 
die  Beweise  aber  dem  Theon  zu,  weü  sich  in  manchen  Manuscripten  der 
Elemente  Euklid's  der  Beisatz  Ix  rcov  Sifovog  avvovaimv  befunden  habe, 
und  Theon  eine  Ausgabe  des  Euklid  veranstaltet  hatte,  und  u.  a.  Holtz- 
mann  oder  Xylander  hält  es,  ibid.  p.  353,  für  nöthig,  seiner  deutschen 
Ueberaetzung  der  sechs  ersten  Bücher  vom  Jahre  1562  die  „Warnung  an 
den  Leser^^  hinzuzufügen:  „Die  Demonstrationen  sind  nicht  vom  Euclide 
selbst,  sondern  von  anderen  hochgelehrten  kunstreichen  Männern,  als  Theone, 
Hypsicle,  Campano  etc.  hinzugesetzt  worden,"  und  in  der  Campano -Zam- 
berti'schen  Doppel-Ausgabe  (die  meinige  ist  die  vom  Jahre  1537)  sind  die- 
selben  offenbar  aus  gleichem  Grunde  durch  den  Zusatz  bezüglich  Campanus 
und  Theon  ex  Zmnherto  charakterisirt  Wenn  nun  auch  nicht  geleugnet 
wei'den   soll,   dass   der  Zusatz   ^x   rviv   Setovog  awovaic^v  zur   Begründung 
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dieser  damals   weit  verbreiteten  Ansicht^)   beigetragen  habe,  so   erscheint 
es  doch  wenig  wahrscheinlich,  dass  er  der  einzige  Grand  gewesen  sei,  denn 
er  setzte  ja  Bekanntschaft   mit  griechischen  Handschriften  vorans;    die 
Kenntniss  des  Oriechischen  aber  war  im  Occidente  geraume  Zeit  hindoFch 
eine  sehr  seltene.     Weit  wahrscheinlicher  finde  ich  es,  dass,  als  griechiache 
Manuscripte  wieder  mehr  beachtet  wurden,  diese  Ansicht  bereits  vorhanden 
war  und  durch  dieselben  nur  neue  Bestätigung  erhielt;  dass  aber  der  wahre 
Grund  in   den  früher  bekannt  gewordenen  Uebersetzungen  des  Euklid   aus 
dem  Arabischen,  welche  ja  die  Kenntniss  mit  demselben  vermittelten,   und 
insbesondere  in  der  üebersetzung  Campano^s  als  der  am  meisten  gebrauchten, 
zn  suchen  ist.     Hier  nämlich  wird  in  den  Beweisen  häufig  von  Eudides  in 
der  dritten   Person  gesprochen,  z.  B.  im   Beweise  von  I,   41;  V,  11,  20; 
YII,  5,  7,  12,  13,  14,  15,  20,  u.  a.,   oder  vom   audar,  ebenfalls  Euldid, 
z.  B.  n,  4;  UI,  24;  IV,  5;  V,  9,  et^.;  oder  wir  begegnen  einem  proponit^ 
IV,  16;    einem  definU,   V,  7  — 13,    16;   einem    vult  V,   14,   15,  einem   de- 
monstrat,  V,  12,  17,  18,  22,   23;  VI,  17  etc.   also  einem:  Er  stellt   die 
Aufgabe  (nämlich  Euklid),  er  definirt,  er  will,  er  zeigt,  etc.  und  der  Leser 
wird  somit  verleitet,  auch  das  nicht  seltene  dico  quod  dem  Schreiber  der 
Beweise    und  nicht  dem  Euklid    beizulegen,    und  somit  dieselben   als   den 
Commentar  eines  Anderen  zu  betrachten.     Nehmen   wir  noch  hinzu,    dass 
jene  frühere  naive  Zeit  zum   Glauben  weit  geneigter  war,  als  die   Gegen- 
wart, dass  endlich  damals  die  Geometrie  nicht  für  eine  Wissenschaft,  sondern 
für  eine  Kunst  {ars  geometrica)  galt;    kann  es  unter  solchen  Umständen 
Wunder  nehmen,   wenn   die   Ansicht  Wurzel   schlug,    Euklid   habe   nur    die 
Definitionen,  Postulate,  Axiome,  Lehrsätze  und  Aufgaben  geliefert,  und   ein 
Anderer    die   Beweise   als    Commentar   hinzugefügt?      Dies   war   wohl   auch 
die  Ansicht  des  guten  Amplonius,   der  ja  die  Handschriften   der  Adelhard- 

1)  Vor  mir  liegt  eine  Ausgabe  des  Euklid  von  Stephan  Gracilis  (vergl. 
Kästner  I,  p.  261),  unter  dem  Titel:  ,,Euclidi8  elementorum  libri  XV.  Quibus  cum 
ad  oniuem  mathematicae  scientiae  partem,  tum  ad  quamlibet  Geometriae  trac- 
tationem  facilis  comparutur  aditus.  Coloniae.  Apud  Gosuinum  Cholinum  lGlt2/* 
Sie  enthält  auf  203  Seiten  klein  8''  den  ganzen  Euklid,  freilich  nur  die  Lehrsätze 
und  Aufgaben,  mit  den  Figuren  (ohne  letztere  würde  sie  etwa  den  halben  Raum 
austuUen),  aber  nur  wenige  noti  pocniienda  Theonis  scholia,  sive  mavis  lemmaia^ 
und  nicht  Theonis  apoducin.  '  Das  1.,  2.  etc.  Buch  führt  die  ergötzliche  Ueber- 
schritl:  Euclidis  elancntum  primum,  secundum  etc.  Die  Unterschrift  der  Vorrede 
,, Lutetiae  1557"  zeigt,  dass  difüc  Autgabe  ursprünglich  in  Paris,  verniuthlich  L\n\\ 
Gebrauche  an  der  dortigen  Universität,  erschienen  war;  sie  umss  für  so  brauchbar 
befunden  worden  sein,  dass  zu  demselben  Zwecke  eine  neue  Ausgabe  in  der 
damaligen  Universität««8tadt  Cöln  veranstaltet  ward.  Wie  viel  und  was  die 
Studenten  aus  diesem  wuntlerbaren,  lo  wohlgezählte  Klntienla^  aber  nicht  T)teonis 
ajnnliain   fnthalteniien   Euklid   gelernt   haben    mögen,    kann    man    sich    vorbtellen. 


Bchen  wie  der  Campano'sohen  ÜeberHetzung  vor  sich  hatte;  iJies  moulil.e  iliu 
bcstiinuieii,  den  Codes  Nr.  3fi2  durch  „Pauca  de  Euclide,"  Nr.  23  diirrh 
„EucUdes  cum  ammenio  Adelardi"  au  bezeichnen,  indem  in  seinen  Augen 
die  Beweise  das  eornmattum  waren,  und  auf  derBelben  Meinung  mag  auch 
die  Bezeichnung  der  von  CliasleB  und  Libri  angetUbrten  Florentinei-,  (.)»- 
forder  und  Pariser  llandscbriften  beruhen.  In  der  Gegenwart  jedoch,  welche 
)  Qeometrie  nicht  mehr  als  eme  Kunst,  sondern  als  eine  Wissenacliaft 
beti'achtet,  hat  uich,  und  mit  Recht,  die  Aurfassnng  Bahn  gehrochen,  dass 
such  die  Beweise,  obechon  sie  weht  nicht  gerade  alle  von  Euklid  selbst  ge- 
fiinden  worden  sind  —  Ante  Euclidem  ptmmiH  floruerunt  Geomrirac.  Pi'i- 
tnus  (mimum  Graefonim,  Euclideii  rmttm  Opera  eollegil,  roüecfa  digrssU,  et 
qaae  fuerant  ineoiiäUe  dcftumslrala,  ea  demonstrationibus  iiteoncusais  ejortiavit 
sagt  Peyrard  in  der  Vorrede  zu  Band  I  »einer  Ausgabe  —  doch  Kam 
Euklid  gehören,  dasB  sie  nicht  wiUkllrUche  Erklärungen  der  Siltze,  sondern 
die  uothwendige  Begründung  dersellien  sind,  ohne  welche  die  üeberzeugiing 
Ton  ihrer  Richtigkeit  nicht  Sache   des  Wiagens,  sondern  des  Glaubens 

1  würde,  und  ich  kann  daher  Chasles  nicht  beistimmen,  wenn  er  auch 

i  einem  Cotimicntnr  des  Zamberti  s]iricht,  L  c.  |i.  549  und  ibid.  Anm.  17li 
da  letzterer  doch   nur  den  griechischen  Text   (mit  den  Beweisen)   übersetzt 

,  und  el>ensowenig,  wenn  nach  ihui  Adelhfird  einen  (.Vimmentar  zum 
Euklid  gegeben  haben  soll,  da  sich  doch  bei  diesem  sellist  die  Beweise  nur 
angedeutet  und  nicht  vollst.Sndig  durchgeführt,  geschweige  denn  durch  Zu- 
sätze erlliutert  finden;  solchen  begegnen  wir,  wie  wir  sahen,  mit  Ausnahme 
einer  einzigen,  unten  noch  zu  erwSlinenden  Stelle,  nur  hier  und  da  hei  Jen 
DeGnitinnen.  Allein  selbst  im  günstigsten  Falle  könnte  nicht  Adelhard  als 
der  Conimentator  betrachtet  werden.  Denn  eti  wtlre  schwer  zu  glauben, 
daas  derselbe  im  arabischen  Teste  nur  den  Wortlaut  der  Lehrstttze  und 
Aufgaben  vorgefunden  und  die  Beweise  sUmmtlich  proprio  Marte  aufgestellt 
hätte;  er  würde  ja  dann  mehr  geleistet  haben,  als  Euklid  selbst.  Ebenso- 
wenig wird  man  annehmen  dürfen,  er  habe  im  Arabischen  die  Beweise 
vor  sich  gehabt,    un9  dieselben  abgekürzt  und  excerpirl;   d'enn    wozu  hätte 

ses  dieuen  sollen?  Wir  müssen  vielmehr,  Eumal  sein  EukUd  in  der  Ueber- 
Bchrift  als  eine  Debersetzung  bezeichnet  wbd,  glauben,  dass  er  den  arabischen 
Text,  wie  derselbe  ihm  vorlag,  getreu  wiedergab,  höchstens  solche  Bemerkungen 
hinzufügend  wie  die,  der  Gnomon  heisse  im  Arabischen  elaale,  dass  mithm  der 

me  eines  Commentatorx,  wenn  überhaupt,  dem  arabischen  Schriftsteller 
gebühre.  Anders  verhSlt  es  sich  mit  Csmpano,  dessen  Ausgabe  an  ver- 
öchiedi'Uon  Stellen  —  z.  B.  die  Theorie  de»  Stem-Pünfecks  bei  I,  32,  die 
Lehre  von  der  Triaection  des  Winkels  am  Ende  des  IV.  Buches,  in  der 
Ausgabe  von  1637  am  Ende  des  ganzen  Werkes  stehend  ~~  erläuternde  ZusHhie 
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zum  Euklid  enthfilt;  davon,  ob  Campano  diese  selbst  gefunden,  wird  weiter 
unten  die  Rede  sein.  Auffällig  bleibt  es  allerdings,  dass  nach  Band  XIX 
dieser  Zeitscbr.  Literaturzeit,  p.  47 — 48,  auf  welche  Stelle  Herr  Professor 
Cantor  mich  aufmerksam  zu  machen  die  Güte  gehabt  hat,  Herr  Professor 
Günther  in  der  von  Regiomontanus  geschriebenen,  in  Nürnberg  befindliehen 
Adelhard'schen  EukUdhearheitung  die  Theorie  der  »Stemvielecke  noch  aus- 
führlicher als  bei  Campano  gefunden  hat,  während  die  beiden  Erfurter 
Handschriften  dieselbe  nicht  allein  nicht  vollständiger,  sondern  gar  nichts 
von  derselben  enthalten,  und  sich  nur  auf  den  Beweis  des  (nachfolgenden) 
Satzes  1,  32  von  der  Winkelsumme  bes  Dreiecks  beschränken.  Ebenso- 
wenig enthalten  sie,  wie  ich  hier  bemerken  will,  die  Lehre  von  der  Drei- 
theilung  des  Winkels.  Denn  nachdem  am  Ende  des  IV.  Buches  die  Be- 
weise vorangegangen,  welche  in  keiner  Weise  auf  die  Trisection  Bezog 
nehmen,  folgen  die  zugehörigen  Sätze:  „Intra  datum  circulum  quindecago- 
num  aequilaterum  atqu.  aequiangulum  designare.  Dein  circa  quemlibet  cir- 
culum assignatum  quindecagonum  aequilaterum  atqu.  aequiangulum,  atqn. 
intra  datum  quindecagonum  circulum  describere."  Und  unmittelbar  hieran 
schliessen  sich  die  Worte:  „Explicit  liber  IUI  ecludis  (!)  philosophi  dei 
gratia  ejusque  auxilio.  Incipit  liber  V.  XXV  propositiones  habens.'^  Da 
mir  die  hier  in  Frage  kommende  Abhandlung  des  Herrn  Günther  unbe- 
kannt geblieben  ist,  kann  ich  meine  Ansicht  natürlich  nur  mit  Vorbehalt 
aussprechen.  Dieselbe  geht  dahin,  dass  entweder  eine  Verwechselung  der 
Adelhard'schen  Uebersetzung  mit  einer  anderen  (etwa  des  Gerhard  von 
Cremona)  vorliege,  oder  aber,  dass  Regiomontanus,  der  Adelhard's  Euklid 
gewiss  nicht,  wie  ein  unkundiger  Schreiber  den  echdes^  Wort  für  Wort 
copirte,  nicht  eine  Abschrift,  sondern  eine  Bearbeitung  desselben  geliefert 
hat,  indem  er  die  Resultate  der  seit  Campano  insbesondere  durch  Brad- 
wardin  (Chasles  1.  c.  p.  549 — 551,  597,  611)  weiter  geförderten.  Theorie 
der  Steni- Polygone  nach  vielleicht  inzwischen  verloren  gegangenen  Quellen 
mit  einflocht,  wie  ja  nach  Cui-tze  ,,Keliquiae  Copernicanae,"  Zeitscbr.  XLX, 
p.  81  —  82,  aucfl  Copernicus  zu  Campano's  Scholium  über  die  Trisection  des 
Winkels  Bemerkungen  hinzufügte,  dass  also  Kegiomontanus  zu  der  Adel- 
hardsschen  Uebersetzung  Zusätze  machte,  von  denen  weder  die  um  200 
Jahre  ältere  Erfurter  Handschrift  Nr.  352,  noch  Nr.  23  etwas  weiss. 

Ich  wende  mich  nunmehr  zu  der  oben  erwähnten,  von  Chai^les  1.  c. 
p.  590,  Libri  II,  p.  48,  und  l'urtze  1.  c.  p.  80,  449  —  450  ausgespro- 
chenen Meinung,  welche  (.'arapano  das  Verdienst  eines  IIeberscl£rrs  abspriolit, 
und  deniselhen  bh)s  das,  wie  aus  dem  Ni(r  hervorgeht,  geringere  eines 
Cin)itnrf(fnfors\  und  zwar  nicht  des  Euklid,  sondern  des  Adelhard,  zugesteht. 
Allerdings    kennt    auch    der    Titel   der    1482   bei  Ratdolt  zum   ersten   Malt- 
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gedmckten  Campano'scben  Euklid- Ausgabe  nach  Curtze  1.  c.  p.  80  Campano 
nur  als  Commentator  („ei/wi  catnmentis  Campanf^)^  hingegen  lautet  derjenige 
der  von  Paciolo  (Lucas  de  Burgo  sancti  sepulcri)  castigirten  und  commen- 
tirten  Ausgabe  1509  nach  Kästner  I,  p.  299:  ,,Euclidis  megarensis  pbilo- 
sophi  ....  opera  a  Campano  interprefe  fidissimo  iralaia^\  der  Titel  der 
Doppel  -  Ausgabe  1537:  „Euclidis  Megarensis  ....  elementorum  lib.  XV. 
Cum  expositione  Theonis  in  priores  XIII  a  Bartholomeo  Yeneto  Latinitate 
donata,  Campani  in  omnes,  k  Hypsiclis  Alexandrini  in  duos  postremos"  spricht 
von  Campano  blos  als  Erklärer,  und  nur  von  Bartholemeus  (Zamberti)  als 
Uebersetzer,  ebenso  die  Ueberschrift  des  ersten  Buches:  „Euclidis , . .  primum 
ex  Campano,  deinde  ex  Theone  graeco  commentatore,  interprete  Bartholomeo 
Zamberto  Veneto  .  .  .  liber  primus";  die  Ueberschriften  der  übrigen  Bücher 
lassen  nichts  Bestimmtes  erkennen,  nur  in  derjenigen  des  XIV.  erscheint 
Campano  als  Commentator,  in  der  des  XV.  aber  wieder  als  Uebersetzer 
(ex  iraditione  Campani'''),  Jedoch  begegne  ich  sonst  allenthalben  (auch  bei 
Peyrard,  Vorrede  zu  Band  I,  p.  XXIV)  der  Ueberzeugung,  Campano  habe 
seinen  Euklid  aus  dem  Arabischen  übersetzt,  nur  Chasles,  Libri  und  Curtze, 
von  der  oben  besprochenen  Ansicht,  dass  Campano's  und  Adelhard's  Euklid 
identisch  seien,  ausgehend,  sind  anderer  Meinung;  und  wenn  letzterer,  1.  c. 
p.  446  sagt:  „Ich  will  femer  zeigen,  dass  das  Scholion  (von  der  Trisection 
des  Winkels)  in  der  Ausgabe  von  1482  vielleicht  schon  in  der  arabischen 
Bearbeitung  vorhanden  war,  und  also  nicht  den  Campanus  zum  Verfasser 
hat^\  so  müsste  man  schliessen,  dasselbe  sei  von  Adelhard  übersetzt  worden. 
Einestheils  aber  findet  sich,  wie  ich  bereits  erwähnte,  dieses  Scholium  bei 
Adelhard  gar  nicht,  andemtheils  aber  auch  erscheint  es  mir,  wie  ich  gestehe, 
unklar,  wie  man  sich  eine  etwaige  Commentirung  der  Uebersetzung  Adel- 
hard's  durch  Campano  vorzustellen  habe,  wenn  derselbe  keinen  arabischen 
Text  vor  sich  gehabt  hätte.  Hätte  Campano  in  der  That  ohne  eine  solche 
Beihülfe  den  Figuren  Buchstaben  beigefügt  und  die  von  Adelhard  doch 
nur  ganz  kurz  angedeuteten  Beweise  nicht  nur  so  vervollständigt,  eine 
Arbeit,  deren  Grösse  man  nach  dem  Mitgetheilten  ermessen  kann,  sondern 
auch  mit  so  vielen  und,  neben  allerdings  manchem  Irrigen,  scharfsinnigen 
und  tiefgreifenden  Zusätzen  bereichert,  wie  wir  es  bei  ihm  finden,  so  wäre, 
meines  Erachtens,  sein  Verdienst,  wenn  auch  nicht  als  Uebersetzer,  sicher- 
lich nicht  geringer  anzuschlagen  als  dasjenige  Adelhard's;  sein  Genie  wäre 
ein  hervorragendes,  und  namentlich  die  bei  aller  Verschiedenheit  unleugbar 
vorhandene  Aehnlichkeit  mit  der  lateinischen  Uebersetzung  des  griechischen 
Euklid  wahrhaft  erstaunlich  und  unbegreiflich.  Weit  glaublicher  erscheint  es 
daher,    dass    auch   Campano   seinen  Euklid   aus  dem   Arabischen  übersetzt 

hat,  jedoch  nach  einem  Texte,   der  von  demjenigen  abwich,  welcher  Adel- 

11* 


1,»-» 

oder  vQjn  Herausgeber  Hervagen,  oder  von  wem  sonst,  noch  wie  sie  sich 
unterscheiden  sollen,   denn  z.  B.  bei  VII,   39  finden  wir  1)  den  Lehrsatz, 
mit  Eudides  ex  Campano,  2)  ein  Carrdarium^   3)   den  Beweis,   mit  Cam- 
panus y   4)  Erläuternde  Zusätze,  mit  Campani  addUioneSj  und  5)  nochmals 
erklärende  Anmerkungen,    mit  Campani  annotaiio  versehen.     Unter  solchen 
Umständen  bleibt  nichts  Andres  übrig,  als  Vermuthungen  aufzustellen,  und 
es  erscheint  mir  als  das  Richtigste,  anzunehmen,  Campano  habe  ausser  dem 
arabischen  Euklid-Text,  der  die  Sätze  und  die  Beweise  enthielt,  noch  andere 
Schriften,  arabische  und  lateinische,  benutzt,  und  so  unter  HinzufUgung  von 
manchem   Eigenen   sein  Werk    compilirt.     DafOr    wenigstens    spricht  Ver- 
schiedenes.   Von    dem    die   Trisection   des  Winkels   behandelnden  Scholium 
hat  Curtze,  1.  c.  p.  446 — 452,    den    arabischen    Ursprung    wahrscheinlich 
gemacht;    auf  eine  gleichfalls   arabische  Quelle  deutet  es  hin,  wenn  Cam- 
pano in  seinem  mit  Campanus  bezeichneten  Zusätze  zur  Definition  V,  16 
einen  ^^Amdus  fiUus  Joseph   ben  TavU^''  erwähnt;    dagegen    finden    wir  in 
einer  zur  Definition  V,  3  gehörigen  Bemerkung  die  Musik  des  Boetius  citirt, 
die  meines  Wissens  den  Arabern  nicht  bekannt  war,  und  in  seiner  Ädditio 
zu  II,  14  gebraucht  Campano  für  das  Rechteck,  welches  er  in  der  Defini- 
tion I,  31  tetragonus  longus  genannt  hatte,  den  Ausdruck  altera  parte  longior 
fiffura^  vielleicht   in   Erinnerung   an   die   in   der  Arithmetik   oder    der   sog. 
Geometrie    des    Boetius    gebrauchte   Bezeichnung,    obschon    er  auffallender 
Weise  .dieselben  neben   der  Musik   nicht   erwähnt.     Sei  dem  aber  wie  ihm 
wolle,   so   viel  ist  gewiss;   Wenn  auch  Adelhard   der  Ruhm  gebührt,   den 
Euklid  zuerst  aus  dem  Arabischen  übersetzt,  und  ihn  wenigstens  ausführ- 
licher,   als  man  ihn  bisher  besass,  dem  christlichen  Abendlande   bekannt 
gemacht  zu  haben,   so  hiesse  es  doch  diesem  seinem  Verdienste  gegenüber 
dasjenige  Campano's   schmälern,  der,   wie  es  scheint,  zuerst  (über  Gerhard 
von  Cremona  bin  ich  leider  nicht  genauer  unterrichtet)  den  vollständigen 
Euklid  wiedergab,  denselben  erst  geniessbar  machte  und  einbürgerte,  wenn 
man  mit  Libri,  Chasles   und  Curtze   sagen  wollte,    seine  Uebersetzung  sei 
dieselbe  wie  diejenige  Adelhard's   und  er  habe  nur  einen  Commentar  hin- 
zugefügt.    Und  selbst   wenn,  wie   es  ja   wohl  möglich  ist,   Campano  beim 
Anfertigen  seiner  Uebersetzung  diejenige  des  Adelhard  zu  Rathe  zog,  obwohl 
er  sie  nicht  nennt,   und  den  einmal  feststehenden  Wortlaut  der  Aufgaben 
und  Lehrsätze  thunlichst  beibehielt,  wer  möchte  ihm  dies  verargen? 

Adelhard's  Uebersetzung  aber,  in  welcher  die  Beweise  nicht  ausgeführt 
sind,  und  in  welcher  ich,  wie  ich  oben  bemerkte,  nur  einen  einzigen 
nennenswerthen  erläuternden  Zusatz  zum  Euklid  gefunden  habe,  nämlich 
das  oben  mitgetheilte  Scholium  zu  den  commu/nes  animi  conceptUmes,  dem 
wir  in  präciserer  Fassung  auch  bei  Campano  begegnen,  macht  entschieden 
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ainet  IijBi^^ik'fSt  wisiilin  gegenwürtig  ein  Lehrer  an  einer 
Akademie  oder  l^urrtja^Ut  aeqteti  Z^rem  in  dii?  Haad  giebt,  eines  Leit- 
fadena,  welcher  ^nnr  da»  WeaoitlichBto  anthUti.  die  Eiuzelnheiten  aber  über- 
gebt, um  itßi  yortr^  nieht  ni  ainer  bloBSMi  Paraphrase  herahsinkeD  la 
husea  od  mi^W^  dareh  gegabcq^  Ping^neigs  und  Andeutung  der  hatipt- 
;|^ftBJb"t*"  Mnr'Ttl".  inr  8elb4tU4tigfceit  aanngen.  Den  gleicben  Charakter 
nniM  lutlb^oh  au^  der.  von  AdfUiard,  wahnKheinlich  in  der  MeiniiDg,  er 
habe  d^n  ToUrflinTigyn  Bij^  tw  noh,  absrnti^te  aralüsche  Text  getragen 
lieben.  Ba  endhnmt  daher  WtM  die  Annahme  gerechtferli^,  Adelhar<l 
lu^M,  ^nen  0Q)<Ä«a  .Text  tPt  sich  gahafat,  wie  er  an  einer  der  manriecheii 
galehttm.  8^0^  pi.Cfordova,  Seyilla  o.  a.  den  Vorlesungen  ülier  Euklid 
SQ  Qmnde  g^egi..«aid.:  Jenes,  SohoUum'abw  [o»  wKre  tou  latarease  n 
wiflsan,  wü  daeeelbe  in, der.  B^^tfbeitniig  des  Be^onumtMiaa  lantai)  gköAt 
.einer  dt^ 'Abachnitt  lUwr.die  A^mne  .erlSuternden  beim  mBndKdi^  Uater- 
lichte  gwnaditea  Bemerkung,  wek-he,  ;ui  den  Rand  geaohriebeo,  durch  Za- 
hü  oder  mit  Absiclit  in  den  Text  aiifgonommm  ward.  Doch  es  wto^ 
antsloa  1^1^  weitere  Vermiithitngen  Ulier  diesen  mO^ioher  Wein  ta^  mm» 
.■ehon  bei  den  Vorträgen  an  der  Akademie  von  Alexandria  baai^ilte  pie- 
ehiadi»,  Beubeitong  dea  Euklid  nrtlokwaisenden  Zosata  aaBU^HratboL 
J^Üel^ddrt  .irOrd«  die  treben^tnqg  nder  Elunwite  Eqklid'B  dnnA  OeAaid 
.Tdfl ,  Creinoiu  hierüber  genvifroa  .ApfBchlou  venchaifen;  NBhans  flbar 
,    dieaelbe  ia  Biftfirnng  an  bringen,  iöt  mir  jedoch  bis  jetit  nicht  giehmgea. 
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[f^  86',  1]  Prologns  in  Rithmimaehiam. 

Qaoniam  quidem  hüius  artis  scientia  ab  ignorantibus  contempnitur 
et  m<igis  leuitati  quam  utilitati  asscribitur,  eo  quod  instar  aleae  formari 
uideantur  et  camporum  distinctio  et  diiiersa  tabellulamm  protractio:  gratum 
non  nulljs  arbitror  ostendere,  quam  procul  a  leuitate  distet  et  quantum  5 
utilitatis  conferat  eius  integra  cognitio.  Est  quidem  in  hac  arte  quod 
dupliciter  admireris,  scilicet  et  iocunda  utilitas  et  utilis  iocunditas,  quae 
non  modo  tedium  non  inferant,  sed  potius  adimant,  et  inutiliter  exoccu- 
patum  uUliter  occupent  et  rursum  inutiliter  occupatiim  utiliter  exoccupent, 
dum  plerumque  talis  occupatio,  quia  utilis  et  iocunda,  curis  grauatam  lo 
alleuiare  possit  mentem  post  decisa  negotia,  et  rancori  submissam  huius 
pulchri  theorematis  maiestas  erigere  possit.  Laudabilior  quippe  est  in  omni 
arte  eiusmodi  exercitatio,  quae  animum  et  instruit  et  oblectat,  iuxta 
illud  Flacci:  omne  tulit  punctum  qui  miscuit  utile  dulci.  Dicant 
ergo  qui  eiusmodi  scientiam  uanitati  deputant  et  irreligiositati,  quid-  i5 
nam  uanitatis  habeat  uel  quid  religioni  deroget  ea  inuestigare,  quae  ratio 
natura  duce  propalauit.  Siquidem  numenim  natura  dedit,  quo  et  ipse 
naturae  conditor  deus  in  rerum  creatione  usus  est;  de  quo  dicitur  quia 
omnia  in  mensura  et  numero  et  pondere  constituisti.  Hoc  enim, 
ut  ait  Boetius,  principale  in  animo  conditoris  exemplar  fuit.    Hinc  ^ 


or 


enim  IUI  elementorum  multitudo  mutuata  est,  hinc  temporum 
uices,  hinc  motus  astrorum  caelique  conuersio.  Qui  ergo  naturalium 
rerum  scientiam  nugas  appellant,  ipsarum  conditori  iniuriam  faciunt  non 
attendentes,  quod  ipsi  magis  sunt  nugigeruli,  qui  uel  ocio  torpent,  uel  iocis 
aliisue  mundi  uanitatibus  occupantur,  quibus  magis  offenditur  deus.  Sed  25 
quia  nichil  est  ab  omni  parte  beatum,  relinquamus  eos  sibi,  qui  ea 
maxime  reprehendunt,  quae  nesciunt,  quia  ad  hoc  eos  impellit  [2]  inuidia 
qua  torquentur;  inuidia  enim  Siculi  non  inuenere  tjranni  maius  tor- 
mentum,  uocesque  Sirenarum  surda  pertranseamus  aure.  Hanc  autem 
nostram  rusticam  operam  nobis  nostrique  similibus  permittant;  nam  nullas  so 
uerborum  pompas  hie  promittimus,  sed  simpliciter  quod  in  hac  arte  potue- 

14.  Horat.  A  P  343.        19.  Lib.  Sapientiae  XI  21.         SO.  Boet  Arithm.  1.2 
p.  12.        26.  Horat.  C.  II  16,  27.  28.        28.  Horat.  £p.  I  2,  68.  69. 


K 

9 


indagaie,  parati    sumuK   beniuolentifte  srtfaB   bflniaotiB  OMiiwiuiilHWi. 

t^  Sewndiim  ptMtorea,  qnod  Iimo  »a  ab  «rittunetioo  foi^  qoad  q^Uhut 
risulns  prt^BxU  idooqna  vittusatioM  diwtpliluw  ai^eitibiiB  fMlHi«»—  oola- 
Tamqiie  ad  m  oitm  praebst, ,  insipnlibiu   uero  favdioram  at  noa  afaaqBs 

_     •  laboce  ooaoadifc  iBgnnam. 

»Oapitnla  Ubci  I.  ^^^^^^H 

I  Quae  eit  operis  inüequentis  inscriptio.  ^^^I^^^l 

n  Qiiaa  sk  materia.      III  Qua.e  sit  intentio.     IUI  Qnae  eit  atitltas.      T 
Cid   parti    philosophiae    stipponatur.      VI  Qualiter   paranda   Bit  tabula.      Vir 
iv  De  diH)i06ttione  niiiueroruui.     Vlfl   Qualiter  itel  unde  ijitii  oumeri   procreen- 

Itiir,  IX  Qiie  sint  tria  praecepta,  per  quae  ipse  numerus  diBpoöitur.  X 
Qualiter  ipsi  nmnori  in  tabula  locentur.  Sl  De  tabellulin  et  earum  foruits 
et  voloribuH.  XU  De  cribro  componendo.  XIII  Qtialiter  tractus  taliellarum 
tiant.  XIIII  De  regula  capiencloruiu  numerorum.  XV  Qiiotig  campis  du- 
i£  ineri  a  mimeris  capiantur.  XVI  Qiii  sint  piraniides  et  imde  dicantiir  nel 
linde  naüuantuf.    XVII  Qualiter  et  per  quoa  numeros  ipsae  (liramideä  capituitur. 


I 


Quae  Bit  operls  iiuequentla  Inscriptlo.    §  L 
Primo  igitiir  dicenduin,  quod  sJt  huius  operiß  ETTYrPA*H  N  .i,  inacriptio 
quia,    ut  ait  Priseianus,   nisi  nomen  scieriK,    cognitio  rernin    porit 

In  Ex  dunbus  grecis  dictionibus  composito  nomiiie  artem  istani  Itithininiacbiae 
titulo  inscribi  placuit.  Rithnios  enim  K'"«!e>  latino  numerus;  Mai'liiit  pugna 
dicitor.  lüde  rithmimachia  .L  nnmeronun  pugna.  Hie  namque  ccmsiderare 
licet  numerorum  ante  et  retro,  dextrorsum,  siniatrorBum  et  angulariter  ^bi 
oppositomm  Beqne  innicem  regulariter  deicieutium,  ueluti  militum  in  campo 

upalaDtinm,  iocundnm  quoddam  spectaculum ,  poBtremo  altemtrae  partis 
tarn  sabtilem  uictoriaa  stationem,  at  ip-  [f.  86"]  sam  in  Uudem  nicboriae 
non  componendum,  sed  quaai  iam  GOmpositnm  per  mnaicae  conaonantias 
repraeaentare  oideas  cantom.  De  qua,  qnia  buo  looo  latiorem  postolat 
lationem,  hie  dioers  sapersedemuB. 

*o  Qnae  sit  materia.    §  IX 

*Tria  autem  in  hac  arte  consideVasda  sunt,  scilicet  materia,  intestio, 
utilitas.     Materia  fauiusce  artia  numerus  est,  qui  neque  paBsim  in  incertom 

19.  Dit  Stelle  des  Pritcianus  vermag  ich  nicfU  nachzutottsen.  lA  finde  nht 
Intt.  II  22  (Gramm,  lat.  ed.  Keä  II  p.  57,  3):  Nomen  quaai  noiamon,  qnod  boc 
Dotamui  nnius  coiuaqae  Bubstaotiae  qDaUtat«ni. 

3.  iD  cxpcrtibua  H.  eipers  uttd  ineipers  sind  im  Sinne  von  eipertu«  und  in- 
eipertus  angeirendet;  der  Verfasser  hat  Boetiut  Conaol.  II 4  (p.  33,  4!>)  vor  Augen: 
iirnt  enim  »ingnliB.  qnod  iueipertos  igooret,  eipertos  eihoneat        9.  Cni]  Qai  B. 
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diffunditur,  neque  natural!  tantum  ordine  contexitur,  sed  sicut  ex  inateiia 
lignorum  ßiue  lapidum  parietes,  laquearia,  trabes,  tecta  cetera(|ue  huiusmodi 
necessaria  diuersitate  dieposita  iinam  constituunt  domum,  ita  hie  ex  materia 
numerorum  species  multiplicis ,  snperparticularis ,  superpariientis  rationabili 
uarietate  distinctae  unam  perficiunt  artem.  5 

Que  Bit  intenoio.    §  IIL 

Inten tio   huius  artis  componendae   ut  reor  haec  fuit,   ut  quia  omnes 
latitudinem  arithmetici  campi  percurrere  non  possunt,  huius  se  artis  breui- 
täte  exerceant   et  exercendo    oblectent  et,    quod    ibi    longa  lectionis   serie 
assecuti  sunt,  hie  quasi  compendiose  depingendo  recolligant,  ita  rationabiliter  lo 
ipsa  arte  disposita,  ut  et  instruat  et  tarnen  tedium  non  inferat. 

Qnae  sit  utilitas.    §  TTTT. 

Utilitas  huiuscae  scientiae  non  parua,  quia  honesta  et  neeessaria.  Nam 
confert  seientiam  multiplicandi  et  habitudines  ipsorum  numerorum  eogno- 
scendi.  Progressiones  quoque  piramidum  et  differentias  trium  medietatum  i5 
multaque  alia  speetabilia  hie  exarare  poterit  quilibet  eautus  et  curiosus  in- 
spector,  ut  ea  quasi  oeulis  breuiter  depingat,  de  quibus  Boetius  in  arith- 
metiea  latissime  disputat. 

Oni  parti  phylosophie  subponatnr.    §  V. 

Supponitur  autem  haee  ars  physieae  .i.  natural!  scientiae.     Substan-  so 
tia  enim  numeri  naturalis  est  et  ab  ipso  mundi  exordio  naturaliter  existens, 
ommsque  eins  uarietas  naturali  ratione  distinguitur.     Si  quidem  arithmetieae 
disciplinae  seien-  [2]  tia,  ex  euius  fönte  haee,  quam  prae  manibus  habemus, 
diriuata  est,  cunetis  artibus,  ut  ait  Boetius,  prior  est,  non  modo  quod 
hane   ille  huius  mundanae  molis  conditor  deus  primum  suae  ha- 25 
buit  ratiocinationis  exemplar  et  ad  hane  cunota  constituit,  que- 
eumque  fabricante   ratione  per   numeros  assignati   ordinis  inue- 
nere  eoneordiam;    sed  hoe  quoque  prior   arithmetiea   declaratur, 
quod,  quaecumque  natura  priora  sunt,  bis  sublatis   simul  poste- 
riora  tolluntur;  si  uero  posteriora  pereant,  niohil  de  statu  prio-  so 
ris   substantiae    permutatur.     Quem    admodum    si   arithmetieam    aufe- 
ras,  ceterae  quoque  artes,    ut  sunt   Geometria,   Musica,  Astronomia,  quae 
numerorum    ratione    eonstant,    auferentur;    bis    autem    sublatis   non    simul 
numerorum   auferetur    substantia.     Si    enim   numeros   tollas,   iam   non 

24.  Beet,  de  arithm.  I  1  p.   10  F. 

25.  primam  BoeHtu.        80.  quod  si  Boetius. 
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wtt.  triftvgTiIam  ii«l  qaftdc»tttm  b«1  (inie<ivid  in  geometria  uer- 
satur,  ijua«  OBLoift  nnmcrprom  d«nommfttias  sunt.  At  si  qtia- 
dratum  triaBgDlnmqn«  B^Btalaris  OQlBilqoc  Geonietria  consampta 
eit,  treg  et  qitfttaor  aliorumqoe  sameroram  aon  peribuot  uoca- 
*  bula.  Similtter  m  nmiiai  VHitwwrpn,  diapoit«,  diafiason,  quae  a  numeris 
denommantur,  ndibtiB  BumeronUB  tunes  mbstaatia  permanebit.  Idem  et 
de  rsläiiuf  Mübiu  qnas  iqipMm  lyirfftBTf  ■qntiendiini. 

Qaaliter  paranda  sft  tebnla.    g  TZ, 
Ad  t^oß    igitur   hiiiiiäcac    acientiae    oonstrocoida    art   tilwü»  qpBSdnitli, 
M  VfUbMUtBrn  in  circiiitu  habeaty  iimlioneu  ita  «aratnnt,  nt  pcedqni  «X  aHiäm 
paite    %eaaäat     ULbitla    ettuabililor     ei 
I  adeo  eapabüis,    ut  tabellula« 

1  at  jj^ihwlhia  .^rtwotfi  b^liwjt  oan^os: 

I  Xn,  in  latitodiBe  Vm     Qoiwiim  vom  pw  a 

tffVP   BtnttipliOMis   iqo^^fla  ysr  totom   oampt»  C  XX  VIII.     QeliaB  a 

■  '»Im  o  «         p 

-  xn,  wA  MdeÖM  Tm,  C  XX  Tm  aant  IpMm  mto  labokK 
neffiitm  ia  lati-  [f*  6T\  todm«  nsa 
H  oetonoa  aaqnaÜ  dimanskaw  dütaateB  haben«  eaapM  ia  liiiiiliiiTiwi  «t 
btitndlna.  Haa»  atrtem  pigiaalam  dizamptoriam  nocita»  plaenit,  ad  qnod 
» tmmptm  ite  diziUat,  at  ati^ae  parti  aeqoale  ^aeinm  «ttribnät,  ad  <pod. 
circa  eam  atuneniB  aomenun  oppodtos  opposittmi  capiendo  dirimat. 

De  dlspoaitloiie  numeronun.    §  TIL 

CompoBita  eo  modo  quo  dizimns  tabula,  diBponsntur  super  eam  alter-  - 
utra   parte   in  ultimiB    lods    omneB   Bpecies   MTiltiplicis,    Snpeiparticularia, 

ts  Saperpartientifi  uaqne  ad  deciiplam  proportionem,  ita  ut  in  nua  parte  ex 
pari  habeant  denominationes,  in  altera  uero  parte  ex  impari.  Ex  pari  qni- 
dem  generis  multiplicis  sint  epecies-.  Dupli,  Quadrupli,  Sescupli,  Octnpli; 
ez  impari  uero  eiuedem  generia:  Tripli,  Quincupli,  Septopli,  NonupU.  Item 
ex  pari  generis  BuperparticulariB  Bpeciea  sint:  Sesqualteri,  Sesquiqoarti,  See- 

wquiaexti,  Sesqnioctaui,  et  ex  impari  e  contra  eiusäem  generis:  Sesquitertü, 
Sesquiquinti,  BeBquiseptimi,  Sesquinoni.  Item  ex  parte  parium  generis  super- 
partientis  epecies  pon&ntur  .i.  Superbipartientes,  Superquadripartientes,  Super- 
eeiipartiente»,  SuperoclipartienteB,  et  e  coutra  ex  parte  imparium:  Super- 
tripartientes,  Superquinquepartientes,  Saperaeptipartiontes,  Supemonlpartientes. 

87.   maltipbcea  R. 
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Qnaliter  uel  nnde  ipsi  niimeri  prooreentur.    §  VIIL 

Quo  dam  loco  in  arithmetica  Boetius,  ubi  de  aequalitate  et  inaequa- 
litute  disputans  dicit  omnem  inaequalitatem  ex  aequalitate  nasci,  similitu- 
dinem  ponit  bonitatis  et  maliciae  ad  aeqaalitatem  et  inaequalitatem,  dicens 
magnum  fructum  esse,  si  quis  non  nesciat,  quod  bonitas  diffinita  5 
est  et  sub  scientiam  cadens  animoque  semper  imitabilis  et  per- 
ceptibilis  prima  natura  est  et  suae  substantiae  decore  perpetua. 
Infinitum  uero  maliciae  dedecus  est,  nuUis  propriis  principiis 
nixum,  sed  natura  semper  errans  a  boni  diffinitione  principii 
tamquam  aliquo  [2J  signo  optimae  figurae  impressa  componitur  lo 
et  ex  illo  erroris  fluctu  retinetur.  Nam  nimiam  cupiditatem 
iraeque  immodicam  effrenationem  quasi  quidam  rector  animus 
|)ura  intelligentia  roboratus  astringit,  et  has  quodammodo  in- 
aequalitatis  formas  temperata  bonitate  constituit.  Ad  banc  ergo 
similitudinem  omnis  inaequalitas  quasi  instabilis  et  fluctuans  ab  aequalitate  15 
componitur,  et  ipsa  quodammodo  aequalitas  matris  et  radicis  op- 
tinens  uim  omnis  inaequalitatis  species  ordinesque  profundit. 
Si  enim  tres  terminos  aequales  posueris  et  in  bis  tria  praecepta  Boeiii,  que 
paulo  post  demonstrabimus,  obsemaueris,  uidebis,  quomodo  tibi  ex  eis  multi- 
plices,  ex  multiplicibus  superparticulares,  ex  snperparticularibus  supei*i)artien-  20 
tes  procreeutur.  Et  prima  quidem  species  multiplicis  .1.  dupla  generabit 
tibi  primam  speciem  superparticularis  .i.  sesqualteram,  et  haec  pnmam  spe- 
ciem  siiperi)artientis  .i.  superbipartientem.  Secunda  uero  species  multiplicis 
.i.  tripla  secundam  speciem  siipeqjarticnlaris  .i.  sesquiterciam;  baec  quoque 
secundam  speciem  supeq>artientis  .i.  supertripartientem,  eodemque  modo  25 
caeteras  per  ordinem  uidebis  alteram  ab  altera  procreari.  Dupli  namque 
recto  ordine  positi  generabimt  triplos;  Tripli  quadniplos,  Quadinipli  quin- 
cuplos,  Quincupli  sescuplos,  Sescupli  septuplos,  Septupli  octuplos,  Octupli 
nonuplos.  Dupli  uero  conuerso  ordine  positi  procreabunt  sesqualteros,  Tripli 
sesquitercios,  Quadrupli  sesquiquaiios,  Quincupli  sesquiquintos,  Sescupli  ses-  so 
quisextos,  Septupli  sescjuiseptimos,  Octupli  sesquioctauos,  Nonupli  sesquinonos. 
Sesqualteri  uero  conuersi  generabunt  superbipartientes,  Sesquitercii  super- 
tripartientes,  Sesquiquarti  superquadripaiiientes ,  Sesquiquinti  superquinque- 
partientes,  Sesquiseptimi  superseptipartientes,  Sesquioctaui  superocti()ar- 
tientes,  Sesquinoni   supemonipartientes.  85 

2.  Beet,  de  arithm.  1  32,  p.  66  F. 


6.  est  om.  Fiitdlein. 
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•Tria  jgitor  praeoqpta 
«ftqiMilibaa  poJBli»  hoc  modo  ita  jEkom:  Pone  [f.  87^  pnmiifai  piiiiiö  jfmn, 
jL  xnnMfm  uaStifA;  weeuoAm  ei  Becnndo  X  Anabiis  unifaitläbas^ 

einm  primo^  doobiiB  ieenadiB  «i  tardo  X  nniftali,  daäbaH  mubitibäs  ^ 
tftli,  ooniiiiiioqwie  niflebis  diqplain  spedeii 
BnxBitt  dii{di  reefeo  oidiiie  posiii  prociea'bQnt  üiidoB  lioc 
modo:  Pqbj»  primimi  primo  j^taem^  aeeöndam  {nrimo  et  se- 
cando,  tordiite  primo^  dnobiui  seeimdis  et  teicio,  et  baec  tibi  formida  Appaxebil: 

la  ■    ,    I    „    I ,  i   Eodem  modo  hc  de  reliqniB  spetiiBbiis' mAltq^Bete,  ei 

tnaqueqiie  tibi  atteram  r^nraesentabü  quaÄuü  omaililii 
formiilas  aimotaiiimiis  boc  modo: 
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2.    Boet.   de  aritbm.  I  32,  p.  67  sqq. 
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Superparticulares  autem  inuenturus  hoc  modo  facies:  Pone  duplos  conuerso 
ordine  et  fac  secundum  tria  praecepta  superius  data,  statimque  uidebis  pri> 
maiQ  specicin  superparticularis  .i.sesqualteram  hoc  modo: 
Item  de  triplis  conuersis  fac  eodem  modo  et  inuenies 
'secundam  speciem  .i.  sesquiterciam.  Rursum  quadruplis 
eodem  modo  conuersis  nascentur  sesquiqnarti.  ita: 

Eodem  etiam  modo  per  sequentes 

multiplicis     species     omnes     alias 

superparticularis   species  equiuoce 

denominatas  habebis.    Horum  quo- 

que  omnium  descriptionem  subie- 

cimus.     [87",  2J 
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Superi>artientes  uero  innenies,  si  eodem  modo  quo  supra  superparti- 
culares conuerso  ordine  secundum  tria  praecepta  posueris.  Nam  prima 
species  superparticularis  .i.  sesqualtera  generabit  primam  speciem  superpar-  15 
tientiß  .i.  superbipartientem,  secunda  species  superparticularis  .i.  sesquitercia 
secundum  speciem  superpartientis  .i.  supertripartientem ,  similiterque  per 
reliquas  ordinatim  species  superparticularis  conuerso  ordine  positas  omnes 
superpartientis  species  nasci  uidebis,  ut  subiecta  descriptio  docet: 


14.  posueruut  R. 
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Qiuditeflr  iprt  munefl  In  tebola  loomtur.   §  X 

Honm  Mlem  muBeramm  ia  tebiila  vllimia  bt  kwifl  dtteratra  pwte 
loeandomia  liiec  eet  dmoMlnitia.  Nota  Ib  primk  diUgenter  onMe  ipaoiae 
]Biiltq[dieii|  et  ib  bis  exeqpe  <»niee  pires  X  dnpliiei  qoadn^ploii  [fSS'J  sMh 
euploei  odiiqdoe»  et  ab  Ins  qjam»  per  prinrnm  praaoeptom  posito  mUk^  reieeftk 
qtiae  per  secimdom  et  terciam  posita  sunt,  tantom  assnme  primamqne  spe- 
ciem  .i.  duplam  in  nna  parte  tabnlae  pone,  ita  nt  binarius  sit  in  qaarto 
campo  longitndinis  et  tercio  laütndinis,  quatemarioe  iiero  retro  ernn  in 
sequenti  campo,  eodemque  modo  ceteros  pares  iaxta  illos  per  ordinem  uersue 
sinistram  tuam  locabis.  Tam  uersa  tabula  in  altera  parte  pari  loco  et 
ordine  paribus  impares  e  regione  oppones  U.  Daplis  triplos,  Qnadraplis  qnin- 
cuplos,  Sescnplis  septaplos,  Octnplis  nonnplos.  Alias  autem  species  ex 
genere  saperparUculari  primi  tantom  praecepti  numero  reiecto  ita  alterutra 
parte  dispones,  nt  Sesqoalteri  iuncti  sint  daplis,  Sequitercii  triplis,  Sesqai- 
qnarti  qaadmplis,  Sesqniquinti  qaincuplis,  Sesquisexti  sescnplis,  Sesqniseptimi 
septnplis,  Sesqnioctaui  octuplis,  Sesquinoni  nonnplis.  Item  ex  genere  snper- 
partienti  Saperbipartientes  iuncti  sint  sesqualteris,  Supertripai-tientes  ses- 
quiterciis,  Superquadripartientes  sesquiquartis,  Superquinquepartientes  sesqoi- 
quintis,  Supei^sexipartientes  sesquisextis,  Superseptipartientes  sesquiseptimis, 
Superoctipartientes  sesquioctauis,  Supemonipartientes  sesquinonis. 


19.   se/q  seztis  R. 
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De  tabellulis  et  eamm  formis  et  ooloribns.    §  XI. 

Inuentis  et  dispositis  hoc  modo  numeris  parandae  sunt  siue  ex  ligno 
sine,  si  accuratius  uolueris,  ex  osse  tabellulae  admodiim  spissae,  quaedam 

cim 

rotundae,    quaedam    quadratae    in    modum    tesserae.      Sed   rotundae    XVI 
tantum    numero,    in    quibus    duae    solummodo,   quae   piramides    ostendant,  5 
parumper  eminentes  in  modum  turbonis  erunt.     Caeterae   uero  quadratae 

cim  oim         , 

numero  XXXII,  ex  quibus  XVI  aequaliter  maiores,  XVI  aequaliter  minores 
erant.     Hae  omnes  tabellulae  tricolores  erunt,  albe,  nigrae,  rubeae;  quae 
inscribende   erunt  omnibus  supradictorum  generum  speciebus  et  super  cam- 
pos  eisdem  numeris  inscriptos  ponende.     Octo  minores  albi  habeant  omnes  10 
species  multiplicis  pares  .i.  Duplos,    Quadruplos,    [2]    Sescuplos,    Octuplos. 

o 

Quibus  e  regione  in  altera  parte  opponantur  VIII  minores  nigrae,  habentes 

o 

impares  eiusdem  generis  i.  Triplos,  Quincuplos,  Septuplos,  Nonuplos.  At  VIII 
maiores  rubeae  inscriptas  habeant  species  superparticularis  pares  .i.  Sesqual- 
teros,   Sesquiquartos,    Sesquisextos,    Sesquioctauos.     Quibus   opponantur  in  15 

o 

altera  parte  VIII  maiores  albae  habentes  impares  .i.  Sequitercios,  Sesqui- 
quintos,  Sesquiseptimos ,  Sesquinonos.  Octo  uero  rotundae  nigrae  habeant 
species  superpartientis  ex  paribus  i.  Superbipartientes,  Superquadripartientes, 
Supersexipartientes,  Superoctipartientes.  Hisque  opponantur  VIII  rubeae 
rotundae  eiusdem  generis  .i.  Supertripartientes,  Superquinquepartientes,  Super-  so 
septipartientes,  Supemonipartientes. 


De  oribro  componendo.    § 

Ad  inueniendas  autem  numerorum  multiplicationes  altemas  huic  arti 
uecessarias  perutile  est  nosse  paginam  illam,  quam  cribrum  nominant;  quam 
hoc  modo  compones.     In  tabula  huius  quam  descripsimus  tabulae  appendice  35 

or  em 

fac  figuram  IUI  lineis  quadratam.  Deinde  infra  ipsam  figuram  duc  VIIU  Lineas 
in  longitudine  et  latitudine,  et  habebis  per  totam  figuram  .0.  intersticia,  in 
quibus  calculoB  hoc  modo  locabis.  Pone  naturalem  numeri  ordinem  usque 
ad  X  in  prima  linea  longitudinis  et  eundem  in  prima  linea  latitudinis, 
multiplicabisque  per  ordinem  unius  uersus  ordinem  alterins,  ut  puta  per  so 
binarium  unius  alterius  binarium  ternarium  quatemarium  et  deinceps  usque 
ad  X,  et  ex  his  habebis  in  secundo  uersu  omnes  duplos.     Idem  per  sequentem 


o 


ternarium,  et  habebis  in  III  uersu  tnplos,  per  quatemarium  in  quarto  qua- 

o  .  o 

druplos,  per  quinarium  in  V  quincuplos,  per  senariimi  in  ^^  sescuplos,  per 

Suppl.  %.  hiBt.-)it.  Abth.  d.  Ztsohr.  f.  Math.  u.  Phyi.  12 


Mptenuinm  in  Tu  aeptnpkn,  par  oetonariaiD  ia  VHI  oetapbw,  p«r  monb- 

nnrnn  i*  Vnil  BOBgjoi,  per  deBwism  ia  X   dmetfbm.     Im  kwi  qBoqas 
detariptioa»  nperpariäoiduiB  npeciw  teU  tnodo  imifiae,     Nota  aeoiiadua 


anffnlum, 


e*t  qnatemarias,  et  ad  ipetun  quatornariiUD  oompaia 


6  Benarinm  [f.  69  ']  qni  ut  in  III  aersu,  et  habebia  seeqaaltemn  propor- 
tionem,  totnsqne  ille  neraas  tarciue  secundi  Besqnalter  est,  quartna  nero 
tercii  sesquitercius,  qnintus  qaarti  BeBqoiqnartns,  eodemque  modo  reliquas 
»nperparticularia  Bpecies  iDaenies.  In  bac  etiam  iunenieB  numeroa  totra^noa 
et  longiUteros  et  alia  quaedam  inapicJes,  nt  Boetina  dicit,  ad  aub- 

lütilitatem   tenuiaaima  et  ad   scientiam  atiUssima  et  ad  exercita- 


.  Boet.  l  26,  I 


63  F. 
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tionem  iocandissima.  Figaram  autem  tabulae,  quam  supra  descripsimus, 
et  colorum  in  tabellulis  ponendorum  differentias  oculis  subieeimus,  cribrum- 
que  apposuimas,  ut,  quod  discemit  uisu,  facilias  quilibet  lector  capiat  in- 
tellectu. 
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[2]  Qualiter  traotos  tabeUularam  flaut.    §  XHL  5 

Duobus  igitur  huic  tabulae  assidentibus  legitim i  ex  alterutra 
parte  alternatim  fiant  tractus,  ita  ut  multiplices  .trahantur  in 
secundum  campum,  in  ante,  retro,  dextrorsum,  sinistrorsum, 
angulariter;  superparticulares  eodem  modo  in  tercium,  super- 
partientes  in  quartum.  lo 


6.  Oddo  p.  285,  2  v.  7  van  unten. 
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De  regnla  capiendomm  nnmeroram.    §  Jtiili. 

DnobuB  ul    diiimiiü  ad  täbiilam  sedealilms  duplici  intentione  iiigiliiQ- 

diiHj    est,    iiideliret   ut    nterque  et  suae  parti  i'autam  et  bene  considemtam 

adhibeat   cuEtodiam    et    lontrariae    imrti   callide  inaidietiir  nt  Lapiat.      Qui- 

I  cumque    ergo    numerus    cotitrariae    partis    Dttmerum  Sno  legitimo. 

.tractu  offenderit,  auferat   enm,   ut  ueibi  gratia  ei  Douenanua  rabeoB, 

iqui  in  tercium  cui'rit  campum,  nouenaiiuni  nigrum,  cjui  in  sectindutn  currit 

lOampum,    in    tervio   a   tie  cainpo  oflenderit  ante    uel  retro    siaa   deztrorsum 

eiue    sinistrorsum     nel     ang^ularit«r ,    aufert    enm;    et    e     coon^i-Bo     mgar 

u.pAeum,    ai    in    eecundo    a   ae   campo   offenderit   eam.     Et  in   bac   captora. 

■ali    regula   uteiia:   NumernB    aumerum    par  parem   in   sao   legitimo 

jcurau    inueniene    anfert    enm.      Obeeruandnm    tarnen   in   bac    regula 

par     parem     non     dici     secundum     substaDtiam     numeri ,     aed     aecDadiUB 

quantitateni  «andern  et  idem  iiocabnlum,  vt  VUll  VIIH  XVI  XVI  XLVm 

1^  XLVIII  LXIllI  LXItll.  Si  numei-u8  altringecuMcircumponatur  contranaepaitis' 
numeris,  qui  multiplicati  aut  iuncti  medium  afSciant,  auferatur,  Quia  dinerson 
e»t  (fuod  diximuB  multipUcatJ  aut  iuncti,  de  duobna  dinerBis  dnas  dinersas 
dabimua  regulas.  De  muttiplicandis  hanc  dices  regnlam:  Numeri  altrinaecaa 
poaiti  multiplicati  medium  efficieotee  anferunt  eum.    De  iun^endis 

to  hoc  modo:  Nameri  altrineecus  positi  iuncti  mediam  efficieutes 
aufcrunt  eum.  Exemplum  utriusque  (f.  89'J  r^ni^=  ^i  es  parte  parinm 
n  et  VI  XII  de  parte  imparinm  altriitsecufl  iaterceperint,  dicesi  bis  sei  XII, 
;et   auferee   XII.     Eodem   modo   ai  ex  parte  impariom  III  et  V  de  parte 

Iparium  XV  altrinsecus  offenderint,  dicea:  ter  V  XV,  et  anferea  XV.     Item 

»■i  ex  parte  parium  VIII  et  IUI  XII  altrinaecus  offenderint,  anferunt  eam; 

'VIII   enim  et  IUI  iuncti  XII  facinnt.     Simili  modo  ex  parte  imparium  T 

et  III,  ai  Vm  altrinsecna  interceperint,  aofemnt  enm;  V  enim  et  HI  VIII 
faciant.  Sic  et  de  aliia  dcnbi  inneneria  Facies.  Qnicnmqne  antem  nomems 
contrariae  parüa  nnmenim  sie  offenderit,  nt  quanti^  interiacentinm  cam- 
w  pomm  in  ae  maltiplicata  contrarii  numeri  reddat  sommam,  anferatnr.  Coina 
praecepti  haec  est  regnUr  Nnroerna  numernm  oppositns  oppoaitam 
interiacentea  campoa  multiplicando  efficieua  aufert  enm.    BzempU 

cauaa:    Si   binarius   in  VI   campo  a  XII  distat  per  oppositom  dicea:  bis  VI 

Xfl.     Si   autem  in  VIII  a  XVI  dicea:  bia  VIU  XVI.     Hoc  modo  facies  in 

b.  Odilo  p.  ad5,  8  V.  2  pon  unten.         11,  Namems]  Hier  beginiU  der  ScAm&er 
mit  scIiKärztrer  Tinte  und  diese  bleibt  bit  f  89'  CoJ.  3  Z.  I. 
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Omnibus  nazneris,  qui  per  hanc  regulam  capiuntur,  üiud  bolummodo  non  se- 
gniter  obseruans,  ut  omnis  oppositio  fiat  in  ante,  retro,  dextrorsum,  sini- 
strorsum,  angulariter. 

Quotifl  oampifl  numeri  a  numeriB  oapiantur.    §  XV. 

Quoniam   quidem   hoc   opuBCulum    non    doctis,    quibus    uno    exemplo  5 
dixisse   Bufficit,   sed   indoctis    et  simplicibus    cudimus,  ad  captandam  eorum 
erga  nos  beniuolentiam  aliqnantulum  latius    de    hoc  modo  capiendi  dicere 
Buscepimus,  ut  demonetremus,  qui  numeri  et  a  quibus  et  quoto  campo  sin< 
guli  av  singulis  oapiantur.     Ac  primo  a  parte   parium   qualiter  impares  ca- 

o 

piantur.     XII  aufenmtur  per  binarium  in  VI  ab  eo  campo,  per  quatema-  10 

o 

rium  in  III,  per  senarium  in  secundo.     Sexies  enim  duo  uel  bis  sex  uel 

or  oim  o 

ter  IUI  XII  faciunt.     XVI  capiuntur  per  binarium  in  VIII  campo,  per  qua- 

o  00 

temarium  in  IUI,  per  octonarium  in  secundo.     Bis  enim  VIII  uel  octies  II 

or       cim  ti        o  00 

uel  quater  IUI  XVI  sunt.     XXVIII  aufenmtur  per  binarium  in  XIIII  campo 

o  u      o 

et    per   quatemariimi    in    Vü.      Nam    bis   XIIII   uel    quater   VII    XXVIII  15 

a  o  cim    a 

faciunt.     LXVI  capiuntur  a  senario  in  XI  campo,  quia  [2]  sexies  XI  LXVI 

a  o  a 

complent.     XXXVI  per  senarium  tollimtur  in  VI  campo,  XXX  per  eundem 

o  a  a 

in  V  campo.     Nam  sexies  VI  XXXVI  et  quinquies  VI  XXX  conficiunt.    L  VI 

o  a  o 

per  octonarium  cadunt  in  VII   campo,    LXIIII  per  eundem  in  VIII  campo, 

o  a 

quia  octies  VII  LVI  et  octies  VIII  LXIIII  componunt.     XC  per  Villi  au-  so 

o  cem  o 

feruntur  in  X  campo.  Nouies  enim  X  XC  comportant.  C  per  XX  in  V 
campo  rapiuntur;  nam  quinquies  XX  C  conficiunt.  Haec  de  parte  parium. 
A  parte  uero  imparium  pares  hoc  modo  capiuntur.     Sex  per  temarium  in 

o  o 

II  campo  submouentur.  Villi  per  eundem   in  III.     Bis   enim  tres    sunt  VI 

o 

et  ter  tria  Villi.     XXV  aufenmtur  per   quinarium  in  V  campo,  XX  per  as 

o  a 

eundem  in  IIIL     Quinquies   enim   V  XXV  et  quater  V  sunt  XX.     XXXVI 

o  00 

per  temarium  in  XII   campo    cedimt    loco,   XLII    per   septenarium  in  VI 

o  a      o 

campo  et  XLVIIII  per  eundem  in  VII  campo  submouentur.      LXXII  per 

o  a 

nouenarium  in  VIII  campo  cadunt  et  LXXXI  per  eundem  in  Villi.    Nouies 

o  a      o  a 

enim  VIII  LXXII  et  nouies  Villi  LXXXI   sunt.     XV  capiuntur  per  qui-  30 

o  o 

narium  in  III  campo  uel  per  iemannm  «»  V.     Nam  ter  V   uel  quinquies 


ter  XV    snnl.      XLV   auferuntor    per    quinanam    in  Villi    campo    nel    per 
L  V  uel  per  temarinm  in  XV  campo.     QoinquteG 


nonenanum  i 

u«l  nonies  V  nel  ter  XV  LXV  Biutt.     Tali  praedae  subiaceant 
pariter  pares  iiel  pariter  imparee,  impariter  parCE,  aecnndi  et  ooi 

ft  pasiti.     Soli    primi    et    incompoBiti    uagentur  tuti,    nisi    it 
adnerEariie   eepti,   nt  per  legitimoa    traclus  euader«  non  po^sint. 
fianc  foueam  arithmeticam  incidentes  atiferantur.     Qitt  auiem  ätnt 
uel  ciliare    dicantnr  paritef    pares    uel  pariter  impares    viel  impariter    pares 
Eine  primi  et  incompositi,  secundi  et  cnmpoeiti,  i;i  <|iiis  nnsse  deeiderat,  i^nia 

10  nimis  longnm  esset  bic  perseqni,  mittimite  eum  ad  arithmeticam  Boetii 
qni  de  bis  copiosissime  disputat, 

Que  Bint  piramidea  et  ande  dicantur  uel  onde  nasoantor.    g  ZVL  ^ 

1  a m    nunc    ratirmem    piramidiim    nstendere    intendimiig ,    ijuam    Idcirco 
Eingulari  distinsimiis  capitulo,    rpiia  in  huius  artis  scientia  singiilari  habnn- 

\b  dat  materia.     Dicendum  itaqiie  in  primiE,  quid  rit  pira-   [!'.  H?"]  nuK.     Ijais 
ei    dirtinitione    «ecundiini    Bnetium    sie   CDlIigitur.     Piramis   est  alias  J 
triangula    basi    in    altitudinem    eese    erigens,    alias   a  tetrago: 
alias  a  pentagona,    et  sectindiim  eeqiientitim    miiltitii 
lonim  ad  uniiiD  caciiminiä  uerticem  i^iibleuata.     Dicilur  aiitem  pira- 

to  mis  a  greco  pra  qiiod  latine  ignem  sonat,  eo  qiiod  in  modiira  exitrgentis 
flammae  inferius  düatata  srtperiiis  in  acumen  porrigatnr.  Oranie  enim  pi- 
ramis  a  latitudine  basis  proficiene  per  laterales  lineas  in  unum  uerticem 
dirigitnr,  ita  tarnen  nt  baec  linearis  porrectio  a  basi  triangula  uel  tetra- 
gona  Liel  pentagona  ceteraqne  miiltiangiila  ducatur.     Et  baec  quidem  Bi»ecH- 

w  latio  Rirca  geometricao  nersatur  tigiiras,  sed  eam  qiioque  numeroriun   rationi 
appbcandam   docet  auctoritas.     Nam  sicitt  in  geometricis  fignris  de  puncto, 
quod  est  principium  lineae  et  intenialli  .i.  longitudinis,  linea  prodacitnr,  qni 
est  principiam  xiiperßciei  .i.  diiplicis  intenialli,  longttiidinis  sciUcet  et  latil^ 
dinis,  tpsamque  siiperficiem  efficit;    ex  supei'ticie  iiero,  quae  est  iniciui 

M  lidi  corporis  tripler  inteniallum  continentis,  -i.  Inngitndinem,  latitndinem,  alti- 
tudinem,    ipsa    solidita«    procreatiir:    ita  et    in    niimeris.      Siquidem    unitan 
piincti    optinens    iiicem  et  niimeri    in  longitudinem    distenti    principium 
F^tene  linearem  nnmdriim  Inngi  tu  dinis  capacem  et  latitudinis  caput  c 
a  binario  inchoans    unitatis    fiemper  adiectiono    in  unnm  eundemque   qui 

u  tatis  ductum    explicatiir;    linearis  uero  niimenit«  supeiüciem  longitudini«  I 
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titudiniaque  ot^iacem  «t  slütudiiiis  principium  generat,  qul  a  tribuE  inchoans  ^ 

addita    descriptioni^    latittidine    in    Eeqiientiuni    se    naturaliiim    numeroinim  I 

muitiangulos  dÜatatiir,  ut  primus  sit  triangtiliie,  secnndug  quadratiiR,  tertrttis  I 

pentagoniLS  niimentg  et  deinceps  secuni^um  naturalem  niimeruin  a  grecn  de-  I 

nominatis  angiilii^  procedens,  superficies  autem  dun  intenialla  ,i.  longitudinem  t  1 

et  lalitiidinem  cotitinens  Boliditatem  trina  interualli  dimensione  hoc  [2]  est  I 

longitiidine,  latitudine  et  altitudini^  distantem  procreat,  ciiiiiu  ttoliditatis  prin-  I 

cipium  est  ifi  numerus,  qui  uocatur  piramis,  aliaR  a  triangiila  basi,  alias  a  I 

tetragnna,  alias  a  jientagona  et  eecundum  sequentium  multitudinee  angiilo-  I 

rum    eiurgene,    quemadtDodtun    Kuperfiuiei   primtig   eist    triangulue,  aecundus  ut  1 

tetragonuE,   terciiis   |ientagonus   niimenit;.      In   quoriim    consideratione    qiiia  I 

nou    huiuä   loci   est    diutiuB  immorari,    cum  in  Boetii    commento  de  hie  I 

habiindanter    poseit  quüibet    instrui,  de  bis  piramidibus    que  uocantiir  per-  I 

fecta   et   curta,   quia  ad  praesens  opus  spectat,   aliqiüd  dicere  cauea  postii-  I 
lat.     Et  primi  quidem  diffinitio  talis  est:    Perfecta    piramie    est,    quaeill 

a  ({uAlibet    basi   profecta    iisque   ad  primam  ui   et  potestate  pjra-  I 

midem  peruenit  nnitatem.     Sequentia  diffiiüHo:  Curta  piramis  est,  qnae  I 

a  qualibet  basi    prnfecta  iisque    ad  unitatem    altitudine  siia  non  I 

peruenit.     Quod  ei  ad  primiim  opere  et   actu  miiltiangiUiim  cius  generiG,  I 

cutUH    fuerit  basie,   non  peruenerit,    biscurta  uocafaitur;    si  uero  nee  ad    se-  tt-m 

cundum  opere  et  actu  multiangulum  penienerit,  uocabitur  tercurta;  ac  dein-  1 

cepG  quot  multianguli  defuerunt,  tociens  curta  pronunciabitur.      Es  bis  duaa  I 

solummodo  in  bac  arte  constitiiiae  Bunt,   perfecta   scilicet  ex   parte  paiinm  I 

et   tercurta   ex  parte   imparium.      Perl'ecta  piramis    summam  numeri    habet  I 

XCI,  tercurla  CXC.     Et  hae  iitre<|iie  a  tetragono  eadem  tetragononim  Biiper  »  I 

ee  compoBitinne  naseuntur.     Denique  pone  tetragonoB  per  crdinem  usqae  ad  I 

XSXVI  hoc    modo  .i.  IUI  Villi  XVI  XXV  XXXVI,   et  considera   qunmodo  I 

inferiuB  creBcendo  dilatautur,  stiperiuä  decrescendo  nsqne  ad  unitatooi  acunn-  I 

tur.     UltimuB  uero  in  bis  numerus,  qtii   et  maximiis,  basis  appeUatur,  quod  I 

super  eiim  ceteri  quaei  super  baeim  conetruendo  collocati  sursum  porrigan-  m  I 

tiir.     Hoa  ergo  niunerOE  imtun  alteri  superaddendo  collige,   et  uidebis  inde  1 

perfectain    piramidem    XCI   procedere.      Sed    de    bis    tetragonis    tribui<,    id  I 

est   l    IUI    Villi,    praecisis,   habebis    [f.  90'J    tercurlam    piramidem,    cuiiis  I 

basis    est   LXlllI,    hoc    modo:    XVI    XXV    XXXVI    XLVIIII    LXlllI.      Hi  | 
etiam  in  luiam  sumniam  redactt  tercurtam  piramidem  CXC  pri>dncunt. 
si  forsitan  ignoras,    qui  sint  tetragoni,    ensque    inuenire   desideras.    primuin 
noueris,   (piod    omnes  tetragoni    latora  tjua  Becundnm    ordinem  naturalis  nit- 

12.  Beet.  U  'Jl,  aqq.  p.  104  M\i.        Ifi.  Boet.  II  35,  p.  110. 

7.  longitudinel  lii'itfr  Lon  wieder  gelbert   Tinte.  19.  ii  m.  pr.  n.  I.  add. 

ih.  XCI  ist  aua  XLI  i:eTbegsrrt  R.        S'l.   procodciifr«?,  das  fuseitc  de  wnlrrtCricte»  R. 
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mmd  bibeBl  isBmfk^  «Ipoto  primi»  vi  et  potostole  Mragoms  «ijb  inilli» 
qui  uuim  Bolam  gnü  im  lafaie;  leeiiiidiis  H,  temna  m,' ^OHciiai  im, 
qnintaB  ¥»  et  ad  nmfcm  Bftqnwriinm  cwneti  fsooeduit,  «ioflli  nMw  piate 
i&  U»  fittwuUB  iytM  eampli  gnli»  po^nmiis:  •  - 
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ft  ffil  eigo  mdiiflqiie  tetragräii  läiam  in  se  ipea  mnltipIieaafiriB,  enndeiii  ietm- 
gonmn  enhiB  mmt  lUerä  liabeUs  hoe  modo:  Seibid  unas  uiiiiSy  bu  II  lOIi 
ier  tria  Tmi,  qnaier  im  XVI,  et  ita  in  infinitum  progreffi  potos. 

'  QntMktat  ei  v&t  muMi  niuneBoe  laee  ninuDili&M  tHiirlaniwr    8  KVSL 

SnperivB  digeMe  oepieiiionun  vamnomm  mbdie  de  pimtidilme  tantafek 

le  iBieiniisenttnin  pfopler  oetcndeBdam  prios  de  eemm  quaUteto  fiwrtiHHimfia« 
xttttimeBi«  hsm  nere  nntne  eipedieiidiun,  qnalifter  et  qpee  insiAnltibüe'  dbl 
adnenarüe  loei  sid  dignitate  deponaatnr.  Nam  maior  eiB  eantela  ntroU^ae 
#eniatiir  et  cnstofia,  qnia  et  maiori  aniditale  ntrimque  appetodtiilr.'  R 
non  sine  causa;   ubi  enim  mains  lucnim,   ibi   et  maior   cupido.     In    casn 

15  namque  piramidis  maius  sequitur  dampnum,  quia  onius  ca^us  mnliorom 
est  ruina.  Cadenie  enim  piramide  cadunt  simal  omnes  numeri  illi,  quomm 
compositione  piramis  efificitur.  Capitur  auiem  iitraque  hoc  modo:  8i  per- 
fectam  piramidem  .L  XCI  sua  basis  .i.  XXXVI  legitimo  tractu  ab  opposito 
offenderit,  aufert  eum.     übi  regulam  snperius  scriptam  dices:  Numems  nn- 

so  memnu  Qnare  autem  hoc  fiat,  adueriere  debes.  ütraqae  piramis  per 
summam  suae  basis  capitur,  quia  omnis  ille  numerus,  quo  conficitur  pira- 
mis, [2]  ita  ordinatim  locatur,  ut  ab  ultima  maiorique  summa  quasi  a 
basi  sustentetur,  ideoqne  necesse  est,  ut  cadente  piramide,  que  continet  ce- 
teros,  cadant  etiam  hij,  qui  ab  ea  continentur,  et  hoc  est  tota  piramis. 

«5  Hoc  tarnen  obseniare  debes,  quod  si  sola  ba^^is  ab  opposito  sibi  numero 
capitur,  non  ideo  piramis  cadit;  sed  timc  tantummodo,  cum  bis  numerus, 
per  quem   basis  capitur,  opponitur  ei  a  contraria  parte.     Per  nouenarium 

o  o 

quoque  in  IUI  campo  et  per  ternarium  in  XII  campo  eadem   piramis   dei- 


26.  his  bedeutet  i«! 
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citur.     Quater  enim  Villi   et  ter  XII    sunt  XXXVI.     At  t^rcurta  piramis 
.i.  CXC  praedicto  modo  capitur  .i.  si  eam  sua  basis  LXIIII  a  contraria  parte 

o 

legitimo  tractu  offenderit.     Deponitur  etiam  per  octonarium  in  VIII  campo 

o  o 

uel  per  XVI    in  IUI  campo.     Octies    enim   VIII    uel    quater   XVI   LXIIII 
sunt.     Hanc  autem   cautelam   semper  memoriae  admittere  debes   in  custo-  •*> 
dienda  piramide  tua,  ut  semper  loca  illa,  in  quibus  ab  aduersariis  superari 
potest,   tuis  quandiu  potes  protuicione  praeoccupes,  uel  talem   ei  locum  in 


o 


IUI  campo  siue  ante  &iue  retro  siue  dextrorsum  siue  sinistrorsum  siue  an- 
gulariter  praepares,  ut  si  in  tali  articulo  fuerit,   ut  non  nisi  fuga  se  libe- 
rare   possit,   tute   et  sine   timore    consistat.      Caeteri   quoque   cum   capiendi  lo 
sunt,  fugae  se  praesidio   liberare   habebunt.     At   si  locus  fugiendi    defuerit, 
in  muscipulam  cadere  habebunt. 

Prologns  seenndi  librL 

De  uictoria  Hithmimsohiae. 

Non  nuUos  offendere  uidentur  hi,  qiii  alieno  operi  iam  publicato  et  i5 
quasi  in  auctoritatem  recepto  audent  aliquid  adicere,  quod  etiam  suo  ela- 
borauerint  studio,  quasi  hoc  nulla  ueritatis  assertione  stipuletur,  quod  iuuante 
ratione  probare  possunt.  Nempe  bonus  artifex  uel  pictor  seu  cuiuslibet 
ai*tis  doctus  inspector  quod  ratio  offert  uel  ornatus  operis  exigit,  non  ideo 
neglegit,  quia  hoc  a  magistro  non  didicit,  sed  potius  gaudens  amplectitur,  20 
quod  se  ratione  magistra  inuonisse  miratur.  Nam  hoc  non  est  ai'^em  destruere, 
sed   prouehere   et  gratiorem   reddere  et  ad  maioiis  exercitium  speculationis 

or 

animum  |f.  90  "J  inducere.  Denique  Pithagoras  musicam  ex  IUI  malleolis 
commentatus  est,  de  qua  postea  alii  latissime  disputantes  plures  impleue- 
runt  libros,  multique  alii  diuersa  phyloBophorum  commenta  subtiliter  uesti-  25 
gata  et  inuenta  suis  etiam  subtilioribus  uel  auxerunt  uel  dilucidauerunt 
scriptis.  Igitur  non  ero  ut  reor  culpandus,  si  aliqua  de  ratione  rithmicae 
uietoriae  in  hoc  nostro,  quod  fraterna  karitas  extorsit,  opusculo  non  ante 
perspecta  posuero,  cum  hec  non  ex  meo  ingenio,  sed  ex  maiorum  potius 
magna  ex  parte  collegerim  sciipto.  Quod  quidem  non  iactanciae  uitio,  sed  30 
communis  utilitatis  et  huiusmodi  artis  exornandae  gratia  facio  et  ut  stu- 
diosis  eo  gratior  in  ea  fiat  exercitacio,  quo  fuerit  iocundior  occupatio.    Deni- 


er 


que  positis  terminis  tribus  aut  IUI  pulcherrime  uietoriae  practica  perficitur, 
([uando  et  arithmeticis  et  geometricis  armonicisque  proprietatibus  perspectis 
theoricae  rationis  subtilitate  nobilitatur.  S5 

4    IUI  ist  in  quaT  verbessert  R.        17.  elaborauorit  R.       25.  phjlosorom  K, 
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OupttiilA  Moondi  IfbiL 

L  De  dnobaB  modis  nietonae. 

IL  De  iBfllBitwBilwul  feriim  medteteftuHL 

nL  Quomodo  per  tria  pneoepte  ipae  madietelee 

s  nn.  Qaomodp  etiam  alio  modo  hweiiiMitar. 

y.  De  diffeMutÜB  et  pfoprieUtibiui  eamnu 

VL  Oeomielricalis  apeculiiftio  uiotorie  per  ha«  medieftataa  diapootneu 
Yn.  AUa  apeenlatio. 
Vm.  Item  alia. 
10  IX,  Item  alkL 

X.  Qnaliter  luoknEia  ieri  debeal 
XL  Qni  nnmeri  emt  annoniGL 
XIL  De  geometriea  amonia. 
Xm.  De  marima  et  peifiBota  amumia. 

^  De  dnotoiui  modla  «loloKia«.    §  !• 

Descripto  änmeratis  paleetne  pcaeliidio  eqiedkiida  iam  eet  i^iaefraWlie 
kiitaaoe  ooneimaB  «ietöria,  qne  est  qMroeae  maziraa  pan  materija.  Sed 
ad  Imiiis  qfieealatioBem  niotoriae  duoe  eoBelit«imii8  modoa,  ad  qnoa  paghela 
eognofloeiidoe  pemtile  est  noase  triam  medietatnm  hoe  eat  arift—Beae^ 
M  geometrioae,  aimonioae  proprietatea  aiqoe  differentiaa.  Primas  q 
eat|  com  tribas  tantam  termima,  mazimO|  medio,  minimOi  poeitia 
medietaies,  lioc   est   uel   arithmeticam   uel   geometricam   siue    armoiucam. 


or 


uictoria  perficitor.  Alier  uero  modus  est,  cum  IUI  modis  dispositis  per 
tres  insimul  medietates,  arithmeticam,  geometricam  et  armonicam,  maTimani 
>5  et  perfectam  armoniam  sjmphonizans  uictoria  concelebrat.  Et  iste  qaidem 
modus  marime  querendus  et  tenendus  est  propter  sui  perfectionem  et  inte* 
gram  musicae  proportionis  cognitionem.  Qui  si  haberi  non  potuerit,  sof- 
ficiat  superior  modus  et  ipse  musicarum  haut  expers  sjmphoniarom. 

De  dllAnitloiiibiui  trium  mediatatom.    §  IL 

80  Oper 6  precium  est  siipra  dictarum  trium  medietatum  proprietatea  bre- 

uiter  hie,  quantum  ad  praesens  negocium  attinet,  subscribere.  De  quibas  a 
quis  amplius  et  perfectiiis  scire  desiderat,  Boecii  de  arithmetica  commento 
sedulus  scrutator  adhereat.  Hamm  autem  proprietatum  differentiaa  demon- 
strant  subiectae  hmuscemodi  diffinitiones.     Arithmetica  medietas   est, 

34.   Boet.  de  arithm.  II  43,  p.  140  F. 


21.  termiuis  aus  termisus  verbessert  R.         33.   adereat  B. 
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ubi  inter  tres  uel  quotlibet  terminos  equalis  atqiie  eadem  diffe- 
rentia,  sed  non  equalis  proportio  inuenitur.  Geometrica  medietas 
est,  ubi  equa  proportio  et  in  terminis  et  in  differentiis  inuenitur.  Ar- 
monica  medietas  est,  quae  neque  eisdem  differentiis  nee  equis 
proportionibus  constituitur,  sed  quemadmodum  maximus  termi-  ^ 
nu6  ad  paruissimum,  sie  differentia  maximi  et  medii  ad  differen- 
tiam  medii  atque  paruissimi  comparatur. 

Quomodo  per  tria  praecepta  ipse  medietates  inueniantar.    §  IIL 

Est  autem  quaedam  disciplina,  per  quam  has  medietates  reperire  po- 
teris,  si  trium  praeceptorum  regulas,  quas  datun  sumus,  obseruaueris.    Ipsis  lo 
uero  tribus  praeceptis  non   uno  modo  in  omnibus  medietatibus  inueniendis 
uteris,    sed    singulae   medietates   suum  quendam  singularem  modum   trium 
praeceptorum  habebunt.     Primo  igitur  tres  terminos  equales  {>ones,  hoc  est 

uel  tres  binarios  uel  tres  tema- 

rios  uel  tres  quatemarios  uel  alios        n         II         II      i6 

quoscumque  uolueris.  His  itapositis 

si    [f.  91']    arithmeticam    medie- 

tatem  inuenire  uolueris,  haec  tria 

praecepta  obseruabis:    Pone    pri- 

mum     primo     equum,    secundum  so 

primo  et  secundo,  tercium  primo, 

secundo  ac  tercio,  et  arithmeticam 

medietatem  habebis  hoc  modo:  [A]  p 

Est  etiam  alia  arithmeticam  medie- 
tatem procreandi  uia  huiuscemodi:  25 

Pone  primum  equalem    primo   et 

secundo,  secundum  primo  et  duobus 

secundis,  tercium  primo  et  duobus 

secundis  ac  tercio,  et  erit  huius* 

modi  figura :  [B]  Geometricam  autem 1  30 

medietatem    hoc    modo    inuenies: 

Pone  primum  primo  equalem,  se- 
cundum primo  et  secundo,  tercium  primo  duobus  secundis  et  tercio,  et  erit 
hac  forma:  [CJ  Armonicam  quoque  medietatem  inueniendi  hec  uia  est:    Pone 
primum  primo  ac  duobus  secundis  parem,  secundum  duobus  primis  et  duobus  s& 
secundis,  tercium  primo,  duobus  secundis  et  tribus  terciis,  et  hanc  figuram 
armonicam  habebis:  [D]  Possunt  et  per  alios  numeros  he  medietates  secundum 

3.   Boet.  de  arithm:  II  44,  p.  144  F.        4.  Boet.  de  arithm.  II  47,  p.  152  F. 

33.  seoimdo  am  «aouBdimi  earr,  R. 
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hM  FBUMpt»  inuairi,  iod  hat  tutam  mrinÜBm  poM^,  -«k  ^vib«»  JK  ■■•- 
etmaim  tiamätd,  qm  in  nttuuBUNkiM  tabuk  aÜMtnr  -diifotitt. . 

anpnoda  «ttuu  allo  modo  ImuniHitii] 
'  ÜBi  «tiaiB  ^iu  aiodiis  pnadiete  mcdüteiw  i 
t  (pirOfBa  »oAo  Ui  aamartt  ntvaar,  qni  in  1 
nperimitar.  Ptmaator  duo  tannüü  et  iidnr  ,«m  am»  immvm  fot  mg^lHf 
quam  dilumu  oollooetnr,  eo  nidBlioet  modo,  nt  dnoboB  tartmü  ■lliiiiww 
pantiB  uDBtnUbUttMf  {MiiiilusMilRui  humiiib,  'qni  pv  nguMB  niriAuit  |t4BMi> 
dv  «Bt,  tta  mototqr,  nt  atino  ■ 


t  mmcpoaat.     ffiat  eigo  doo  tarmtm  iilM  V  XLT. 
■fan-  [8]  ge  et  hatwlw  L,  i 


Man  i  XXV  nlar  ubuifM  cztnmitBteB  loMbk,  «t  a 

Won  hibwMg.     T«l  ai  ittom  mmtBrnm,  quo  mi 

«iuq»  MtüdStbM  minori  touiBO  adiaäs  ot  qiU  iad«  ooMonMifc  ModiiW 
u^ponu,  uitlimettAs  medirtM  fornuttnr.    Kam  XLV  i]iimai-iLiiii  iiuadtägenun«, 

jt^iemt  Quam  m.  JnidH,  XX  ftnot.  Hdbo  ai  ijuinario  t^upiioäueiis,  XST^ 
'  .Bpaawtar^qmm  madjim  coMatitnoM  Tiftmaticam  medietatem  efficiea  hoc  modotj 

V  XXV  XLT.     Bi  antem  geranatrioam  »adiatiileiii  faoere  ui«,  praefK^ripto«] 
.tanninoa  propm  namarontata  moUiiiliaa  aie:     Quiiuiuies  quadra^t«  V  luf! 

wqnsdiagtea  qningwiaa  T  amit  CCSXXT.  Horam  tetragonale  latus  aäsume  X- 
XT.  Qnindeöea  «aim  quindeonn  tadioA  OCXXV.  Hos  i^itur  XV  msdiatj 
inter  V  et  XLV  n  posnaris,  geometrioam  medietatum  fonualii»  hw   modo: 

V  XT  XLV,  nel  ai  terciam  partem  maioris  termmi  accipias  et  illam  mefaa 
poBas,  idem  erit     Ter  enün  XV  XLV  stmt.     Armonicam  uero  medietatwa 

» tali  modo  reperies.  Prefatos  tenninoB  sibi  met  ipm  copnla  i.  V  et  XLV,  ot 
fient  L.  Deinde  differentUtn  eornm  .i.  XL  per  minorem  X  V  multipUoa,  et 
enmt  CC;  boB  per  numenim,  quem  ex^  duobue  ianctis  confecents,  diaide  X 

per  L,  et  inueniea  latitodinem  eorum  Uli  esse.     Quinqoagies  enim  Hü 

faciant  CC.     Hanc  ergo  latitiidinem  .t.  IIII   appone   minori  termino  X  V: 
uenmt  Villi;   hoB  cnm  inter  V  et  XLV  posuerig,   armooicain  medietatem 
ezplebie. 

De  dlfferentUe  et  proprieteUbos  eanun.    §  V. 
Vigilanter  quo(|ue  notandae  et  memoriae  commendandae  euttt  ipsanun 
trium  medietatum  proprietateE  et  differentiae,  quanim  consideratione  posaät 
3i  singulati    mdubitanter  diecemere.     Eet  autem  proprium  arithmeticae  medie- 

23.  si  etiä  ti'tciam,  etiä  unUratritAtu  ai*  ungüitig,  R.         So.  iptia  «m  ipao* 
i 
corrigirt  lt.        '26.  multipca  B.  hier  «md  öflert. 
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tatis  equalem  differentiam'  inter  dispositos  habere  ierminoB  et,  quod  eztre- 
mitates  copulatae  efificiunt,  duplum  esse  medii,  maioremque  proportionem 
esse  ininoruni  terminoinm  quam  maiomm,  minoremque  numerum  esse,  qai 
ßt  ex  multiplicatis  extremitatibus,  eo,  qui  fit  ex  multiplicata  medietate,  tan- 
tum  qnantum  eorum  differentiae  multiplicatae  resti-  [f.  91^J  tuunt.  Itaque  5 
ubicunque  inter  dispositos  terminos  tales  .IUI  proprietates  inueneris,  arith- 
meticam  medietatem  procul  dubio  pronuntiabis.  Quod  ut  magis  luceat, 
exemplificandum  est  in  ea  quam  supra  posuimus  dispositione  Y  XXV  XLY. 
Nempe  in  bac  dispositione  equales  sunt  differentiae;   eadem  enim  est  inter 

V  et  XXV,  que  inter  XXV  et  XLV  .i.  XX.    Quinque  autem  et  XLV  simul  lo 
iuncti   faciunt  L,   cuius   medietas   est  XXV,   maior  que  proportio  est  inter 

V  et  XXV,  quam  inter  XXV  et  XLV.  Nam  XXV  ad  V  quincuplus  est, 
XLV  ad  XXV  superquadripartiens  quintas  est,  quae  minor  est  quincuplo. 
Si  uero  extremes  alterum  per  alterum  multipliees  et  dicas:  quinquies  XLV 
uel  quadragies  quinquies  V  fiunt  CCXXV,  que  summa  maior  est  ea  que  i5 
ex  medio  .i.  XXV  in  se  multiplicato  conficitur,  quia  uigies  quinquies  XXV 
sexcentos  XXV  faciunt,  que  summa  priorem  superat  CCCC,  qui  fiunt  ex 
dififerentiis  in  se  ductis;  differentiae  autem  terminorum  sunt  XX.  Vigies 
ergo  XX  sunt  CCCC.  Porro  geometricae  medietatis  proprium  est  differen- 
tias  eiusdem  proportionis  esse,  cuius  sunt  termini,  et  quemadmodum  est  so 
maior  terminus  ad  medium,  sie  medium  esse  ad  extremum,  et  quod  ab 
extremitatibus  inuicem  se  multiplicantibus  conficitur  equum  esse  ei,  quod  a 
medio  in  se  ducto  completur,  ut  in  V  XV  XLV.  Inter  quinque  enim  et 
XV  denarius  est  differentia,  et  inter  XV  et  XLV  XXX,  qui  triplus  est 
denarii,   sicut  XLV   triplus   est  XV   et  XV  triplus   quinarii.     Et  quinquies  25 

es 

XLV   uel   e   conuerso   faciunt   idem   quod   XV  XV   .i.  CCXXV.     Armonicae 

uero  medietatis  -talis  est  proprietas,  ut  eadem  proportione  differentiae  ad  se 

inuicem   comparentur,   qua   maximus   terminus   ad   paruissimum  compai*atur, 

et  quibus  partibus  maioris  a  maiore  medius  uincitur,  eisdem  partibus  minoris 

minorem  superet,  maiorque  proportio   sit   in  maioribus  quam  in  minoribus;  30 

et    si    extremitates    iungantur    et    per  medium  multiplicentur,  duphim  sint 

ad    eam   summam,    que   ex   inuicem   multiplicatis   extremitatibus   colligitur; 

ut    V    Villi    XLV:    differentia    inter    XLV    et    VÜII    XXXVl    sunt,    qui 

numerus  ad  differentiam,  que  est  inter  Villi  et  V,  nonuplus  est,  sicut  maxi- 
er 
mus  terminus  1 2j  .i.  XLV  ad  minimum  .i.  V  nonuplus   est  et  IUI  partibus  35 

or 

maioris  .i.  XXXVI,  que  sunt  IUI  nouenarii,  quater  enim  Villi  XXXVI  sunt, 
medius    a    maiore    uincitur,    qui    eisdem  partibus   minoris  X  IUI  minorem 
16.  in  ea,  aber  in  unterstrichen^  R.        8S.  eitrewito^  ~ 
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)  est  vatüT  XLV  «t  VHII,  qne  esi  qaincupla,  quaa  | 
klar  VJIU  «t  T,  qa»  Mt  snperqaadriparcienBiiDinUB.  et  ai  XLV  et  V  isofU-  j 
kM^iir,  qni  ^H^"**  L,  rt  I^er  medium  .i.  Doaenarium  multiplicentur,  sie  nouM  i 

OPpC  b,  Aqiitim    uidelicet   illiua    quod   extremitatee    innicem   ea  j 
OCXXV. 


G*OHWttiaattl  ■nxinlallri  niotoriae  per  has  medietates  dUpositae.   g  VL 

Bi  oai  nen  ptwwt  recipere,  noa  arbitror  rationi  obsiätere,  s\  p«i-  hu 

äjiecteiD  dispouimus,  in  qua  dispositione   ümnia 

i  pn^ietatea  inaÜDul  poasis  oculo  mentia  iuspicere,  ineuper 

•  ■ÜqnM  geo— trillbt  SgVas  et  nonnullas  muslcaa  cansouantias.     Quo  enim 

ntUknr,  turtO  jinlintlMinr  erit,  in  aliqua  dispositione  uictoriae  occupatio.     Si 

«Ig«  n  paito  pariOB  tlHs  uktom  compouemia  est,  V  de  parte  ünpanum 

i  miit,  ceteri  Uli  .i  Villi  XV  XXV  XLV  in  diepo- 
tamen  a  contraria  |>arte  ablati  noa  fuerint. 
u  qnoniB  Y  nt  dtzi  et  «tiam  XXV  de  parte  Imparium  per  praedam  adqui- 
nottor.  Fono  li  K  pVle  fnparium  uictoria  Statueada  est,  XV  et  XLV  per  prae- 
Min  kd^nmodi  nat;  asm  caeteri  imparium  reperiuntur,  si  tarnen  et  ipsi  a  oon- 
tiarift  pMrtS  MM  tun  ftunnt.  Cum  igitur  omnea  hoe  termitioa  quacuiui|ue  part« 
Hdaail  fcalmsriB,  nietoriuii  facturus  pone  primo  V,  deinde  in  sequenti  catii)M) 

■t  ZV,  pOlt  Iraoo  XLT  noA  in  ante  «iue  retro  siue  deitrorsiim  siue  BinlEtrorsum, 

altritiBecuB  uero  XXV  ei  Villi,  ut  instar  uictoriosi«  craeii 
XXV 

hec  figura  exeat.    lam  nunc  adibito  mentia  ocnlo  r  — ' — 


•        VlB[ 


\,  uidebiB  trigonnm  ortogonium  qaadrifidam  exuigen, 

cuiue  baai  et  catbeto  eqnali  proportione  extante  hypoteaiiM 


consequenter  superbipar-  [f.  92 'J  tiena  quintaa  ad  bann 
nel  catbetam  erit  Duomm  igitur  superiomm  triganoTvm 
hypoteniisa  ariÜuneticam  medietatem  comprehendit,  basis  nero  qoadriidi 
trigoni  geometricam  medietatem  subportat,  inferiomm  nero  trigcMionim  liTpe- 
tenuBa  armonicam  medietatem  demonstrat,  nnmeros  nero,  qoi  soi  mnfacioM 
Ntrea  istas  medietatea  efVciunt,  catbetus  ipains  qnadrifidi  trigoni  eqnalitar 
assnrgens  representat  hoc  modo:  [A] 

Alia  apecnlatio.    §.  VIL 

Alia  quoque  in  bniuBmodi  dispositione  epeculatio  suboritnr.    Dispodtis 
enim  termims  eodem  modo  qno  supra,  XV  pro  centro  nel  puncto  e 

• 

20.  retr.  von  gleichzeit.  hd  corr.  B.        SS.  adibito  d.  i.  adbibito.        U. 
geniam  ,  ge  tn  go  eorrigirl?  B.         34.  c«rtro  R. 


XXV 


x*^ 
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In  quo  quasi  circino  posito  numeros  circampositos 
drcumferentia  ezctpiat,  quam  si  in  duae  equas 
partes  a  siniBtra  ad  dextram  per  diametrum  diuidas, 
snpflrius  hemiBperium  arithmeticam  tibi  medietatem 
consignat,  diametrom  geometricam,  inferius  hemi-  b 
sperinin  armonicBm  hoc  modo:    [B] 


f 

XXV 

^. 

"1 

nHIrl 

'■ 

\ 

■DidlDlas. 

7 

'-^ 

~~y^m' 
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Item  alia.    §  THI. 
At  Bi  aliud  diametrum  a  XXV  per  XV  ad 

Villi  recta  linea  feceria,  totum  ciicnlum  in  Uli 
quadrantes  dinidea,  in  quibuB  Biagalia  triangulum  k 
ortogonium  estimare  potes,  ita  ut  duo  triangula 
medietatem  diametri  sursum  et  duo  deorsum  pi-o 
catheto  habeant  et  alteriuB  medietatem  diametri 
duo  deitrorsum  et  duo  sinistroraum  pro  basi 
accipiaut,  ypoteaasa  uero  rectam  lineam  a  fine  ii 
basie,  ubi  circumferentiam  tangit,  nsque  ad  summi- 
tatem   catheti,   ubi   etiam   circumfarentiam   tangit, 

per  singuIoH  quadranteB  deductam  ipHiu§  quadrauUa  VI  parte  minorem. 
Superior  ergo  pars  circnmfsrentiae  duos  trianguloe  complectflua  arithmeticam 
pandit  medietatem,  cui  altera  parK  inferior  et  ipsa  duos  continen»  triangulos  k 
[2J  ab  oppoeito  armonica  medietate  respondet,  mediana  uero  linea  ipsonim 
IIII  triangulorum  baBim  denoianB  geometricam  medietatem  insinuat;  nmueros 
uero,  in  quibu»  ipaarum  medietatum  constat  effectuB,  altera  linea  mediana, 

que  pro  eatbetiB  IIII  trigononim  eatimatur,  assignat  hoc  modo:    [C] 


Item  alia.    §  Vlin.  is 

Quod  si  praefati  termini  ita  fuerint  dispositi, 
ut  qua^i  dnae  Ilneae  tiecundum  rationem  diametri 
deductae  in  quamUbet  partem  ad  ee  inclinatae 
fuerint,  duos  sibimet  eiaduerso  oiigonios  .i.  acutus 
angulos  et  duoB  ampligonioB  .i.  hebetes  angulos  m 
fonuabunt;  unueque  oiigonius  et  ampligonius  arith- 
.pient  medietatem,  alter  uero  oiigoniuE 
ledietatem,   medio 


// 

/ 

SV 
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> 

//    0« 

on. 
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■»\        N 
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vl 

lueticam 
ab   opjioaito   armonicani    com  prellenden  t 


et  ampligoni 

autam  inter  atrosque  loco  geometrioa  apparebit  medietas  sie:    [D| 

3.  ad  UM  in  oder  an  al.  m.  E.        -30.  angliloi  K.  3t.  ampligonioe  ä.  h. 

ambIfgoniM. 
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Si   aatem   ipsoe  terminoa  trmm  medietatum 

angulariter    conBtitnaa,    uidebia    quod    qnasi    dnae 

diagonaleB  lineae  medio  se  intereecant,  ita  at  dnos 

triangulos  altrinsecus  ad  unam  baBim  conBÜttiaDt, 
b  qnonun    catbetoB    eqtiales   esse   nec«sse   erit   hoc 

modo:    [E] 

Hec  non  ante  inspecta  in  rithmimachiae  uic- 

toria    ponere     praeeumpsi,     non     pertinaciter     ea 

astniendo,  sed  beniaole  beniuolia   offerendo.     Que 
10  si   placent   recipiaut,   sin  autem,   mihi  soli  relin- 

quant.      Nam   quod    ipsa  natura   offert,   ratio   non 

repellit,  cum  et  hoc  accedat,  quo  maxime  animus 

capitur,    scilicet    quia    instruit    et    oblectat,    cui 

param   aut   nicbil   confert  huius  discipUnae  prac- 
15  tica,    [f.  92"]    si   nulla   in   ea  exerceatur  tbeorica. 

Quoliter  niotoria  fleri  debeat.  §  Oapit.  X. 
Igitur  facturus  uictoriam  in  campis  aduersarii 
eam  gtatuere  debes,  primumque  numerum  quem  ponis  ex  nomine  adoersario 
indicabis,  hoc  summopere  praecauens,  ut  ipsum  primum  quem  ponis  et  adbnc  po- 
M  nendos  nullus  aduergariomm  inten-umpere  possit.  Nam  si  semel  interrupti  foe- 
rint,  uictoria  eassa  erit  et  iterum  cautius  eam  te  reparare  oportebit.  In  ei 
nero  uictoria  hanc  obseruabis  regulam,  ut  si  tres  ponere 

diios,  »i  IUI,  tum  tres  de  tuis  statuaa,  term  uel  quarto  de  parte  adaersani 
per  praedam  acquisitu. 

tb  Qui  nameri  aint  armooici.    §  ZI. 

In  ea  [laiic  ubi  perfecta    pirauiis   est,  Kfilifet  XCI,  XV  et  XX    ann.'- 

nici  sunt,  XXX  per  praedam  acquirendus  est.     Statutis  ergo  XY  XX  XXX. 

si    rccte   uunsideres ,    uidebis    Hecunduin    re^riilain    tJuperiuR   dictam    banc  e:<:e 

ariuonifiim  iiiedietatetii.     Eadem  eniui  proportiono  differentiae  ad  se  inuicem 

s»  comparantur,   <|iia  maximus  terminus  n<l  paniissimum  eomparatur.      Si  qai- 
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i  terminoa,  tarn 


1  inter  XXX  it  XX  .üff^re 


rst  X,  intei-  XX  aiitcm  et  XV   V.      Eadeui 


?rm<intia.s 


.•>t.  inl.T    X  Ol    V,  .[iiae  Jut^r  XXX  .'t   XV 
miisiias    in    liis    teniiiiiis   juTspicics,    si    con 

111  XXX  ad  XX   bemiolia  .i.  sesqualtera  proportione  iungitur. 


,  diipla.     i'''i 
n    ]i»oiiortiiim 
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qiiae  est  in  masica  diapente  consonantia.  Habet  enim  minorem  toi  um  et 
eins  alteram  partem.  Ad  XV  uero  dupla,  que  est  diapason.  Porro  XX 
ad  XV  sesqiütercia  proportio  est,  quae  est  diatesseron.  Habet  enim  mino- 
rem totnm  et  eius  terciam  partem.  Item  IUI  et  VI  armonici  sunt,  XII 
per  pi*aedam  adquirendus  est.  XII  ad  VI  dupla  proportio  est  diapason,  ad  5 
IUI  tripla  .i.  diapason  diapente,  VI  ad  Uli  sesqualtera  .i.  diapente.  Item  11  et 
VI  armonici  sunt,  III  per  praedam  acquirendus  est,  VI  ad  III  duplus  .i. 
diapason,  ad  II  triplus  .1.  diapason  diapente,  III  ad  II  sesqualtera  .i.  dia- 
pente. Item  XXV  et  XLV  armonici  sunt,  CCXXV  per  praedam  accpüren- 
dus  est.  In  bis  tamen  terminis  consonantiae  non  inueniuntur,  nisi  tantum  lo 
proprio-  [2]  tas  armonice  medietatis.  In  ea  uero  parte,  ubi  tercurta  pira- 
mis  est  CXO,  armonici  sunt  III  et  V,  XV  per  praedam  adquirendus  est. 
Item  V  et  Villi  armonici  sunt,  XLV  per  praedam  adquirendus  est.  lti*m 
XXVIII  et  VII  armonici  sunt,  Uli  per  praedam  adipiirendus  est.  In  quorum 
omnium  dispositione  eadem  ratio  armonice  proprietatis,  quae  superius  prae-  15 
libata  est,  diligenter  consideranti  aperitur,  preter  quod  musice  consonantie  non 
adeo  ibi  inueniuntur,  (|uia  maxime  in  supeqiartienti  proportione  constituti 
sunt,  quae  sicut  dicitBoetius  ab  armoniae  continentia  separatur;  aPtolomeo 
tamen  recipitur,  cuius  de  bac  sentenciam  qui  nosse  desiderat  Boetii  de  musica 
tractatum  perlegat.  Predictos  quoque  utriusque  partis  terminos  sie  uariare  20 
potes,  ut  per  aritbmeticam  seu  geometricam  proprietatem  dispositi  musicis 
quoque  proportionibus  uictoriam  perficiant.  Exempli  gratia:  Statue  VII,  VIII, 
Vlin  siue  VI,  Vmi,  Xn  uel  Villi,  XII,  XV  et  babebis  aritbmeticam  me- 
dietatem  et  non  nullas  musicas  cohsonantias.  Ad  geometricam  uero  me- 
dietatem  disponendam  pone  IUI,  VIII,  XVI  siue  V,  XV,  XLV  uel  IUI,  XVI,  25 
LXIIII,  et  in  bis  musicam  quoque  non  deesse  perspicies.  Hac  tantummodo 
ratione  utramque  medietatem  discemes,  ut  in  aritbmetica  equales  sint 
differentiae,  in  geometrica  uero  equali  inter  se  termini  proportione  inngantur. 

De  geometrica  armonia.    §  XII. 

£st  alia  quedam  pulcberrima  uictoriae  dispositio,  quae  in  bis  tribus  so 
constituitur  terminis,  uidelicet  VI,  VIII,  XII,  qiiam  Boetius  geometricam 
armoniam  appellat  et  nos  cubicam  uictoriam  dicere  possumus.  Tribus 
namque  interuallis  continetur  .i.  longitudine,  latitudine,  altitudine.  Omnis 
enim  cubus  XII  latera  babet,  VIII  angulos,  VI  superficies.  Omnis  autem 
armonica  proprietas  omnesque  musicae  consonantiae,  si  differentiae  cum  35 
terminis  considerentur,  in  hac  dispositione  inueniimtur.     XII  namque  ad  VI 

18.  Beet,  inst   mus    I  5,  p.  193,  1  Fr.  6,  p.  194,  \6.         31.  Beet.  inst,  arithm. 
II  49,  p.  158  Fr. 


8.  diaps  R  hier  und  öfter.        8.  diapt  R. 

Suppl.  8.  hitt.-lit.  Abtb.  d.  Zttchr.  f.  M»lh.  n.  FhjV.  18 


paate  nddonl,  Tm  »i  VI  dütoMWOa  in  iMquiams  pAyoKUaM.     Ftp» 

dif-    (£  981    faMBtik   iator   XD    at    Tm   qntonniBB  Mt«    iator   VU 

et  TI  Unriai.     DoodoMmB  igiter  id  im  «t  TI  ad  MaariaM  tdfbm 

t  propflitid^wa  tubwitM  diap—wi  d}^>««te  •ynqAoniun  paadoi,    VIU  am 

qaadrapliia  bia  diapaaea  naciaat,  at  kaM  deaariptiB  iooakt   - 


nictoria«  fonnat  ataeioiieaa  tna  prao- 
aer^itaa  im  aa  contiBea«  madiatatoa 
at   oaaäam  muioanim  BjnqiluHiiaram  proportioiieB.     Ciiiue  diäpositio  t«lis 

u  Mt:  VI  Vm  Tim  Xn.  HH  ai^  nomari  aolidi  saut,  ijuin  tnbua  interualtU 
distaati  cmianuit  X  longitadiiia,  latitaidiiie,  aUitadim,  aed  ncn  equaliter  produc- 
ÜB,  qnia  aüoa  ipawom  tamünoram  ab  aqoali  per  a^oala  C4ualiter,  allus  ab  in- 
aqnab  par  inegoale  ineqoaliter,  alius  ab  iDeqnaU  par  äquale  e>|aaliter,  alius  ab 
eqoala  par  aqaala  inequabter  prodwätar.   Siqiiidam  samel  bis  tres  VI  creatit  ab 

M  «"q"»*'  pw  iitaqnala  ineqnaUtar  proeedmtefl.  Uinus  aal  euim  äemel  quam  bis 
at  bia  dhiuib  quam  tres,  Ks  doo  bis  ViU  ganeraiit  tb  equali  per  equ&le  equa,- 
liter  gradientes.  Eqnaliter  namqoe  sunt  bis  et  dao  et  bis.  6ame)  tsr  tna 
VIUI  fadont  ab  inequall  per  eqnale  equaUter  exennteB.  Hinas  est  taüat 
semel,  eqaalia  ter  et  tres.     Bis  duo  ter  Xu  pariunt  ab  eqnale  per  eqnale 

n  inequaliter  prodennte«,  Equalia  qnippe  snnt  bis  et  doo ,  sed  ter  maina. 
Et  üle  quidem  soli^ae  qnantitatis  nnmerus,  qui  ab  equali  per  eqnale  eqna- 
liter procedit,  cnbna  Appellatur.  Qui  nero  ab  ineqnali'  per  ineqnale  ia- 
equaliter,  scalenon  grece,  latine  gradatns  dicitnr,  eo  qood  de  minore  *i 
maias  qnasi    per  gndnB  exurgat  idemque  [2]  speniBCus  .i.  coneolna    a{^>al- 

»a  latur,  qnod  nnlla  ibi  eqnalitas  seruetur  latitndicia  nel  altitndinis,  aicut  ia 
cuneo,  qni  ad  modam  constringendae  rei  nel  minuitnr  nel  augetnr.  Intar 
faoB  medins  est  ille,  qni  neqne  cnnctis  partibns  eqaalis  est  nee  omnibns  in- 
equalis,  sicat  qui  nel  ab  iue(|uali  per  eqnale  equaliter,  nel  ab  equali  per 
equale  inequaliter  procedit.     Qni  grece  parallelipipedus  uocatur,   sed   latina  . 

H  glossa  uoD  uniformiter  exprimi  potest,  nisi  quod  tantum  exponitnr  is  esse, 
qui  alternatiDi  positls  latitudinibuH  continetar.     Igitur  in  horum  diBpositione 

2   diat!44  H.    19.  ab  eqnaUp^r]  e  Mnd  p  aus  Correctar  pr.  m.    26.  qnan*'tati*  B. 
•iV.   d.  h.  epfaeniacoB. 
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terminorum  arithmetica  proporüonalitas  inuenitur,  si  XII  ad  YIIU  uel  Villi 
ad  VI  comparemos.  XII  auiem  ad  Villi  sesquiiercia  proportdone,  Villi 
ad  VI  sesqualtera.  In  utrisque  autem  temarius  differentia  est  et  iunctac 
extremitates  medietate  duplae  sunt.  Si  enim  innxeris  VI  et  XII,  XVIII 
Facies,  cuius  medietas  est  nouenarius.  Geometrica  nero  proportio  est,  si  5 
XII  ad  VIII  uel  Villi  ad  VI  comparemus.  ütraque  enim  comparatio 
sesqualtera  proportio  est  et,  quod  continetur  sub  extremitatibus,  equum  est 

et  et  o 

ei  quod  fit  ex  mediis.     Nam  XII  VI  idem  est  quod  Villi  VIII  .i.  LXXII. 
Armonica  quoque   medietas   hic  inuenitur,   si   XII  ad  VO   et  rursus  VIII 
ad  VI  comparemus.     Qua  enim  parte  senarii   octonarius   senarium   superat,  10 
eadem   octonarius   a   duodenario  superatur  i.  tercia  parte.     Quatuor   enim 

o 

quibus  octonarius  a  duodenario  superatur,  duodenarii  pars  tercia  est,  et  II, 
quibus  octonarius  senarium  superat,  senarii  pars  tercia  est.    Et  si  extremitates 
iungas  VI    scilicet    et    XII    easque    per    octonarium    medium    multiplices, 
CXLIIII  fiunt.     Quod   si   se   extremitates  multiplicent,  VI  scilicet  et  XII,  15 
LXXII  faciunt,  cuius  duplus  est  CXLIIII.     Omnes  ergo  proprietates  trium 
medietatum  superius  descriptas  in  hac  dispositione,  si  rite  perpendas,  inue- 
nire  licebit.     Inueniemus  hic  quoque  omnes  musicas  consonantias.     Denique 
Vin  ad  VI  et  XII  ad  VUII  comparati  sesquiterciam  proportionem  reddunt 
et    diatessaron  consonantiam;    habet  enim   maior  numerus  minorem   totum  so 
et  eius  terciam  partem.     Item    VI    ad  Villi  uel  VIII  ad  XII  comparati 
sesqualteram     proportio- 
nem faciunt  et   [f.  93"] 
diapente  simphoniam;  ha- 
bet enim  maior  numerus 
minorem    totum    et   eius 
alteram  partem.  XII  uero 
ad  VI  comparati  duplam 
proportionem  efficiunt  et 
diapason       sympboniam, 
Villi  uero  ad  VIII  consi- 
derati  epogdoum  faciunt, 
qui  est  tonus  in  musica. 
Habet  enim  maior  nume- 
rus minorem  totum  et  eius 
octauam  partem.     Huius 
descriptionis  figuram  su- 
biecimus  Loc  modo: 


95 


30 


85 


20.  diatsB  R. 
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ptitienti,  m  tpübaa  mnmmm  propcutioDM  üb  posnat  iwiiwiii.,  wiipl  -a^n 
loadihatiimBB,  imi  inntiäB  uUfaeor  otkaHtm,  qoamodo  «t  m- ^paip  ilni'  i]|i' 
tflTMiinii  nuuiM  qnoqtu  ^ecnküo  äma»  bob  poidt    SiA^iemmmm  WH« 

B  ü  miorologo  sno  talan  diitributioMU  Baunarva  ä  MH|iaMBÜ 
oantn  obaernaaduB,  nt  com  aeBmae  tan  siaadsai  wt'  'gapreta- 
sione,  tarn  daoran  aat  ploriam  «onaazioBe  fiakij  «•^par  toMM 
Bat  iq  nansro  aoouBi  aai  in  rativae  tonorvm  igtfi  isf^nf^s  ,»ltaT- 
Btrvm    eonferantor    atqae    reBppadeaDt,     aB«G    ae^na|9     ««^bü, 

MBan«  daplae  nsl  fcripl»«  BinplioibsB,  atqae  alias  «^ll^^i^^a  aaf- 
qualt«'*  afll  BaBtinitjeroia.  Cpm  par  haa  quid^  fmgi^o^tm  dia^ 
diBpcnator  monocoidi,  bio  tarnen  iatendit  oetendere,  qnod  laeot  m  mam 
eördo  iatis  meoBiirb  ptaadietae  consonantiae  cßlli^mtur,  ita  in  annoaüü 
aevaae,  qiue  luw  nisi  ^ms  oonaonantüs  fhmt,    etiam  i|>sU  pra«cipue  pro- 

u  portkniibaB  oonaanent  [S]  et  GonferaDtiir.  Siriit  eigo  ille  proportiones 
per  dinenoB  nomeroa  dkene  übi  oanfenuitar,  sie  in  cantibaa  seciindaio 
dinersOB  nomaroB  BOBoram  non  oODBOnaiitiariim  diuersitatem  uidere  poam* 
mtu  piM^orfionnm.  Vnde  et  nuneroa  aotaonua,  eeu  consonanlia  sit  mHA 
mm  rit,  ita  eonalderaTe  posBiimnsi  nt  enm  baibeant  duplatu,  aesqualtetaan 

■Buel  aeaqnitennani  proportionem,  etiam  inaanire  poasinius  tripUm,  qnadntj 
plam  at  qniacaplam  ao  deineape,  BOperbipartientem  qiioqtie  et  aupertripafl 
tientem  Ben  nq>erqaadrqMrtient«m  ac  dcönoeps,  äiuque  liat,  ut  ex  gi^ner^ 
BuperpaHienti  conatitata  nictoria  mndca  qnoqoe  ibi  non  deait  p^  pn^er- 
tiones  taatnoi  Bonorum,  non  coDSonantiarum.     Quod  ut  exemplo  maJiifesliiu 

u  fiat,  qnasdam  symphonias  Becnndum  has  Bonorum  proportionea  compositai 
BubiecimnE. 

[f "  94 '.]  In  hac  antem  proporüone  Bonorum  quod'decentiuB  est,  magiB  obseman 

debee,  uidelicet  int«r  doas  dictiones  nel  tres  uel  Uli,  nt  nerbi  gratia  nna 
dictio  taleni  numenim  Bonorum  habeat,  ad  quem  alteriua  dictioniB  nnmero 
so  conferatar  uel  sesqualtera  uel  Besquitercia  uel  sesquiquarta  sine  dopla  aia« 
tripla  Hiue  quadruple  aut  Buperbipartieati  aut  eupertripartienti  seu  alia 
qnatibet  proportione.  Vel  etiam  ad  uniuB  dictioms  numemm  dnanun  uel 
trium  dictioHom  numerus  conferatur  supr&dictia  proportionibos,  aicat  in  bac 
antiphona  uidere  potee,  quam  eiempU  gratia  apposuimuB. 

6.  GuidoniH  Aretioi  Hicrol.  c.  XV.  H.  Gerbeit  Scriptores  de  masica  11,  p.  ifi. 

8.   tenoram  R.       26.  Diete  Bymphoniat  füllen  die  2.  Columne  vitd  3  Lamgitäem 
von  f  >Ji'.        34.  Dtae  aittiphvna  füllt  2  Langieilen  auf  f  9i'. 
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Vides  ergo  qaomodo  hec  antiphona  propoitionaliter  incedit.     In  oscu- 

o 

letur  enim  VI  sunt  uoces  siue  soni,  in  me  VIII.     Octo   autem  totum  se- 

o 

narium  in  se  habet  et   eins  terciam   partem  .i.  II.     Serquitercia  ergo  pro- 

or 

portio  est.     In  osculo  IUI  soni^  in  oris  sui  YI.     Sex  autem  totum  quater- 

o 

narium  in  se  habet   et  eius  alteram  partem   .i.   II.     Est  igitur   sesqualtera  5 

or 

proportio.     In  quia  sunt  duo  soni,  in  meliora  Uli,  et  hec  est  dupla  pro- 

et 

portio.     Sunt  habet  III  sonos,   ubera  tua  uino  Villi,  et  est  tripla  pro- 


portio. Fraglantia  V  sonos  habet,  unguentis  optimis  XX,  eque 
quadrupla  proportio.  Oleum  VI  habet  uoces,  effusum  X  et  est 
superbipartiens ,  quia  habet  in  se  totum  senarium   et  eius  duas  partes   .i.  10 

or 

IIII.  Nomen  V  uoces,  tu  um  VII  habet.  Septenarius  habet  in  se  totum 
quinaiium  et  eius  duas  quintas,  que  proportio  uocatur  superbipartiens  quin- 

or  or 

tas.     Ideo  habet  mi  sonos,  adolescentule  XI.     Vndecim  habet  IIII  in 

es 

se   plus  quam    semel   et   insuper  eius    UI   quartas,   que   proportio    dicitur 


triplei  supertripartiens.     Dilexerunt  VEI  uoces,  te  nimis  V;   supertri-  15 
partiens  quintas  est. 

[Sequitur  tabula] 

FINIT  .  OPVS  .  FORTOLn  .  ABfEN. 


13.  XI]  XX  B,  aber  die  eweite  X  ist  ausrcidirt.  Fol.  96^  werden  die  symphoniae 
und  die  antiphona  auf  acht  Langzeilen  nochmals  wiederhoU,  in  berichtigter  Abschrift. 
Diese  theilen  wir  allein  mit,  ohne  die  kleinen  Abweichungen,  die  sich  oben  finden. 


•!;^uiu) 


rkuBgen  zur  Bythmimacbie. 


Qmnia  in  mensin:»  et  nuinero  et  pondere  coostitiiistil  SafiieBfc»  XI,  3L 
Das  wkd  man  als  Devise  der  Zeit  die  man  Mittelalter  nennt  im  ganrnn, 
insbesondere  des  11.  Ms  14.  Jahrhunderts,  betraditendÜtfiBn.  DIeGnometnemit 
den  verwandten,  nntremibar  mit  ihr  verhundenen  Wissensehaften,  suilehsl 
Arithmetik  und  ICnsik,  ist  das  Centnun,  von  d^  alle  weitete  Qeietes- 
thitigkeit  anaatrahlt,  und  was  das  MitlelaUer  Orosses  gesdiaAMi,  was  es 
wirkUcfa  gesehaffen,  das  ruht  auf  diesem  Grunde.  Die  Geometrie  gatt 
diesem  ZeitaUer«ls  WissensohaA  mtv'  ^£03^^),  als  Wissenfthnft  unA  Knnst 
des  redit^  Dednns,  Glaubens,  lisbens.  und  wiH  man  den  Anadrask 
„Wissensehaft*^  bemUngelii,  da  von  wissensdiaftlicher  AvShammg  nilaomal 
das  MitMatter  keine  Ahnung  gehabt,  so  wird  man  der  BesdiiftigQag  mit  der 
tfberiiefortsn  Geometrie  doefa  nadirllhmen  dttiCm,  dass  sie  dm  wiWiBMsdhall> 
liehen  Snn  vor  -dem  ÜJ^sterben  gehütet,  ihn  un  Hflbsdiluinmer  bewahrt  hat, 
Ar  die  Z«it,  wo  der  Better  ftr  die«  DornKtoehea  enoheiaen,  wo  d»  Lieht 
eines  neim  Tages  es  sum  neuen  fijsdien  Leben  wecken  sollte.  Wer 
sollte,  Sri  er  gleich  Laie  in  den  in  Frage  kommenden  'Wisseusdiaften,  niokt 
den  Beiz  empfinden,  dies  Traumleben  zu  beobachten?  Waliher  von  Chfttilion, 
der  berühmte  Dichter  des  Epos  von  Alexander  dem  Grossen,  dem  wir  aber 
auch  eine  Reihe  wirksamer  lyrischer  Ergüsse  verdanken,  in  denen  er  gegok 
die  Yerderbniss  besonders  des  Clerus  seiner  Zeit  auftritt,  gibt  uns  in  dem 
verbreitetsten  der  letzteren,  seiner  Apocalypse^),  folgende  Schilderung: 

5       Estiue  medio  dici  tempore 
umbrosa  recubans  sub  louis  arbore 
astantis  uideo  formam  Pidagore, 
deus  seit,  nescio,  utrum  in  corpore. 


1)  IsidoroB  Origg.  III  1,  §  1—2  nennt  freilich  die  Arithmetik  als  ende: 
[Arithmeticam]  scriptores  seculsrium  litterarum  inter  disciplinas  mathemaiicas 
ideo  primam  esse  uoluerunt,  qnoniam  ipsa  ut  sit,  nuUa  alia  indiget  disoiplina. 
Miisica  antem  et  Geometria  et  Astratwmia^  quae  sequuntur,  ut  sint  atque  subsi- 
stant,  istioB  egent  auxilio. 

2)  Die  zehn  Gedichte  des  Walther  voo  Lille  genannt  von  Ch&tillon,  hrsg.  von 
W.  Müldener,  Hannover  1859,  n.  IV,  v.  5 — 22.  Ich  gebe  die  Verse  nach  meiner 
eigenen  CoUation  der  massgebenden  Pariser  Hds. 
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Ipsam  Pictagore  formam  inspicio 
10  inscriptam  artium  scemate  uario. 
an  extra  corpus  sit  hec  reuelatio, 
utrum  in  corpore,  deus  seit,  nescio. 

In  fronte  nituit  ars  astrologica^ 
dentium  seriem  regit  grammatica'j 
15  in  lingua  pulcrius  uemat  retihorica'^ 
concussis  estuat  in  labris  hgica. 

Est  arismetica  digitis  socia; 
in  caua  musica  ludit  arteria; 
pallens  in  oculis  stat  geometria^ 
20  quelibet  artium  uemat  ui  propria. 

Est  ante  ratio  totius  ethice; 
in  tergo  Scripte  sunt  artes  mechanice,  ' 

qui  totum  explicans  corpus  pro  codice 
uolam  exposuit  et  dixit:  „Respice!^^ 

25       Manus  aperiiit  secreta  dextere, 
cumque  prospexeram  coepique  legere, 
inscriptum  reperi  fusco  caractere: 

DVX  EOG  PREVIVS  ET  TV  ME  SEQVERE. 

Pythagoras  also  gilt  ihm  als  Vertreter  aller  Wissenschaften;  er  ists, 
der  ihn  weiter  zu  neuen  Gesichten  führt;  zunächst  in  ein  anderes  Land  zu 
auserwtthlten  Schaaren,  unter  denen  einzelnen  der  Name  an  die  Stirn  ge- 
schrieben ist:  das  sind  die  Heroen  der  Wissenschaften  und  Künste;  hier  ' 
erscheint  er  selbst  wieder  neben  Boetius  und  Euclides,  dem  einen  als 
Vertreter  der  Arithmetik,  dem  anderen  als  dem  der  Geometrie,  er  selbst 
als  der  der  Musik. 

Wenn  Pythagoras  der  mythische  Heros  der  Wissenschaft,  so  tritt  im  Mittel- 
alter als  Lehrer  neben  ihn  Boetius,  der  erste  Lehrer  des  Mittelalters  in 
Mathematik  wie  in  Philosophie,  einer  Philosophie,  die  nicht  Schemen  nach- 
jagt, sondern  auf  dem  Boden  der  Wirklichkeit,  des  irdischen  Leids  einwachsen, 
das  Herz  erwärmt,  der  Rauheit  der  Zeiten  gegenüber  die  milderen  Gefühle 
des  Herzens  und  damit  die  Gesittung  rege  zu  halten  sich  eignete.  Aber 
nicht  zu  allen  Zeiten  und  mit  allen  seinen  Schriften  hat  Boetius  gleich - 
massig  solchen  Ansehens  genossen,  auch  er  hat  eines  Sospitators  bedurft. 
Die  Zahl  der  wohlerhaltenen  Handschriften,  die  tot  "'^    ^'Jirhandert 


biiianjQjebfln,  daif  darüber  nicht  tfiuecheo.  Gei-ade  die  gelesenfitoo  Autoren 
siltd  ee,  Von  dunen  iiat  alt«  HdsH.  Tetilan.  Viitna  ich  gleioli  fUr  die 
Behanptatig  lümkelE'),  dass  vor  Oerhert  die  Arithmetik  des  ßoetias  fwt 
gir  nicht  oiLirt  wird,  nicht  volle  Verantwortung  (ll)emehmcD  darf  —  er 
bat  nur  täa  litiiapiel  bei  Itabanim  gefunden  -  i^o  meine  ich  durch  die 
Citati<Hieii,  ili>?  ji.li  in  de»  Abtes  Litiius  von  Ferneres')  Briefen  finde,  die- 
selbe doch  ebiir  boslStigt  alii  entkrüftet  und  nur  näher  auf  die  ZwisohMi* 
seit  swisdifln  KutI  dem  Grnt^fien  und  Otto  III.  bestimmt  zu  sehen.  Denn 
sm  Ende  Alf^  10,  .hthihunderb  werden  auf  einmal  die  Bpnren  Kablreicher. 
Wenn  die  Könne  Hrotiniiit  von  Gandersheim  in  ihren  Comödien  Fafhutiu« 
und  Ssföentia  die  handelnden  Personen  nicht  Mos  boetianische  Mnsik  gon- 
deni  eelbst  Muthematik  vortragen  ISset'j,  so  beweist  das  »chon  Eindrit^n 
dieen  Werice  in  den  Klosteruntorricht*);  iind  dass  dem  wirklich  bo  war, 
iwgt  DIU  der  Bericht,  den  Walter  von  Speyer,  dui-ch  die  Gnade  Bischöfe 
Baldeiich  T«n  Siiejfgr  (970— f87)  erzogen,  üt-er  seine  Studien  eirstaitet  in 
seiiier  im  A,nt'aiig  von  Ottos  UT.  Regierung  verfassten  Vita  et  Paseio  8. 
dxiiAoffhon  Martyrid^).  Ueber  seine  arithmetischen  tütudien  epriclit  er 
dort  I,  148  tl'.  folgende  Worte,  die  allerdings  zu  ihrer  vollen  Lflsung  einen 
Oed^W  n  bedürfen  Bcbeinen: 

Rhythmica  Kunun&rnra  praeeessit  qainqoe  pueUas-.   — 

quae  circnmscriptis  intende  nocabnta,  tector, 
160    haee  i|iiiu  daetylieo  non  oernis  idonea  metro;  — 

primuLa  mnltiplid  capnt  insdiata  metailo 

1)  Haukel  Oeacb.  d.  Hatbematik  p.  310  fahrt  Rabanns  bei  Balnsiiis  Miac 
I,  p.  T  an. 

2)  Lupi  Ferrarieniie  epietolae  ed.  BaluEina.    In  ep.  V  p,  81  citirt  er  Boet.  I  4 
.  ex ,  1  31,  II  2,  nnd  tl  26. 

3)  In  der  Ausgabe  von  Barack  p.  243  f,  2T9,  vgl.  R.  EOpke  Ottonisdte 
Stadien  p.  70  f. 

4)  Die  Notüen  über  den  Onterricht  in  den  Stifts-  nnd  KlMterscbnlen,  mm 
welchen  die  Gelehrten  hervorgingen,  sind  doch  nicht  so  selten,  wie  der  Qea^icfat- 
Bcfaieiber  der  Mathematik  in  Deutacbland,  C.  J.  Gerbazd,  (HfiDcfaee  1877)  p.  t 
meint;  und  der  Mathematik  wird,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigt,  in  ihnen  dodi 
nicht  BO  nebenbei  gedacht.  Aber  freiUch  wer  erst  mit  der  Gründung  der  Duivem- 
t&ten  das  Studium  dfr  mathematischen  Wissenschaften  ~  ohne  die  nnsere  Dotne 
doch  wahrUch  nicht  gebaut  worden  wären  ^  in  Deutschland  beginnen  länt  (p.  4), 
wer  auf  ao  erbnbenem  Katheder  steht,  dauä  sich  ein  Gerbett  ihm  ah  Pygnfte  dai- 
itellt,  hat  ein  Kecht  über  derartige  Spuren  die  Nase  2U  rümpfen  und  anafithrtiche 
Lebrpläne  modernster  Art  zu  verlangen. 

51  Zuerst  pnblicirt  von  B.  Pez  Anccd.  T.  II  P.  3  p.  37  sqq.  Neu  nach  der 
Hds.  hrBg.  von  Dr.  W.  Harstcr  in  der  Beigabe  zum  Jahresbericht  1877/78  der  t 
Studienanstidt  Speier.     Hünchen  1878.    8*. 
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tardantem  retro  ciiius  iubet  ire  sororem, 

qnae  simul  ad  sociam  conuersa  fronte  sequentem 

inquit:  Habeto  meae  tecum  dextralia  palmae; 
155   hoc  etenim  speculi  nostrae  commendo  sodali, 

quam  genui  patria  quondam  statione  locata. 

Staret  inomatis  famulanim  quinta  capillis, 

ni  sibi  lacteolam  praeberet  tertia  uittam. 

ibant  qiiamque  sua  comitum  stipante  Corona, 
160   et  postc|uam  planas  timabant  rite  figiiras 

interualloriim  mensuris  et  spatiorum 

ordine  compositis,  cybicas  ef&ngere  formas 

nituntur  mediumque  uident  incurrere  triplum: 

coUatum  primi  distantia  colligat  una; 
165   alterius  numeros  proportio  continet  aequa; 

respuit  kaec  ambo  mediatrix  clausa  sub  imo. 

ordinibus  mathesis  gandebat  rite  paratis 

haec  missura  tibi  solatia,  clare  Boaeti, 

Ob  diese  Erscheinung  bereits  auf  Gerbert*s  Einfluss  zurttckzufQhren  ist, 
ob  in  ihm  der  Drang  seiner  Zeit  sich  nur  verkörpert  darstellt  —  sicher- 
lich verdient  Gerbert  jenen  Namen  als  Sospitator  des  Boetius;  und  die 
Folgezeit  erkennt  das  an  und  überträgt  auf  ihn  so  manches,  was  durch  andere 
nach  ihm  gedacht  und  geschrieben  worden. 

Als  Erfinder  des  Spieles,  von  dem  unser  Tractat  handelt,  wird  bald 
Pythagoras,  bald  Boetius,  bald  Gerbert  ^)  bezeichnet.  Wir  werden  das  ideale 
Recht  darauf  dem  einen  wie  dem  andern  zugestehen  müssen;  bei  Prüfung 
des  wirklichen  Anrechts  könnte  höchstens  der  letztere  in  Betracht  kommen. 
Es  mag  ja  einzelnes  geben,  was  mit  Recht,  ohne  dass  ein  directer  Nach- 
weis möglich,  trotz  aller  Wandlungen,  die  das  Mittelalter  vorgenommen, 
auf  Pythagoras  zurückgeführt  wird,  wie  das  Pentagramm  in  seiner  Wand- 
lung zum  christlichen  Heilszeichen,  wie  die  Sphaera  Pythagorae,  die  zu- 
nächst, wie  sie  in  der  Redaction  des  Apuleius  erhalten  ist,  nur  über  Leben 
und  Sterben  Kranker,  dann  in  schlimmeren  Zeitläuften  auch  über  Sieg  und 


1)  P^thagoräisches  Spiel  wird  die  Rh.  von  Neaeren  viel  genannt,  Boetins  gilt 
dem  Hermann  Coutractas  als  Erfinder,  Gerbert  wird  von  Boissier  als  solcher  bezeich- 
net s.  unten;  Fabricius  111  45  stellt  Selenus'  Aasgabe  unter  Gerbert's  Werke.  Chasles 
in  seinem  weiterhin  erwähnten  Briefe  an  Bethmann  hat  dagegen  schon  sein  Be- 
denken ausgesprochen.  Auf  Pythagoras  konnte  schon  Isidorus  führen  Origg.  III 
1,  §  3:  Nnmeri  disciplinam  apud  Graecos  primnm  Pythagoram  aatumant  con- 
scripsisBO.  Dhzu  kam  die  Wichtigkeit  des  unter  dem  Namen  tabula  P^dkaaariea 
allen  bekannten  Abacns. 


Niederlag«  und  in  anderen  Nöthen  befragt  wurde.  Aber  dann  erscbeuiM 
doch  die  Spuren  früher  und  nicht  plötzlich  in  späteren  Jahrhunderten.  Ton.' 
Boetiua  Schriftstellerei  ferner  haben  wir  doch  -m  genauen  Bericht,  als  das 
eine  Sache,  die  erst  in  Handsohriften  vom  11.  Jahrh,  an  une  bekannt  wird,  ' 
fUr  bnetianisch  zu  halten  uns  zii^emutJiet  werden  dürfte;  und  wenn  irir  , 
dem  (Jerlwrt  wirklich  die  Erfindung  zutrauen  durften,  so  muss  gerade  jede* 
mit  seinem  Namen  in  Verbindung  gebrachte  Factum  solcher  Art  petnlirJi-  1 
eter  Frllfung  auegesetzt  werden,  ehe  ee  glaubhaft  fUr  uns  werden  darf  ' 
Die  handgchriftliclie  DeberÜefariing  indees  giebt  uns  zu  solcher  gar  eicht  H 
einmal  die  Voranla^Kung,  nnd  wir  k&nnen  Über  diesen  Gedanken,  der  in  I 
16.  Jahrh.  erst  wie  es  sdieint  auftaucht,  ruhig  hinweggehen.  Wie  der  Dich-  ' 
tar  der  VetiUa  zum  Erfinder  des  Schachspiele  den  Ulis  es  macht  bei  der 
Belagenmg  von  Troia,  wie  Paiamedes  ak  inventor  des  luduü  tabulae  ge- 
feiert  wird  in  der  lateinitwhen  Äntbolngie'),  sn  etwa  sind  die  Genaant«ii  ' 
der  Ehre  theilhaftig  geworden,  Erfinder  der  Rhjthmimachie  lu  heia^en.  ' 
Nur  mit  dem  Unterschiede:  sie  niiiseten  in  der  Tbat  dieser  Krtindnn^  ' 
vorausgehen,  auf  ihnen  beruht  diese  Erfindung,  selbst  von  Gerbert  wird  man 
das  in  obgedachteni  Sinne  behatipton  dürfen ;  vor  seiner  Zeit  konnte  keiner  , 
darun  denken*).  J 

Und  noch  eins  musate  voraufgehen,  das  Schachspiel,  welches  nicht  erst  im    I 
]  1.  Jahrh.  tleiäsig  geübt  wurde,  aus  dem  unt;  Froumimd's  Zeugniss  im  Ruodlieb^    i 
vorliegt*),  eondem  schon  früher,  wie  ein  Gedicht  des  10.  Jahrh.  in  Hag«n'e    ! 
Sammlung  beweist.     Bald  nach  Gerbert,  im  ersten  Viertel  des    11.   .(ahrh, 
mag  die  Rh.  entstanden  sein;  daranf  fahren  die   unten  zu  veixeichnendon 
Bearbeitungen,  die  von  keinem  Yorgftnger  ausser  Hennann  Contraotns  etwas 
wissen,  soweit  sie  von  Fabeleien  absehen.     Damit  stimmt  die  Etjmolc^ie: 
es  verrSth  der  Name  eine  ünkenntniss  des  Griechischen  und  seiner  Wort- 
bildung,  wie   sie  dieser  Zeit  eignet.     Ums  Jahr  1041  schrieb  Anselm  vofl 
Besäte,  Capellan  am  Hofe  Heinrich  III.,  eine  Rhetorimat^ia^);  der  Gegen- 
stand derselben  ist  so  grundverschieden  von  unserer  B.  (der  Verfftsser,  eich 
gegen  einen  fingirten  Gegner  mit  allen  Mitteln  seiner  Kunst  vertheidigend, 
will  ein  UusterstUck  für  den  Unterricht  der  Bhetorik   liefern),   daas    wir 

1)  Anthol.  latina  ed.  A.  Rieee  n.  SS.  193—194. 

2)  Vor  dieitc  Zeit  geht  auch  keine  Notii  zurück,  Uidoras  hätte  una  gewin 
in  dem  18.  Buche  des  Originei  eine  Mittheilung  gemacht.  Ueber  einen  kÜBabravch 
wines  Namens  8.  unten. 

3)  Tbörichter  Weige  dreht  Boinier  die  Sache  um  und  Umt  das  Schachspiel 
Gewinn  ziehen  aus  der  Khjthminiachie. 

4)  Carmiiia  incdita  ed.  H.  Hagcu,  Bernae  I8TT  p.  137  ff.  aus  Einsiedler  Hdi». 
de«   10.  und  10—11.  Jahrhunderte. 

6)  E.  Dümnler,  Anselm  dir  l'eripatetiker,  Halle  1672,  p.  20  IT. 
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den  Titel  ganz  unabhängig,  ganz  ohne  Anspielung  auf  die  Rh.,  rein  aus  dem 
üblichen  Sprachgebrauch  seiner  Zeit  gebildet  erachten  dürfen;  dazu  tritt  die  Ver- 
wendung von  ^v^fwg  für  agi^iAog.  Ich  kann  nicht  glauben,  dass  dem  eine 
missverstandene  Stelle,  des  Martianus  etwa  IX  966  (p.  363,  9  Eyssenhardt), 
zu  Grunde  liegt: 

Nunc  rhythmos  hoc  est  numeros  perstringamus. 

Kein  Gelehrter  hätte  rhythmos  so  äusserlich  mit  numerus  gleichgesetzt; 
davor  war  durch  Kenntniss  von  Cicero  und  Quintilian,  durch  das  Studium 
der  Rhetorik  jeder  behütet.  Dieselbe  Veranlassung,  die  den  Walter  von 
Speier  verleitet,  rhythmica  für  arithmetica  zu  setzen,  trägt  hier  die  Schuld. 
Isidorus  Origg.  III,  1,  §  1  sagt  nämlich:  Arithmetica  est  disciplina 
numerorum;  Graeci  enim  numerum  agt^fiov  uocant.  Ein  verdorbenes  agi^iwv 
der  handschriftlichen  üeberlieferung  dieser  Quelle  hat  jenes  Wort  erzeugt. 

Mir  sind  die  geistigen  und  geistlichen  Strömungen  nicht  hinlänglich 
bekannt,  durch  welche  Wibold,  Bischof  von  Cambrai  (f  965)  veranlasst  wurde, 
seinen  Tractat  de  Alea  regtdari  contra  dkam  secularem^)  zu  verfassen.  — 
Es  wäre  wohl  möglich,  dass  eine  neue  Zeitströmung  das  pythagoreische 
Spiel  diesem  Muckerspiel  entgegengestellt  hätte;  wäre  das  aber  auch  nicht 
der  Fall,  so  zeigt  uns  jene  alea  regularis  s.  clericalis,  dass  die  Zeit,  in 
welche  ungefähr  die  Entstehimg  imserer  Rh.  nach  dem  vorgesagten  zu  ver- 
setzen ist,  ein  Bedürfniss  nach  ernsterem  Spiel  auch  neben  dem  Schach 
empfand.  Da  Bethmann  dies  Spiel  aus  der  Rh.  sich  entwickeln  lässt,  scheint 
es  gerathen,  ihren  verschiedenen  Charakter  durch  eine  kurze  Darstellung 
nachzuweisen. 

Die  Alea  regularis  soll  dem  gewöhnlichen  Würfelspiel  Concurrenz 
machen.  Drei  Würfel,  jeder  mit  1 — 6  Punkten  auf  seinen  Seiten  versehen, 
geben  56  verschiedene  Würfe;  jeder  derselben  führt  den  Namen  einer 
Tugend:  an  der  Spitze  aller  steht  Karitas  (1.  1.  1.),  ihr  folgt  Fides  (1.  1.  2.). 
Spes  (t.  1.  3.).  Den  Schluss  macht  als  Sechspasch  Humilitas.  Auf  einer 
Tabelle  sind  Würfe  und  ihnen  entsprechende  Tugenden  in  dieser  Reihe  ver> 
zeichnet.  Anstatt  der  Punkte  werden  jedoch  die  Würfel  mit  den  5  Voca- 
len  in  der  Reihe  des  Alphabets  beschrieben  (Y  spielt  nicht  mit),  so  dass, 
da  jeder  Würfel  21  Punkte  zählt,  der  erste  mit  a  beginnt  und  endigt, 
der  zweite  mit  c,  der  dritte  mit  i: 


1)  Gesta  episcoporum  Cameracensinm  c.  89  <»  Pertz  Mon.  bist.  IX  (Scriptt. 
VII)  p.  433  ff.,  daraus  abgedruckt  sammt  Bethmann's  Noten  in  San  Marte's  Parcival- 
Studien  III  208 — 211,  leider  durch  einige  böse  Druckfehler  eutstellt.  Honillon 
Le  jeu  du  seigneur  Wibold,  Cambrai  1882,  8®,  hat  das  Spiel  in  einem  Gedicht 
dargestellt  —  mir  unbekannt.     Histoire  litt,  de  la  France  VI  311—813. 


I  tun  I  fiou  I  aeiou  |  aeioaa  \ 
'        '  '  11.   e\  io\  uat  \  iowa  \  eiona  |  eiuuae  | 

>■  III.  f  I  om|  aei  )  ouae  \  ioaae  \  iouaei  \ 
86  imd  JAcbt  «inzetne  jener  5I>  WUrfe  wieiler  einer  An:&aht  von  Variationen. 
Mag,  unter  denen  den  richtigen  zu  treffen  Sacbe  dee  Gldck^  ist.  El 
irerd&n  iribnli^  femer  auch  noch  die  Consonanten  {t/u  als  zusammen- 
gMptalt  fÜtt  *eg,  c  exitttirt  nicht)  auf  die  vier  Füichen  einer  dreiEeiLigoa 
fjamä»  (1Mi>6der)  nach  ihrer  alphalietischen  Folge  vertbeilt: 


BaiSMt  WfliM  lind  Pyramide,  werden  nun  zugleich  geworfen  und  nan  ist 
äia  «An  Uagciide  Fläche  der  ertiteren,  die  unten  liegende  der  letitere« 
,  wati  dahin  erklärt  wird,  dKGE  die  Coneonanten  dem  KOrp« 
'  aach   nuten  sinkt,    die  Vocale  dem  Oeist,    der  in   die   UfÜi« 


Xte  Mäk  man  die  PoinU  anf  den  drei  WUrfeln  ond  encht  donadt  auf 
im  TiInB*  die  enteprechende  Tugend  auf,  siebt  ferner  -tu.  oh  anf  der 
Bnil  dw  PyKkmide  der  erste  oder  ein  anderer  C'onEonant  des  Wort««  eiob 
flndst;  BtcM  keiner  da.  e»  ist  <tei-  Wurf  migslun^en.  findet  er  sich,  dann 
darf  man  weit«r  die  üebereinstimmung  in  den  Vocaleu  prttfen'):  weim  solche 
vorhanden,  dann  ist  der  Wurf  gelungen. 

Tri6Ft  ein  Wnrf  des  QegnerB  spSter  dieselbe  Tugend,  bo  mnes  er  sie 
dem,  an  welchen  sie  bereits  vergeben  ist,  ohne  Ersats  laesen.  Besondflie 
Schwierigkeit  macht  hier  die  Erlangnng  der  Karitas'  die  fflr  iwei  Tugendca 
gilt  Da  der  Ginerpasch  nur  aei  ergiebt,  ist  es  dem,  der  ihn  «ruft,  er- 
laubt, sein  OlOck  in  einem  zweiten  Wnrfe  zur  Findnng  eines  iweitsn  •  n 
versuchen.  Sieger  ist  sciüiesBlich,  wer  bis  zum  Knde  am  mMstan  1 
geworfen  hat. 


1)  Wie  weit  die  üebereiiutinimuiig  gehen  muu,  da  eine  vOUige  doch  bei 
Namen  von  13  Bnckataben  wie  Perseuerantia  unmeglich,  ist  ans  der  ongeKhickten 
Daratelliing  Wibold'B,  die  der  Chronist  wohl  wörtlich  übertragen  hat,  nicht  in  er- 
ratheo,  die  EinzelhivadBcfariften ,  die  freilich  müglicherweiae  nur  Excerpt«  ans  der 
Chronik  sind,  hat  Bethmann  leider  nicht  beachtet,  t.  B.  einen  Bniiellenri«,  und 
die  Erklikrer  )aB<en  uns  gänzlic)!  im  Stieb,  wenn  sie  nicht  gar  Thorheiten  begeben, 
wie  z.  B.  San  Marte  hei  den  Worten;  proieclü  simul  c  manu  cubit  ettm  trwigidQ, 
die  einfach  vom  Warf  der  drei  Wörfel  »ammt  dem  Tetraeder,  hier  ti 
nannt,  lu  verateben  sind. 
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Der  Gewinoende  gilt  (ein  Antrieb,  sich  dieselben  anzueignen)  aller 
Tugenden  fllr  theilhaftig;  er  soll  bis  zum  sechsten  Tage  den  Unterliegenden 
seinen  Schüler  nennen  und  die  Tugenden,  die  ihm  dem  Ausgange  des  Spiels 
zufolge  fehlen,  durch  gutes  Verhalten  sich  zu  erwerben  mahnen;  der  Be- 
siegte soll  den  Sieger  als  Magister  ansehen;  beide  aber,  falls  keiner  den 
Sieg  davon  trägt,  einträchtig  in  der  Liebe  sich  mit  dem  Brudemamen  grüssen. 

Wibold  bemerkt  am  Schluss  seiner  Darstellung:  Qttod  $i  ludus  uüescit 
ant  animo  iedmmgignit,  saltem  numerorum  utilis  coaptio  uirtutumque 
d'digihiUs  inquisiiio  nee  otiosa  eoccrcUcüio  menteni  cul  eum  conuertanty  ut 
collatione  numerorum  exerciteris  uirtutumque  cumulo  gratuleris.  Der 
praktische  Nutzen  des  Yerstandesübung  wird  also  neben  der  Tngendübung 
und  zwar  in  erster  Beihe  betont.  Das  leistete  die  Rhythmomachie  in  viel 
höherem  Grade  —  gar  nicht  zu  gedenken,  wie  hoch  interessant  sie  diesem 
Spiele  gegenüber  auch  dem  unbegabtesten  erscheinen  musste  —  hätte 
Wibold  sie  gekannt,  d.  h.  hätte  sie  bereits  existirt,  so  würde  er  sein  Spiel 
nicht  erfunden  oder  ihm  eine  ganz  andere  Gestaltung  gegeben  haben  ^). 
Von  einer  Ableitung  des  einen  vom  andern  kann  natürlich  trotz  Bethmann's 
Andeutung  gar  nicht  die  Bede  sein,  da  dort  ein  Bretspiel,  hier  ein  Würfel- 
spiel vorliegt. 

So  ist  uns  das  Spiel  also  ein  Beweis,  dass  in  der  Zeit  der  Cluniacenser* 
reformen  wohl  ein  Bedürfniss  nach  solchen  Dingen  rege  war,  zugleich 
aber  auch  davon,  dass  die  Rh.  nicht  vor  der  Zeit  Gerbert 's  erfunden  ist. 

Wir  wollen  der  Alea  gegenüber  die  Grundzüge  der  Rhythmimachie 
kurz  skizziren. 

Zu  Grunde  liegen  dem  Spiele  die  drei  von  Boetius  ausführlich  be- 
sprochenen, auch  von  Isidor  Origg.  III  6  §  5  —  8  dargelegten  Zahlenverhält- 
nisse der  multiplices,  superparticulares,  superpartientes. 

Die  Definition  derselben,  „jener  widerwärtigen  antiken  Benennungen 
der  Verhältnisse^^  (Hankel  p.  353)  lese  man  bei  den  Angeführten,  deren 
Autorität  sie  es  verdanken,  dass  man  ohne  Rütteln  an  ihnen  so  lange  fest- 
gehalten, oder  in  Fortolfs  Tractat  nach.  Die  Darstellung  des  Ganges 
unseres  Spieles  meinen  wir  in  Kürze  für  Leser,  denen  das  Latein  des 
Mittelalters  weniger  zusagt,  geben  zu  müssen. 

Gefunden  werden  die  superparticulares  aus  den  entsprechenden  multiplices, 
die  superpartientes  aus  den  entsprechenden  superparticulares,  wenn  man  die 
Verhältnisse  umkehrt  und  nach  der  Formel 

aia-f-^'ö  +  ^b  +  c  •. 

rechnet.     Beispiel  seien  die  multiplices  sescupli: 


1)  Eine  etwas  interetaantere  ModificatioD  giebt  Tb.  Morus  an,  s.  unten. 


■larauB  ergibt  sieb  fOr  die  enperpaiiicularee  üeaquieeiti: 
36  :  36  +  6:  36  +  2  xe  +  1, 
42  49 

aus  der  Umkebnmg  dieser  (49  :  42  :  36)    wiederum  lllr  die  estsptecliendon 
superpartientea  ( supersexipartieiites) ; 

49  :  40  +  42  :  49  +  2  X  42  4-  38. 


Ich    schreibe   fUi 
bor,  du  ihre  Zahlen 


den    Laien   diese    VerbUltnisse   bis   : 
Ur  das  Spiel  benutzt  wei-den. 
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I  nun  aber 

die  erste  Colmnne  der  mnltipticea  lediglich  ans  der  1  bestaU, 
die    erste    Columne    der    BaperpartJcuUree    der    dritten    Beibe    dar 

mnltiplioes,  aovrie 
die  erste  Columne  der  snperpartientea  der  dritten  Raihe  dar 
aoperparticolarea  entspricht, 
BO  llaat  man  diese  weg  und  es  ergeben  eich  dann  48  Zahlen,  waldie  auf 
i^pteb(«tne  geachrieben  in  iirei  feindliche  Haufen  geaondert  werden,  derea 
erater  die  pares,  dar  andere  die  inpares,  d.  h.  die  auf  gleich«  oder  an- 
gleiche Qmndsahlen  surQckzafllbrenden  Zahlen  nmfasst  Auf  iwei  gtaom- 
derten  Spidbreiem  von  je  6x8  Feldern  findet  eich  für  beide  Parteisn  die 
Stellung  genau  vorgezeichnet.  Beiderseits  in  der  Hitte  je  u^t  iMttyfaa, 
die  pares  von  rechts  nach  links,  die  inpares  von  links  nach  rechts  geordnet, 
so  dasE  2  und  3,  4  und  6,  ti  und  7,  8  und  9  einander  feindlich  gegenOber- 
treten,  in  zwei  Oliedem,  voran  die  der  zweiten,  dahinter  die  der  dritten 
Columne.  Seitwärts  und  hinter  dem  zweiten  Oliede,  die  Breite  dea  Brets 
einnehmend,  stellen  sieb  die  acht  superparliaiJaTes  auf,  im  engen  AnschloGS 
also  an  die  dritte  Columne  der  mnltiplices,  die  ja  zugleich  ihre  eigene  erat« 
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Columne  bildete.  Hinter  dem  Mitteltreffen  bleiben  vier  Felder  unbesetzt; 
auf  die  noch  freien  2x4  Eckfelder  werden  die  acht  supei^partienies  ver- 
theilt,  im  Anschluss  an  die  ihrer  ersten  Columne  entsprechende  dritte 
Columne  der  superparticulares.  Genaueres  ersieht  man  aus  der  bildlichen 
Darstellung  in  Buch  I  c.  12  des  lateinischen  Tractats,  oben  S.  178. 
Die  Spielsteine  selbst  sind  von  verschiedener  Gestalt  und  Farbe: 

16  viereckige  kleinere  für  die  multiplices,  weiss  die  pares,  schwarz 

die  inpares ; ' 
16  viereckige  grössere  für  die   superparticulares,    roth   die  pares, 

weiss  die  inpares; 

16  runde  für  die  superpartientes,  schwarz  die  pares,  roth  die  inpares  ^). 

Zwei  von  den  runden  sind  jedoch  kreiseiförmig  erhöht  und  zugespitzt. 

Sie  stellen  die  Zahlenj9j^am?den  dar,  d.  h.  die  durch  die  Addition  quadratischer 

Zahlen  gewonnenen  Summen,  die  im  Spiel  nur  durch  zwei  Exemplare,  eins 

für  jede  Partei,  vertreten  sind: 

auf  der  Seite  der  pares  eine  perfecta  pyramis  =  91, 

(ihre   Basis   ist  36,    ihre  Spitze  1;   91  die  Summe    von  36  -f-  25 

+  16  +  9  +  4  +  1), 
auf  der  Seite  der  inpares  eine  tercurla  pyramis  =  190, 
(ihre  Basis  ist  64,  die  Spitzen  1,  4  und  9  sind  abgeschnitten,  die 
Zahl  ist  die  Summe  von  64  +  49  +  36  -f-  25  +  16). 
Es  wird  nun  mit  diesen  Steinen  Zug  um  Zug  gethan  abwechselnd  von 
jeder  Partei,  wie  es  in  den  bekannten  Bretspielen  oder  im  Schachspiel  ge- 
schieht.    Welche  Partei  beginnt,  darüber  ßndet  sich  keine  Vorschrift.     Die 
Steine  gehen  gradaus,  seitwärts   nach  rechts  und  links,  übereck  nach  beiden 
Seiten.    Die  multiplices  machen  stets  nur  einen  Schritt,  die  superparticulares 
zwei,  die  superpartientes  drei. 

Das  Rauben  der  Steine  des  Gegners  erfolgt  nach    folgenden  Gesetzen: 

1.  Jeder  Stein  kann  einen  quantitativ  ihm  gleichstehenden  dies  Gegners 
mit  den  ihm  zustehenden  Zügen  rauben.  Die  Art  des  Schiagens  ist  die- 
selbe wie  beim  Schach.  Die  Anzahl  dieser  auf  beiden  Parteien  gleichen 
Steine  ist  freilich  eine  geringe. 

2.  Wenn  zwei  Steine  von  A  einen  von  B  in  die  Mitte  nehmen,  deren 
Zahl  die  ihrigen  durch  Addition  oder  Multiplication  miteinander  erreichen, 
so  schlagen  sie  den  feindliehen  Stein. 

3.  Wenn  die  Zahl  eines  Steines  multiplicirt  mit  der  Felderzahl,  um 
die   er  von   einem   feindlichen   absteht   (das    Feld    des   Angreifers    wie   das 


1)  Boissier  will  die  drei  Sorten  lieber  durch  runde,  dreieckige  and  viereckige 
tesdcrae  bezeichnet  wisHen. 


des  Angugriffeneii  eingerecbnel)  die  Zahl  dea  luUteren  ergiflit,  ao  ist  leteta 

4,  Die  Primi  rt  mcomimsiti  numrri,  unsere  Primzahlen,  wBren  . 
von  dieeem  Schiebaal  Htetti  au  sge  seh  Losten.  Sie  dürfen  nur  dann  gefangen,  d.  h. 
gesühlugen  werden,  wenn  sie  von  ßegnem  su  nmdrüugt  sind,  doiig  eie  diiruli 
einen  gesetzmSBsigen  Zug  nicht  entweichen  können.  Schliettsbch  gilt  i 
foaea  oder  muuci{>iila  wol»l  fllr  alle  Zahlen;  wer  Bieb  nicht  mehr 
rechtzeitige  flucht  vor  Einachlieasiing  retten  kann*  wird  genommen. 

b.  Die  Pyramiden  werden  betde  durch  den  ihrer  Ba^ia  entB|>rerhet 
feindlichen  Sl«in  gem>iiimen,  durch  30  und  64'),  auch  nach  dem  unter  ] 
angefahrten  Gesetz,  und  mit  der  Pyramide  fallen  dann  zugleich  aSniiutliol 
Steine,  welche  die  Zahlen,  aus  denen  sie  xuäauim engesetzt  ist,  reprOsentin 

Ee    könnte   scheinen,    dass   da»    Spiel   eine    grosse   CielSufi^eit    i 
Kenntniss  des  Einmaleins  voraussetze  —  und  das  kann  seihst  lieut«  i 
abhalten,   eine  Probe   mit   diesem  Sjuele   ku  machen.     Aber  wahr  ist  doch, 
w)ts  Hankel  sagt,  doss  man  sich  im  Mittelall«r  nicht  gerade  mit  dem  Auswendig- 
lernen d«ssellien  gequält  hat.     Man  hatte  stets,  und  so  auch  hier,  vie  dwrw 
Tractat  I.  I  c,    1*2  zeigt,  das  Ci'ibrum  zur  Hand,  ja  an  das  Spielbret  selbfriH 
angeheftet.  'S 

Man  darf  sich  nicht  wundem,  dass  sich  in  den  L'anuina  buraua  neben 
dem  Schach,  dem  Bret-  und  Würfelspiel,  die  dem  lebenslustigen  geselligen 
Menschen  mehr  ntcmtdilas  boten,  imsere  so  viel  trockenere  Rhythmimachie 
weder  erwähnt,  noch  wie  jene  abgebildet  und  besungen  Gndet  (('amtina 
Burana  ed.  Schmeller  p.  344  f.).  Die  dort  abgel>ildeten  Spieler  sind  ki-ioe 
Mdnche.  In  Verbindung  mit  Wein,  Weib  und  Gesang  zu  treten,  wie  jeofti 
dazu  war  unäer  Spiel  nicht  angethau.  Was  die  Phantasie  zu  erregen  1 
mochte,  davon  beinass  es  nichts ;  mit  der  Liebe  zu  einer  Vetula  freilich,  wid  t 
jenem  Dichter,  dessen  Werk  lum  Spott  unter  Ovid»  Namen  »ich  verfarntÄI 
hat,  Hess  es  sich  wohl  einen.  Wir  treten  dem  Spiel  damit  wohl  nicht  to 
nahe,  dessen  pädagogische  Vurtbeile  Leute  wie  Johann  von  Salisbury  in 
früherer,  in  epfiterer  Zeit  Thomas  Morus  zu  schätzen  und  £u  rnhtnWaH 
wuBsten;  ^schah  das  doch  im  Oegensatz  zu  den  uberdüchlichen  und  i 
lauteren  Vergnügungen  der  jungen  Hofleate  ihrer  Zeit,  besonders  dem  getsi 
Würfelspiel,  und  hier  that  ein  Uinweis  auf  Ernsteres  wohl  notb. 


I)  Weun   der  Stein.   dt.T   die  Zahl    ihrer  Bsain  ti^,   vom  liegncr  genomfli 
wird,  bleibt  iHk  Pyramide  trotzdem  frei. 

S)  Deber  das  Würfelspiel  im  Mittelaller  vgl.  Sau  Marte  in  den  ParrivalBtuA 
in.  p.  19I-S02.     Ueber  Alea   in   römischer  Zeit:   K.  W.  MQIIer   iu  Paoly'fl 
klopädie  I.  319  ff.,  über  Latruucnlorum  ludus:  Tcoffel  ebenda  IV.  »H  ff. 
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Der  Verfasser  ist,  wie  sich  für  jene  Zeit  von  selbst  versteht,  Mönch: 
fratema  karitas  extorsit  opus,  sagt  er  im  Prolog  zum  2.  Buche.  Kr  ist 
wohl  bewandert  in  den  Schriften  des  Boetius,  zunächst  in  dessen  Arith- 
metik und  Geometrie,  und  allerorten  führt  er  die  Stellen  daraus  an,  auf  denen 
sich  das  Spiel  aufbaut.  Auch  Ptolomäus  (II  §  11)  wird  citirt,  doch  beruht 
das  Citat  ohne  Zweifel  auf  Boetius  de  musica.  Mehrfach  erscheinen  Stellen 
aus  Horatius  mit  und  ohne  dessen  Namen. 

Auch  über  den  Namen  des  Vei*fassers  darf  kaum  üngewissheit  bleiben. 
„ExplicU  opus  Foriölfi"  heisst  es  am  Schlüsse,  eine  ungewöhnliche  Art  ohne 
Zweifel  den  Verfasser  anzugeben.  Indessen  bin  ich  in  der  Lage,  ein  zweites 
Beispiel  aus  einer,  etwas  früherer  Zeit,  vermuthlich  aber  demselben  Vater- 
lande entstammenden  Handschrift  anzuführen.  Die  Wiener  Hds.  n.  39 1  s.  XI 
(nimmermehr  s.  X,  wie  Endlicher  meinte)  der  Gedichte  des  Alcimus  Avitus 
episcopus  Viennensis  trägt  am  Schluss  des  6.  Buches  die  Worte  „Ejoplicif 
opus  dodi  Aleimf*',  Man  kann  den  Anfang  der  oben  erwähnten  Schrift  des 
Anseimus  Peripateticus  damit  vergleichen:  Hoc  opus  Anselmi  collaudant 
subtitulati.  Die  That  des  Schreibers  mit  opus  zu  bezeichnen  würde  wohl 
auch  schwerlich  Jemand  sich  erkühnt  haben.  Der  Name  Fortolf,  oder 
besser  Froiolf  (Nebenformen  Fruatolf,  Frodulf,  Frudulf,  von  ahd.  pröd 
prudens,  wie  Pruotbert,  Pruotfrid,  die  Graff,  Sprachschatz  III  821  aufführt) 
erscheint  nicht  gerade  häufig  in  Schriftwerken;  die  von  Förstemann  altd. 
Namenbuch  I  435  gegebenen  Nachweise,  die  nach  Weissenbürg,  Corvey, 
Regensburg  führen,  habe  ich  näher  zu  prüfen  nicht  Gelegenheit  gefunden. 
In  Pertz  Monumenta  findet  sich  der  Name  auch  nicht  einmal.  Ich  suche 
den  Mann  in  irgend  einem  der  bayerischen  Klöster,  die  in  jenen  Jahr- 
hunderten rühmenswerthe  Propagatores  der  Wissenschaften  waren. 

Foriolf  ist  nicht  der  einzige,  der  die  Rhythmimachie  in  jenem  Jahr- 
hunderte zum  besonderen  Studium  sich  erkor.  Weder  für  den  Erfinder, 
noch  e  raten  Bearbeiter  giebt  er  sich  aus.  „Die  Intention  bei  der  Aufstellung 
des  Spiels  war,  wie  ich  vennuthe,  folgende,**  sagt  er  I  §  3,  und  im  Prolog 
zu  Buch  n  bekennt  er  ofi'en,  aus  Schriftwerken  von  Früheren  das  meiste 
geschöpft  zu  haben.  £r  überliefert  das  in  möglichster  Einfachheit  in  seinem 
ersten  Buche:  denn  nicht  Prahlerei,  sondern  der  gemeine  Nutzen^)  bewegt 
ihn.  Indessen  konnte  das  Spiel  wohl  zu  weiteren  Erfindungen  und  Ver- 
feinerungen verleiten,  und  wenn  Neuere  nicht  vermieden  haben,  diesen  Ab- 
weg zu  betreten  (erst  Boissier  rühmt  sich  die  einfache  Gestalt  wieder  her- 
gestellt zu  haben),  wer  wollte  es  dem  grübelnden  Klosterbruder  verdenken, 

1)  Den  Nutzen  betont  er  zum  öfteren,  z.  B.  §  4:  confert  sctetitiam  multipli- 
candi  et  habitudines  ipsorum  numerorum  coffnoscendi,  progressiofies  quoque  pyra- 
midum  et  differentias  trium  medietatum  etc. 

SappL  s.  biat.-m.  Abth.  d.  Ztichr.  f.  Math.  u.  Phys.  14 
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d&SB  er  sich  weiteres  anageklOgelt.  Diese  (fei streichen,  oder,  wi«  ea  dem 
Laien  scbeineo  mag,  vielmelir  apitzlindigen  EntdeckuDgea,  durch  welche  dio 
vicloria  verHchitnei-t.  werden  soll,  le^  er  uns  im  zweiten  Buche  dar  and 
vertheidigt  slv  (im  Prologe)  mittelst  einer  Exposition  Ober  Ori^alitfits  die 
nicht  uninteressKot  ixt  leeen  ist. 

Vor  dem  II-  Jahrh,  bat  der  Verfasser  nicht  gelebt,  wie  u.  a.  sein 
C^tat  .,^\'ido  in  micrologo"  bezeug;  kann  doch  ncr  Guido  Äretinus  gemeint 
sein,  dessen  Lebenszeit  nm  lO'Jö  füllt,  vgl.  Fabricius  bihL  me>].  et  ioT.  laL 
111  137  ed.  Mansi.  M  nun  gleich  Gnido  rasch  auch  in  Deutschland  bekannt 
gewoi-den,  »o  verliert  doch  dies  Citat  fUr  ans  den  Werth  einer  Zeitbestimmung 
von  Fortolfs  Schrift  vor  jenen  Au sfllh Hingen ,  nach  denen  er  auf  den 
Schultern  Änderer  zu  stehen  bekennt.  Diese  Anderen  näiuhch  haben  frUhesteni 
XU  (joido'a  Zeit,  eher  aber  etwas  später  geschrieben.  Die  flandgcbritl  des 
Fortolfus,  die  hei  ihrer  vorzüglichen  AuBführung  und  der  Keinheit 
Fehlem  alä  eine  unter  des  Verfassers  Aufsticht  geschriebene,  nabeeu, 
Autograph  gelten  darf,  berechtigt,  ihn  um  die  Wende  des  11,  und  12.  > 
himdertü  anzusetzen.  Des  Verfassers  Verlheidigung  gegen  BßswiDige 
sich  aus  den  VerbSitnissen  dieser  Zeit  wohl  erklären.  Von  Ignoranten 
werde,  sagt  er,  das  Spiel  verachtet  und.  mehr  Jevitas  aU  utililas  \a  ihm 
gefunden,  weil  die  Snsaei'e  Einrichtung  des  Spiels,  die  rantfHirum  distintüv 
rt  tiibdtularuni  profradio  der  alea  nachgebildet  erscheine-  Aber  weit  «nl 
fernt  sei  es  von  Inütus,  es  sei  eine  iuivntla  utililan  und  ulUis  tucvndiUu 
zugleich;  er  weist  entrüstet  den  Vorwurf  der  uanilas  und  irrtligiositaa 
rück:  ea  nuvrimr  rtTrehendunt  quar  nrsrhinl,  ausserdem  sei  os  inuidia. 
jene  stachle.  Und  wie  einst  Cnssiodorius'),  so  weist  auch  Fortolf, 
dem  Salomonischen  Ausspruch,  den  wir  an  die  Spitze  unaerer  Benierki 
gesetzt,  die  ungerechtfertigten  VorwUrfe  seiner  tiegnei 

Der  (.'odei  der  ßreslauer  Sta^tbibliothek  n.  54  (fi-üher  Rehdigeri 
S.  1  4,  5)  inembr.  f.  8Ü' — 94'  s,  XII,  besteht  aus  einem  quatemiü  nebst 
einem  auf  beiden  Seiten  beschriebenen  y,-Stack  eines  Blattes;  die  acht 
Blatter  des  ijnatemio  in  doppeltea  Columnen,  die  sceduls  ohne  ('olumi 
theilung.  Schöne  saubere  Hand  deE  12.  Jahrhunderts  in  Schrift  und 
Vereinigt  wurde  dieser  quatemio  schon  frfih  mit  einer  gut«n  I 
Boelius  de  arithmetica  s.  IX  (f.  1  —  85);  denn  aus  dem  14^15. 
stammt  die  Inhaltsgabe  auf  dem  Vorsetzblatle  f.  1':  Jtcm  duo  libri 
de  arismdrica  I  JIrm  liber  ipti  dicilur  Hilhmimackia.  Die  Züge  vei 
eine  devitsche  Hand:  leider  ist  simet  nicbt  das  geringste  Merkmal  di 
kunft  za  finden. 


in  tan 
ihm 

eit  ent- 
cvndiUu      I 

M 


I)   In  ilpr  Vorrede  i 


r  Encvklopädic.     Oper 
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Die  BoetiushdB.  umfasst  zehn  von  der  Hand  des  Schreibers  am  Ende 
nmnerirte  Quatemionen  (f.  2 — 81)  nebst  vier  Blättern  (f.  82 — 85).  Das 
Vorsetzblatt  f.  1  gehört  von  Ursprung  an  dazu.  Der  Titel  lautet  f.  2': 
INCIPIVNT  DVO  LIBRIJ)E  AR1TJ|METK!A  ANITH  MANILH  SEVE  | 
RINI  BOETII  VC  ET  ILL  EXCSL  |  ORD  PATR  |  DOMINO  PATRI  | 
SIMMACHO  BOETIÜS  |  IN  dandis  etc. 

Auf  die  vier  Tabellen,  welche  f.  84^  =  p.  172,  173  t'riedlein  den 
Schluss  des  Werkes  bilden,  folgen  noch  anderthalb  Seiten  Text.  Die  untere 
H&lfte  von  f.  85^  ist  leer  gelassen  (auf  ihr  steht  eine  probatio  pennae  von 
anderer  Hand:  Dominus  iesus  xfb  postquam).  Ein  Explicit,  ja  auch  nur  eine 
Andeutung,  dass  das  Werk  schliesst,  wird  hier  wie  in  den  übrigen  alten 
Hdss.  vermisst;  ein  ziemlich  sicheres  Zeugniss,  dass  der  Schluss  des  Werkes 
verloren  ist. 

Der  erste  Abschnitt  jenes  in  den  Ausgaben  fehlenden  Schlussstückes 
f.  85'  lautet: 

Inter  diatessaron  et  diapente.  tonum  di£ferentiam  quoniam  si  fuerint 
tres    termini    ita    constituti    ut    secunda    ad    primum    sesquitertia 
habitudine    referatur.    ad    eundem    autem    primum    tertius    sesqual-     ' 
tera.     Ide    tertius    ad    secundum  sesquioctaua  proportione  iungetur. 
ut  st  VI.  VIII.  Villi.    Nam  VIII.  ad  VI!  sesquitercius  est.  Villi,  uero 
ad  eundum  senarium!  sesqualter.  Villi,  autem  ad  VHI!  sesquioctauus. 
id-f-    epogdous.      Qui   iccirco   dicitur   differentia    inter    sesquitertium 
et  sesqualteruml    quoniam   sesqualter   id -f-  VÜI.     In  octaua  parte 
sesquitertia.  uincit  eundem  sesquitertium. 
Das   sind,  wie  man  sieht,   erklärende  Zusätze  zur  Arithmetik,  wie  sie 
nebst  zahlreichen  Interlinearglossen    aus  der  Vorlage   auf  die  Ränder  der 
Hds.   vom    Schreiber  übei-tragen   worden   sind^).     Auch  Varianten  hat  der 
Schreiber  zwischen  den  Zeilen  aufgenommen,  z.  B.: 


Text: 

übergeschrieben: 

p.  70,  18 

Fr. 

inueniatur, 
Sit 

in  al'  inuenitur 
in  al'  fit 

„  80,  18 

V 

ut  superius   distinctum 

est. 

in  aF  dictum  est 

„  79,  18 

>» 

aequitas 

in  al^  aequalitaii 

„  83,  27 

« 

multiplicationis 

in  alt^  multiplicitAtia 

„  84,  21 

« 

dupla 

in  al'  duplus 

„87,    1 

»» 

fingant 

r  signant 

• 

1)  Z.  B.  p.  80,  6  Fr.  ENMÜSITATON  THEOREMA        hoc  est  in  car- 

minibus  dei  uerbum.    A liier.  iDquibitio  dei  celsitudiuis.  —  Lupus  Ferrarianaia  a»  0. 
citirt:  Nichomachus  inmtmtatum,  siue  ut  alibi  reperi  entnuittaian 
ficiens  etc.  quae  uerba  graeca  quam  habeant  proprietatem  neseio  ti  reoto  .i 


ji.  87, 

3  Fr 

nno    V.  uel  decera 

.1  ,»„              4 

„90, 

11     >, 

additi  tarnen  latitudiai 

al'  addita      al    altitudiid^ 

„92, 

12    „ 

Bolus 

ar  in  soÜB 

„93, 

*     » 

procrealuntur 

in  al'  in  se  procreabnt~ 

„y3. 

5    .) 

11 1  haec 

in  al    bic 

„93, 

5    ., 

id  ijuod 

in  ul'  ii  primum  omniuin 

„93, 

8     „ 

(jiiac 

in  al'  qui 

.,  93,  11 


.') 


ipse 


al'  ipso 
deren  Text  mit  Eecht  von  H. 
Bei'nw&n]    im    DoinschatKe,  zu 
p.    10)  aiiägeselzt  wird,    das«    in 
i  der  Handst-briften,  wird  einer  B«vi 


Friedlein 's  Aiiaji^abe,  an 
(Der  liber  raatbematicaliu  des  heil, 
heim,  Progr.  HildeBlieim  1H75.  4". 
keine  feste  Norm  befolgt  ittt  beüUgliel 

liedUrfen;  die  Rhediger'aclje  Handnohrift,  die  der  zu  früh  der  Wissi 
entrissene    Gelehrte    nicht     Leniitxen    konnte,    durfte    fQr    eine    aolcba 
Sdhatzenswerthee  HUlfsmittel  bilden. 


1}  Wie  für  die  Uebertragung  von  iDterlioear.  und  Marginalnoten,  so  lat  tMeb 
iu  einer  weiteren  Rlneicht  die  Hdi,  intereegant.  Neuerdings  ist  Ton  I^eopoU 
Delisle  (Notice  sur  nn  mat.  m^roTingieu  .  .  d'f'ugyppiue.  Paria  ISTfi  p.  7)  wtti 
aaf  die  Vertheihiog  der  Qiiateraionpn  eiuer  Vorlage  unter  mehrere  Scbi 
aufmerksam  gemacht  worJea,  die  sich  theils  in  leeren  Spalien,  tl)«ila| 
Deberffillung  der  letzten  Seiten  mancher  Qnatemionen  »u  erkennen  girbt. 
Bolchea  Ansei Dandernehmen  einer  vielleitht  anderwärts  her  entliehen 
balle  ich  nur  in  gatii  vereinteltem  Falle  fflr  denkbar;  fi1r  Kahlreiehere  ¥U\f  1 
die  von  iineereni  SchreibiT  angewendete  Methode  Geltung  finden,  die  auf  der 
gefngigkeit  des  „Bchreibleders"  beruht ;  er  richtet  sich  rSlIig  noch  der  Qnatemio* 
.  Lagen-,  Blatt-  und  Seitentheilung  neiner  Vorlage;  beschreibt  den  lUreelit^lei 
(joaternio  nicht  von  Seite  I  — 16,  sondern  lagenweiae,  Enernt  f.  1'  dann  8*i 
nnd  8',  a'  und  T,  2'  und  T  n,  so  fort;  >o  kami  er  jede  Lage,  damit  die  S 
wohl  trockne  und  keine  Unaauberkeit  entutebe  (und  wie  u-lten  üt  ein  Abdrd 
feuchter  Schrirt  seibat  beim  dick»t«ii  Auftragen  des  „Schreibsaftes"  in  d«n  AlM 
HdüB.  KU  bemerken)  bei  Seite  schieben.  Auf  solche  Weiae  ist  die  aufl&lltge  Usl 
einstimmung  der  Seitenabtheilnng  in  der  Ueberliefernng  xabireichcr 
leicht  erklärt.  Der  Beweis  fflr  die  Boetioshds.  liegt  in  folgendem:  Dan  V<N 
blntt  (f.  1)  int  Fmgment  einer  von  demselben  Schreiber  geschrieben 
eines  Versehens  cassirten  Lage,  welche  das  1  und  8.  [tlalt  des  (jiiatemio  .111.  i 
lülden  bestimmt  war:  die  Bfickseite  ist  nämlich  beschrieben  Wort  flir  Wort,  QIm 
füi  tiloHse  mit  dem  Inhalt  von  f  16 ''i  der  im  Fall  liegende  Rest  des  einet  iIm 
gehörigen  Blattes  zeigt  vom  die  ZeilenanfAnge  von  f.  26',  auf  iler  KQckseit«  4 
Zeilenachliisae  von  f,  Sß*.  Der  Fehler  hat  ersichtlich  in  dem  Einmnlein«  ip.m 
Fried!.,  f  ^ü*  nnaerer  Hds.)  slattgi^unden.  Auf  <ler  Vorderseite  ^f  1*)  MW 
Schrift  niknbeTlichst  mit  Bimstein  getilgt,  dennoch  erblickt  mau 
worden.  iIk'  Spuren  besonders  der  letzten  Zeile  von  t.   18'. 
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Die  Bearbeitung  des  Fortolfns,  die  ich  ans  der  alten  und  gwten 
Rhediger 'sehen  Handschrift  mittheile,  findet  sich  auch  ih  einem  Bruielleneis 
n.  927  B.  XIV.  Vielleicht  giel't  auuh  die  Hds.  von  Avranches  (AbiincenBisl 
n.  145  mbr.  s.  XII  in  S".  dieeelbe  Faesimg;  wenigstens  werden  ans  di^oem 
oitirt  die  Worte  „Rittuotaackia  id  est  piignn  ninneri.  IndeBsen  ist  da.e  ein 
gar  zu  geringer  Anhalt,  auch  Oddo'e  unten  zu  nennende  Bearbeitung  be- 
ginnt: RhyOimimachia  gratet,  mimerorum  pugna  eipimüur  lalim: 

Von  den  berühmteren  Namen,  auf  welche  die  Tradition  Bearbeitungen 
der  Rhfthmimacbie  zurUakfÜhrt,  dürfen  wir  als  leidlich  begründet  nur  den 
des  Htvimanmts  Aiiffknsis  oder  Hermannus  Contracfits  nennen,  wenn  gleich 
Trithemius'  Zeugniss  nicht  die  genügende  Gewähr  bieten  sollte,  üeber  ihn  und 
Beine  Werke  vgl.  Fabriciue  IIl  237  f.,  Ä.  Potthaet  Wegweiser  durch  die 
Gescbichts werke  des  europäischen  MittelalterB  p.  364,  Wattenbach,  DeutEcblands 
Geschicbl«.|uellen  im  Mittelalter,  4.  Aufl.  II  36  ff.,  Giesebrecht,  G.  d.  deutschen 
Kaiserzeit  11  523  f.  Als  aein  Todesjahr  wird  1064  angegeben.  Das  Jahr- 
hundert also,  in  welcheE  sein  Leben  fällt,  seine  genugsam  erwiesene  Theü- 
nähme  an  den  mathematischen  Bestrebungen  seiner  Zeit  könnten  Trithemius 
und  seiner  Zeitgenossen  Zeugniss  stützen,  oder,  wenn  dieses  nur  auf  eine 
Mutbmassung  sich  grUnden  sollte,  indem  sie  die  Rhythmimachie  mit  malhe< 
matischen  Werken  des  Herimannus  in  derselben  Handschrift  vereinigt  fanden, 
diese  Muthmassung  zur  höchsten  Wahrscheinlichkeit  erheben.  Eine  solche 
Handschrift  ist  die,  welche  G.  Libri  in  seinem  CaUiloge'l  1859  p.  103  f. 
unter  n.  483  verzeichnet  hat: 

483  Hermanni  Unntracti  Liber  de  compositione  Astrolabii 
—  Incipit  Rithmacbia,  Incipit:  ,,Nomen  materia  tntentto  finis  —  Libri 
Älmogesti  Ptolomei  Philudensis  {AbbreTiatJo  seu  Capitulatio)  —  Rhetorica 
et  Grammaticalia  quaedam.  4*",  SJEC.  XII  on  vellum.  .  .  .  The  present 
manuBcript  contains  a  teit  of  the  lAber  df  Citm}iosiiione  Asirotabii  quite 
different  in  the  genoral  disposition  as  well  as  in  the  details  from  the 
two  wnrks  {De  Mivsura  Aslrolitbii  and  De  UliUlalibus  Asirolabii)  tiubli- 
shed  both  by  Pez  [Thesaurus  anecd.  111]  and  M  Higne  (Patrologiae 
oursus  completus  vol.  143  J.  For  instonce  the  manuBcript  beging  with 
qitiatnque  astronomkue  perüiae,  and  contains  a  portion  of  the  Librr  iirimus 
of  the  work  puhlished  imder  the  title  of  „IM  UlUUale  Asirolabii  (Migne 
vol.  143  col.  389)  and  then  gives  the  J.iber  de  composUiotu!  Astrolabii 
published    by  M.  Migne    under   tlio  same  title  of  De   UliUlalibus  AsIroUAii, 

1)  Cataloguo  of  thi.'  eitrnordinai'y  coltection  of  splendid  niauuBcript«  chJefly 
opon  velluin  in  vaj-ioua  Unguagot  of  Kurope  and  tbu  Koal  fomied  by  H.  äugli- 
elroo  Libri.  the  eminent  collector,  «ho  t»  .obltgud  to  Icavc  LondoD  in  conae- 
qiience  of  ill  bealtb,  and  for  that  Tuauan  to  dispose  Of  hia  Litcrary  TreaBures.    1869. 
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in  the  volame  allready  [|uoted  (col.  389).  But  tbere  &re  great  differeaccE 
between  this  manuecript  and  the  edilion,  Besides  tbe  work,  De  Stmsura 
Asirolabii,  ae  printed,  the  manuscript  contains  soroe  additional  matter,  follow- 
ed  hy  eeveral  chapters,  the  firet  of  which  foroiB  in  the  edition  (col.  40&I 
the  Caput  primum  of  the  second  bnok,  De  UlUilatibus  Äsfrniftbii.  Th« 
tables  abo  aSer  considerable  Tariatione. 

Obwohl  diese  BescbreibitD^  des  ersten  Tbeile  der  Hds.  maachefi  zn 
wUnEchen  Übrig  laset,  habe  ich  sie  miltheilen  zu  tnUssen  geglaubt,  da  Gie 
bei  Vevifleicbnn^''  anderer  Hd8E.  des  Hermann  von  Nutzen  sein  kann,  der 
Catalog  aber  selten  ief).  BeKlIglich  der  Rhytbminiachie  „a  work  of  ^emt 
import&nce  for  the  hiBtory  "f  arithmetic  and  ni'  the  compoeite  or  figurativa 
niimhere"  faest  er  sich  kürzer.  Der  Text  hat  nJchls  lait  dem  der  Aasg 
Rom  I4#2,  Paris  1496  iwiederholt  1510),  oder  dem  der  Hd 
pellier  zn  thun;  eine  Stelle  aus  dfim  1.  C'apitel  lautet; 

„Nrm   cnJwi    aUlir  atismctkc    opws  rilhmachia  rrprc.^cntat ,  ijvam  i 
in  ciffharis  et  organi».  H  tjfimielria  in  abaei  oprre  et  astrinMtnin  m  horose 
et   astrolabii   soürrtta   consistit,     Initefttor   ludi  huius  apu4  Rwuanos  Bot 
fuit,   ifufmaätnodum  arismetkc  apud  Grems  Pgtagoras  ei  Nie 
qwtpropter  his  premissUi  ad  ne^oHttm  transeatmts" 

Geechrieben  scheint  die  Rh.  von  derselben  Rand,  wie  die  Schrift  i 
das  At^trolabiiim ,  auf  die   eie  unmittelbar  folgt;  denn  „tbe  abrid^j^uent  of 
Ptolemy  and  the  Rheiorica,  consieting  of  fiye  oohimes,  closely  writlen,  u« 
in  a  different,  alttoiigh  ancient  band-writing". 

Weitere  Bestätigung  für  Hermann   —  so  weit  spärliche   Uittheilui 
nber  HdBs.  Schlüsse  gestatten  —  imd  ein  neues  interessantes  Zeugnies, 
man    eich    in  Sliddentcchland   angelegentlichst   mit  der   Darstellung 
Spieles  liefasste^  gewähren  uns  die  Mittheilungen  aus  Bothniann's  P^iier^ 
in  Peiia  Archiv  XII  232.    Danach  befindet  sich  in  der  „eigentlichen"  Ytttir^ 
unter  n.  3101  mcmbr.  in  4"  eine  im  Jahre  1077  von  Benedictus  Accoljfl 
raon.  8.  Arsacii  —   also  im  Monasterium   IlmineneeV   —  geschnobene  , 
machya"  (aic!).     Ihr  Anfang  lautet:  QifiVu/Me  genera  inaequalilalis  i 
Ut<üe  proeedrre  manif.*)  —  Spater  liest  man:  Hutusmodt  conflidum  fuid 


.en,   ar«       i 

unsArw     I 
'^>ier^ 


1}  Mich  bat  Herr  Prof.  M.  Cantor  aufmcrksani  gemacht  uud  die  Güte  gehj 
auB  dem  Heidelberger  Eienplar  die  ganxe  auf  obige  Hds.  bezügliche  Stelle  i 
lUBchreiben. 

Ü)  Dieum  Aofang  zufolge  könnte  VindoboDensis  621ti  t.  59>— 63*  chart.  n. 
XV  mit  dieser  Bearbeitung  Terwandt  «ein.  AU  Titel  wird  angegebeo:  ,,De  ludo 
Biduimaehit'  Shm  Iractatui  de  proeliü;  er  begtunt:  ^i'n^ue  genera  itulquila^ü  ej 
rijHitait  —  und  »cbliestt:  Si  quü  hec  plane  uideril,  Uichomachiam  »ein  t 
l-'s  folgt  i^iue  tabulu  tudum  repraescntaaB. 


ex  dero  Wirciburffensi,  si  prrili  mdkmi^  dabit  posterüati.  Sit  tabula  —  oc 
si  tutis  Sit.  Die  Hds.  des  Benedictus  enthält  vielleicht  daeeeibe  Werk  wie 
die  der  Libii'echen  Sammlung,  von  der  thöriubt  genug  die  d«n  Anfang 
bildende  Bubrica  (Nomen  materia  intentio  finis),  alwr  doch  nicht  der  Anfang 
eelbBt  mitgetheilt  wii-d:  indessen  aus  dem  Titel  ßUmarJtjia  statt  Rylh- 
mimacliiti,  könnte  man  einiges  sehlieeoeli:  die  Benennung  conflichis  stimmt 
auffällig  mit  dem  von  Trithemtus  gegebenen.  Die  Hoffmmg,  in  den  folgen- 
den Worten  eine  Hindeiitung  auf  aoeern  Portnlf  und  damit  den  Ort  wo  er 
sein  Werk  veri'asste  zu  gewinnen,  muEs  ho  rascli  wie  sie  aufgetaucht, 
schwinden.  Ein  Codex  Abrincensis  nfimlich  (Perfcs  Archiv  VIII  383),  der  die 
C'omposilh  asfrotabii  sccutulum  Hermannum  entliält  nebet  andern  Schriften, 
die  wohl  anch  von  ihm  henrUhren  ktinnten,  veranlasste  M.  Chaeles  in 
C'baiiree  in  einem  Briefe  an  Bethmann  gelegentlich  der  Vermuthung,  diuiti  die 
Ritmachya  de»  Vaticaniis  gleicherweise  auf  diesen  Mann  Kurllckgeruhib  werden 
könne,  die  oben  auBgehobene  Stelle  vollständiger  aua  Cod.  Paritjinus  7377  V. 
mitzutheilen.  Daselbet  lautet  sie:  Huiusmodi  conflicltim  ipiidam  ex  clero 
Wirzeburgctisi  nomine  Äsilo  si  pfrili  ittdiccnlur  |leg.  iiidici-nt\  duliil  pnnle- 
riiati.     Am  Bande  aber  stehen  die  Verse: 

Nomen  id  eipelle,  quod  diuiä  ugsar  Agelle. 
Astlo  dicor  ego,  cui  si   mihi  grammata  tolln, 
A  remanebit  et  0;  quid  erit  jiraestantior  illo? 

Die  Verse  beliehen  sich  Kweifelsohne  auf  ein  Factum;  einen  Besuch, 
den  der  Kaiser,  bei  welchem  jener  Asilo  in  Gimtit  stehen  mochte,  in  WUrs- 
borg  abstattete.  Von  dem  freimllthigen  Humor  im  Verkehr  der  jüngei^en 
und  älteren  Klosterinsassen  mit  geistlichen  und  weltlichen  Voigesetxlen  liat 
ims  ja  die  KlosteiThronik  von  St.  Gallen  eine  Heihe  btlbscher  Beispiele  be 
wahrt  (vgl  Casus  St.  Galli  c.  14,  26,  94,  123,  147).  Zunllcbst  bedürfen 
die  Verse  der  Bessemng;  man  muss  im  ersten  Asdh,  im  i^weiten  cum  <«'/.. 
statt  cui  si,  lesen: 

Nicht  Eeellin,  Herr  Kaiser,  mit  Verlaub! 
Nennt  Asilo  mich!  wenn  dss  SIL  ich  tilge. 
Bleibt  A  und  SI:  wer  rUhmt  sich  edlem  Namens? 

Da  AsUo  nur  Hypokoristikon  für  Adalbert  und  Adalbero  ist')  —  wofür 
auch  Azilin,  Ascelin*),  Ezilin  und  gerade  Mitte  des  II.  Jahrb.  Ae^elin 
vorkommen  — ,  so  könnte  man  fUgllcb  an  Ädaibcro,  Oralen  von  Lambach 


1)  Vgl.  Fitrstemann,  Ältd.   Namenbuch  1  199;  F.  Stark,  die  KoacnameD  der 
Qennanen  p.  92  f. 

S)  Auch  Adalbero  Biachof  von  Laou  OTT  wurde  äbccüd  genannt. 


denken,  der  zu   Paris  gebildet,   Stifslienr  am   Dome  za  WOnburg,   dm 
Kaiser    Heinrich'e    IIl.    Vertrauen    den   Bischofeita   bestieg   1045  (+  lOw 
Dieser    Kaiser    aber    galt    seinerzeit    selbst    hochgebildet    al£    riel^feii 
Gönner  der  WisaenBchaften'). 

Wer  Asilo  immer  sein  mag,  —  sein  Licht  wird  er  nicht  unter  den  Scheffel 
gestaut  haben  bei  dieser  Befllr worfung,  zumal  wenn  dieselbe  wirklich  rnn 
Hermann  ansgegangen  it^t  —  £o  wird  man  ksnro  den  Gedanken  zu  kühn 
finden  dürfen,  dass  eine  vierte  Bearbeitung,  aus  dem  11.  Jahrbundert,  die 
wie  es  echeint  ziemliche  Yerbreitung  gefunden  hat,  von  ihm  herrühre, 
jenem  Vaticanus  folgen  unter  anderen  Werken  kalendarii'cher  Art 
reffula  metifTulue  sperae  von  Grrhcrt,  der  Cmnpoliis  tiermanni  Suetii  mit 
selben  Prognoslica.  Ntüio  ile  ohsentalioM  quitttuor  lempontm  Gtrungi  H  J 
Hi^lpericus  dr  rirnipato.  gegen  das  Ende  endlich  eine  Schrift  De  arte  »c 
metica  „QuisquiB  peritus  etc.".  Letzt«re  ist  vielleicht  identisdl  ] 
einer  Regula  de  ritbmimachia  „Qvis'piis  pfritus  nrilhtitrlier  httUts  i 
noficiam*')  —  srsaiplH".  die  sich  in  dem  FragmentbaJide  Vatic.  Chri 
598  auf  einem  Quatemio  s.  XI  hinter  einer  Inleipret.  arabic,  nom. 
labii,  Recepten  ^u  Farben,  Goldschrift  u,  a.,  Beschwörungen,  Horolof 
regis  Ptolomei  (Pertz  Archiv  XII  297),  femer  in  zwei  Pariser  Hde. 
bekannter  Datining  (Paris.  7186  und  Arsenal-Bibl.  Sciences  et  arts  n,  1 
G.  Pertz  Archiv  VIII  383)'),  endlich  in  der  Handschrift  von  Hontpell^ 
n.  366  membr.  in  4"  s.  XIV  (nach  andern  Angaben  s.  XII,  s.  Albre 
von  Halberstadt,  hrsg.  t.  Bartscb  p,  VIIJ,  In  dieser  soll  die  Rhythtnn- 
machia  als  Bestancitheil  der  oben  citirten  Vetula  hinter  ietzerer  stehen  nnd 
zwar  unter  dem  Namen  des  Hermannus  Contractus  —  ein  leicht  erklJtrlichef 
Irrthum  bei  der  Verbindung,  die.  falls  die  Vermuthiing  gegrtlndet,  j 
beiden  M9nnem  bestand,  >ind  der  Verbindung,  in  die  die  beidersettjl 
Werke  in  den  Handschriften  traten. 

Ausserdem    haben    wir    aber   noch    eine   gedruckte   BeArbeitong, 
unter  bestimmter  Namenangabe  überliefert  ist; 

Regulas  domini  Odanis  dr  Rhi/thmiwarhia. 


11  Für  die  Abfutsuitg  von  Hermanns  Tractat  wfirile  dcb  daraus  eine  gwtali 
Datining,  vor  104^,  ergeben.     Der  Name  «amml.  der  Anecdote  kennen  i 
ohne  dadurch   an  Glauben   zn   Terlieren.   in   ipäteren   .\bschnften   von   N 
Werk   durch   einen   nn<lcren   zugesetzt  »ein.      üeher   Adalbcro  s.    Wegele   i 
deutsche  Biographie  Bd.  [;  Budinazky,  die  LTnivoraitJU  Pariit  und   die  Fiemdeii'^ 
derselben  im  Mittelalter,  Berlin  Iftifi  p.  116. 

2)  Ciipit  habere  lauten  die  folgooden  Worte  in  der  nachstehe  od  ang«Rlbrten  H<k. 

31  VAnf  ifdenfalU  von  diesen  verschiedene  Pariser  Hds.,  St,  Victor  Paris.  ( 
f3>;.  Führt  Lc  Benf  Diseert.  II  91  an. 
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Sie  beginnt:  Sesquialtera  proporiio  est,  quando  numerus  maior  —  und  schliesst: 
gtiot  unitates  singulae  coniinerU  pyramides  in  latere,     Finiuntur. 

Martin  Gerbert  hat  dies  Stück  aas  einer  Wiener  Hds.  s.  XIII  (jeden- 
falls Vindobonensis  2503)  herausgegeben  Scriptores  eccles.  de  musica  I 
p.  285 — 295.  Aus  derselben  Hds.  giebt  er  p.  296  —  302  Begulae  damni 
Oddonis  super  dbacum,  die  wie  schon  Hankel  p.  318  Anm.  meinte,  ganz 
unbegrfindeterweise  dem  Oddo  von  Clugny  zugeschrieben  werden  und  nicht 
vor  dab  11.  Jahrh.  zurückgehen,  femer  p.  303  Eiusdem  Oddonis  quomodo 
organistrum  c^mstruatur. 

Aus  derselben  Wiener  Hds.*)  gibt  Gerbert  I  25  ein  Fragment  der 
Rhythmimachie:  „Hoc  Ezcerptum  est  de  Rhjthmimacbia  „Sunt  numeri  qui 
amsanantias  creant  ud  per  quos  ipsae  discernuntur  — ",  Schluss:  Nant 
diapente  et  diatessaron  iunctae  diapason  consonanHas  creant,"  Dies  Stück 
findet  sich  auch  im  cod.  lat.  Monacensis  6369,  einer  aus  Freisingen  stam- 
menden Hds.  s.  Xr,  f.  65  —  66.  In  beiden  Hdss.  geht  voraus:  „Sententiae 
Isidori  Episcopi  ad  Braulionem  Episcopum  de  musica,  Excerpte  aus  Isidor's 
Origg.  in  c.  14 — 22,  abgedruckt  bei  Gerbert  I  19  —  24);  man  hat  darum 
auch  für  das  Fragment  der  Rjthmimachie  Isidor's  Namen  in  Anspruch  ge- 
nommen, während  es  eine  wörtliche  Abschrift  einiger  Capitel  von  Oddo's 
Werk  ist,  die  sich  p.  287  f.  bei  Gerbert  finden. 

Man  könnte  nun  meiner  Ausgabe  des  Fortolfus  die  Berechtigung 
absprechen,  da  es  gerade  genug  sei,  die  Grundgesetze  einmal  in  Druck  vor 
uns  zii  haben,  die  Tüfteleien  der  weiteren  Bearbeiter  aber  geringen  Werth 
beanspruchen  dürfen,  und  in  der  That,  wenn  wir  an  Oddo's  Rh.  das  hätten, 
was  solche  Einwendungen  voraussetzen,  dürfte  ich  nicht  in  der  Lage  sein,  sie  völlig 
zurückzuweisen.  Wie  aber  Martin  Gerbert  aus  seiner  Hds.  sie  gegeben  hat, 
ist  sie  ein  wirres  Durcheinander.  Es  beginnt  der  Tractat  ohne  Vorbemerkung 
mit  Behandlung  der  Proportionen,  danach  wird  plötzlich  eine  Tabula  be- 
schrieben, erst  auf  der  siebenten  von  elf  Druckseiten  wird  der  Name  des 
Spiels  genannt  und  erklärt.  Dort  nämlich  p.  291,  1  ist  in  Wahrheit  der 
Anfang  und  von  ihm  geht  es  leidlich  in  Ordnung  fast  bis  p.  295,  2;  dann 
erst  müssen  die  Seiten  285,  1  bis  291,  1  folgen,  die  sich  aber  in  trost- 
loser Confusion  befinden,  die  im  einzelnen  zu  entwirren  ich  mir  versagen 
muss;  ich  will  nur  aufmerksam  machen,  wie  p.  286,  Col.  2,  Zeile  3  mit 
den  Worten  sine  per  angulos  ftat  in  directum  plötzlich  in  ein  ganz  anderes 
Capitel  hineingefahren  wird.  Die  Disposition  des  Werkchens  findet  sich 
p.  293,  1  in  der  zweiten  Hälfte:  danach  kann  man  leicht  den  Faden  durch 

1)  In  ihr  steht  auch  der  DialogiiB  Oddo^H,  für  den  Gerbert  (p.  262  fi".)  einen 
anderen  VindoboiHtibiä  benutzt  hat,  wie  er  Praefatio  f.  e^  angiebt;  cod.  2608 
scheint  nämlich  auf  p.  259  col.  1  med.  mitten  im  Stücke  abzabreohen. 


d&e  Labyrinth  finden,  wenn  gleich  hier  und  da  die  Verbindungei 

ZQ   sein   Gcheinen.     Der  Text   selbst   ist  SuEiieret   verderbt   and    M.   tierl 

hat  dem  StUcke  wenig  Mühe  Kngewendet,  so  Aass  grobe  Fehler, 

p.  29»,   1   Zeile  i  v.  11.  drhrnsi  statt  de  ixl-tro  si,  p.  2S6,   1  Z.  12  fKHt| 

statt  nisi  Ha  stehen  geblieben  sind  a.  a. 

Die  Altersangahe  der  MUncbener  Hda,  s.  XI,  wQrde  uns  ni<^t  \ 
halten  dUrfen,  /imSehst  an  Oddo  abbas  Morimundeneie,  f  llfil, 
Autor  dei'  Bh.  wie  der  anderen  bei  Geibei-t  unter  Oddo's  Namen 
führten  Stucke  zu  denken.  Uni  «zweifelt  wird  diesem  ein  Tractnt  dr  i 
nunuroriim  mif^triis  zugewiesen,  der  z.  B.  im  cod.  Vindobonensis  14IÖ 
XII  erhalten  ist.  Vergl.  Fabricius  Bibl.  med.  et  inf.  lat.  V  11.  159  < 
Mansi.  Aber  man  muss  Aonh  die  grit^ee  Zahl  von  Schriftstellern  die««« 
Namens  in  jenen  Jahrhunderten  bedenken,  die  längst  nicht  alle  von  Fabri- 
cius  aufgezählt,  und  deren  vielseitige  TliUtigkeit,  wenn  sie  genannt  ^ind, 
von  dem  berühmten  Litterator  doch  nicht  immer  erächöpfend  ajigefahrt 
ii<t;  nie  BeiB|iiel  mag  der  auch  vi>n  M,  (.'antor  genannte,  in  so  vielen  Be- 
ziehungen rUhmeniäwerthe  Odo  von  Tournay  dieneu');  das  rSth  unit,  1 
auf  die  sichersten  Angal.>en  und  ItesUmmtesten  Beweise  hin  die  Zuweioi 
von  Schriftwerken  vorzunehmen.  Mir  Echeint  aueserdem  der  Tractat  t 
nicht  gegen,  sondern  für  eine  frühere  Zeil  zu  sprechen,  als  den  Ausg 
lies  11.  Jahrhunderts.  Freilich  Odo  von  Uliigny,  an  den  Martin  Gerl^ 
gedacht,  hat  wieder  viel  zu  frtlh  dafür  gelebt  (Abt  S27— 942)  und  ( 
deä  einzigen  Anonymus  Uelliceneis  Zeugniss  hin  möchte  ich  ibn  selbitt  b 
zum,  Verfasser  eines  Werkes  über  Musik  machen;  dasB  der  Horizont  Goi 
Studien  über  die  Theologie  hinaus  sich  erweitert  habe'),  müsst«  durch  \ 
verlOseigere  Angaben  erwiesen  werden. 

Aber  Oiln  giebt  uns  ja  selbst  einigen  Anhalt  seine  Zeit  zu  I 
In  der  Einleitung  p.  292,   2    sagt   er:    Nos  uero  tifhtl  rmks    MMedu,  j 
huius  nouellar  planlalionis  nnndum  sntinmur  (rticlu,    ipaius  t 
liiUix-  fragriMtis  per   ipsius  exferiorem  tum   (notiiiami'J  dtUcedinan  M«r 
palaliadhiicesurientissummatintpTetclibmiitm4sguslU.  —  Tmlrtnus  saUem  b 
sagt  er  femer  in  der  Einleitung  p.  293,  1,  iptibus  hatui  passe  subeal  f 
disctitcrc  diffidlinra,  nee  nisu  letnerariv  ea  ipttie  ipsc  huius  arlis  pandiM 
xtudiosr  muesligala,    ul  omnium   liberaliuta  artiunt    iml>nlus  scienll^ 
(in)  tiotUiam  f'uliirorum   stito  haitd  paruipeniientio  patcfecU,   reptlamHs. 

1)  Hist.  litt,  de  la  Fr.  VII  p.  05  an.  vgl,  p,  137.    M.  Cantor  Matbom.  Bcltd 
I.  Kulturleben  der  Völker  p.  H38. 

2)  Icfa  glaube  biL-r  mit  den  Resultaten  M.  Cantor'e  in  si-incDi  „Udo  v 
ülH!r»cbrictH  neu  Cnpitel  (Mathcm.  Bcitr.  p.  201  tf.)  mich  eher  in  UobereinstiiuiaiJ 

[i  DiahariuuDii;  zu  Qndcn. 
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salua  ipsius  personae  audorünte  ex  eiusdem  [e(]  scripli4>nis  pralo  flosados 
mellifluos  kgetUes  ttostrtte  ignorantiae  utiles  rerondamus.  CaHeras  >irro 
rht/ihmimachiae  normas  ibidfwi  plfniter  subtüulatas  memoriac  nön  mbtrahutmts. 
Ibi  natnqtie  pmfUbali  confUctus  rerfamen,  siinod  libmt,  poUtril  cogfioseere  elc. 

Dreierlei  geht  daraus  hervor:  ErBtüch  ttil  nach  seiner  ÄJiBioht,  dis  mit 
unseren  bieherlgen  Erfahrungen  stimmt,  die  Rhythmomachie  eine  Erfindung 
jüngster  Zeil.  Zweitens  aber  hat  er  Tltr  seine  Darstellung  einen  Führer  sich 
erwUhlt,  den  er  als  einen  Meister  in  den  stellen  freien  KOnsten  und  als  hiiiiis 
arfis  pantiilor  heneichnet  —  ich  gestehe,  ich  habe  diesen  Äusdiuek  anfangs 
falsch  gefasst  und  sogleich  auf  Herniami  Conlj-actits  bezogen,  denn  nur  auf  ihn 
und  keinen  andern  Zeitgenossen  konnte  dies  Lob  sich  beziehen  *).  Ich  glatihe 
nun  geirrt  zu  haben.  Das  Wort  pandifor  findet  sich  in  den  Leiiots,  Gelbst 
im  Du  fange  nicht,  und  dennoch  ist  es  richtig:  Odo  hat  es  dem  Guido  ent- 
lehnt, der  am  Schluss  des  Hicrologus  o.  20  (M.  Gerbert  II,  p.  24,  2)  die 
Worte  hat:  Hirn:  enim  incipiens  Boeliua  ptmditor  huius  ariü  nmllnm  miramqae 
tt  äif/iciltimam  kutug  aflis  cotKordiam  cum  numerorWH  imtportione  demon- 
slrauit.  Und  nicht  blos  das  Woil,  sondern  auch  die  Beziehung  selbst:  Odo 
meint  keinen  anderen  als  den  ßoetius,  auf  dessen  Lehren  die  Bh,  sich  anf' 
baut.  Von  Udo  von  Clugny  kann  also  als  Darsteller  der  Khytbmomaohie 
m'cht  femer  die  Rede  sein.  Vielleicht  erstreckt  sich  dies  Resultat  nun  auch 
weiter  auf  die  anderen  musikalischen  Schriften,  die  unter  diesem  Namen  gehen. 

Aid  Fuhrer  in  seiner  novella  (ilantatio,  der  Rhjthinoniachie,  dürfen 
wir  trotzdem  den  Hermann  nicht  aufgeben.  Das  geht  ^um  dritten  ans 
dem  Gebrauch  des  Wortes  conftklus  hervor,  der  der  Bearbeitung  des 
fieicbenauer  Mönchs  zu  eignen  scheint.  Es  kann  hier  die  Erinnerung  nützen, 
dass  wir  letzterem  aoch  ein  Gedicht  unter  dem  Titel  Con/Iklus  ouis  d  Uni 
verdanken^).  Bei  einem  häufiger  gebrauchten  Worte,  wie  pugna,  wUrde  ein 
solches  Zusammentreffen  sehr  gleichgillig  sein;  bei  dem  wie  es  scheint 
ziemlich  seltenen  Vorkommen  des  in  Rede  stehenden  wird  man  dem  Beachtung 
schenken  müssen.  Und  Oddo  hat  nicht  zufJlllig  an  obiger  Stelle  dies 
Wort  gesetat,  es  kehrt  bei  ihm  wieder  p.  286,  2  in  der  4.  Zeile  des  Ab- 
Bchnitts  Nemo  exütimtt'}. 

Ich    habe    imter   dem   Texte   des  Fortolfns  mehrere  Stellen  angemerkt, 


1)  Eb  iit  doch  ein  grosser  Unterschied,  oh  raau  jemand  unter  vier  Augen 
Tühnit,  wie  Rugo  Hetellas  den  Qerlaud  Canonicus  von  S.  Paul  ia  Besanton  tn  der 
firiefaorede:  Scietilia  (riuii  qumtriHiiqtte  oiwrato  et  ItonoraUt,  (HiBt-  litt,  de  la  France 
VII  136)  oder  vor  der  ganzen  gelehrten  Welt  deiner  Zeit. 

81  Keilfenberg  im  Antiuiiire  du  la  bibl.  de  Briiiclles,   1844  p.  80—86, 
3)  In    der   Folge    int    \\i\.»    Woi't    wohl    häufiger  gebraucht   worden.      Itekanut 
cind   mir   HilJeberti   Cunomanenaia  (geboren    1065)    Über   de  ijurrimonin  teu  con- 
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wo  letzterer  wGrÜich  mit  Odo  überemstimmt;  ee  mag  noch  mehrere  der 
Art  geben,  ja  es  mfisste  nnch  eine  ganze  Reihe  derselben  sieb  vorfinden. 
wenn  Odo's  Text  unverstellt  erhaJten  wäre  oder  der  letztere  Eeiner  Über- 
noDimenen  Ver|)Siclitung  so  Korgsam  □a(?hgekommen  nSre,  wie  Fortolf.  Et 
ergiebl  sich  aus  der  ganzen  Haltung  beider  Werke,  daEs  nicht  Fortolf  den 
Odo,  nicht  Odo  den  Fortolf  auege  seh  rieben,  sondern  dass  beide  einer  und 
derselben  Vorlage  in  jenen  Stellen,  d.  h.  in  den  Grundgesetzen  dee  Spieb, 
gefolgt  sind,  welche  klarer  und  knapper  wiederztigeben  kaom  möglich  war-, 
ein  Verfahren,  das  unter  die  Rubrik  der  gestatteten  Plagiate  nicht  Wo« 
jener  Zeit  gehört.  Der  Autor,  dem  beide  entlehnen,  was  sie  branehei 
kSnnen.  ist  unzweil'elhaft  Hermann,  nnd  in  seiner  Rh.  müssten  sich  diew 
Stellen  wiederfinden;  die  ächrift,  in  der  Bie  naohweiebar  originalit«r  steben, 
mas&  Hermanns  Schrift  sein. 

Der  Verfasser  der  von  Gerbert  edirten  Bearbeitung  hat  also  offenb&r 
in  geringem  zeitliehen  Abstände  von  Hermann  dem  Lahmen  gelebt;  nSheren 
alter  ihn  festzusetzen,  zunäehst  oh  er  wirklich  auf  den  Namen  Odo  Anspruch 
erheben  darf,  i^t  Sache  weiterer  Handsebril'tenforschung. 

Du  Cange  führt  nach  einem  mir  nicht  ^ngänglichen  Werke  von  Abb« 
Le  Beiif  {Var.  Script.  11  p.  85)  einen  TracUt  ober  unser  Spiel  von  WH. 
helmiis  Teffernsfittsis  Scliolts/irtis  an.  In  desselben  Verfafisers  Diseert^om 
sur  l'histoire  de  Paris,  Paris  1739—41  ('S  Bde.)  wird  11  91  Ahaelard 
als  Verfasser  einer  Bliythmomachie  genannt  nach  einer  Angabe  in  Richard  j>  J 
Foiimival's  Biblionomia  (Mitte  des  13.  Jhdt,).  Hier  liegt  wohl  nur  ^^H 
IiTthnm  vor').  ^^H 

flictu  carnit  r(  aniiHor,  eine  Nachahmong  der  boetianigchcn  Consolatio,  ^^H 
Higne  Tol  171  y.  996  —  1004.  Ferner  Cannen  de  conflicln  uirtnUmi  et  infia^^H 
in  den  Uänuheaer  Bdii«.  lat  4613  (.  XII  nod  lat.  S94I   «.  XV  et^.  ^^M 

V  RichanI  beachroibt  (nach  L.  I>eliale,  Le  i^abinel  des  manuBcriU  II  ^^^| 
die  HaniUchrilt  to:  4G  Pirfati  BoetU  lilier  ih  ariüimetka  ad  Stfmiitadiitm.  ^^^M 
Prtri  Abadalardi  lilier  de  pttifna  ttumerorHin  qui  dieUttr  litictiiiiimarAia.  ^^H 
Uno  foluminc.  Man  könnte  itn  Adalbero  denken.  —  Der  Catalog  von  St.  Aari^^H 
B  XII  (L.  DeÜBle  a.  a.  ]i.  463)  fuhrt  zwei  namenloite  AbschrifUrn  uaf:  160  tl^^M 
Ttgtiiae  abaci  et  Timimachint.  160  Tabula  rimimiKhiae ,  cum  figurü  Hi(M«rai;^^H 
eiiMifrm  artis.  —  Eine  Bcruer  Hds.  der  „Aritbmom achic"  («o  wollte  schon  lie  ^^^| 
DissertaliouH  II  91  das  Spiel  nennen)  cod.  309  membr.  fShrt  H  CtuitoT  Math.  B^^H 
p,  413  not.  430  an:  das  kiud  jedoch  die  Veraua  Acbrhaniii  de  lado  tabulu^^H 
Becnndnm  niimeruni,  die  von  mir  niuh  H.  Hagcn's  Mittheiliing  im  Aiweig«r  'J^^l 
Qerman.  Mnfleuins  1873  p.  349  f.,  dann  von  IL  Ilagen  eelbst  in  aemen  t^V<a^^| 
medii  aevi  m.  |>,  inedtta  Bern  1877  p.  142  ff.  herausgegeben  und  schon  &^^^H 
van  denisolben  in  der  Schrift  „Antike  und  mittelalterliche  R&thnelpoeate"  i^^^| 
1M9  tiind  1877  wiederum)  p.  33  f.  erlHutert  worden  sinii.  Verschieden  ■^^^1 
^ind  die  Vithiis  Agbranii  In  einer  KCuischen  HamUchritt  Cod  Vaticanus  Cbriil^^H 
llini  B.   M  f    Diiuiiulcr,  Nenca  Archiv  IV  5:iO  n.  6.  ^^| 
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Endlich  erscheint  noch  ein  spätes  Machwerk,  des  16.  Jahrh.  wie  es 
scheint,  im  Wiener  Codex  3276  f.  213' — 226^  unter  dem  Namen  eines« 
Johannes  Primicianus:  Pythagorae  ludus  nuper  in  aliam  formam  trans- 
latus  (Incip.:  „Z7sm5  et  practica  .  . .",  Expl.:  „damnum  parant^^).  Dieser 
mag  dann  schon  aus  neueren  und  nur  im  Druck  erhaltenen  Bearbeitungen 
geschöpft  haben,  zu  denen  wir  uns  nun  wenden,  nachdem  wir  einige  Stimmen 
aus  der  Laienwelt  citirt  haben,  die  in  die  Zwischenzeit  zwischen  die  obgenannten 
Schriften  und  den  ersten  der  zu  nennenden  modernen  Mathematiker  fallen^). 

Jo.  Saresberiensis  Polycrat.  I  c.  5  (ed.  Giles  III  33)  (de  alea  et  usu 
et  abusu  eius.)  Attalus  Asiaticus,  si  gentilium  historiis  creditur,  hanc  ludendi 
lasciuiam  [alearum  ludum]  dicitur  inuenisse,  ab  exereitio  numeronmi  paulu- 
lum  deflexa  materia.  Cum  enim  antiquiores  illud  exercitium  duntaxat  appro- 
barent,  quod  ad  inuestigationem  ueri  disciplinasque  liberales  proficeret  uel 
recte  uiuendi  instrueret  usum,  hie  subtili  quidem,  licet  infructuosa  inuen- 
tione  ueteris  exercitii  duritiam  non  temperauit  sed  emolliuit,  multis  adhuc 
in  pristina  manentibus  grauitate.  A  manibus  namque  Oraecorum  abacus 
nondum  excidit,  aut  ratio  calculandi,  aut  ludus  in  quo  plene  uicisse  est  ad 
denunciatum  calculum  in  campis  aduersarii  constituisse  perfectam  et  maxi- 
mam  har^noniam.  Cum  uero  in  eisdem  harmonica,  arithmetica  uel  geo- 
metrica  trium  terminorum  medietate  exultat,  semiplena  uictoria  est.  Quaeuis 
alearum,  eisi  contingant  citra  triumphi  gloriam,  aut  ludentis  felicitatem 
aut  artis  peritiam  protestantur.  lucundum  quidem  et  fructuosum  est  nume- 
rorum  7wsse  certamina,  qui  depredationi  inueniantur  obnoxii  et  qua  ratione 
in  castris  sint  alii  tutiores,  omnium  peiiculorum  ignari,  nisi  forte  cir- 
cumuenti  ab  hostibus  captiuentur.  Huius  uoluptate  certaminis,  Ptolomaeum, 
Älexandrum,  Caesarem,  Catonein,  ipsum  qrwgue  Samium  grauiores  opei*as 
legimus  temperasse,  quo  etiam  inter  ludendum  id  agerent,  unde  essent 
philosophicis  negotiis  aptiores.  Alea  uero  exciso  regno  Asiae  inter  manu- 
bias  euersae  urbis  non  sub  una  tantum  specie  migrauit  ad  Graecos.  Hinc 
tessera,  calculus,  tabula,  urio  uel  dardana  pugna,  tricolus,  senio,  monarchus, 
orbiculi,  taliorchus,  uulpes,  quorum  artem  utilius  est  dediscere  quam  docere. 
Anderswo  soll  bei  Johannes  nach  Du  Cange  das  Wort  riihmachia  im  Sinne 
von  concinnitas  gebraucht  sein,  die  Stelle  ist  mir  bisher  entgangen'). 

1)  Der  Gründe,  weshalb  ich  mich  nicht  auf  kursse  Angabe  der  Stellen  be- 
schränke, sondern  dieselben  ganz  abdrucken  lasse,  sind  yomämlich  zwei.  Einer- 
seits zeigt  erst  die  ermöglichte  Vergleichung  mit  dem  Fortolftexte,  dass  bei  den 
citirten  Schriftstellern  wirklich  von  unserer  Rh.  die  Kede  ist,  was  z.  6.  D.  de  Fonce- 
magne  bei  Du  Cange  leugnete,  andrerseits  kann  sich  für  die  Herkunft  und  Ver- 
breitung der  verschiedenen  Bearbeitungen  ein  Fingerzeig  in  ihnen  finden :  so  deutet 
möglicherweise  der  Schluss  der  Honoriusstelle  auf  Fortolf. 

2)  Gemeint  ist  doch  schwerlich  epist.  236  (p.  431  ed.  Masson):  In  Rithmachia 


Bs  iDflg  weiter  die  DtnMbii«  ia  dem  im  lettehltor  dem  CMd 
lediobeani  CkdkMe  *  VekOa^)  t6lgm.    Dort  Imifc  ei  BaA  I  e.  XXXV 
p.  96—98  m  dna  bekumten  HaehdniA  der  Wolfimblittekr  AmgAba  (ed. 
1669  ^ypis  StoniiB): 

O  uÜBim  IndoB  eoixetiir  Byttmimeriiiee! 
ludiiB  AriUimetioae  foüami  lloe  frnefae  et  enis 

m 

gloria  lane  et  hcnm^  qiiia  totam  edüigil  in  se 
lodiiB,  iibi  beHiim  dBqMmitiir  Ofdine  muo. 
Cempis  in  geminie  eoogieesio  fil  nnmercnrom 
qaattuor'JMyariNMi,  qid  emit  in  fimine  primo, 
eom  totidsm  paribm^  qni  Bmite  emit  in  eodem, 
prino^pio  Mmeri  nnmerie  non  eommmeieto. 
oetoqpe  sonl  ietf  pstree  ntrinaqoe  eohortis; 
eirrilietoree  nam  perti  dantor  ntriqiie. 
primo  ■wfHjpfc'cgt,  qnie  dneto  qndlBiek  in  ee 
qnadnti  soKdnnfar  eie,  qnibos  <«dine  biao 
eubemk  impNpartlmhtes  edieientoe 
toti  pertiflnhini  diotom  petria  a  qnntitata 
Hia  alii  aabanhili  qai  partieiiläa  anpeiadduil 
dietaa  a  nnmeto  wineente  patris  qnofitatom 
imo,  aed  nnmero  patria  aeqoalee  qnotiftali, 
ovdoqne  bfama  da.    Nnmavoa  Uno  inde  taheilae 
sen  Scaci  portant,  et  snnt  acies  bieoloiea 
ad  discernendam ,  praesertim  cum  paritas  et 
imparitas  mixtae  sibi  eint  in  utraque  coborte. 
distinguuntar  item  Scaci  tabulaeue  figaris: 
fai  trigonis,  fai  tetragonis,  illique  rotundis; 
scilicet  ut  Scaci  nomeros  utrinque  rotundi 
primos  octo  ferant,  trigoni  sint  octo  sequentes, 
tetragoni  reliqni,  nisi  quod  duo  sunt  ibi  Beges 
pyramidalibufl  ex  numeria.     Ideo  qaoque  Scaci 
pyramidales  sunt:  et  babet  pars  utraque  Regent 
In  castris  parimn  nonus  decimus  locus  unam 
perfedam  dat  pt^amidem:  senarius  in  se 
ductus  pyramidi  basim  producit  eidem 


lodentiom  hoc  indieat  iocns,  nbi  quoties  aufertor  pjramis  intercepta,  toties  con- 
cidimt  latera  eins. 

1)  Vetula  in  oben  genannter  Hds.  von  Montpellier  8.  XII  and  Bahlreiebeo 
anderen  Hubs,  erhalten:  schon  Richard  von  Bury  im  Philobiblon  citirt  sie  als 
echtes  Werk  des  Ovid,  ebenso  Walter  Borleigh. 
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totaque  pjramis  est  nonagenarius  unus. 

At  locus  imparium  decimus  bis  pyramidem  dat 

iercuriam^  cuius  basim  octonarius  in  se 

ductus  producit,  quam  pyramidem  coadimant 

centenarius  et  nonagenarius  una. 

Istae  pyramides  sunt  Reges  bis  aciebus 

et  sunt  ex  numeris  quadratis  omnibus   ambae, 

quod  potes  ex  tabula  subiecta  noscere  plane. 

c.  XXXVI: 

0  utinam  multis  numerorum  pugna  placeret! 

quae  si  sciretur,  placitam  se  redderet  nitro. 

Sed  Mathesis  uix  inueniet  qui  iam  uelit  ipsam.  etc. 

Zur  Erläuterung  finden  sich  dahinter  die  Zahlen  nach  ihren  Species 
und  ihrer  Vertheilung  an  die  Spieler  angegeben. 

Noch  einmal  bezeugt  der  Verfasser  1.  III  c.  II  p.  57  seine  Liebe  znr 
Rh.,  indem  er  von  den  Studien  spricht,  denen  er  sich  ergeben  will: 

Adiciamque  iocos  dociles  Mathesisque  sequaces. 
sumptibus  exiguis  aliquatenus  aedificabo 
conceraens  ad  materiam  geometrica  quaedam, 
sie  abstracta  quidem,  quod  non  sine  materia  sint, 
Algebraeque  memor,  qui  ludus  arithmeticorum) 
adniittam  ludum,  qui  Rythmomachia  uocatur^). 

Auf  Alanus  de  Insulis  poetische  Scbildening  der  Arithmetik  im  Anti- 
claudianus  III  4  v.  17 — 22  p.  360  de  Visch  macht  mich  Le  Beuf  Diss.  II» 
91  aufmerksam^: 

1  Quarta  soror  sequitur,  quartae  rota  prima  sororis 

est  opus,  huic  operas  operose  dedicat  illa. 

et  quamuis  baec  quarta  foret-,  tamen  esse  secundam 
4  se  negat  in  facto,  contendens  prima  uocari. 


17  Mensam  Pythagorae,  quae  menti  patula  donat 
Delicias  animi  sapiens,  non  corporis  escas. 


1)  Der  Verfasser  schildert  übrigens  in  anderen  Capiteln  auch  den  ludns 
Deciorum  (c.  24—30,  p,  15—23),  das  Schachspiel  (c.  31-33,  p.  23—26)  und 
andere  aus  der  Zahl  der  alii  parui  ludi  quos  scire  ptiellas  est  decens  (c.  34,  p.  26); 
ist  also  wenigstens  nach  dieser  Seite  hin  nicht  uninteressant. 

2)  Als  Autoren  der  arithmetica  werden  von  Alanns  bezeichnet  am  Scblass  des 
4.  Capitels:  Nicomachus,  Gilbertus,  Pythagoras,  Chrysippns. 
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BnBÜnet  una  mpwui,  pmgmm  nuurat  äHaim  iBonffeml, 
o^MMM  dbipoiiife  füMMTWiMi^  piielui  ti^t 
mdioii  iasnttiiB  tuurkw  umneKOS^iie  rebdka, 
IS  tandflni  soMifi  ooaehidH  boilla  trionq^lHi.  ^ 

Ihm  laBse  leh  fdgen  JBidfiflrjii«  A^igwtoäimetim$  (iua  1300),  dar  m 
aeiiier  Sdirift  de  «mmae  ealio  die  Bh.  mit  folgendlü  Wcntw  erwilmi: 

Quarta  cnutas  est  ArithmutHm.  per  quam  quaerenSa  ert  pairia.  Ik 
hae  Boetio  dooente  per  et  impar  mmienu  muttiplieiii»  ae  eompKnMt 
Cfibrom  rimplioes  mimeroe  per  miittq[ilioeB  nameroe  redpraoifti  Alwaaa  per 
digitoe  et  artbiilos  emdo  matt^lioat,  redeando  dHudä,  ■■■«JiMi 
in  mille  partionlaB  iedu|itw  la  hao  Hhjrtlmiiinanliia  paiaa  et 
moaeroe  in  pogaam  prooooati  alea  Soaohoa  eetto  mmavo  in  eerfaif  ovfi* 
nat,  tabula  iactie  teeaeris  sanaria  aorte  oongregal  In  bains  ailiia  adkola 
niator  difloit,  qMä  dm$  amnia  in  mmmtra  d  tmm&ro  d  pmämt  JügmmL 

Im  enrtan  Viertel  dea  18.  Jahifamiderta  achrieb  Jordamna  Väaao- 
rariaa  (am  1S35  nach  Fabrieiaa  lY  176)  eine  Rh.  Saine  Arbeit  dirfle 
erat  am  Beginn  der  Nemeit  weiteren  Kreiaen  bekannt  geworden  araiy.  ab 
Jaeoboa  Faber  Btapnkmaia  aie.den  Amgaban  von  MaMiaiini^  AiitbnMilü 
VwoB  1496  and  160S  anfügte.  Anaaer  dieaan  Anagafcoa  bat  Iff.  Cntaa 
Ton  Jordanna'  Bh.  eine  abgekUnte  Form  kannan  gelernt  in  eiaam  va»  ih» 
in  BaUetino  Bonoompagni  Tom.  I  p.  140  bewiehnetea,  aaitdem  Terkiatt  ga- 
gaqgenan  Bande  der  Kftugabeiger  BibUoChek. 

Im  14.  Jahrb.  aoll  nadi  Boiaaier'a  Angabe  Nicolana  Oreamina  (tob 
jenem  Oresiinus  genannt),  als  episcopns  Lexoviensis  "f  1382,  aich  mit  dem 
Spiel  befasst  haben.  Fabricius  V  120  schweigt  darüber,  und  M.  Curtie, 
der  über  „die  mathematischen  Schriften  des  Nicole  Oresme"  im  Programm 
des  Gymn.  zu  Thom  1870  gehandelt,  hat  auch  seit  der  Zeit,  wie  er  mir 
im  J.  1878  mittheilte,  trotz  fernerer  Handschrifl^nforsehmigen,  die  die 
-Schriften  des  Mannes  betrafen,  eine  Rhjthmomachie  desselben  nicht  zu 
Gesicht  bekommen^). 

Das  Ende  des  15.,  sowie  das  ganze  16.  Jahrhundert  scheint  aich  dem 
Spiele  mit  einem  Eifer,  der  an  den  des  12.  erinnert,  hingegeben  an  haben. 
Es  sind  vomämlich  Engländer  und  Franzosen,  die  sich  seiner  annehmen. 
Mein  Bericht  gründet  sich,  da  ich  von  all  den  Ausgaben  nur  die  jOngaten 
in  den  Breslauer  Bibliotheken  vorfand,  hauptsächlich  auf  Boissier,  der  aber 


1)  Hier  will  ich  noch  anfügen  die  Notiz  des  Breviloquus  Benthemianiis  s.  XV 

in.  (Progr.   der  Realsch.  des  Johanneums  zn  Hamburg  1879  8.  26):  Bidimadkun 

est  tabula  geametricalis ,  in  qua  pueri  discufU  algorismum  uel  in  qua  proprium  est 

disci  älgorismum ,  ubi  trttctatur  de  numero  et  pugnatur.  et  dicitur  a  riemoß  id  est 

^numerus  et  machos  pugna. 
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selbst  die  erste  der  zu  nennenden,  die  von  Shirwood   s.  a.  et  1.   in   4^ 
(Rom  1482)  nicht  gekannt  zu  haben  scheint. 

Indem  Boissier  eine  „altera  CJuüdaeorum  ludendi  ratio''  bespricht,  sagt 
er  f.  41^:  cum  sa^mts  ea  miJii  uenirent  in  mentem,  quae  Thomas  Bandol- 
phus  Vir  bonarum  literarum  stadiosissimus,  cum  Lutetiae  operum  literis 
dahat,  soIUus  erat  mUn  dicere  de  uaria  Bythmomachia  ludendae  ratione,  qua 
Ängli  delectantur  .  .  .  öbtulit  se  mihi  humanissimus  uir  Thomas  Topcli- 
phus  (ein  Anglus,  der  wie  B.  bezeugt,  praecipue  in  Äsironomia,  Algebra  et 
Scenographia  praestat)  .  .  .  cqpiam  mihi  fedt  cuiusdam  libeUi,  qui,  ut 
iUe  retulit,  decerptus  est  ex  quodam  ueteri  lihro  Chaldaico  ac  anglico 
sermone  danato.  Hie  libellus  quandam  ludendae  Rythmomachiae  rationem 
paulo  a  priore  dmersam  continet.  Einen  französischen  Freund  der  B.  nennt 
B.  f.  17*  (hinter  f.  31^!)  am  Schluss  eines  Abschnittes  Hmxoris  litisque 
Victoria:  ,Jiaec  ultima  species  simplicium  Victoriarum  satis  feliciter  excogituta 
est  a  nostro  loh,  Mesmio  Marsano  mathemata  Lutetiae  profitente.  — 
Er  glaubt:  hanc  progressionis  formam  (quae  Schachico  respondet)  nosiri  ludi 
perfeciionem  esse  quatnque  ueteres  in  ludendo  secuti  sunt.  Qua  de  re  con- 
ieciuram  capio  progressum  schachorum  et  incessum  mdidem  suam  originem 
traxisse.  Eine  satis  integrum  est  intuer%  quam  seuere  et  Stoice  a  quibusdam 
ueteribus  hie  ludus  descriptus  sit:  qui  dum  corUemplatione  ludi  contenti  sunt, 
contempserunt  id  in  huitts  ludi  exereitatione^  quod  neque  ingratum  neque 
iniucundum  ludentibus  fuisset:  Hi  uero  sunt  G  Hb  er  tu  s  Papa,  Hermannus 
Contractus  Castrensis^)^  Nicolaus  Orestinus:  quos  hac  nostra  memoria 
su/nt  imitati  Oroniius  Finaeus  Delphinas,  lacobus  Faber  Stapulensis 
neque  ego  hactenus  ab  eorum  uestigiis  discessi. 

Des  Orontius  Schrift  habe  ich  in  dem  bibliographischen  Nomenciator 
R.  Constantino  authore  Paris.  1555  imd  anderwärts  vergeblich  gesucht; 
vielleicht  ist  sie  ein  Anhang  seines  dort  p.  104  citirten  Werks  Arithmetices 
practicae  lib.  4. 

Jacques  Lefevre  aus  Etaples  en  Picardie  1455 — 1537  „scripsit  (wie 
es  dort  p.  103  heisst)  in  Arithmeticem  Boethii  et  Jordani.  Et  Rithmo- 
machiae  ludum^^  Und  Boissier  sagt  f.  49*:  „huic  meae  opeUae  id  quod, 
lacobus  Faber  Stapulensis  scripsit  adiungere  uisum  est"  und  es  folgt  49** 
— 52*  „Ryihmomachia  lacobi  Fabri  Stapulensis .  Dialogus .  Bathülus  .  Alcmeon 
.  Orontinus  ."  Libri  führt  von  diesem  Dialog,  der,  wie  schon  der  Name 
Orontinus  zeigt,  nicht  von  Jordanus  herrühren  kann,  Pariser  Folioausgaben 
von  1496  und  1510  an;  ich  finde  femer  eine  Ausgabe  von  1514  genannt 
im  Verzeichniss  alter  Drucke  der  Joachimsthal'schen  Oynmasialbibliothek  zu 


1)  Wie  kommt  Hermann  zu  dieser  Bezeichnung? 

SuppL  s.  bi«t.-lit.  Abth.  d.  Zttohr.  f.  Math.  a.  Phyt. 


Berlin  Progr.  1878  p.  37:  ArHhmetira  .  Musit-a  .  .  Epäome  m  libro»  4M 
Sewrmi  Bottii .  HitAmimachie  ludus  .  Haee  atmmdaria  avp.  opp.  ed.  utmatia 
habelur  Purisüs:  in  offieina  IJmriiH  SIepliani  (1514).  Inwieweit  diese  !oii 
den  bei  Joi-danuH  genannten  Ausgaben  verschieden  Hind,  kann  ich  nicht  aji' 
geben.  Nur  nimmt  mich  Wunder,  dass  BniBaier  des  Junlanu«  Namen  §o 
g&ia  verBchweigt.  Sollte  die  äussere  Verbindung  mit  dessen  Arithmetik  in 
Lefevre's  Ausgaben  verleitet  haben,  des  C'ommentators  Werk  dem  Commentirten 
nnterzuHch  iebe  n  ? 

Die  verschiedenen  Arten,  auf  die  man  das  Spiel  in  England  und 
Prankreich  betrieb,  mag  wer  Lust  hat  bei  Boisaier  selbst  nachlesen,  dessen 
Ausgabe  nicht  gar  zu  selten.  Dass  es  wirklich  gespielt  und  nicht  bloss 
theoretisch  betrieben  wnrde,  wenngleich  in  kleineren  Kreisen  iind  von 
ernsteren  Leuten,  ist  nicht  zu  bezweifeln').  Thomas  Morus  (1480,  "f- 
I53ä)  empfiehlt  es  in  seiner  ütopia  neben  einem  andern  an  Wibold's  AIm 
regularis  (s.  oben)  erinnernden,  zweifelsolme  von  demselben  abgeleitAtCo 
Spiele.    Gr  sagt  lib.  II  im  Oapitel  de  arüGciis  (ed.  Helmestadi  1672  in  4^p.  69): 

AIrnm  alquc  id  gmus  kwptos  ac  pfmUiosos  btdos  tie  eoffttosewtt  ^ 
CiiFlenint  duos  hidiftU  in  usu  Iwlos,  iatrunculorvm  Iwto  non  disaimila:  o 
numeriyrum  ptigtiom,    in    qiia   nwnfTUS  numirviM  prafdafur;  tütentm   m   | 
coUala  acie  cum  virMtbm  »Hia  confligunt,    quo  in  Itido  perguam  seile  < 
dilur  ff  uitiorum  infer  sfi  dissiilium  et  atJairfius  itiiiuUs  «wcofdt«;   Uem  i 
uitia  i/uibus  se  uirMibus  oppottani,    quibtts  viribus  t:^)rrle  oppuffnenl, 
machinanuntis  ah  obliqiw  mloriatttur,  ipto  praesiiVw  utrlulfs  ittfritigimt,  • 
arlünts  rorum  ronahts  elwltml,    gvibus  dmiifut  modis  altirulra  pars  uidoi 
cotnpos  fiat. 

Mit    Boissier's    Schrift    ist   doch    wohl   eher    ein   feiertieher   Abecbl^ 
dieser  BescbilfÜgung  mit  der   R.   erfolgt,   als   dass   man    in    üu*  die 
gnration  einer  neuen  Ejtoche  finden  dtlrTle.     Ihr  Titel  mag  dmm,  gleii 
als  Epita))hium,  hergeeetat  sein: 

KomLiasiMUS  Kr  juTtumssruPs    lutlus    Pyfhiuforms     (qui    Riftla 
nomtnatur)  in  vlüitaifm  £  relaxalionem  sludinsorum  comparafus  ad  tdentm  ~ 
et  facüent  proprietatem  tf  rationem  numerorum  assequmdnm,  nunc  lädent  jkt 
ClMidium  Buxerium  Ddphinatfm  ühtslraius.     (Das  Bild  einer  Henne  mit  d«r 
Umschrift:  IN  FINGUI .  GÄIJ.INA  f)  i.vtktuk  Apud  GtUitlmum  l        ~ 
lat.  siifc  pitiffui  Gutlina,  ex  aduerso  coUepij  cameracensis.     Abarus  ti  t 


1)  Die  notbweudigen  Spielrequisiten ,  Abacus  et  calcnli,  waren,  wie  di 
der  Boiuier'scheu  Schrift  anzeigt,  käuflich  „in  Palatio  apud  loanneii  Uentil". 
Erwartung,  doa  Germaeische  Museum  in  Namberg  wQrde  in  Besik  einet 
alterliuheu  Spiclapparat«  sich  befinden^  war  vergeblich. 
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vaneunt  in  Pdlatio,  ajmd  Joannem  GentU.  1556  cum  priuileqio  regis. 
(52  föll.  in  ^) 

Wie  es  seheint,  wurde  gleichzeitig  auch  eine  französibche  Uebersetzung 
ausgegeben. 

Nur  als  Nachzügler^)  ist  zu  nennen  die  Bearbeitung  des  Italieners 
Franz  Barrozi,  Venedig  1572*),  mit  deren  üebertragung  durch  den 
Herzog  von  Braunschweig')  im  folgenden  Jahrh.  unser  Spiel  nochmals  nach 
Deutschland  kam,  sicherlich  ohne  sich  der  warmen  Aufnahme  von  ehedem 
zu  erfreuen. 


1)  In  welcher  Abhängigkeit  des  William  Fulco  MsxQOfiaxia  b.  Ludus  geo- 
metricuB,  London  1666  n.  1578.  4^,  und  desselben  OvQuvonax^oc  i.  e.  Astrologorum 
Indus,  London  1671.  4°,  von  unserer  Rythmimachia  stehen,  habe  ich  nicht  erkundet. 

2)  II  ginco  pittagorico  nominato  Ritmomacchia  per  Franc.  Barrozi.  Venet. 
1672.    4. 

3)  Rythmomachia.  (^n  Dorttefftic^,  unb  ul^ralted  @piel,  beg  Pyihagorae:  S93etd^ed 
GtLstavus  SeJenus,  aug  bei}  Franxiisci  Barozzi,  (Sined  Senebifc^en  (Sbelmani^,  toelfc^etn 
^ractfitlein,  ind  beutfc^e  ubergefe^et,  feinem  Dorgel^enben  Tractat,  Dom  S8önig:@|)ielc, 
(bietoeti  ti  ebenmefftg,  ein  fc^arffed  nac^benden  erfobert)  ^ugeorbnet,  unb  mit  nü^üc^en 
g(of(en,  aug  bem  Claudio  Buxero  Delphinate,  Derbeffert.  Cum  PriviUgio  S.  C.  Maiest. 
Apud  Henningum  Gros.  Jnn.  M.  DC.  XVI.  in  Folio.  [Bildet  p.  443—496  des 
,, Schach-  oder  Königspiels*^  von  Qustavo  Seleno.  Lipsiae  CIOIOCXVI;  die  Rück- 
seite von  496  enthält  Errata,  das  nächste  Blatt  Angabe  des  Druckers  und  Ver- 
legers.] 
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die  Fourier'Kche  Reihe  für  die  Function  f(a)  Überginge,  und  dasB  die  Con- 
vergenz  der  Fourier'scbea  Reihe  auG  der  Convergenz  der  ersten  gefolgert 
werden  kannte.  Nim  giebt  es  eine  im  Innern  eini-s  Kreitieg  mit  dem  Raditu  1 
ccmvergente  Beibe: 


Lff^y)^y  +  i2''J^y^  •"'^"t"  - 


■  Y)dy. 


welche  für  r  =  1  formal  in  die  Fonrier'scbe  Reibe  übergebt,  aber  ee  ist 
die  Frage,  ob  der  üebergang  in  gleicfamässig  stetiger  Weise  erfolgt.  Die 
vielfachen  Untere iichungeo  ober  diese  und  einschlägige  Fragen  worden  vom 
A,b»;hlii£e  gebracht  durch  zwei  fast  gleichseitig  erBchienene  Abhandlungen, 
die  erste  von  Herrn  H.  Ä.  Schwarz'),  die  andere  von  Herrn  Prym*).  Herr 
H.  A.  Schwan  beweist  folgenden  in  seinen  wegeiitücben  Tbeilen  schon  von 
Rieinann  behaupteten  Satu:  „Wenn  längs  des  Randes  einer  Kreisfläche  mit 
dem  Radi»s  1  eine  fUr  alle  Wertbe  des  Argumentes  a  endliche  stetige  und 
eindeutige  reelle  Function  f(ti\  welche  bei  Vermehrung  des  Arguments  um 
2ti  periodisch  in  sich  zurUckkehrt,  sonst  aber  keiner  weiteren  BeschrUn- 
ktiDg  unterliegt,  wiUkUrlich  vorgeschrieben  ist,  so  giebt  es  jedesmal  eine 
und  nur  eine  einzige  innerhalb  und  am  Rande  des  Kreises  stetige  Function  w, 

deren  Ableitungen   --,  s— ,  5—1,  „— ,,    im    Innern  der   Kreisflüche   endliche, 

"       tfjr'  öy'  ex"  0y*'  ' 

stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  und  y  sind,  welche  die  Gleichung 
^— ]  -f-  ^-}  •»  0  erfnilt,  nnd  Ungs  de«  Baddes  mit  der  gegebeosa  Fnnriün 
f{a)  flhereinstimmL"  Der  Beweis  dieses  Satses  wird  aber  nicht  aus  der 
Reihe,  aondeni  ans  dem  Poisson'schen  Integral 


hfr^-^v-- 


Sr  COB  («  —  J!)  +  r' 


fthgeleitet,  welches  im  bmem  dea  Kreises  mit  der  obigen  Baihe  tlbonin- 
stimmt  nnd  den  reellen  Theil  der  dnrch  die  Gleiehnng 


i'(')-kSf^'yi^.'' 


1)  Vierte IjahTBBchrift  der  NaturforscheDden  Gesellachaft  ed  Zürich.  Jahrg.  XT. 
„Ueber  die  Integration  der  Dfflgl.  Ju  —  ü  ftir  die  Pl&che  eines  Kreisee."  Ein 
Abdruck  der  Abb.  nebst  Forteetinng  ond  Erweiterung  der  darin  enthaltenea 
Untenucbungen  in  Borcbardt's  Jonm.  für  Math.  Bd.  74.  1872. 

2}  UeberdieDfBgl.  f" 
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für  alle  Werthe  von  z  =  re"»,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist, 
mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function  eindeutig  definirten  Function  des 
complexen  Argumentes  z  =^  x  '\-  yi  darstellt.  Das  Poisson'sche  Integral 
verliert  nun  am  Bande  seinen  Sinn.  Wenn  man  aber  festsetzt,  die  durch 
das  Integral  im  Innern  des  Kreises  definirte  Function  solle  am  Rande  mit 
der  Function  f{a)  übereinstimmen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Werthe 
des  Integrals  in  unendlicher  Nähe  des  Randes  in  stetiger  Weise  in  die 
Werthe  der  Function  f{a)  am  Rande  übergehen.  Der  reelle  Theil  der  im 
Innern  des  Kreises  definirten  Function  q>{x  -^  yi)  geht  denmach  am  Rande 
stetig  in  die  Function  f(a)  über. 

Andrerseits  folgt  aus  dem  von  Dirichtet^)  neu  bewiesenen  AbeFschen^) 
Satze,  wonach  die  Grenze  einer  convergenten  Potenzreihe  Cq  -{-  c^r  •■{'  c^r^ 
-f-  ....,   wenn  r  dem  Werthe  1  unendlich  nahe  kommt,  gegen  den  Werth 

^0  4"  ^1  "I"  ^ convergirt,  falls  letztere  Reihe  convergirt,  dass  die  mit 

dem  reellen  Theile  von  (p(jB)  im  Innern  des  Kreises  übereinstimmende 
Reihenentwicklung  nach  Potenzen  am  Rande  stetig  in  die  Fourier'sche 
Reihe  übergeht.  An  den  Stellen,  wo  also  die  Fourier'sche  Reihe  conver- 
girt, kann  sie  nicht  verschieden  sein  von  den  zugehörigen  Werthen  von 
f(a).  Ob  aber,  und  wann  sie  convergirt,  können  wir  hieraus  überhaupt 
nicht  schUessen. 

In  dem  Handbuche  der  theoretischen  Physik  von  W.  Thomson  und 
P.  G.  Tait*)  wird  ein  Beweis  für  die  Convergenz  der  Fourier'schen  Reihe 
gegeben,  der,  was  Mangel  an  Strenge  betrifft,  wenig  hinter  dem  Cauchy'schen, 
auf  dem  er  sich  im  Allgemeinen  aufbaut,  zurücksteht.  Die  Fourier'sche 
Reihe  wird  aus  der  Umformung  eines  Integrals  erhalten,  von  dem  gezeigt 
wird,  dass  es  zwischen  einander  immer  näher  rückenden  endlichen  Grenzen 
eingeschlossen  werden  kann.  Damit  ist  aber  gar  nichts  bewiesen.  Die 
Herren  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait  versuchen  ihr  Verfahren  sowohl  im 
Allgemeinen  in  der  Vorrede,  als  auch  speciell  im  citirten  Art.  zu  recht- 
fertigen. Die  Berechtigung  für  ihr  Verfahren  leiten  sie  aber  nur  daraus 
her,  dass  „jede  der  (von  ihnen)  äquivalent  gesetzten  Formeln  einen 
bestimmten  arithmetischen  Sinn  habe,  und  die  darin  enthaltene  Reihe 
somit  convergire". 

An  zweiter  Stelle  behauptet  Riemann,  es  lasse  sich  umgekehrt  der 
pag.  236  angeführte  Satz  aus  der  Fourier'schen  Reihe  ableiten.    Dieser  Weg 


1)  Liouville.    Jonm.  des  Math.   S^r.  II.    Tome  VII.    pag.  263—255. 

2)  Grelle*«  Jonm.  für  Math.   Bd.  I.   pag.  314—315. 

3)  Treatise  on  natural  philosophy  by  W.  Thomson  and  P.  G.  Taii    VoL  I. 
Part.  I.   1879.   New  ed.   ari  77.  piff.  69  and  f. 
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U.  Mit  Hdfe  dof  BiteM  IQ  km  naa  dob  Satz  I)  auf  alle  stetigen  Fonc- 
tüoat  HwflnhiMi .  iSib  nur  rä*  tadUelM  Abzahl  von  Maximis  aad  Minioöi 
ItibM.  Hioib«  nand  Dbidikt  dna  Fmetwii  stetig,  wenn  sie  zwiscLen  O  tsoA 
jh  ndücih  bbI  Ixitimmt  Utfbt,  und  bü  der  &u8»erdem  noch  f{p  +  ^)  —  A|!) 
■^  i  diBB  önSHB  Udl^  wird.  Bg  ftast  eich  jedoch  in  Folgendem 
(UMnU  die  Kldbfti«  DaAnition  m  Omnde  legen:  Eine  Function  /'(j!) 
kt  In  dar  Umgsbimg  oiiiM  PtmktM  ß  dfcnn  stetig,  wenn  es  nacb  As- 
iMhiite  fliniir  tob  Null  vanoliiedaaii,  Kürt  beliebig  kleinen  GrSs^e  e  Btatj 
«ioa  OiBiw  4*  ^«wt  giebt,  dta  ttlr  au«  GrüsBen  d",  deren  absoluter  Sc 
fng  ii^ar  don  tmi  d'  liegt,  Aj!  +  O  "^  A^)  '"'t^i'  <^>^  Grösse  toh  i 
banbeii^  Iit  die  TtauÜnm.  f(p)  m  dar  Stelle  0  unstetig,  eo  convergirt 
die  Tomlw'Bdie  Brihe  tndi-  nDah,  iber  g^en  den  Werth  lim.^g  ^ifi^  +  <' 
-(-  ^(0  —  <))■  Diee  geediialit  aneb  nocih,  wenn  ausserdem  noch  in  dan 
hÜHrnBe  von  0  bii  A  eine  beUabig  groeaet  aber  endliche  An2;&lil  von  Dn- 
BtetigkeitflBtellen  lie^ 

Wenn  man  nun  die  Function  ^(x)  denselben  Bedingoagsn  nnterwnft, 
wie  f(ß),  80  l&sst  Bicli  unsohwer  zeigen,  dass  die  Summe  iS  fOr  jed« 
innerhalb  der  Grenzen  —  n  und  +  n  gelegene  Stelle  x  gegen  den  Wertk 

liiD.,0-— ■  - -^  ---~-  oonvei^irt,  fttr  die  Grenzen  selbst  aber  geges 

den  Werth  üm.-o'^^~  "  "*"  *^^  ^^*  ~  '^  oonvei^. 
Wir  haben  demnach  den  Satz: 

^ie  Fonrier'Bche  Reibe  fOr  eine  Function,  die 

1)  nicht  anendlich  wird, 

2)  nicht  unendlich  viele  Unstetigkeiten,  und 

3)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt,    - 

convergirt  gegen  den  Werth  der  Function  an  allen  Stellen,  anaser  an  den 
Unstetigkeitsstellen,  wo  sie  gegen  den  Mittelwerth  aus  den  beiderseitige! 
Qrenzwerthen  convergirt"  Die  Bedingungen,  denen  hier  die  Function  unter 
werfen  ist,  sind  zumeist  als  die  Dirichlet'schen  bezeichnet  worden. 
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übertrug,  gab  er  den  Anstoss  zu  der  mannichfachen  Förderung  und  Klärung, 
welche  diese  Grundbegriffe  bei  Gelegenheit  der  Untersuchungen  über  die 
trigonometrischen  Reihen  erfahren  haben. 

Ausser  der  genannten  Abhandlung  hat  Dirichlet  noch  eine  zweite  Ab- 
handlung über  di«  trigonometrischen  Reihen  geschrieben  (siehe  pag.  234. 
Anm.  1),  die  jedoch  wesentlich  nur  eine  ausführliche  Darlegung  der  in  der 
ersten  Abhandlung  th  eil  weise  nur  angedeuteten  Methoden  enthält. 

Dirichlet  stellt  sich  die  Aufgabe  zu  untersuchen,  wann  die  Fourier'sche 
Reihe  oonvergirt,  und  schlägt  dazu  folgende»  Weg  ein.  Er  untersucht,  wie 
eine  Function  (p{x)  beschaffen  sein  muss,  damit  die  Summe  der  (2n  -{-  l) 
ersten  Glieder  der  Fourier'schen  Reihe: 

Ä=—   I  (p(a)da -] ^  coqJcx  j  (p{(x)  coskada 


^n  *=i  -n 


n-\-x 


*  =  i 


—  Ä 


n  —  x 
2 


+ß('  +  W^^-^>f'P 


mit  unendlich  werdendem  n  gegen  den  Werth  der  Function  an  der  Stelle  a;, 
nämlich  gegen  (p(x)^  convergirt.  Die  Untersuchung  kommt  daher  auf  die 
Bestimmung  eines  Integrales  von  der  Form 

0 

hinaus.  Wenn  man  die  Voraussetzung  macht,  f(ß)  solle  erstens  zwischen  0 
und  h  beständig  endlich  und  bestimmt  sein,  und  zweitens  beständig  positiv 
sein  und  nie  zunehmen,  so  ist  das  Integral  in  eine  Summe  von  Theil- 
integralen  zerlegbar,  deren  jedes  so  beschaffen  ist,  dass  die  Function  unter 
dem  Integralzeichen  beständig  von  demselben  Zeichen  innerhalb  desselben 
Intervalles  ist.  In  jedem  Intervall  lässt  sich  nun  ein  bekannter  Mittel- 
werthsatz  anwenden,  und  alsdann  erhält  man  eine  Reihe  altemirender  Glie- 
der, die  immer  kleiner  werden.  Vermöge  dieser  Eigenschaft  der  Reihe 
kann  man  die  Summe  der  2n  -{-  1  ersten  Glieder  zwischen  zwei  Grenzen 
einsohliessen    und   zeigen,   dass   beide    Grenzen    bei    wachsendem   n   gegen 

-  f{6)  convergiren.     Hiemach  ist 


sei.').  Herr  SchlSÖi  bernft  sich  auf  Duhamel^),  indem  er  von  de&sen  Ab- 
hondiimg  meint,  hier  scheine  dem  Verfasser  der  Gedanke  Toiroschweben, 
dass  es  natürlicher  w&re,  der  durch  die  trigonometrische  Reihe  ana^edrllckton 
Function  an  der  Unatetigkeitsstelle  alle  Werthe,  die  zwischen  den  Grem- 
w«rthen  in  stetiger  Folge  liegen,  lieizulegen.  Nun  apricht  freilich  Diibampl 
den  Satz  aus:  Wenn  man  die  Summe  der  ersten  n  UHeder  einer  Reibe, 
deren  einzelne  Glieder  stetige  Fiiactionen  von  x  sind,  zusammenzieht,  nud 
statt  T  eine  Fimction  von  «  substituirt,  die  mit  wachsendem  n  in  eineo 
Werth  3",  übergeht,  fUr  den  die  Function  eine  Stetigkeitsunterbrechnng  «r- 
(Uhrt,  BO  kann  man  diese  Function  von  n  so  einrichten,  dass  die  Functiun 
gegen  jeden  Zwischen  werth  zwischen  den  Grenzwerthen  convergirt.  Er 
sagt  aber  zugleich,  es  gfibe  zwei  Wege,  um  den  Werth  einer  Reibe  an 
einer  Stelle  x,  zu  finden.  Man  kOnne  zuerst  x  ^  x,  setzen  und  dann 
Summiren,  so  fönde  man  einen  Wertb,  und  diesen  Weg  wende  man  an, 
um  die  Summe  der  Reihe  wirklieh  auazuwerthen.  Üder  man  bildet  z.uerst 
die  Summe  formal  und  setzt  dann  den  Werth  s-  ^  r,  ein.  Duhamel  er- 
kennt sehr  richtig,  dasa  bei  stetigen  Functionen  beide  Woge  zu  demselben 
Ziele  führen,  bei  den  nnstetigen  aber  der  angeführte  Satz  gelte.  Aber  die 
zweite  Art  und  Weise  der  Aufsuchung  der  Summe  ist  überhaupt  gar  nit^t 
zulKssig,  denn  man  darf  nicht  behaupten,  daus  die  gefundene  Summenformtl 
für  den  Werth  x  ^=  x^  mit  der  Reihe  für  x  =  r,  CthereiDstimme.  tiegen 
die  ZulaBsnng  einer  derartigen  Definition  ist  mit  entscheidendem  Qewicht 
ihre  vßUige  WillkUrliehkeit  geltend  zu  machen.  Es  ist  daher  nur  luUaaig, 
den  ersten  Weg  einzuschlagen,  und  dann  convergirt  die  Fourier'sche  Reihe 
nur  gegen  den  Mittelwerth. 

Auch  Herr  P.  du  Bois-Reymond^)  hat  den  Nachweis  ta  fuhren  vers 
dass  die  Fourier'sche  Reihe  an  den  [Jnstetigkeitsa teilen  jeden  beliebigen  zwist 
den  Grenzwerthen  liegenden  Werth  annebmen  kann.    Gr  construirt  a 
stetigkeitstelle  a:  ^  r,  als  Werth  des  lim„_„,  ,  =  ,,  der  Fourierscben  B 

"tf— "i 
I  m^i  +  0)  +  f{r,  -  0))  +  (^j-,  +  0) -  fiT,  -  0))  üm,„  ,y*^ 
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1)  Einige  Zweifel  an  der  allgemeinen  Darstellbarkeit  einer  willkürlichen  p«no- 
diechen  Function  einer  Variablen  darch  eine  trigonometriache  Reihe.  Bern  1871. 
DuiTersitätdprognn.  pag.   16,   und  Borchardt'a  Jonru,  för  Math.   Bd.  7^.     Uebet 

die  part.  Üiffereutialgl,  ^     —  -^—^  pag.  284, 

2)  LiouviUe  Journ.  den  Math.    Tom.  XIX.    19S4.    Note  aar  U  d 
des  vaieura  des  s^riea,  et  lur  leg  moyens  de  la  reooonattre. 

3)  Math.  Annalen  Bd.  7.    1B73.    Ueber  die  sprungweiaen  Wertbveci 
analytischer  Functionen,    Siehe  inabesondere  pag.  S(>4  :  „Abo  sind  all«  ^ 
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Lttfist  man  hierin  erst  r  =  x^  und  dann  n  ==  oo  werden,  so  «ihStt 
.  Dirichlet'achen  Mittelwerth;  läset  nian  erst  n  =^  cx>  nnil  ilunu 
X  ^^  X,  werden,  so  erhält  man  die  beiden  Grenzwerthe,  je  nachdem  man 
sich  ^j  von  der  positiven  oder  negativen  Seite  her  nShert;  macht  man  aber 
die  Grenzübergänge  gleichzeitig,  so  erhUlt  man  alle  dazwischen  liegenden 
Werthe,  Dies  soU  nai^h  Herrn  P.  du  Bois-Rejmond  die  „eigentliche  Werth- 
bestinuming  der  Fourier'schfjn  Reihe"  nein,  Daes  sie  auf  einer  nicht  zu- 
lüssigen  An£icht  Über  Keibensummatioiien  beruht,  ist  nach  dem  Vorher- 
gehe ndeo  klar.  Es  darf  keine  andere  ß«ihenfolge  stattfinden,  als  die, 
zuerst  X  ==  if  und  dann  »i  ^  ao  zu  setzen,  und  dann  fSUt  hier  auch  die 
sogenannte  St«  lig Vieldeutigkeit  fort.  AndemfallB  erhlllt  man  nUmlicb  gar 
nicht  den  Werth  der  Fourier'echen  Reihe  au  der  Stelle  .r  =  Xj. 

Man  hat  sicli  zu  der  irrthUmlich«n  Aniiiubt,  dasB  die  Diricblet'sohe 
Mittelwerthbestimmung  nicht  genau  richtig  sei,  verleiten  lassen  durch  die 
oben  erwähnte  Betrachtung  einer  durch  das  Poi^iBon'sche  Integral  im  Innern 
eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  definirten  Function  von  x  und  r.  Wenn 
die  mit  dem  Poisson'tichen  Integral  identische  Reihe  am  Rande  in  die  will- 
kürlich gegebene,  endliche,  stetige  und  eindeutige  Function  /'{x)  übergehen 
soll,  so  geschieht  dieser  üebergang  auf  stetige  Weise,  und  selbst  doim  gilt 
der  von  Herrn  H.  Ä.  Schwarz  bewiesene  Satz,  wenn  die  Function  an  ein- 
zelnen Stellen  unstetig  wird,  wenn  man  nur  auf  die  üehereinstimmung  der 
durch  die  Reihe  definirten  Function  mit  der  gegebenen  Fimction  an  den 
Unstetigkeitss teilen  aiu  Rande  verzichtet.  Herr  Pryiu  untersucht  {a,  a.  0.) 
genau  die  Art  und  Weise  des  Ueberganges  und  zeigt:  dass  die  Function 
beim  Uebergange  r  ^  I  an  den  Unstetigkeitsstellen  jeden  beliebigen  zwischen 
den  Grenzwerthen  liegenden  Werth  und  diese  selbst  annehmen  kann,,  je  nach 
der  Richtung,  in  welcher  man  die  Verbindungslinie  zwischen  dem  Endpunkte 
von  r  und  der  Unstetigkeitsstelle  an  dieser  gegen  Null  abnehmen  läest. 
Die  Fonrier'Eche  Reihe  convergirt  aber  durchaus  nur  gegen  den  Mittelwerth, 
da  sich  x  dem  Werthe  x,  im  Gebiete  einer  Variablen  nShert,  dagegen  der 
Endponkt  von  r  der  Uns  tetigk  ei  taste  Ue   im  Gebiete  zweier  Variablen. 

Die  Dirichlet' sehen  Bedingungen  sind  keine  nothwendigen,  sondern  nur 
hinreichende.     Nach  ihnen  blieb  noch  in  Frage,  ob  eine  Function,  die 

l)   an  einer  Stelle  unendlich  wird, 

2}   imendlich  viele  ünatetigkeiten, 

3)   unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitst, 
noch  durch  die  Fouriersche  Reihe  darstellbar  ist. 

wekbe  die  Fourier'sche  Fonoel  und  die  Fonrier'sche  Reihe  an  der  Öprungatelle 
reprilsenljrt,  eingeachloisen  Ewischen  den  Oreiiico  tif{x,  —  0)  and  nf(x,  -\-  i)j, 
ein  Intervall,  das  lie  continuirlioh  ausfüllen,  und  kein  Wurth  liegt  auHserbulb." 
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Wird  die  Fnnctiou  an  einer  Stelle  c  unendlich,  so  stellt  Diriclilet  Wi 
Gelegenheit  einer  anderen  Äbhandlnng ')  die  Convergem  des  Inte^rala 
ff{a)do,  wenn  es  über  die  Stelle  c  erstreckt  wird,  als  Bedingung  auf,  1 
mit  die  Fourier'sche  Reihe  auch  dann  nocli  die  Function  darstelle, 
hat  Dirichlet  diese  Bedingung  dnrchauB  nur  als  eine  hinreichende, 
als  eine  nothwendige  aufateUen  wollen.  Wenn  das  Integral  onbediogt  t 
vergirt,  so  ist  diese  Bedingung  in  der  That  eine  ausreichende,  wie  Herr 
P.  du  Bois-Heymond  bemerkt  hat^J, 

Die  beiden  letzten  Falle,  äusserte  sich  Dirichlet  am  Schlüsse  seiner 
ersten  Abhandlung  ({«ag-  169),  seien  auf  die  behandelten  zurflckEuftlbren. 
Eine  Fimction,  die  unendlich  viel  ünstetigkeiten  besUese,  sei  durch  die 
Fourier'sche  Keihe  noch  darstellbar,  wenn  sich  nnr  zwischen  zwei  8t«UeB 
(a  h)  immer  noch  andere  (r  i)  finden  liessen.  so  dass  zwischen  lettteren 
die  Functicm  stetig  wäre.  Die  Fundamentalsät/e  aus  der  Änaljsie,  die  sa 
dieser  Erweiterung  seines  Satzes  nothwMidig  seien,  verspricht  er  in  einer 
späteren  Note  auseinanderzusetzen,  in  der  er  sich  auch  noch  mit  andern 
merkwürdigen  Eigenschaften  der  Reihe  beschUftlgen  will.  Dies  Verspre 
hat  er  aber  nicht  eingeidst.  Die  Bedingung,  die  er  fflr  die  unendlich  : 
unstetigen  Functionen  formuUrt,  entspringt  nach  ihm  aus  dem  Begriffe 
bestimmten  Integrals,  und  man  hat  dalier  sagen  kSnnen,  Dirichlet  behau] 
hier,  für  alle  in  seinem  Sinne  integrablen  Functionen  gelte  ilie  Pourier'M 
Darstellung.  Die  genaue  Ausführung  des  Beweises  hat  Herr  Lipst^hite  | 
geben").  Derselbe  interpietirt  Dirichlets  Ansicht  Über  die  Functionen  mit 
unendlich  vielen  ünstetigkeiten  gewiss  richtig  dahin,  dass  es  dann  nur 
eine  endliche  Anzahl  singulSrer  Punkte  geben  dUife,  in  deren  Uuigebm 
unendlich  viel  Un stetig keitspunkte  liegen.  Dann  aber  stellt  die  Fotmer'n 
Reihe,  wie  er  beweist,  in  der  That  die  Function  noch  dar.  Üb  die  1 
tion  auch  an  den  singulSren  Stellen  durüh  die  Reihe  dargestellt 
bleibt  unentschieden,  und  wir  haben  kein  Mittel,  diese  Frage  zn 
werten. 

Wenn  nun  eine  Function  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  1 
hindert  nichts  die  Fourier'scbe  Reihe  fUr  diese  Function  anfzustellea, 
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1}  Crelle's  Journ.  füi  Math.    Bd.  17.    pa«.  54- 

S)  Borchardt's  Journ.  für  Math.  Od.  79.  1874.  Atlgenteine  Lehraltae  I 
den  Gittigkeitabereich  der  integrulfomielii ,  die  zur  Darstellung  willkOrlit 
Functionen  dienen,  pag.  43—46,  und  Abhandlungen  der  Bayerische! 
Bd.  Xü,  II.  Math.-Phys.  Ctasse.    1876.    pag    43—44. 

3)  Borcbardt's   Jonrn.    fflr   Malli.      Bd.   ti3      18t!4.    pag.   296.     de 
per   ieriet    trigononietriciu    etc.      Die    Abb.    «rvchien    luerat   pro   aditn    i 
profeimoria  ardinarii  in  urd.  phil.  univ.  Prid.  Oull.  Rhen.  1S64  Mai, 
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nur  die  Coefficienten  einen  Sinn  haben  und  die  Reihe  convergirt.  Aber 
dass  die  so  gebildete  Reihe  die  Function  anch  wirklich  darstelle,  kann  erst 
behauptet  werden,  wenn  gezeigt  ist,  dass  ihre  Werthe  in  jedem  Punkte 
höchstens  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  bestimmter  Punkte  mit 
denen  der  Function  übereinstimmen. 

Die  Functionen  mit  unendlich  vielen  Maximis  und  Minimis  sind  in 
solche  einzutheilen,  welche  an  einer  Maximum-Minimumsstelle  unendlich  viele 
Oscillationen  mit  unendlich  kleiner  Amplitude  besitzen,  und  solche,  bei 
denen  die  Amplituden  endlich  sind.  Die  ersteren  können  stetige  Functionen 
sein,  die  letzteren  sind  unstetige.  Dirichlet  hielt  nun  jedenfalls  alle  stetigen 
Functionen  für  darstellbar  durch  die  Fourier^sche  Reihe  ohne  irgend  welche 
Ausnahmepunkte,  und  er  soll  auch  nach  einer  mündlichen  Mittheilung  von 
Herrn  Weierstrass,  auf  welche  sich  Herr  P.  du  Bois-Reymond^)  bezieht, 
diesen  Glauben  nicht  verloren  haben.  Auch  Riemann  hat,  nach  mehreren 
Stellen  seiner  Schriften  zu  schliessen,  an  die  DirichliBt'sche  Behauptung  ge- 
glaubt'); und  H.  Hankel^)  meint  geradezu  „es  sei  durch  Dirichlet,  Lipschitz 
und  Riemann  erwiesen,  dass  alle  stetigen  Functionen  in  eine  Fourier'sche 
Reihe  entwickelbar  seien^^  Das  Irrige  dieses  Glaubens  hat  Herr  P.  du 
Bois-Reymond  aufgedeckt,  nachdem  er  nach  mannichfachen  vergeblichen  Ver- 
suchen, den  Satz  zu  erweisen,  zu  der  Ansicht  gelangt  war,  dass  er  wohl 
nicht  richtig  seL  In  einer  weitläufigen  Untersuchung^)  werden  verwickelte 
Bedingungen  aufgestellt,  unter  denen  die  Fourier'sche  Reihe,  welche  sonst 
die  stetige  Function  darstellt,  an  einzelnen  Stellen  nicht  mit  den  Functions- 
werthen  übereinstimmt.  Da  wir  jedoch  den  Hauptwerth  dieser  Untersuchung 
darin  sehen,  dass  ein  erstes  Bespiel  einer  solchen  stetigen  Function  gegeben 
wurde,  so  werden  wir  nur  am  Schluss  ein  einfacheres  Beispiel  angeben, 
welches  Herr  Prof.  H.  A.  Schwarz  in  seinen  Vorlesungen  gegeben,  und  dessen 
Mittheilung  derselbe  mir  gütigst  gestattet  hat.  Dasselbe  ist  zwar  in  dem 
allgemeineren  du  Bois-Reymond'schen  Beispiel  formal  enthalten,  zeichnet 
sich  aber  sowohl  in  der  Anlage,  als  im  Beweise  durch  grössere  Einfach- 
heit aus. 

Hauptsächlich  aus  der  Annahme,  dass  alle   stetigen  Functionen  nach 

1)  Abb.  der  Bayer.  Akad.  XII,  II.  pag.  VIII.  Anm. 

2)  Ges.  Werke.  Inauguraldiss.  pag.  3.  „Neuere  Untersuchungen  haben  in- 
dessen gezeigt  .  .  .^'  und  Habilitationsschrift  pag.  223.  „In  der  That  für  alle 
Fälle  der  Natur  ...**,  und  pag.  224  „wenn  man  die  onnöthige  Voraussetzung  ....". 

3)  Ueber  die  unendlich  oft  oscillirenden  und  unstetigen  Functionen.  Tübingen 
1870.     UniversitätBSchTifk.    §  3. 

4)  Abb.  der  Bayer.  Akad.  Bd.  XH,  II.  Math.-Phy8.  Classe  1876.  Unter- 
suchungen über  die  Convergenz  nnd  Divergeni  der  Fonrier'Bchen  Darstellungs- 
formein.    Cap.  IV. 


dem  Dirichlefschen  Beweise  dui-ch  die  Fourier'sche  Reibe  darstellbar  I 
enlBpringt  wohl  auch  Riemann's  Ansicht  (a,  a.  0.  pa^.  323,  230  und  2q 
dasB  Functionen,  auf  welche  sich  die  Di  rieh  lel  sehe  Untersuchmig  nicfat  «^ 
fitrecke,  nicht  in  der  Natur  vorkSmen.  Wir  wollen  es  mit  Herrn  Hein«') 
schon  dtth ingestellt  sein  lassen,  ob  die  unstetigen  Functionen  Oberhaupt  i& 
der  NatuT  vorkommen,  und  es  vorziehen,  dieser  Baiurphilosophischen  Fra^ 
gegenUher  zu  sagen,  daee  wir  darUher  nichts  wissen.  Jedenfalls  tnOssett 
wir  ims  bewuset  bleiben,  dass  wir  za  den  gebrauchten  Hypotbeeen  m  der 
Physik  eine  neue  hinznfUgen,  wenn  wir  die  Entwickelbarkeit  einer  aiiT- 
tretenden  Function  in,  eine  tiigono metrische  Reihe  annehmen. 

Die  Functionen  mit  unendlich  vielen  Masimiü  und  Minimis,  welche  im 
Uebrigen  den  Dirichlefschen  Bedingungen  genügen,  bat  Herr  Lipechib 
fa.  a.  0.)  einer  üntersnchung  unterworfen,  und  hat  eine  BedirtgvnK  ange- 
geben, unter  der  die  Rtr  eine  solche  Function  aufgestellte  Fourier'sche  Reihe 
sowohl  convergirt,  als  auch  in  ihren  Wei-theu  in  jedem  Punkte  mil  denen 
der  Function  übereinstimmt.  Herr  Lipschitz  betrachtet  eine  FuncUan,  dif 
innerhalb  der  Grenzen  endlich  und  stetig  ist,  oder  nur  eine  endliche  Anzahl  vrm 
Stetigkeitsunterbrechungen  erfahrt,  aber  unendlich  viele  Itfaxima  und  Mluima 
sei  es  in  Punkten  oder  Strecken  hesitit.  Die  beiden  andern  von  Dlrichlet 
nicht  bis  £u  Ende  behandelten  Fälle,  daes  die  Function  an  einzelnen  Stellen 
unendlich  viele  Dnstetigkeiten  beeifiEse,  sollen  hier  nicht  statthaben:  ^l'ü* 
duobus,  vel  trib<is  (sc.  casibua)  simul  adcitis  seriei  species  potiue  iinam  tu 
et  natura  mutatur".  Jedoch  wird  die  Eigenthümlichkeit  der  Beihe  nur 
dann  nicht  geändert,  wenn  nicht  in  demselben  Punkte  mehrere  der  too 
Dirichlet  ausgeschlossenen  Singularitäten  zusammentreEfen.  Herr  Lipschtb 
stutzt  seinen  Beweis  auf  die  beiden  Integraltheoreme  Diilchlet'e  I  nnd  IT 
pag.  240.  Er  zeigt,  dass  sie  gelten  und  damit,  dasB  die  Fourier'sche  Reifao 
noch  gegen  den  Functionswerth  convergire,  wenn  au  allen  Stellen,  wo  di« 
Function  oscillirt,  der  absolute  Betrag  von  f{ß  -\-  8)  —  f  (ß)  mit  ab- 
nehmendem 6  rascher  gegen  Null  convergiii,  als  das  Product  einer  Constantea 
B  und  einer  Potenz  von  S  nüt  beliebigem  ijositiven  Exponenten,  Bexeiuhoen 
wir  den  absoluten  Betrag  der  Schwankung  f{ß  •]-  8]  —  f{ß)  mit  Z>,  Bo 
lautet  die  Lipschitz'eche  Bedingung  ,,!><,  B  d"",  wo  a  >  0  Ist.  Diese  Be- 
dingung enthält  mehr  als  die  Forderung  der  gleichmÄGBigen  Stetigkeit 
Wenn  die  Function  gleichmAsstg  stetig  sein  äoll,  so  muss  es  fdr  alle 
Werthe  von  ß  einen  von  ß  unabhUngigen  Minimalnerth  6'  geben,  so  daee 
fUr  alle  Werthe  d",  die  deu  absoluten  Betrage  nach  kleiner  lUs  ^  alnd, 
fiß  +  f  )  —  fifl)  unter  dieselbe  vorgegebene  beUebig  kleine  Gr&BSe  «  sinkt^ 


1)  Handbuch  der  Ku^lfimctioiien.    2.  Antt.     Bil.  l.  pag.  5&. 
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Di6  LipBchitz'eche  Bedingung  verlangt  aber  mehr  als  gleich niKssige  Stetig- 
keit, denn  es  ist  eebr  wohl  mögliub,  dasE  gleicbm&sGige  Stetigkeit  stattfindet, 
aber  wenn  a  =  BS"  vargegehen  ist,  ist  nicht  gesagt  dass  der  Mininial- 
werth   J',    den  die    Bedingung   der   gleiuhmäasigen   Stetigkeit   ergiebt,    auch 

>    1/ —      ^ö'-       ^'ö    Bedingung     umfasBt    also    keineswegs     alle    stetigen 

Fnnctionen. 

Die  LipBchitz'Bche  Demonstration  gilt  nur  dann  nicht,  wenn  D  sehnlicher 
gegan  Null  convergirt,  als  Bi".  Herr  Lipscbitz  sagt,  diese  Ausnahme  träte 
ein,  wenn  BS"  langsamer  gegen  Null  conveigirte,  als  y — ^,  und  beruft 
sich  dabei  auf  Gauss'),  der  diese  Bemerkung  zuerst  gemacht  hat.  In  der 
That,  da  6"  stärker  gegen  Null  convergirt,  als  .  .,  so  convergirt  D  erst 
recht  schwächer  gegen  Nall,  als  Bi",  wenn  ee  schwächer  als  -. — ^  gegen 
Null  convergirt.  Es  iai  aber  auch  nöthig,  das  Umgekehrte  iw  betrachten. 
Wenn  D  i-ascher  gegen  Null  convergirt,  als  -j — g,  so  ist  damit  noch  nicht 
gesagt,  daes  es  auch  rascher  gegen  Null  convergirte,  als  BS".  Ist  lebt- 
teres  min  nicht  auch  der  Fall,  so  würde  der  Beweis  von  Herrn  Lipachitz 
schon  hier  seine  Geltung  verlieren.  Das  ist  aber  nicht  richtig.  Denn  man 
sieht  leicht,  da^  man  ganz  von  vornherein,  als  beschränkende  Bedingung 
^ax i =(,  D\og i  ^  a  aufstellen  konnte,  welche  identisch  ist  mit  der  Bedingung, 
dass  D  starker  gegen  Null  convergirt,  als  , — -j.  Herr  Lipschitz  bezeichnet 
selbst  den  Angelpimkt  seines  Beweises  (a.  a.  0.  pag.  310)  „Atque  hac  in 
re  sunt  nervi  demonstrationie  nostrae".  Es  wird  nämlich  der  Rest  der 
Reihe  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlassen,  und  in  dem  einen  Grenzwerth 
tritt  lim  g  =  t>  D  log  S  als  Überschüssig  über  die  Null  auf.  Damit  nun  der 
Rest  gleich  Null  werde,  setzt  Herr  Lipschitz  D<,B6"  und  hieraus  allein 
entspringt  seine  Bedingung.  Man  kann  also  die  Lipschitz' sehe  Bedingung 
sofort  durch  die  umfassendere  limj  =  o  D  log  d  =  0  ersetzen.  Herr  Dini*) 
bedient  sich  derselhen  auch  ohne  Weiteres.  Also  die  Fouriersche  Reihe 
stellt  auch  eine  Function  mit  unendlich  vielen  Maiimis  und  Minimis  dar, 
wenn  nur  an  allen  Stellen,  wo  die  Fimction  oscülirt,  tinij  =  o-Dli'g^  =  0 
ist.  Wenn  aber  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Osoillationep unkten  die 
Bedingung  nicht  mehr  erfüllt  ist,  so  kann  man  auch  dann  noch  sagen,  die 


1)  Allgemeine  Lehrülze   in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhüttnisii  des 
'Qnadrati  wirkenden  Anziehung«-  nnd  Ab«tos«angskiäftc.   Art.  16. 

2)  Sopra  la  uerle  di  Fouiicr.     Piaa  1873. 


Poiirier'sche  Itoihe  stelle  eine  derartige  Function  dar;  jedoch  mues  man 
darauf  Teraichten,  die  Convergenz  der  Fourier'schon  Reibe  oder  die  Ueber- 
einstimiuung  ihrer  Werthe  mit  denen  der  Function  an  jenen  singulSreß 
Punkten  mit  den  hisher  zum  Ziele  führenden  Mitteln  zu  erweisen.  Der 
Erfolg  der  Lipachitz' sehen  Untersuchung  betreffend  die  Richtigkeit  der 
beiden  Integraltfae creme  lehrt  schon,  daes  Riemann  mit  seiner  Behauptung; 
(a.  a.  0.  pag.  224J,  dass  die  Integraltheoreme,  im  Falle  die  Fnm^tion  un- 
endlich viele  Maxima  und  Minima  hat,  nicht  mehr  ausreichten,  im  Irrtbum 
war.  Es  scheint  mir  überhaupt,  dass  eine  Entscheidung,  ob  die  Fourier'sche 
Reihe  fUr  eine  Function  convergirt  oder  divergirt.  nur  aus  diesen  beiden 
Integraltheoremen  geschöpft  werden  kann,  bo  lange  die  Function  noch 
integrirbar  ist.  Erfüllt  die  Ftmction  nicht  mehr  die  Bedingung  der  In- 
tegrir barkeit,  so  haben  die  Intflgraltbeoreme  freilich  ihren  Sinn  verloren; 
in  diesem  Falle  aber  haben  wir  Oberhaupt  noch  gar  kein  Mittel 
Untersuchung.  • 

Durch  die  Bedingung,  welche  Herr  Lipschitz  aufgestellt  hat, 
wieder  von  einer  ganxen  FunctionenklaiJEe  nachgewiesen,  das»  sie  dnnA  div 
Fourier'sche  Reibe  darstellbar  ist,  aber  die  nothwendigen  Bedingungen 
haben  wir  damit  eben  so  wenig  erreicht,  als  durch  die  Oirichletsche  Ab- 
handlung. Ob  eine  Function,  welche  den  bisher  beliannten  Bedingimgaofj 
nicht  genügt,  nicht  auch  noch  durch  eine  trigonometrische  Reib< 
bar  ist,  bleibt  noch  vOllig  unentschieden.  Aber  man  kann  vielleicht  Bttgtt^, 
es  ist  XII  viel  verlangt,  die  nothwendigen  Bedingungen  anzugeben,  d«n«n 
eine  Function  genügen  muss,  damit  sie  durch  die  Fourier'sche  Reibe  dar- 
stellbar sei.  Neben  der  allgemeinsten  Definition,  daae  eine  Reibe  positiver 
Grossen  dann  convergirt,  wenn  die  Stunme  der  n  ersten  (üieder 
wachsendem  n  sich  Ju  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert,  gieht 
keine  andere  Definition,  welche  denselben  Dml'ang  hlitte.  Man  kann 
her  wohl  immer  engere,  dieser  Definition  immer  nUher  rUckende  Bedingun^n 
aufstellen,  imd  damit  das  Gebiet  der  darstellbaren  Functionen  immer  mebr 
erweitem.  Hätte  man  aber  die  nothwendigen  Bedingungen  selbst, 
kannten  diese  nicht  verschieden  sein  von  den  in  der  Definition  gegel 
und  eine  Aussage  über  den  Umfang  des  Gebietes,  in  dem  die  Fnnctii 
noch  darstellbar  sind,  würde  wieder  auf  die  Definition  des  Bogriffee  der' 
Darstell barkeit  einer  Function  zurUckfUbren- 

Wenn  daher  ein  Versuch,  noch  weniger  einscfa rankende  Bedingungen 
als  die  Dirieble fachen  imd  die  Lipschiti'BCbe  zu  finden,  nicht  auf  einfache 
Resultate  führt,  so  erscheint  er  insofern  nicht  völlig  befriedigend,  aIe  clie 
Bedingungen  eben  immer  noch  weiter  eingesohrSnkt  werden  können,  ohoe 
dass  man  doch  jemals  zum  Endziel  gelangte.    Es  ist  auch  auf  diesem  Wqge 
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weiter  yorzudringen  nur  noch  ein  Vergeh  gemacht  worden,  nämlich  durch 
die  Abhandlung  des  Herrn  P.  du  Bois-Beymond:  „Untersuchungen  über 
die  Convergenz  und  Divergenz  der  Fourier'schen  Darstellungsformebi^^  (a.  a.  0. 
Cap.  I — ni).  Dieselbe  scheint  mir  jedoch  zu  keinen  greifbaren  Resultaten 
zu  führen. 

Nur  das  Eine  wollen  wir  ihr  entnehmen,  dass  in  der  That  bei 
Functionen,  welche  der  Lipschitz'schen  Bedingung  nicht  mehr  genügen,  be- 
reits Divergenz  der  Fourier'schen  Reihe  eintreten  kann. 

m. 

Riemann  hat  in  seiner  Habilitationsschrift  einen  folgenreichen  Schritt 
gethan,  der  das  Verständniss  aller  folgenden  üntersuchimgen  über  diesen 
Gegenstand  eröffnet,  und  sie  überhaupt  erst  ermöglichte,  indem  er  näm- 
lich den  Dirichlet'schen  Weg  verliess,  und  die  Frage  so  stellte:  Welche 
Eigenschaften  muss  eine  Function  haben,  damit  es  eine  trigonometrische 
Reihe  giebt,  welche  überall  da,  wo  sie  convergirt,  gegen  den  Werth  der 
Fimction  convergirt? 

Ob  diese  Reihe  dann  die  Function  darstellt,  wird  hiermit  nicht  ent- 
schieden. Von  dieser  Seite  aus  konnte  Riemann  nun  allerdings  die  Frage 
nach  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen,  oder  wie  wir  kürzer 
sagen,  nach  „den  nothwendigen  Bedingungen^'  aufwerfen.  Und  es  ist  ihm 
in  der  That  gelungen,  die  nothwendigen  Bedingungen  dafür  aufzufinden, 
dass  es  eine  trigometrische  Reihe  giebt,  welche,  wo  sie  convergirt,  gegen 
den  Functionswerth  convergirt.  Sobald  er  aber  wieder  den  Dirichlet'schen 
Weg  betrat,  musste  er  wieder  zu  bloss  hinreichenden  Bedingungen  seine 
Zuflucht  nehmen.  In  diesem  Sinne  ist  daher  auch  nur  die  Bemerkung 
Riemann's  (a.  a.  0.  pag.  230)  zu  verstehen:  „es  müssen  zunächst  zur  Dar- 
stellbarkeit noth wendige  Bedingungen  aufgesucht,  und  aus  diesen  dann  zur 
Darstellbarkeit  hinreichende  ausgewählt  werden'^  Dies  erscheint  jedoch  in 
einer  anderen  Beziehung  nicht  ganz  correct;  denn  hinreichende  Bedingungen 
müssen  allemal  sämmtliche  nothwendigen  einschliessen,  ebenso  .wie  um- 
gekehrt die  Functionenklassen ,  welche  in  Folge  der  nothwendigen  Be- 
dingungen darstellbar  sind,  die  welche  in  Folge  ausreichender  darstellbar 
sind,  umfassen. 

Die  Riemann'sche  Habilitationsschrift  zerfällt. in  drei  Theile.  Dpr  erste 
ist  der  historische,  auf  den  wir  oben  mehrfach  Bezug  genommen  haben. 
Der  zweite  Theil  enthält  jene  Auseinandersetzung  über  Fundamentalsätze 
d^r  Analysis,  die  schon  Dirichlet  für  unumgänglich  nothwendig  zum  weiteren 
Fortschreiten  in  diesem  Gebiete  gehalten  hat.  Der  Begriff  des  bestimmten 
Integrals  wird  definirt,  und   untersucht,  wann  eine  Function  ein  Integral 
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BeiottiaBg.  Meer  F.  lia  Boia-BqnMttd  oianil  in  asineB  Oahiiftaa».  Mpar.  4» 
Vourier'adMai  latogiale  «Imbi  Btandpaakt  em,  der  Toai  dv  eoaaetpMiUB 
ftartsoMflUine  der  BienunnJaehatt  BefiaMaoB  ^renohiedaA  UL  Wk.  baaall 
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^  I  4ir.A^'r)f  «w  2^Z;Z^rt  lEaUpi  Va- 

deataB,  iafe  daa  Befdlafc  daa  UebeigaiigaB  der  variahlen  GieBaaii  y^fbi^  im 

mtmtmofkm  btegnOa  JM  fdf  f^p,$)  in  die  Zahknwerthe  X^%Yl^^ 

und  wendet  diese  Definition  auch  fttr  den  Fall  an,  dass  X^Y^  ein  üneiid- 
lichkeitepnnkt  ist.  Die  Folgen  einer  solchen  Definition,  auf  welche  Biemaim  8 
ürtheil  aber  die  Cauchyschen  Festsetzungen  in  Betreff  der  Hauptwerthe, 
dass  sie  schon  wegen  ihrer  grossen  Willktlrlichkeit  zur  allgemeinen  Ein- 
führung wdbl  kaum  geeignet  seien,  zutrifft,  treten  denn  auch  bald  berror. 

Herr  P.  du  Bois*Beymond  giebt  nftmlich,  indem  er  f{xy)  -=     ^\  *  ^ 


dxdy 
dem  bestimmten  Doppelintegral  die  Form: 

und  folgert  nun,  dass  je  nach  der  Reihenfolge,  in  der  ^o^l^oyi  ^^^ 
Werthe    annehmen,    das    Integral    im    Allgemeinen   vierzehn   verscbiedeoe 
Werthe  (oder  auch  unei^dlich  viele)  annimmt^). 

Der  Standpunkt,  den  Herr  F.  du  Bois  Rejmond  in  Bezug  auf  die  Be- 
rechnung eines  bestimmten  Integrals,  in  dem  die  zu  int^grirende  Functkm 


1)  Math.  Annaleu.  Bd.  4.  pag.  866. 

2)  Siehe  Borchardt*8  Journal  fOr  Math.  Bd.  69.  pag.  70  u.  f.  o.  1). 


-     251     -. 

einen  willkürlichen  Parameter  enthSlt,  einnimmt^),  ist  bei  der  Berechnung 
des  Poisson'schen  Integrals,  die  a.  a.  0.  vorgenommen  wird,  unstatthaft, 
wie  aus  den  Erörterungen  auf  pag.  241 — 243  einleuchtet. 

Durch  die  Untersuchungen  Biemann's  über  die  Integrirbarkeit  unend- 
lich oft  unstetiger  Functionen  wurde  zugleich  entschieden,  dass  eine  stetige 
Function  nicht  allemal  einen  Differentialquotienten  haben  müsse.  Es  hat 
sich  besonders  durch  die  Untersuchungen  von  Herrn  Weierstrass  gezeigt, 
dass  die  Nichtdifferentiirbarkeit  grossen  Functionenklassen  eigen  ist.  Darum 
erhalten  aber  nicht  differentiirbare  Functionen  noch  nicht  den  Charakter 
derjenigen  Functionen,  über  deren  Darstellbarkeit  durch  eine  Fourier'sche 
Reihe  wir  nichts  wissen.  Die  von  Herrn  Schläfli^)  ausgesprochenen  Zweifel, 
ob  eine  nicht  diffentürbare  Function  überhaupt  noch  in  eine  Fourier'sche 
Reihe  entwickelbar  sei,  sind  daher  nicht  begründet.  Weder  der  Dirichlet- 
sche  Beweis,  noch  die  Riemann'sche  Bedingung  der  Integrirbarkeit  setzen 
die  Differentiirbarkeit  der  Function  voraus.  Auch  ist  die  Behauptung  von 
Herrn  SchlUfli  (a.  a.  0.  pag.  13)  irrig,  die  Convergenz  der  Fourier'schen 
Reihe  zu  schätzen,  begegne  selbst  dann  noch  Schwierigkeiten,  wenn  die 
Function  wohl  einen  ersten,  aber  keinen  zweiten  Differentialquotienten  mehr 
besitzt.  Dem  wird  von  Herrn  Prof.  H.  A.  Schwarz  durch  die  Bemerkung  be- 
gegnet, man  könnte  dann  statt  der  ursprünglichen  Function  /*(<&)  eine 
Function:  f(d)  -\-  M^  einführen,  wo  M  den  Maximalwerth  von  fifi)  im 
Intervall  bezeichnet.     Dann  gilt  für  das  in  der  Schläfli'schen  Abhandlung 

V 

auftretende   Integral:  lim^-^o   1  /^("^  4~  9)  su^  ^^  äq>  streng  der  Dirich- 

let'sche  Beweis. 

Im  dritten  Theile  seiner  Abhandlung,  der  sich  mit  der  Darstellbarkeit 
einer  Function  durch  trigonometrische  Reihen  ohne  besondere  Voraussetzungen 
über  die  Natur  der  Functionen  beschäftigen  soll,  schlägt  nun  Riemann  den 
angegebenen  Weg  ein. 

Eine  trigonometrische  Reihe  Aq  -{-  Ä^  -\-  Ä^  -{-  ,  .  ~\-  Äk  -\-  .  .  .  wo 

-/4^  =  Y>  ^*  =  a*  sin  jfcrc  +  6*  cos  kx  ist,  soll  durch  Ä  bezeichnet  werden 

und  ihr  Werth  an  allen  demjenigen  Stellen,  wo  sie  convergirt,  mit  f(x). 
Femer  sollen  die  Glieder  Äjt  für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein 
werden.  Dann  lässt  sich  zeigen,  dass  die  durch  zweimalige  Integration  aus 
Sl  erhaltene  Reihe 


1)  Math.  AnnaloD.  Bd.  7.  pag.  867  n.  i 

2)  Siehe  pag.  tl%,  Aam.  1, 


«e  ftr  jeden  WeA  ▼«  x  cuwrqigwrie  Boihs  M»  l>ii»iiii%  lailBcli  irt^ 
und  eine  TnJHjgiiUnn  thHwI    Hm  beiraiil 
der  Boihe  St  Boflnmdig  Mge  (ait.  8;  9«  I), 

gegen  f[s)  eonreigiii,  wem  c  md  p  eo  'mmdlMi  4dmi  werden^  dme  Ar 
VeiliSltiiieB  dodi  <™  endfidiee  UeiU, 


mil  wadismdm  fi  immdHdi  Uam  wird,  wenn  ft  md  c  wSSSkXsßSttbib 
bdie  Gieaim  md,  l(s)  und  l'(«)  an  den  Gnmm  des  Inteignii  l^eU 
NuU  und  swiedim  diesen  immer  itetig  sind,  imd  !'"(«)  wASb  wnimiilieh  ml 

Es  ist  nmi  m  nntenudien,  ob  dieee  BediQgmgen  «aA  wnngekahci  Jm- 
xeidiend  sind,  damit  es  eine  trigoncHiietriedie  BeQie  giebl,  decm  OoeflUentai 
xoMrt  unmdHdi  Uain  werden,  und  wdche  liberall  da,  wo  «in  ceeneq^ 
gegen  den  Wertb  der  Fonctioii  conteigni,  • 

Biemann  muttipliciri  die  OleidHiiu^: 

F(*)-cr*-^5-.c-^-% -^- 


•  •  •  * 


mit  cos  n{z — ()  und  integrirt  von  — n  bis  -|-ir.     Damit  findet  er  für  Am 
den  Werth: 

Am  =  -  "^J  (f(/)  -  C't  -  A^^^cosn{x-t)  dt 


—  n 


und  behanpiet  nun,  A»  müsste  nach  Voraussetzung  2)  unendlich  klein  werdea 
mit  wachsendem  n.  Dies  leuchtet  nicht  unmittelbar  ein«  Es  ist  iodessea 
von  Herrn  H.  Weber  (in  einer  Anm.  pag.  251  der  Habilitationsecbrift) 
gezeigt  worden,  wie  das  schliessliche  Vei*sch winden  der  Glieder  A^^  auf  die 
Voraussetzung  2)  zurflckgefUhrt  werden  kann.  Herr  Ascoli  hat  in  einer 
Abhandlung  ^),  die  im  Wesentlichen  einen  Commentar  zu  Biemann's  HaU* 
litationsschrift  bildet,  diese  Stelle  (a.  a.  0.  pag.  307  und  folgende)  aus- 
führlich  behandelt,  und  die  Riemann'sche  Behauptung  auf  demselben  W^e, 
wie  Herr  H.  Weber  abgeleitet. 

Es  ist  also  zunächst  bewiesen,  dass  die  Glieder  Ak  der  trigonometrischen 


1)  Annali  di  Matematica.    Ser.  II.    Tom.  VI.  die.  1873  al  genn.    1876.   pag.  %X 
e  298.     Sulla  serie  di  Fourier. 
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Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden.  Dass  dann  die  Reihe,  wo  sie  con- 
vergirt,  gegen  den  Werth  f{x)  convergirt,  folgt  aus  der  Voraussetzung  l). 

Die  zwei  Bedingungen  1)  und  2)  sind  also  ftlr  den  behaupteten  Satz 
die  nothwendigen. 

Riemann  zeigt  nun  weiter  (art  9,  III)  den  wichtigen  Satz,  dass  die 
Convergenz  der  Reihe  an  einer  bestimmten  Stelle  nur  von  dem  Verhalten 
der  Function  an  dieser  Stelle  abhängt. 

Soweit  bleibt  die  Riemann'sche  Abhandlung  ganz  allgemein.  Wenn  wir 
nun  aber  entscheiden  wollten,  unter  welchen  Bedingungen  eine  Function 
durch  eine  trigonometrische  Reihe  darstellbar  ist,  so  müssen  wir  darauf 
verzichten-,  nothwendige  Bedingungen  zu  ermitteln.  Wir  müssen  mit  Rie- 
mann specielle  Fälle  aufsuchen,  in  denen  die  Bedingungen  1)  und  2)  erfüllt 
sind ;  und  dann  ist  nach  DirichleVscher  Methode  eine  Untersuchung  anzustellen, 
an  welchen  Stellen  die  trigonometrische  Reihe  nun  wirklich  convergirt. 
Riemann  zeigt  nun,  dass  die  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  wenn  die 
Function  1)  nicht  unendlich  wird,  2)  integrirbar  ist,  3)  nicht  unendlich 
viele  Maxima  und  Minima  besitzt.  In  diesem  Falle  sind  die  Coefßcienten 
An  die  Fourier'schen,  und  die  Fourier'sche  Reihe  convergii*t  dann,  wo  sie 
convergirt,  gegen  den  Werth  der  Function.  Die  Reihe  wird  aber  conver- 
giren  an  allen  den  Stellen,  in  deren  Umgebung  nicht  imendlich  viele 
Unstetigkeiten  liegen.  Sind  diese  Stellen  nun  bloss  in  endlicher  Anzahl 
vorhanden,  so  werden  wir  sagen,  dann  stellt  die  Reihe  die  Function  dar. 
Sind  sie  aber  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden,  so  werden  wir  nach  unserer 
Definition  im  Allgemeinen  nicht  mehr  von  einer  Darstellung  reden,  wenn 
auch  die  Fourier'sche  Reihe  noch  an.  einer  unendlichen  Anzahl  von  Stellen 
convergiren  und  mit  den  Functions werthen  übereinstimmen  kann. 

Der  Fall,  dass  die  Function  unendlich  würde,  war  bisher  ganz  aus- 
geschlossen. Es  möge  nun  jetzt  die  Function  an  einer  Stelle  a  unendlich 
werden,  jedoch  ohne  Maxima  und  Minima.  Wenn  in  diesem  Falle  Riemann 
die  Bedingung  aufstellt  (art.  12),  es  solle  f{a  +  <J)  +  /*(«  —  ^)  bis  an  die 
Unstetigkeitsstelle  heran  integrirt  werden  können,  und  zweitens  solle 
f(a  -\-  i)  6  und  f{a  —  6)  6  mit  d  unendlich  klein  werden,  so  will  er  damit 
keine  andere  Bedingimg,  als  die  früher  angeführte  geben,  dass  das  Integral 
unbedingt  convergiren  soll.  In  der  That  aber  ist  der  zweite  Theil  seiner 
Bedingung  keine  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  das  Integral  unbedingt 
convergirt.  Dies  kann  man  sowohl  an  Beispielen  zeigen,  als  auch  kann  man 
wie  oben  schliessen,  dass  überhaupt  keine  Aussicht  vorhanden  ist,  noth- 
wendige und  hinreichende  Bedingungen  für  die  unbedingte  Convergenz  eines 
Integrals  zu  erreichen,  welche  von  der  Definition  verschieden  sind. 

Riemann  hat  bewieseni  dass  die  Fourier'schen  Üoefficienten  mit  wachsen- 
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dtn  fttt'1— r"g—  nnandlJA  kleü  w&idM,  ■obald  die  Function  endlicli  bleibt,  I 
imd  «HM  laUgntioB  aoUaat.  Sa  iat  aber  wUnachensnerth,  das  Unendiich- 
UräwerdsB  dar  Go^SciaBt«B  in  Häwr  AUiBngi^cit  vgn  dam  Vieh—  dM 
Stelletmigen  sohBtun  in  kSnnen.  Mai-  man  blou  di»  fadagiiihiifciat 
Tonai,  Bo  kt  dioa,  wie  dir  Siemvm'Khe  Beweii.  idgt,  sieht  i»8gticfc. 
Datar  beeohrloktaittn  Annabnoi  kans  nm  ftber  nun  Zili  gelaOflBP.  Wir 
wollen  hier  Sfitaen  yon  HeTin  Beine  folgSB,  di«  danaUia  in  arätem  Jlaail 
bB«h    der    Kngeifiwatioim"    pag.  69   n.  £    nuttheilt.     Dia    Fonnn'aAn 

ff(ß)manßdfiiaäff(ß)otMnßdß  nwn  b#  4.  »d  £; 

bewöotnat.  Wenn  di«  Futetios  /(^)  endlich  bleibt,  nnd  Ar  je^oi  Wntk 
dw  Avgiuneiitw  ß  Uainer  ala  }r  ist,  nnd  svisehea  0  njid  A  pnr  «Jone  and- 
liohe  i^Tif»-M  T(w  HanmiB  und  HininÜB  nod  Pti't'gTTftitniiifaff^''*'"^'Tm[mi  haL 
so  blaiben  mAw  vni  h-^b  onter  dem  Wertiw  0^,  wo  Q  täaa  ran  m  nyifc- 
haagiga  Conatante  bauiolHiet.  Wenn  aber  /X^)  an  der  8t^  O  wüjwJKrfc 
wird,,  jadoob   u,    dui    ßf  f(ß)  t^,Li    iiooh   «idlioh   Unbfe^    aa    aidl 

«*-•  ^  —  ar,^.,,  rtO)  »"»ter  jeden  beUaUgen  Ond  der  Klai^aifc  heak 

md  deigleiohra  «*-'  Ä,  —  gr»owA»»  '^*')'  ''*™'  nnr  »  <  l  falsU. 
Die  Prodoete  n'"*  j4a  nod  f»'~'  B^  werdm  also,  wenn  man  ^aanr  m  atuA 
genug  wwhaen  Uaat,  «ndlidi  Ueiben. 

Man  gelangt  atich  noch  tn  einer  SchBtzung,  wenn  f(ß)  im  Debrigw 
den  angegebenen  Bedingungen  genligt,  aber  an  der  Nullstelle  onendbek 
viele  Maxima  und  Minima  hat,  jedoch  bo,  dass  die  Lipschitz'gche  Bedingu^ 

erfüllt  ist').     In  Ä^=   I  f(ß)  Bin nßdß  werden  die  beiden  Tbeilint^nle 

i  -}~  /  fthgeBondert.  Der  Beet  kann  kleiner  als  —  gemacht  werden,  wo 
K  eine  Yoa  n  unabhängige  Conetante  ist.  Die  beiden  ersten  Theilinte^rah 
geben  aber  /  (f{ß)  —  f(ß  +  ^)J  iin  nßdß.  Nach  der  LipschiU' sehen 
Bedingung  mues  nun  dem  absoluten  Betrage  nach  f(ß)  —  f{ß  +  *)  <  B  (-)' 
1}  Siehe  pag.  847.    Anm.  8. 
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oder  auch  < :  i  + « >  *  <  0  sein,  vmd  das  Integral  wird  daher  <  5 1 — j 

B' 
oder  < TT— 1  wo  B'  eine  andere  Constanie  bezeichnet. 

Kommen  innerhalb  des  Intervalls  mehrere  Unendlichkeitsstellen  oder 
Maximum-  imd  Minimumstellen  von  angegebener  Beschaffenheit,  aber  in 
endlicher  Anzahl  vor,  so  kann  man  auch  dann  noch  zu  einer  Schätzung 
gelangen,  wenn  man  das  Intervall  in  Theile  theilt,  deren  Endpunkte  eben 
jene  singulSren  Punkte  sind. 

Da  der  Beweis  Biemann's,  dass  die  Convergenz  der  Fourier'schen  Reihe 
an  einer  bestimmten  Stelle  nur  von  dem  Verhalten  der  Function  in  unmittel- 
barer Nähe  abhängt,  so  lange  die  Function  integrirbar  ist,  nur  aus  seinen 
allgemeinen  Sätzen  abgeleitet  ist,  so  wird  es  nützlich  sein,  für  diesen  Satz 
einen  eigenen  Beweis  zu  geben,  der  direct  von  dem  Dirichlet'sehen  Integral 
ausgeht,  auf  das  der  Riemann'sche  Weg  ja  auch  wieder  zurückführt.  Herr 
Prof.  H.  A.  Schwarz  hat  in  seinen  Vorlesungen  eine  Abschätzungsformel 
für  das  Integral 

A 

f%^f(ß)mo<rL,L± 

9 

gegeben,   welche  hier  unmittelbar  zum  Ziele  führt,  und  auch  später  noch 
gebraucht  werden  wird. 
Um  das  Integral 


n 


9 

abzuschätzen,  werde  das  Intervall  von  ^  bis  ^  in  die  Theilintervalle 

mn    tnn       (im-|-1)«  m*n         . 

ist,  zerlegt    Dann  setze  man: 

im  ersten  Intervalle  f(ß)  —  f(^\  +  ^j  (ß) 

im  zweiten       „         f{ß)  =  fi^)  +  ^,  (ß) 

im  dritten         „         fiß)  =  f(^^j^  +  *,  (ß) 

im  vierten        „         fiß)  =  f(^^^^)  +  i>,  (ß) 

U.  B.  f.  i 
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vaä  fhole  8  in  iwei  Thdle  S^  und  ET.  tob  denn  akii  dar  «nto  aaf  db 
Fmietioiieii  f^  der  andere  auf  die  FioielioiMii  ^.  benidil    B»  iffc 


ft 

(«i  +  i)*  C«^-^^ 

ft  i 


+'(n^')L/"i^''+/STf '<']+-- 


k  k 


Es  wild  dann  naoii  Diridhlet 


k 


(-  IT 


geeetit    Berficknchtigt  maiii  dass 


«1« 

k 


Im  — 1)« 


ist,  so  wird 


»'-^xir/iv''"'-/^''"'] 


(m  —  1)  ir 


+(-»-KV)(fi5--+-)+^(*^^'^)('-+— -*•)+■•■■] 


Nun  ist 


f7  (in  —  1)  ^ 

Der  zweite  Theil  7011  S'  ist,  wenn  man  den  grössten  Werth  unter  den 
auftretenden  Werthen  von  f  mit  c  bezeichnet,  und  berücksichtigt,  dass 
^„  <  ^«  +  1  ist, 

^^  \jclm~g  "~  (^"»  +  1  —  f»m-f-2)  —  ((»m-f  3  —  (»m  +  4)  —  ...  .1. 


Daher  ist 


ist,  weil 
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S'  <  T— r — ,  und  da  -. —  <  ^  •  — 


9<\    ist,  so  folgt  Ä'<-^ 


9 

Dazu  kommt  nun  noch  der  zweite  Theil  von  S:  S\  Bezeichnet  man 
mit  <5q{ß)  den  absoluten  Betrag  der  grössten  Schwankung  von  /*(^)  im  ^en 
Intervalle,  so  ist  derselbe  sicher  nicht  kleiner,  als  der  absolute  Betrag  des 
gfössten  Werthes  der  entsprechenden  Function  fl^qiß). 

Es  ist  also  sicher 

9  9 

WO  tf(/3)  im  gten  Intervalle  gleich  ^q{^  ist.    Man  hat  daher  endlich  für  S 
die  AbschStzungsformel: 


9 
h 


Das  Integral    1  -^  ä^   kann   nun   beliebig  klein  gemacht  werden  durch 

9 

Vergrösserung   von    A;,    wenn   nur    die  Function  /'(jS)  integrirbar   ist    und 
endlich  bleibt. 

Denn  es  ist 

h  h 


/f""  <)/•»■"•■ 


9  9 

h 


I  a(ß)  dß  ist  aber  sicher  kleiner,  j^s  £(Sq(ß)  ^qß^    wo  Jqß  die  Grösse 

9 

des  ^n  Intervalles  bezeichnet,  und  sich  die  Summe  über  alle  Intervalle 
erstreckt.  Diese  Summe  muss  aber  nach  dem  Begriffe  des  bestimmten 
Integrals  durch  Verkleinerung  der  Intervalle  beliebig  klein  gemacht  werden 
können. 

um  nun  den  erwfthnten  Biemann'schen  Satz  zu  erweisen,  zerlege  man 

*  9  h 

das  Dirichlet'sche  Integral  f  f(ß)  ^a  äß  in  die  beiden  Theile  j  +  1  ^  yfo 

0  g 

g  sehr  klein  angenommen  werden  soll  idlich 

Suppl.  s.  W^'MX.  Abth.  d.  SBttoltf.  t  MÜ* 
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▼ide  Maiiiiia  und  l[|Dima  haben.  Wendet  «lan  Bxi  das  bt^gnd  /  die 
AbechfttBiingBfonnel  aiii  so  kann  man  k  so  gross  wfthlen,  daea  aowoU 
-T^,  als  aneh  j  j  ^^  dß  selir  Uem  wird. 

0 

Dnieh  dieses  Yerfahzen  kann  man  der  bebachMei^  Stelle  beliebig 
nahe'kommeni  w&hrend  immer  aUe  TheQe  jenseits  g  eiam  Beitrag  sn  dem 
Integralwerthe  geben,  der  durch  Yei^prCsserong  von  i  nirfer  ^m  Grad  der 
Kleinheit  herabsinki  Bamit  ist  bewiesen,  dass  Ae  Gonvergeu^  der  Fonii^ 
sehen  Beihe  an  dner  bestimmten  Stelle  nur  abhSngt  Ton  dem  YeiiialteK 
der  Fmietion  in  unmittelbarer  Nlbe  dieser  Stelle.  Naeh  ein&ehen  Hltfcel- 
werthsätawn  Ifisst  fach  dann  s^lgen,  dass  der  Werth  der  Beihe  an  alkn 
Stetigkeitsstellen  nnd  einftchen  ünstetigkeitssteBen  mit  dem  der  Fimelion 
ttbOTsinstkamt.  Ee  Ufawt  meh  aber  aneb  «eigen,  dMs  JBes  aribet  dam  noA 
stattfindet,  wenn  die  Fonetion  an  der  betraditeten  IMIbM]»  viMBdlidi 
Tide  Madma  nnd  IGnima  besitst,  wenn  nur  die  Liypsehits'sohe  Bedingmiy 
erftUlt  ist        . 


s 


Es  ist  zu  dem  Zwecke  dap  J^t^gial  /  f(ß)  '^*/  ^ß 


SU  berechaeiL 


0 

Man  setse  f(ß)'^K^)  +  9(ß\  ^^i  theile  das  Integral  in  die  nieilhitegrale: 

U  0  f 

Der  erste  Theil  ist  gleich  -^  f(p).     Da  f(ß)  der  Lipschitz'schen  Bedingung 
gentigt,  so  muss  q>(ß)  =  f(ß)  —  f(0)  <  Bß^  {a>0)  sein.     Der  zweite 

Theü  J  ist  daher  <B  Cß'^^dß,  undda|<^^l  ist,   so  ist 

0 

f 
J<^B'^^   iß^-^dß<B^'^,    Der  dritte  Theü  ist  nach  der  obigen 


0 

AbschStzungsformel 

y 


2cjr    ,      r^iß)^A 
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Daher  wird 


/ 


m^ß^ß='^m+E, 


s 


^oE<B.-^.^  +  '-ff+ffäßisi. 
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Nun  kann  zunSohst  g  beliebig  klein  angenommen  werden,  und  dann  k 
so  gross  gewählt  werden,  dass  die  Gesanmitgrösse  von  K  beliebig  klein 
wird,  nnd  wir  an  der  Ghrenze  erhalten: 

s    ■ 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Riemann  untersucht  noch  in  Art.  11,  ob  eine  trigonometrische  B«ihe, 
deren  Glieder  Ak  nicht  für  jeden  Werth  Ton  x  unendlich  klein  werden,  zur 
Darstellung  einer  Function  geeignet  ist.  Es  zeigt  sich  aber,  dass  bei 
Functionen  ohne  Maxima  und  Minima  die  Reihe  dann  im  Allgemeinen  nur 
in  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  mit  der  Function  übereinstimmen 
b^nn  (a.  a.  0.  pag.  242  und  245),  und  zur  Darstellung  einer  Function 
daher  sicher  ungeeignet  ist. 

Was  nun  die  Functionen  betrifft,  die  imendlich  viele  Maxima  und 
Minima  besitzen,  so  giebt  Riemann  keine  allgemeinen  Gesetze  an,  sondern 
illustrirt  nur  an  Beispielen^)  folgende  beiden  Sätze:  1)  Es  giebt  Functionen, 
die  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzen,  und  durchgehends  einer 
Integration  fähig  sind,  ohne  durch  die  Fourier*sche  Reihe  darstellbar  zu 
sein.  2)  Es  giebt  Functionen  mit  unendlich  vieldü  Maximis  und  Minimis, 
welche  keine  Integration  zulassen  und  doch  durch  die  Fourier*8che  Reihe 
darstellbar  sind. 

IV. 

Die  Riemann*sche  Abhandlung  bildet  den  wesentlichen  Abschluss  der 
Untersuchungen  über  die  blosse  Darstellbarkeit  einer  trigonometrischen 
Reihe.  Die  mannichfachen  Hilfsmittel,  welche  Riemann  zur  Behandlung  der 
trigonometrischen   Reihen    gegeben    hat,    haben    erst    ermöglicht,    andere 


1)  Diese  Beispiele  sind  yon  Herrn  Genocchi  einer  näheren  Prüfung  unter- 
worfen worden:  Atti  della  Reale  Acc.  delle  Scienze  di  Torino.  VoL  X.  1876. 
Intorno  ad  alcune  serie. 

17* 
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Untersuchungen  über  diese  Beihen  mit  Erfolg  durchzuftLhren,  zn  denen  wir 
uns  nunmehr  wenden  wollen. 

Cauchj  hatte  in  einer  Note  den  Satz  ausgesprochen,  das8  das  Integnl 
einer  unendlichen  Reihe  von  Gliedern  gleich  der  Summe  der  Integrale  der 
einzelnen  Glieder  sei.  Dieser  Satz  war  imbestritten  angenommen  worden, 
und  alle  Untersuchungen  über  Fourier'sche  Reihen,  die  wir  bisher  angeftihri 
haben,  beruhen  auf  ihm.  Da  zeigte  Herr  Weierstrass,  dass  der  Yersnch 
den  Satz  zu  beweisen,  nur  dann  gelänge,  wenn  die  Reihe  innerhalb  des 
Integrationsintervalles  in  gleichem  Grade  convergirte,  und  verstand  darunter, 
dass  für  jeden  Werth  der  Variablen  der  Rest  der  Reihe  von  demselben 
Gliede  ab  kleiner,  als  dieselbe  vorgegebene  Grösse  würde.  Diese  Bemerkung 
findet  zuerst  in  der  Heine'schen  Abhandlung^)  „Ueber  trigonometiische 
Reihen^^  Anwendimg.  Herr  Heine  citirt  daselbst  eine  Abhandlung  von 
Herrn  Thom6,  in  der  bereits  der  Weierstrass' sehe  Begriff  der  Convergenz 
in  gleicl|em  Grade  als  ganz  bekannt  erwähnt  wurde*).  Der  Begriff  der 
Convergenz  in  gleichem  Grade  war  eigentlich  schon  in-  einer  Abhandlung') 
von  Herrn  Seidel  aus  dem  Jahre  1848  enthalten,  doch  scheint  dieselbe  lange 
übersehen  worden  zu  sein.  Cauchy^)  hatte  behauptet,  eine  convergenie 
Reihe,  deren  einzelne  Glieder  stetige  Functionen  des  Argumentes  sind,  stelle 
allemal  selbst  eine  stetige  Function  dar.  Bereits  Abel^)  bemerkte,  ihm 
scheine,  dass  dieser  Satz  zuweilen  Ausnahmen  erleide,  und  hatte  zum  Beleg 
seiner  Ansicht  die  Reihe  , 

sin  9  —  ^  sia  2  cp  -{-  ^  s'm  S  cp  —  \  sin  A  cp  -\- 

angeführt,  die  trotz  der  Stetigkeit  aller  ihrer  Glieder  zwar  für  alle  Werthe 

von  cp  zwischen  mn  und  (jn  -(-  1)  tt  gleich     -  —  vn  ist,  wo  m  =  2v  oder 

=  2»^  —  1   ist  und  v  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  aber  für  €p  =^  nin 
selber  im  >  0)  unstetig  wird,  nämlich  den  Werth  0  annimmt. 

Um  eine  Aufklärung  über  diesen  Punkt  herbeizuführen,  beweist  nun 
Ken*  Seidel  folgenden  Satz:  „Ist  eine  convergente  Reihe,  deren  einzelne 
Glieder  stetige  Functionen  des  Argumentes  sind,  eine  nicht  stetige  Function, 
so  giebt  es  in  der  unm mittelbaren  Nähe  einer  ünstetigkeitsstelle  Stollen, 
an  denen  die  Reihe  beliebig  langsam  convergiit."  Er  imterscheidet  zwei 
Fälle:    erstens   wenn  die  Function  das  Verhalten  zeiirt,   was  wir  heute   mit 

1.  Borchardt's  Jouri]    für  Math.    l>ii.   71.     1870. 
•Ji   r.orcbarilt's  Jourii.  für  Math.     Hd.  00.     1800.     jiag.  334. 

3)   .Abli.   der   lJay«ris('h«Mi    Akad.    1847     49.     Xotr    über   eine    P^ii^enschaft    \on 
iN'ilu'ii,   welche  di.seontiiiuirlicho   Kunetionen  darstellen. 
4'  Aualys»'  al^ebrique  pag.   131. 
r>i  dtdlfs  Jonrn.    Hd.    I.  pag.   310.   Anni.   u.  i)ag.  33G. 
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Convergenz  in  gleichem  Grade  bezeichnen,  so  ist  der  Caiichy'sche  Satz 
richtig;  zweitens  wenn  sich  die  Reihe  nicht  so  verhält,  dann  gilt  sein  Satz. 
Dass  eine  unstetige  Function  niemals  durch  eine  in  gleichem  Grade  con- 
vergente  Reihe  dargestellt  werden  könne,  beweist  auch  Herr  Heine,  führt 
aber  alsbald  den  Begriff  einer  im  Allgemeinen  in  gleichem  Grade  conver- 
genten  Reihe  ein,  wobei  „im  Allgemeinen^'  so  zu  verstehen  ist,  dass  in  der 
unmittelbaren  Umgebung  aller  ünstetigkeitsstellen  auf  die  Convergenz  in 
gleichem  Grade  verzichtet  werden  soll.  Herr  du  Bois-Reymond ')  zeigt, 
dass  das  Aufhören  der  Convergenz  in  gleichem  Grade  nicht  bloss  an  Ün- 
stetigkeitsstellen stattfindet,  was  schon  vorher  Herr  Seidel  (a.  a.  0. 
pag.  393)  vermuthet  hatte.  Es  bedarf  also  eine^  Beweises,  dass  eine 
trigonometrische  Reihe,  die  eine  stetige  Function  darstellt,  in  gleichem 
Grade  convergirt.  Durch  die  Weierstrass'sche  Bemerkung  war  klar  ge- 
worden, dass  man  bei  der  Coefficientenbestimmung  der  Foutier'schen  Reihe 
nicht  ohne  Weiteres  die  Multiplicationsmethode  Fourier's  anwende  dürfe, 
weil  diese  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  das  Integral  einer  Summe 
unendlich  vieler  Glieder,  die  eine  convergente  Reihe  bilden,  gleich  der  Summe 
der  Integrale  der  einzelnen  Glieder  sei.  Durch  diese  Schlussfolgeinmg  wurde 
aber  bewiesen,  dass,  wie  man  auch  eine  Function  in  eine  trigonometrische 
Reihe  entwickeln  möge,  man  immer  dieselbe  Entwicklung  erhielte.  Auf 
diesem  Satze  von  der  Eindeutigkeit  der  Entwicklung  basirten  nicht  nur 
alle  physikalischen  Anwendungen,  sondern  auch  manche  wichtige  mathe 
matische  Folgerung,  wie  z.  B.  Jacobi's  Darstellung  der  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  durch  bestimmte  Integrale.  Dieser  Satz  war  also 
hiermit  in  Frage  gestellt.  Die  Wiederherstellimg  desselben  ist  von  Herrn 
Heine  (a.  a.  0.)  begonnen,  und  von  den  Herren  G.  Cantor  und  P.  du  Bois- 
Reymond  fortgeführt  worden. 

Herr  Heine  spricht  sich  dahin  aus,  es  sei  durch  die  Arbeiten  von 
Dirichlet,  Riemann  und  Lipschitz  nur  festgestellt,  dass  eine  Function  von  x 
sich  unter  gewissen  Bedingimgen  iu  eine  trigonometrische  Reihe  entwickeln 
lasse,  aber  nicht  auf  wie  viele  Arten  dies  geschehen  könne. 

Man  könnte  nun  vielleicht  verlangen  zu  beweisen,  dass  eine  trigono- 
metrische Reihe,  welche  eine  stetige  Function  darstellt,  auch  in  gleichem 
Grade  convergirt.  Doch  da  überhaupt  noch  nicht  bewiesen  ist,  dass  es 
eine  trigonometrische  Reihe  giebt,  welche  die  genannten  Eigenschaften  hat, 
so  begnügt  sich  Herr  Heine  zunächst  damit,  zu  beweisen  (a.  a.  0.  §  7 — 9), 
dass  die  Fourier'sche  Reihe  für  eine  endliche,  nur  an  einzelnen  Punkten 
unstetige  Function,  die  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  in 


1)  Siebe  Abh.  der  Bayer.  Akad.    Bd.  XII,  I.    pag.  119.  Anm. 


i 
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f^adMBm  Giade  eomreigirt  Disa  lui4  aber  Henr  SeUMi  (m.  9l  O«  pag:  t) 
die  Bemeikaii^  gemadiiy  daas  der  Heine'Bche  Beweie  aidkl  mekr  gtirtilwilt% 
sei.  wenn  eine  Mudoniini-lliniBiiin-SiBUe  in  der  Ten  woitthBnat  deir  AsKh 
dehmuBg  nadi  defiiriiten  anmitielb«raii  ümgebniig  dee  Fonktes  Higit  vi 
dem  die  Fmißtioii  dttgestellt  werden  eolL  IMeee  Bemeilni^  ttüR  n; 
indessen  liest  siA  ie%eii,  dass  axidi  denn  noeh  der  Sali  gQtw  Harr  Pral 
H.  A.  Ekdiwan  hei  bei  CUegoilieit  einer  IhdrmmMmnidtmng  diooea  Benvw 
ftosgefUirt;  für  den  Fall,  dass  f(ß)  stets  positiT  Ueibt»  soüen  die  Hai^t- 
momenie  des  Beweises  bier  knn  daigelegt  werden,  da  andenifiiila  bot  ein- 
gebe Modüeatioiien  eintreten. 
Bs  sei 


Wenn  f{ß)  swisdien  den  Gremen  0  und  h  bestindig  poeitiT  Uribti  od 
nie  sanimmt,  so  ist,  wenn  m  irgend  eine  positiTe  gaaae  Zahl  ist,  so  ^bm 

2m+l<-|  und  ?~5<»i8t,  nnd  f(ß)LeMi, 

wd  dut^  die  senkrechten  Striche  angedeutet  werden  soIl|  dass  dv  abaohit 
Betrag  der  eioigeschlosseneii  Ghrösse  zu  nehmen  ist. 

Wenn  f(ß)  beständig  negativ  bleibt  und  nie  abnimmt,  so  gut  die  FcmpA 

«-|«»)|<i^+!|(«<»-^(¥))|- 

Wir  werden  nun  bei  stetigem  Vorlaufe  ¥on  f(ß)  sagen:  Die  f(ß)  im 
Intervalle  von  0  bis  h  darstellende  trigonometrische  Reihe  convergirt  in 
gleichem  Grade,  wenn    eine  Zahl  m  derart   gefunden   werden  kann,   dass 

für  alle  Werthe  von  ß  innerhalb  des  Intervalles  die  Differenz    8  —  —  /(O) 

kleiner  als  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  Grösse  e  bleibt. 

Soll  nun  die  Differenz  f(ß  +  ^(ß))  —  f(ß)  kleiner  als  eine  vorgegebene 
beliebig  kleine  Grösse  s^  sein,  so  giebt  es  bei  einer  stetigen  Function  f(ß) 
einen  von  ß  unabhängigen  Minimalwerth  d'  von  d(/}),  so  dass  für  jedes  ß 
zwischen  0  und  h  die  Differenz  f(ß  +  ^)  —  f(ß)  <  ^  ^^^^   sobald   dem 

absoluten  Betrage  nach  d"  ^  d'  ist.    — r —  ißt  nun  so  bestimmbar,  dass  es 

<  ^  wird.  Zwischen  0  und  h  möge  f{ß)  fi  Maximum-  imd  Minimum- 
steilen  ßi  ß^  ,  .  ß^L  besitzen.  Alsdann  wenden  wir  auf  die  Function  f{ß) 
folgende  Zerlegung  an.    f{ß)  ist  überall  zwischen  0  und  h  gleich  der  Summe: 
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*  fi(ß)  +  fM  +  ...  +  u+dß)  +  f(h-  0), 

wenn  die  (f*  +  1)  Functionen  /i  (/3)  . . .  /*^  4.  i  (ß)  folgendermassen  bestimmt 
sind:  fi(ß)  sei  im  ersten  Intervall  gleich  f{ß)  —  f(ßi)i  ^  allen  folgenden 
gleich  Null. 

/i (/3) (1  =  2,  3... fi+l)  sei  im  Intervalle  0...|Ji_i  gleich  f{ßx^i)  —  f(ßx) 

ßi-i...ßx         gleich  f(ß)  -  f(ßx) 

ßi...h       gleich  Null.  (/3^  +  i=Ä  —  0.) 

Auf  jede    der  Functionen    fi(ß)  -  -  *  f/i  +  i (ß)    ist    nun   die    eine    oder    die 
andere  der  obigen  beiden  Formeln  anwendbar. 
Ist  i^  <Cßj  so  ist  jedenfalls 


1/ 


kw^'*i»-|(r(o)-rtfO)|<4+||(r(o)-rOJO-^C-F))i- 

— T — )  constant  und  zwar  gleich 
fißx-i)  —  f(ßx).     Alsdann  ist  für  X  =  2,  3  ...  (f*  +  l): 

ßx 


ff^(ß)'^^ß-^(f(ß^-^)  -  f(ß^)) 


Ist   aber  S"  >  ß^^  also  liegt  die  erste  Maximum-  oder  Minimumstelle 
zwischen  0  und  d^  und  ist  ^  <  j^g,  so  wird 

M^äß-'^(m-m)\<^+'^\{m-m) 
lfm  7^/  äß  -^m  -  m)\<^ + ||(fO».)  -  m)  -  KT)) 

0 
während  alle  folgenden  Integrale  ungeftndert  bleiben.    Die  Sunune  der  In- 
tegrale ergiebt  im  ersten  Falle: 


s-im 


2 

im  zweiten: 


<('*+^)^-^j\{m-f(ß^)-f(^))[ 


Es  muss  nun  sowohl 

{m  -  fißr)  -  KT))  I  aiB  I  (f(o)  -  m  -  KT))  I 

kleiner  als  t,  sein. 


|«-|f(0)|<(,+  l)4  +  |.„  »te. 


Htm  wir  ■,  gam  willkBilkli  sngcnom 
-  -f  t|  >  0  irt,  80  öeht  nuB,  du  »  ii 


Wählen   wir  t,    so,   dui 

ron   der  Grösse    g«wilih 


werden  kann,  dasa  5  —  -^  f(p)  nnter  c  Einkt 

Ueberfartgt  man  £s  nlmliidiflli  EtOrtoniogen  auf  die  Summe  der  Integnle 

i   r^C^t  -  3P)  ^dß  +  i  J^(.  +  2^)  ^  äß, 

■o  lOgt  nUa  leidii,  dass  du  nlmticlie  SululUm^  fOr  jeden  Wsrik  ^«a  « 
giH,  womit  nnaera  Behsuptang  erwiesen  ist 

Irt  nicht  f  <  JS,,  Mmdem  ist  etwa  ßi<f  <ßi+i{l>- i)^  m  nt 
du  oUge  Terbhien  anch  dann  noch  leicht  anwendbar,  and  ee  llMt  aick 
immer  idgioii,  daas  die  Beihe  in  gleichem  Onde  oonniigiTt. 

Die  Toifaoigeheikle  EiOrtenug  trifft  Bodt  den  Abeduntt  ttber  li^piWi 
nwtriadie  Beihen  in  Heine  „Haadbodi  der  KngelfDneti<men**.  pag.  Sl — 6S. 

El  ist'  also  snnlohst  nachgewiesen,  dass  es  Obeiiisapt  eina  WtiihfmBit 
widloBg  ^ebt,  die  in  gleichem  Gnde  oonveigirt.  Abor  es  kBnqte  naoh 
mehrere  wlfiber  EntwioUoiigen  geben,  tob  denen  mdit  jede  ia  fßeUi^ 
Orade  oonrergirt.  Herr  Heine  beweist  nun,  ^ss,  wem  es  ttbai:^«^ 
eine  in  gleichem  Grade  convergente  Beihe  giebt,  dieses  die  einn^  in 
gleichem  Grade  convergente  Reihe  iet.  Ob  es  auseerdem  noch  andere  giebl, 
die  nicht  in  gleichem  Grade  convergiren,  bleibt  hiemacb  fraglich.  Eis  wird 
die  IdentitSt  zweier  im  AUgemeineD  in  gleichem  Grade  convargenten  Reihen- 
entwicklungen derselben  Fnnction  dadurch  uacfagewieeen,  dass  ihre  Differem 
gebildet  und  dann  folgender  Satz  bewiesen  wird:  Eine  trigonometrische 
Reihe,  die  im  Allgemeinen  convergirt  und  Null  darstellt,  existirt  nicht,  d.  h. 
die  CoefGcienten  müssen  sfimmtUch  identisch  Null  eein. 

Bienuum  hat  als  nothwendig  fUr  die  Convergenz  einer  trigonometrischen 
Beihe  in  endlichen  Strecken  erkannt,  dass  Ai,  ==  a^  sin  kx  -\-  bi,  cos  kx  mit 
wachsendem  h  unendlich  klein  werde.  Herr  Heine  beweist  nun,  daag  bei 
einer  im  Allgemeinen  in  gleichem  Grade  convergenten  trigonometrischen 
Reihe  die  einzelnen  Coefficienten  n«  und  b«  zuletzt  unendlich  klein  werden; 
imd  darauf  gestützt,  dass  die  Coefficienten  der  aus  der  Differenz  der  beiden 
Reihen  gebildeten  neuen  Reihe  überhaupt  verechwinden  mfissen,  womit  die 
Identität  beider  Reihen  gezeigt  ist. 

Dae  Resultat  der  Heine'Bchen  Abhandlung  ist  also  Bchlieeslidi  folgen- 
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des:  eine  endliche,  nur  an  einzelnen  Punkten  unstetige  Function,  die  nicht 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  kann  nur  auf  eine  Weise  in  eine 
in  gleichem  Grade  convergente  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden; 
und  diese  Reihe  ist  die  Fourier*sche. 

Es  bleibt  nun  noch  in  Frage,  ob  es  nicht  noch  andere  Reihen- 
entwicklungen geben  könnte,  die  nicht  in  gleichem  Grade  convergirten, 
und  zwar  ob  noch  mehrere.  Mit  dieser  Frage  hat  sich  Herr  G.  Cantor 
beschäftigt.     Derselbe   schlägt  den   nämlichen   Weg   ein,  wie    Herr  Heine, 

indem    er   zunächst    beweist,    dass  in  jeder   im  Allgemeinen   convergenten 

oo 
trigonometrischen  Reihe  ^^  (a«  sin  nx  -f-  6«  cos  nx)  die  Coefficienten  a«  und 

bn  zuletzt   unendlich  klein  werden  ^),  ohne  jedoch  eine  Voraussetzung  über 

die  Art  der  Conveigenz  zu  machen.    Alsdann  beweist  er,  dass  eine  im  AUge- 

oo 
meinen  convergente  trigonometrische  Reihe  ^^  (c„  sin  nx  -f-  d»  cos  nx),  welche 

«•=30 

überall  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  Null  darstellt, 
nicht  existirt,  also  die  Coefficienten  c»  und  dn  sämmtlich  verschwinden 
müssen^).  Der  vorbereitende  Satz  ist  aber  nach  einer  Bemerkung  von  Herrn 
Kronecker  gar  nicht  noth wendig ').  Es  sei  die  Differenz  zweier  im  All- 
gemeinen convergenten  trigonometrischen  Reihenentwicklungen  derselben 
Function: 

D(x)  =  Co  +  Cj  -f  . .  +  C,  +  . .  -  0, 

WO  Cq  =  ~,  Cn=^  Cn  sin  na;  +  d»  cos  nx  ist. 

Man  bilde  nun 

D(x  +  6)  —  D(x'-d)  = 

«0  +  e^  cos  a?  +  ^  COS  2  a;  +  •  •  •  ™  öi 
so  müssen  nun  die  Coefficienten  Cn  '=  Cn  em  dn  -^  dn  cob  dn  von  vornherein 
unendlich  klein  werden,  wenn  die  letzte  Reihe  im  Allgemeinen  convergiren 
soU,  wie  es  nach  Voraussetzung  der  Fall  ist.  Nun  ist  auf  diese  Function 
das  von  den  Herren  Heine  und  G.  Cantor  benutzte  Verfahren  anzu- 
wenden. 


1)  Borchardt's  Joum.  für  Math.  Bd.  72.  1870.  „Ueber  einen  die  trigono- 
metrischen Reihen  betreffenden  Lehrsatz*',  und  Math.  Annalen.  Bd.  4.  1871. 
Ueber  trigonometrische*  Reihen. 

'2)  Borchardt's  Jonrn.  für  Math.  Bd.  72.  1870.  Beweis,  daes  eine  für  jeden 
reellen  Werth  etc 

3)  Borchardt's  Joum.  fSr  Math.  Bd.  78.  1871.  Notiz  zur  vorerwähnten  Ab- 
handlnng. 


? 

I  Pm^i«!!  gegen  NuU 
B'H.  A.  Schwan  gegebenen 
F{x)  'Ha»  linau«  FowtMa  nia  ^wg.  886,  kam.  2),  und  zwar,  wie  Ben- 
Herne  gflBfiifrt  hat,  in  jedem  der  dnidi  Ibstetigkeittip  unkte  getrennten  Int«~ 
TaUe  diawlbe  linMre  FoBotkn  <•  '-}-  e'.    Alan  niues 


«•-«k+HI+ 


bidem  nutn  mu  mit  oos  m(*  —  i)  mnl^licirt,  und  von  —  »c  bis  -^  s 
lategrirt,  emiittelt  man,  daSB  fb  Jedea  m  vbA  jedes  i  c^  eia  nt  ~\-  d^  coe  nl 
und  Bomit  wacb  «V  and  dm  nlbat  Tatacikwuiden  mtlssen.  Damit  üt 
Imwieacai,  dass  eine  im  AllgemeiseD  stetige  Function,  die  nur  eine  endlicbe 
Aimlil  von  Stetigkettannterbreehnngen  eilüdiet  und  nicht  tmendlich  viele 
MaziBia  and  ICnimn  hat,  nur  aof  eine  Weise  in  eine  im  ÄUgemeln« 
eonmigente  trigonometrisofae  Beihe  antwieikell  werden  kann. 

Eb  ist  aber  Herrn  0.  Caator  dorch  iSa  erfolgreiche  Anwendung  ein« 
WaierabasB'BGhen  Satiee  gelungen,  d^  Sats  von  der  Einheit  der  Ent- 
wicklung auch  auf  Functionen  susnidehnen^  die  unendlich  viel  ünstetig- 
keiten  haben,  wenn  diese  nnr  in  gewisser  Wwse  vertheilt  Bind.  Wenn 
eine  unendliche  Anzahl  beEtinunter  Stellen  gegeben  ist,  se  giebt  es  nadi 
einem  Satze,  den  Herr  Weierstraes  in  seinen  Vorlesungen  beweist,  in  dun 
Gebiete  dieser  Stellen  mindestens  eine  Stelle,  in  deren  Umgebung  unuidüdi 
viele  definirte  Stellen  liegen.  Es  kann  aber  aodi  mehrere,  and  auch 
unendlich  viele  solcher  Stellen  geben,  und  wir  wollen  ihre  GeeanunUmt 
mit  Herrn  G.  Cantor  die  erste  abgeleitete  Punktmenge  nennen.  RnUiBli 
diese  wieder  anendlich  viele  Punkte,  so  kann  man  eine  nreite  Pnnkt- 
menge  ableiten  u.  s.  f.  Kommt  man  auf  diese  Weise  zu  einer  Pnnktmeage, 
die  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  besteht,  so  ISsst  sick  der 
Beweis  fUr  die  Eindeutigkeit  der  Entwicklung  auf  diesen  Fall  ansdehnen. 
Es  kommt  darauf  an  zu  zeigen,  dass  in  jedem  der  durch  die  Unstetigkeits- 
punkte  getrennten  Strecken  F{x)  dieselbe  lineare  Function  von  x  ist 

Nun  lasst  sich  zeigen,  dass  in  jedem  der  Intervalle,  deren  Endpunkte 

1)  Math.  Anaalen  Bd,  6.  ISTS.  Ueber  die  Ausdehnnng  eine«  Sataee  amt  te 
Theorie  der  trigonometriachen  Beihen. 
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durch  die  Punkte  der  ersten  abgeleiteten  Pnnktmenge  bezeichnet  sind,  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Unstetigkeitspunkten  liegen  kann,  so  dass  nun 
wieder  der  Heine*sche  Beweis  für  jedes  dieser  Intervalle  eintritt.  Durch 
Iterationen  dieses  Verfahrens,  deren  Anzahl  eine  endliche  sein  muss,  weil 
die  letzte  abgeleitete  Punktmenge  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 
besitzen  soll,  zeigt  man,  dass  F{x)  überall  dieselbe  lineare  Function  ist. 

Wir  haben  daher  den  Satz:  „Eine  endliche  Function,  die  in  der  Weise 
unendlich  viele  ünstetigkeiten  besitzt,  dass  es  eine  abgeleitete  Punktmenge 
von  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  giebt,  und  überhaupt  in  eine 
trigonometrische  Reihe  entwickelbar  ist,  kann  nur  auf  eine  Weise  in  eine 
solche  entwickelt  werden/'  Eine  derartige  Function  ist,  wenn  sie  nicht 
unendlich  viele  Mazima  imd  Minima  hat,  integrirbar;  also  convergirt  die 
Fourier*sche  Reihe  für  sie,  wo  sie  convergirt,  gegen  den  Werth  der  Function, 
und  ist  die  einzig  mögliche  Reihenentwicklung. 

In  dem  ganzen  Gebiete  dieser  Functionen  müssen  daher  die  CoefQcienten 
der  Reihenentwicklung  die  Fourier'sche  Gestalt  haben,  und  ein  Beweis,  dass 
dies  wirklich  so  sei,  führt  nur  auf  einem  andern  Wege  zu  demselben  Ziele, 
wie  der  Heine -Cantor*sche  Beweis  von  der  Eindeutigkeit  der  Entwicklung. 
Ebenso  wie  umgekehrt  ein  Beweis,  dass  die  Reihenentwicklung  der  Func- 
tionen aus  diesem  Gebiete  nur  die  Fourier'schen  Coefficienten  haben  kann, 
den  Satz  von  der  Einheit  der  Entwicklung  in  diesem  Gebiete  ersetzt.  Der- 
artige Beweise  sind  denn  auch  in  der  That  von  den  Herren  Dini^)  und 
Ascoli*)  gegeben  worden,  sie  gelten  aber  nur  für  ein  beschränkteres 
Functionengebiet,  als  dasjenige  ist,  für  welches  der  Heine -Cantor'sche  Beweis 
gilt,  geben  also  keine  Erweiterung  der  Theorie. 

Wohl  aber  haben  wir  eine  Erweiterung  der  Theorie  darin  zu  erkennen, 

wenn   Herr   P.  du  Bois-Reymond  *)   nachweist,  „dass,   wie  man   auch  eine 

oo 
Function  f{x)  in  eine  Reihe  f{x)  =  ^   (a„  sin  nx  +  6«  cos  noj),   deren 

Coefficienten  an  und  hn  zuletzt  unendlich  klein  werden,  entwickeln  möge, 
die  Coefficienten  doch  immer  die  Gestalt  haben: 


^0  =  ii  J  fi«)^«; 


—  Jt 


1)  Siehe  pag.  247.  Anm.  2.  daselbst  Art.  4. 

2)  Siehe  pag.  262.    Anm.  daselbst  Art.  III.  und  Math.  Annalen  Bd.  6.   1873. 
pag.  231—240. 

3)  Abhandlungen  der  Bayerischen  Akademie.    Bd.  XII,  I.    1875.    pag.  117— 
1^7.  „Beweis,  dass  die  CoeffiGi0iil«i  eie»^ 


jeAeoDBl,  «OBii  d!«M  Intagrals  «mn  Kna  faatMS^.  Dar  SomI«  ,/l«na 
OcMfBoiaite&  n.  vai  t,  pnoAii^  UeiB  watden"  Mdt  iwar  ia  dam  te  Boit- 
iB«jni«d'jMlMn  Saiw,  num  «bar  doofa  geandit  wndsn,  <b  «r  in  dem  Bawiw 
(•.  ».  0.  pag.  t4l)  ncttwendig  gsbnooU  mrd.  Do:  lAögs  BaU  aAüemt 
dm  SkIb  Toat  dar  IHnhA'  der  BatwitUni^;  nothmndig  b  örii,  imd  mdna 
«:  &  Folgoni^  enttAU,  dan  «s  fllr  alk  Pnnotioiien,  derta  BatwMAtfbMtaH  _ 
iB'fli»  trigtmonetriadie  Btib«  BMbgswMiiMi  iai,  tun-  «m  rissige  aolAa 
gMi,  vod  diaaa^  dis'  Fouiar'adta  st,  giabt  er  «Usb  l^terig^  IKriar- 
Melmi^iin'dia  gawttiiwhto  TerrtdMlndiga^. 

Bi-  a^M  Mn  die  OnmdtOg»  dw  da  Bds- B^moad'aetMai  Bewaie- 
ftUirai«  BDgegebeo  mrdni,'  Bia  aof  Waitana  soll  die  in  bahaadolade 
-  VmUtira  mdfidi  Umben.  Zonlidut  wird  dar  Bnma  für  die  atetigiai  Pono- 
ttaeaa,-inlßhfl  inoht  ssaitdlidi  viele  lUiiiaa  md  HiaitBa  hritea  gc^fstMa, 
Iria  jhn  im  AllgemeiBen  aodi  sohoB  die  ^rren  Dtai  oad  AaooU  aagegalMB 
halMi; 

Mhi  UUe  die  Biamami'aiilie  Ftmctioii 

Ea  irt  nothwendig  fUr  jeden  Werttt  ron  a:  swischen  —  «  nnd  +  » 

Bildet  man  nun 

*(:r)  =  F(x)  -  Jd^Jdßm, 
eo  folgt 

und  daraus   *  (ar)  =  Cn  -f-  c,  x. 

II)    FXx)^J'dnJ'dßf(ß)-\-c^  +  c,x. 
Wenn  man  1)  mit  sin  na,  cob  na,  1  moltiplicirt  und  integrirt,  so  folgt: 
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/ 


On 


F(a)  Qin  na  da  =  j  •  ir  . 


—  7t 


/ 


F(a)  cos  na  da  =  (-  l)-  *-^  --'.•«. 


/ 


F(a)  da  =  —  ^  .  6^  . 


—  TT 


Man  setze  nun  für  F{x)  den  Ausdruck  11)  ein,  und  ermittele  den 
Werth  der  Integrale  durch  partielle  Integration.  Indem  man  n  unendlich 
werden  lässt,  findet  man  unter  Zuhilfenahme  des  hier  geltenden  Satzes,  dass 

I   f(a)  sin  nadx  und     1    f(a)  cos  na  da  und   a«  und   &„   zuletzt  ver- 

—  7t  —  n 

schwinden,  dass  zunächst 

—  n 
—  Ä  —n' 

ist,  und  alsdann,  dass 

an  =  —   I  f{a)  sin  nae^a;    fe^  =  —    I    /"(a)  cos  nad« 

für  jedes  n  ist.  Was  für  stetige  Functionen  somit  nachgewiesen  ist,  kann 
man  nun  nach  der  Heine -Cantor'schen  Methode  auf  alle  Functionen  aus- 
dehnen, die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maximis  und  Minimis  besitzen, 
und  in  der  Weise  unendlich  viele  ünstetigkeiten,  dass  eine  abgeleitete 
Punktmenge  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  existirt. 

Wenn  aber  die  Function  nur  der  Bedingung,  integrirbar  zu  sein,  unter- 

worfen  ist,   so  kann  nicht  mehr  behauptet  werden,   dass  dann  lim ~-^ 

überall  gleich  Null  ist. 

Denn  die  Function  hat  hier  nicht  nothwendig  in  jedem  Punkte  einen 
bestimmten  Werth;  ihr  Werth  kann  zwischen  einer  unteren  und  oberen 
Grenze  hin  und  her  schwanken.  Bezeichnen  wir  die  Summe  der  oberen  und 
der  unteren  Grenze  einer  Function  f(x)  an  einer  Stelle  x  mit  S{x)^  und 
ihre  Differenz  mit  I){x\  so  kann  man  offenbar  dem  Werthe  der  Function 


HtgariB  naD»  &U  M,  oad  ^«)  otd  !>(■)  km  b«£limmte  Werthe  dad. 
WcBB  am  aa  ^k  bmAi  der  TOi  TTihiim  (bL  6)  aagewandton  Xetluxb 
Um.*«  ^^^  hSSM,  M  biet  na,  dw«  ffieMt  die  0«Btalt  hat 

H»._.^^-S(«)+i(i  +  ^  +  y  !>(.). 

nAmUtÜk 

wo  Ji  AmhÜB  mwiaAm — 1  tmd  +  1  iMgt  Da  bud  i»(«)  —  F^j;)  —  F|(>) 
kt,    M   Ht   dar  grO«!«   Woth,    d«  l|n  ,.«  £1*M   «nMJnHf,   kna: 

Bk  üt  abo  BkU  sM^irailiar.  diM  fb  jadsn  WarUi  TOB  s  Um  »t  ^^^ 
«  0   üb     NkJitadMtowmigBr   Ifaat    ndt    ant   Hufe    dw  BafiagBag  dar 

iDtegrirbarkeit  für  f{x)  seigen,  dass  dk(z)  eine  lineare  Function  von  x 
ist.  Sobald  dies  bewiesen  ist,  tritt  wieder  der  pag.  268  und  269  gfefOhrte 
Beweis  in  Kraft.  Das  luterrall  von  x  bis  x  -^  a  theilen  wir  durch  die 
Punkte: 

«,  ar  +  a.,  *  +  d,  +  d„  ....,*  +  d,  +  d,  +  ..  +  *,_,,  ar  +  a 
in  Interralle,  und  bilden  die  Summe: 

ß  («  +  ,,  a,)  j,  +  D  (.  +  i,  +  h  »,)'.  +  ■■•  • 
+  c  {«  +  «,  +  »,  +  ..  +  ».  J.) «., 

WO  die  f  positive  echte  Brflohe  sind. 

Diese  Summe  musB  vermSge  der  Bedingung  der  Integrirbarkeit  ver- 
schwinden  mit  ve  rech  windenden  S.  Es  muss  also  erst  recht  verschwinden 
mit  verschwindenden  i: 

lim...  i"  I»  (.  +  ,,  J,)  d,  +  »  (x  +  ä,  +  fc  j,)  a,  + 

+  1{i  +  i,  +  S,  +  ..,.d.)i.\ 
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oder  68  ist 


a 

lim ,  =  0  -T  /   <1>  (ä  +  «)  ^«  "=  0. 


a 

f 


Daraus  folgt  nach  dem  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  bewiesenen 
Satze,  dass  • 

a 

0  {x  -{-  a)  da  =^  Cq  '{'  c^  X 

0 

ist,  wo  Cq  und  c^  Constanten  sind.    Nun  ist 

a  a  a 

j  0{x  +  a)dct^    (  F{x  +  a)dct-'    f  F^  {x  +  a)  da. 

0  0  0 

Bezeichnet  a^  einen  mittleren  Werth  der  zwischen  0  und  a  gelegenen 

Werthe  von  a,  so  ist    I   4>  (a;  +  a)  da  bei  unendlich  klein  werdendem  a 

u 

gleich  J'(,  +  a,)  _  j;  (a,  +  «,)  =  I  +  I .  x. 

Lässt  man  dann  a  gleich  Null  werden,  so  erhalten  F(a;)  und  Fy^{x) 

c  c 

bestimmte  Werthe,  und  dies  muss  demgemäss  auch  bei  —  und    -  der  Fall 

sein.    Daher  wird 

F{x)^F^{x)^c\  +  c\x, 

wo  Cq  und  c\  Constanten  sind,  und  damit  sind  wir  auf  den  früheren 
Beweis  zurückgeführt.  • 

Wird  die  Function  an  einer  Stelle  unendlich,  so  müssen  die  Riemann- 
schen  Bedingungen  (siehe  pag.  253)  eintreten. 

Hiermit  hoffe  ich  die  wesentlichsten  Untersuchungen  über  die  Darstell- 
barkeit willkürlicher  Functionen  einer  Variablen  durch  trigonometrische 
Reihen  berührt  zu  haben,  welche  seit  der  Abfassung  der  Riemann'schen 
Abhandlung  erschienen  sind,  und  es  bleibt  mir  nun  noch  übrig,  das  von 
Herrn  H.  A.  Schwarz  gegebene  Beispiel  einer  stetigen  Function  anzu- 
führen, für  welche  die  Fourier'sche  Reihe  nicht  überall  convergirt. 

V. 

Das  Intervall  von  -r-  bis  0  sei  in  unendlich  viele  bis  zur  Null  kleiner 

werdende  Theilintervalle: 

n  n      it  n  n  n  ^  n 

y  '  •  •  [ij'  [i]  •  •  •  [2]'  •  •  •'  [A-1]  •  •  •  [X]'  — '  Go  "      '      ^ 


—    «78- 

täag&l^äa,  wo  [1]  —  1 . 8  .  6  ...  (21  +  1)  fDi  ;i  =  1,  2,  3^  .  .  .  ^  ak 
um  ^  ^  OD  Bein  soU.  bi  dem  Um  Intervalle  eei  eme  Fonctioii  f(ß)  dmch 
die  fflÄohmig  AW  ■■  «l  •  Hi»  [l]p  definirt,  wo  c,,  c,,  (^,  .  .  .  r^  .  .  .  eÜK  hä 
UT  HnU  ibnahrnnde  Weitbzeihe  bilden  soUen.  Dieee  Pnnction  ist  va 
'Mndlerni  oMig;  nt  afaumt,  moK  eich  ß  der  Stelle  0  nähert,  mit  uneivi 
lioh  Tielen  Ifaximw  und  Winiidh  nm  unendlich  kleiner  Amplitude  ab,  »dI 
ea  aoÜ.  te^tguMt  worden,  dm  sie  bei  ß  =  0  selbst  den  Werth  0  hu. 
Dm  mm  sa  idien,  ob  die  Foozier'Bche  Reibe,  welche  im  üebri^r^o  dir 
FqnctioB  dantelH,  ladi  nodt  »  ditser  Stelle  den  Functtonäwertli  crgi«iA, 
hftt  man  den  Werth  det  Litegnls 


j -««.-.//■(«  i^d? 


.  Bh  wild  neh  trigen,  dass  dieses  Integral  nicht  convei^rt.  Wir 
n  i  wk  M  ■>"'  wadueadem  f»  mendlich  werden,  nnd  theilen  dsa  Int^trnl 
den  TorbeMudmsten  Intemdlen   in   TheilintegrsJ»;   so    ergwbt  «ifb; 


(fi 


Diese  vier  Theile  ontersuchen  wir  nun  einzeln.  Das  erste  Integral 
wird  in  Theilintegrale  zerlegt,  so  dass  in  jedem  derselben  sin  [fi  -f-  1]^ 
von  demselben  Zeichen  ist.  Dann  folgt  unter  Anwendung  eines  be- 
kannten   Mittel  werth  Satzes,   dass  das   Integral   nicht  grQBser  sein  kann,  als 


/' 


IW-I. 


J,  also  nicht  grösser,  vis  das  Dirichletsche   q^,    und   dieseü   ist 


nicht  grösser   als    ^  -| ■    Daher  ist   der   erste   Theü  von   J    kleiner   als 

c^^i  1-  -j — j,  und  verschwindet  also  mit  wachsendem  fi. 
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Für  ein  Theiliniegral  J\  des  dritten  Theils  ist  die  pag.  257  -gegebene 
Abschätzungsformel  anzuwenden.    Damach  ist: 

fm]  [Tri] 

J,  =  c,   /  sm[X]x  ~^  dß  <--—  +  ^  '  c,   /  -^dß 

^  ^         m  ^    ^ 

a[ß]  ist  im  /yten  Intervalle  von  p^  bis  (g'  +  1)  j^  gleich  <Sq(ß\  dem  absoluten 

Betrage  der  grössten  Schwankung  der  Function  sin  [X]  ß  in  diesem  Intervalle. 
Da  nun  die  Differenz  zweier  Sinus  aUemal  kleiner  ist,  als  die  Differenz 
der  zugehörigen  Argumente,  so  ist 


also  ö,iß)  <  «  .  [Ü 


Daher  ist: 


J\<2 

tl-1] 

y 

w 

J\  <  2  c. 

M^  2     ' 

log  (21+1). 

Bildet  man  nun  ^^   J'^,  so  erhält  man  für  den  dritten  Theil: 
^   «^  i         ^  ^'i  ^     M  <  Y  '^i   (     2^+t      +  (2^+  1)  (2»»  -  1)  ■*"••• 

j logß \ 

•  •  "r  (2;»  +  1)  (2^  -  1) 9.71' 

^Jl        ^  «I  ^    [^]  <  2     '^1      2(.  -  t        l  ^  T^  2p  -  1 

i  "t^  —  1  i«^  — 1 

"'"  (2(1  —  1)  (2(1  —  8)    '    •  •  •  (2p  —  1)...  9. "7  j  * 

^  ;^2-2c,^  >]<''^       2p  +  i 

mit  wachsendem  fi.    Mit  unendlich  wachsendem  |i  wird 

Suppl.  s.  Usi-Ut.  Abth.  d.  Zttohr.  f.  Maili.  «.  Fh/i. 


sogleich  aber  auch  gegen  Null  oonsergiren,  da  2p  +  1  starker  un« 
wird,  als  log  (2fi  —  1).  Ebenso  wie  hieraaoh  mit  uneudlicb  wachs«u 
der  dritte  Theil  gegen  Null  convergirt,  kann  man  dies  mit  Hilfe  der 
Abschiitaungsformel  vom  vierten  TheÜe  eeigen.  Es  bleibt  noch 
■weite  Theü 


M  du  Intagi»! 


ist,  und  erbftlt  daher  dnrch  Addition  der  beiden  leUten  Ungleichni^ 


r>,j\ 


>Kft 


M 


Eb  ist  daher  e^  J"  >  i  c^  log  (ft  +  \).  W&hlt  man  nnn  die  Werthral 
c,,  80,  da«  lim^.s,  e,,  log  (p  -f"  i)  imendlioh  wird,  wahrend  c,  fli 
bleibt,  und  c^  doch  mit  wachsendem  ju  unendlich  klein  wird,  so  wir 
zweite  Theil  von  /  tmendlich  gross.    Dies  tritt  i.  B.  ein,  wemt  ma 

die  Cu  eine  Reibe  wShlt,  die  wie  die  absoluten  Beträge  von  — 

Vlog((i 
mit  wachsendem  ft  abnimmt.  Denn  dann  wird  der  zweit«  Theil  i 
selbst  <  i  log  (ft  -f-  i)  also  unendlich  gross  mit  unendlich  wachsend 
Damit  ist  nachgewiesen,  dass  die  Fourier'eche  Reibe,  welche  die  angeg 
stetige  Function  sonst  darstellt,  an  der  Stelle  Null  nicht  coDTargirt 


Anmerkung. 

Vorstehende  Abhandlung  ist  zuerst  im  Mai  1879  als  Inauguraldisser- 
tation in  Göttingen  erschienen.  Herr  P.  du  Bois-Beymond  hat  sich  be- 
wogen gefühlt,  gegen  dieselbe  im  Mai  1880  eine  Schrift  unter  dem  Titel: 
^Zur  Geschichte  der  trigonometrischen  Beihen,  eine  Entgegnung"  (Tübingen) 
erscheinen  zu  lassen.  Eine  von  mir  yerfasste  Anzeige  derselben  findet  sich 
in  den  Göttinger  gelehrten  Anzeigen.  1880.  Stück  31.  Die  Einwendungen 
des  Herrn  P.  du  Bois-Bejmond,  soweit  sie  sachlich  sind,  habe  ich  in  Er- 
wSgung  gezogen  und  auf  pagg.  241  und  248  mit  Dank  benutzt;  auf  pagg. 
242  und  243  sind  Aenderungen  in  der  Wortfassung  vorgenommen  worden, 
und  grössere  Ausführlichkeit  ist  der  Kritik  der  du  BoisBeymond*schen  Auf- 
fassimg  des  bestimmten  Integrals  auf  pagg.  250  und  251  ertheilt  worden. 

Arnold  Sachse. 


Inhaltsangabe. 

I.  Angabe  des  Problems,  dessen  Geschichte  behandelt  werden  soll. 
Ueber  die  Entstehung  des  Begriffes  einer  willkürlichen  Function.  Definition 
der  Fourier'schen  Beihe.  Ueber  die  Priorität  der  Auffindung  der  Ooeffi- 
cientenbestimmung  dieser  Beihe.  «Das  Poisson'sche  Integral.  Der  Cauchy'sche 
Versuch,  die  Convergenz  der  Fouriei'schen  Beihe  zu  beweisen,  und  daran 
sich  knüpfende  Erörterungen,  ob  der  Cauchysche  Satz  und  ähnliche  über- 
haupt zum  Ziel  führen  können. 

-  n.  Die  Dirichlet'sche  Abhandlung.  Ihre  Bedeutung  für  die  Klärung 
der  Fundamente  der  Analysis.  Dirichlet's  Beweis  für  die  Convergenz  der 
Fourier*8chen  Beihe.  Beduction  der  die  Function  beschränkenden  Bedingungen. 
Ueber  den  Begriff  der  Darstellbarkeit  einer  Function.  Ueber  den  Mittel- 
werth  an  den  Unstetigkeitsstellen.  Dirichlet's  Ansicht  über  die  von  ihm 
nicht  erledigten  Fälle.  Seine  Definition  des  bestimmten  Integrals.  Sein 
Irrthum  in  Betreff  der  stetigen  Functionen.  Ueber  das  Verhältniss  der 
Darstellung  einer  willkürlichen  Function  zur  Naturerklärung.  Die  Lip- 
Bchitz'sche  Bedingung  für  die  Functionen  mit  unendlich  vielen  Maximis  und 
Minimis.     Ueber  das  Verhältniss  der  gefundenen  Bedingungen  zu  den  noth- 


III.  Die  Rietuannscbe  Haljilitationeschrift.    Ihr  Ziel. 
«iDaodoi'Eekungeii    über    einige     FundamentalsStzc    der    Änal/ais. 

beiden  Kiemann' sehen  Bedingungen;  sie  sind  hinreieliend,  und  an«h  notk- 
wendig,  aber  in  einem  andern  Sinne,  als  dem  bisfaerigen.  Die 
ztdeitendon  Resultate  über  die  Daretell barkeit,  üeber  dae  tTnencIlichwerd«! 
dw  Functionen.  Ueber  das  Bchlieaeliche  Verschwinden  der  Fourier'sciiai 
Coefliuienten.  Die  Convergenz  der  Fourierscben  Reibe  hKiigt  nur  voo  des 
Verhalten  der  Function  in  der  unmittelbaren  Umgebung  der  betrachtend 
Stelle  ab.  Beweis  dafür  mit  Hülfe  einer  Abechätziingsformel  von  Hemi 
H.  Ä.  Schw&rz.  Mit  deren  Hülfe  »uch  Ableitung  der  Lipschitx'sohen  Be- 
dingung,    üeber  die  Functionen  mit  unendlich  vielen  Maiimis  und  Miaimie. 

IV,  Ueber  die  Eindeutigkeit  der  Entwicklung  einer  Function  in 
trigonometrische  Reihe.  Die  Aiifkl^ning  über  die  Caachy'ecbe  Ansieht  h*- 
treffend  die  Integration  einer  lutendlicheo  Reihe  durch  Herrn  Weieratnuc 
Definition  des  Begriffes  der  Convergenz  in  gleichem  Grade.  Die  erste  AnT- 
Stellung  dieses  BegriffeB  durch  Herrn  Seidel.  Durch  die  Weierstraes'Rbe 
Bemerkung  waren  eine  Reihe  der  bisherigen  Beweise  in  Fra^  gegtollL 
Insbesondere  der  Satz  von  der  Eindeutigkeit  der  Entwicklang.  Heine' 
Beweis,  dass  die  Fourier'sche  Reihe  in  gleichem  Grade  converpirt.  Vnr- 
voUstSndigujig  dieses  Beweiset;.  Der  Heine'sche  Beweis  fUr  die  Eind«Dtig 
keit  der  Entwicklung  der  stetigen  Functionen,  die  nicht  unendlich  visla 
Maxima  und  Minima  Italien.  Cantor's  Fortfahrung  der  Heine'schen  Unter- 
But'liungen  ohne  Vnraussetirang  der  Convei-geni  in  gleichem  Grade.  Ihr*  A 
•iehnuog  auf  unendlicl)  oj't  unstetige  PujjcÜoneji  be,soiiderer  Ail  Ueber  da»  ' 
V«ifaSltniu  der  H«ine-Cantor'Bchfln  Bfitie  über  die  Sindmiligkflit  4er  bi- 
wieklung  su  dem  Satie,  da«  die  CoefSdlenten  einer  ooareigeBten  trigono- 
melaisdian  fi«ihenentwicklnng  einer  Function  die  Fonrier'whe  Form  hatiM 
ntttssten.  B^ide  erreichen  dsseelbe  in  einem  gewiBfloi  PiutationenbeniclL 
Änsdebnung  des  sweiten  Satsea  zn  seiner  weitesten  Bnuichbukeii  dänb 
Beim  P.  du  Bois-Bejmond.     Dessen  Beweismethode. 

V.  EiniacheB  Beispiel  einer  stetigen  Function,  für  welt^  die  Fonxin- 
scbe  Reihe,  welche  die  Function  sonst  darsteUt,  an  einer  Stelle  nidt  oott- 
vergirt. 
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III.  Die  Riemann'sche  Habilitationsschrift.    Ihr  Ziel.   Die  vorbereitendeii 
Auseinandersetzungen    über    einige    Fundamentalsätze    der    Analjsis.      Die 
beiden  Riemann'schen   Bedingungen;  sie   sind  hinreichend,  und   aach   noth- 
wendig,  aber  in  einem  andern  Sinne,  als  dem  bisherigen.     Die  daraus  ab- 
zuleitenden Resultate  über  die  Darstellbarkeit,     üeber  das  ünendlichwerden 
der  Functionen.     Ueber  das    schliessliche  Verschwinden  der   Fourier*schen 
Coefficienten.     Die  Convergenz  der  Fourier'schen  Reihe  hängt  nur  von  dem 
Verhalten  der  Function  in  der  immittelbaren  Umgebung  der  betrachteten 
Stelle   ab.     Beweis  dafür  mit  Hülfe   einer  Abschätzungsformel  von   Herrn 
H.  A.  Schwarz.     Mit  deren  Hülfe  auch  Ableitung  der  Lipschitz'schen   Be- 
dingung.    Ueber  die  Functionen  mit  uneojilich  vielen  Maximis  imd  Minimis. 

IV.  Ueber  die  Eindeutigkeit  der  Entwicklung  einer  Function  in  eine 
trigonometrische  Reihe.  Die  Aufklänmg  Über  die  Cauchj'sche  Ansicht  be- 
treffend die  Integi'ation  einer  unendlichen  Reihe  durch  Herrn  Weierstrass. 
Definition  des  Begriffes  der  Convergenz  in  gleichem  Grade.  Die  erste  Auf- 
stellung dieses  Begriffes  durch  Herrn  Seidel.  Durch  die  Weierstrass'ache 
Bemerkung  waren  eine  Reihe  der  bisherigen  Beweise  in  Frage  gestellt. 
Insbesondere  der  Satz  von  der  Eindeutigkeit  der  Entwicklung.  Heine's 
Beweis,  dass  die  Fouriersche  Reihe  in  gleichem  Grade  convergirt.  Ver- 
vollständigung dieses  Beweises.  Der  Heine'sche  Beweis  für  die  Eindeutig- 
keit der  Entwicklung  der  stetigen  Functionen,  die  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  haben.  Cantor's  Fortführung  der  Heine'schen  Unter- 
suchungen ohne  Voraussetzung  der  Convergenz  in  gleichem  Grade.  Ihre  Aus- 
dehnung auf  unendlich  oft  unstetige  Functionen  besonderer  Art.  Ueber  das 
Verbältniss  der  Heine  Cantor'schen  Sätze  über  die  Eindeutigkeit  der  Ent- 
wicklung zu  dem  Satze,  dass  die  Coeffidenten  einer  convergenten  trigono- 
metrischen Reihenentwicklung  einer  Function  die  Fourier'sche  Form  haben 
müssten.  Beide  erreichen  dasselbe  in  einem  gewissen  Functionenbereich. 
Ausdehnung'  des  zweiten  Satzes  zu  seiner  weitesten  Brauchbarkeit  durch 
Herrn  P.  du  Bois-Beymond.     Dessen  Beweismethode. 

V.  Einfaches  Beispiel  einer  stetigen  Function,  für  welche  die  Fourier- 
sche Reihe,  welche  die  Function  sonst  darstellt,  an  einer  Stelle  nicht  con- 
vergirt. 
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